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Notations

(Df ) : Domaine réalisable de la fonction f .

(PQN) : Problème quadratique non convexe.

(TDC) : La transformation duale canonique.

(PQI) : Problème quadratique indé�ni.

(PQA) : Problème quadratique approximatif.

(PQP) : Problème quadratique paramétrique.

(PLA) : Problème linéaire approximatif.

(PDC) : Problème dual canonique.

(PI) : Problème d�interpolation .

(SCI) : Semi continue ifèrieur.

(SCS) : Semi continue supèrieur.

(ARSR) : Algorithme rectangulaire de séparation et réduction.
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Introduction
Dans notre vie, chaque problème s�écrit en forme mathématique présumée comme

un problème d�optimisation généralement non convexe.

Il ya plusieurs formes et catégories de ces problèmes, entre ces formes on a choisi

la classe des problèmes d�optimisation quadratiques non convexes, sachons que, chaque

problèmes peut s�écrire sous forme d�un problème d�optimisation quadratique avec ou

sans contraintes, alors, la classe des problèmes quadratiques non convexes a plusieurs

applications dans plusieurs domaines de la vie courante.

La résolution de ce type de problèmes n�est pas facile, plusieurs méthodes sont

proposées pour trouver la bonne solution optimale mais la di¢ culté est dans la recherche

de la solution optimale globale. Plusieurs e¤orts ont proposés pour trouver une méthode

e¢ cace dans le but de la simpli�cation de la résolution et pour trouver la solution optimale

globale ou bien la solution approximative de la solution optimale globale du problème

original non convexe.

Entre ces méthodes, on a choisi la méthode de recherche global Séparation et

Réduction (élimination) pour résoudre les problèmes d�optimisation quadratique non

convexe sur un ensemble fermé (borné) de Rn:

Le problème d�optimisation quadratique non convexe est toujours posé sous la forme

suivante : 8<: min f(x) = 1
2
xTQx+ dTx

x 2 S \ (Df )
(PQN)

où :
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S =
�
x 2 Rn : L0i � xi � U0i : i = 1; n

	
(Df ) = fx 2 Rn : Ax � b;x � 0g

Q 2 Rn�n : une matrice symétrique non dé�ni positive

A 2 Rn�n une matrice réelle

dT = (d1; d2; :::; dn) 2 Rn

bT = (b1; b2; :::; bm) 2 Rm:

Ce type des problème admet plusieurs solutions locaux, pour cela, on cherche

toujours d�une méthode é¢ cace avec une approche globale.

Cette thèse est organisée comme suit :

Premier chapitre : Nous présentons quelques notions et dé�nitions comme des

préliminaires dans l�analyse convexe et conditions d�optimalités qui sont utiles pour la

suite de notre travail.

Deuxième chapitre : Nous avons présentés la méthode de séparation et réduction

pour résoudre les problèmes d�optimisation quadratiques non convexes dans deux parties :

1. La méthode de séparation et interpolation : où on a appliqué l�approximation li-

néaire de la partie non convexe de la fonction objective du problème (PQN).

2. La méthode de séparation et réduction : on a présenté une nouvelle approche rec-

tangulaire de la méthode B&B avec des techniques de partition et réduction pour

accélérer la convergence de l�algorithme proposé.

Troisième chapitre : Nous présentons une nouvelle méthode de branch and bound

pour résoudre les problèmes quadratique non convexes sur un ensemble borné de Rn,

où on a présenté une nouvelle approche rectangulaire de cette méthode et construit

une fonction quadratique convexe qui approxime inférieurement la fonction optimisée

f : C � Rn �! R sur le rectangle S. cette approximation nous permettra d�obtenir
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un problème d�optimisation quadratique convexe qui peut être résolu facilement par les

méthodes itératives (les méthodes gradients, Newton, trajectoire central, simplexe,...).

La valeur optimale de ce dernier problème est une borne inférieure de la valeur optimale

globale du problème original (PQN).

Quatrième chapitre : Nous présentons dans ce dernier chapitre une méthode de re-

cherche globale �la transformation dual canonique (TDC)�pour résoudre globalement

un problème d�optimisation quadratique non convexe sur un ensemble borné de Rn.cette

méthode a été étudier par Gao et Strang pour les mécaniques non convexes et non de

classe C1.Cette méthode transforme notre problème non convexe avec des contraintes

linéaires (NP-hard problem) à un système algébrique facile pour la résolution. On obtient

ce système par l�utilisation des notions de dualité canonique qui permet de former un

problème dual qui admet le même ensemble de points de KKT avec le problème primal

(l�ensemble des solutions admissibles).

Finalement, on a donné une conclusion général.
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Chapitre 1

Préliminaires dans l�analyse convexe

et conditions d�optimalités

Dans ce chapitre, on a besoin de rappeler quelques notions et propriétés d�analyse

convexe qui sont utiles pour la suite de notre travail.

1.1 Ensembles et fonctions convexes

Dé�nition 1.1.1 Un sous ensemble 
 de Rn est dit a¢ ne si :

8x; y 2 
 et 8� 2 R : (1� �)x+ �y 2 
:

Soit L : Rn ! Rm une transformation. L est dite a¢ ne si :

L((1� �)x+ �y) = (1� �)L(x) + �L(y); 8x; y 2 Rn; 8� 2 R:

Dé�nition 1.1.2 Un sous ensemble 
 de Rn est dit convexe si :

8x; y 2 
 et 8� 2 [0; 1] : (1� �)x+ �y 2 
:
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Une fonction f : 
! R est dite convexe si :

f(tx+ (1� t)y) � tf(x) + (1� t)f(y); 8x; y 2 
; t 2 [0; 1] ;

et si l�inégalité au dessus est stricte, alors f est dite strictement convexe 8x 6= y:

Dé�nition 1.1.3 soit S � Rn, l�enveloppe convexe d�un ensemble S 2 Rn notée par

Co(S) est l�ensemble des combinaisons convexes �nies d�éléments de S donné par :

Co(S) =

(
nX
i=1

�ixi : �i 2 R+;xi 2 S : 1 � i � n :
nX
i=1

�i = 1

)

Dé�nition 1.1.4 Soit C � Rn et a 2 Rn, on appelle translaté de C par le point a

l�ensemble suivante :

T = C + a = fx+ a : x 2 Cg

Dé�nition 1.1.5 soit C une partie convexe de Rn; l�enveloppe a¢ ne de C noté par

aff(C) est la plus petite partie a¢ ne de Rn contenant C et dé�nie par :

aff(c) =

(
x 2 Rn :

nX
i=1

�ixi = �i 2 R; xi 2 C; 1 � i � n :
nX
i=1

�i = 1

)

Dé�nition 1.1.6 L�intèrieur relatif d�un ensemble C est son inèrieur dans aff(c) muni

de la topologie induite. On a :

ir(C) = fx 2 C = 9r > 0 : B(x; r) \ aff(C) � Cg

où :

B(x; r) = fy 2 Rn : ky � xk � rg

Dé�nition 1.1.7 soit la fonction f : Rn �! R, l�épigraphe de f est dé�ni par :

epi(f) = f(x; �) 2 Rn � R : f(x) � �g
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et le domaine e¤ectif de f est donné par :

dom(f) = fx 2 Rn : f(x) < +1g

= fx 2 Rn : 9� 2 R : (x; �) 2 epi(f)g

Dé�nition 1.1.8 soit la fonction f : Rn �! R; la fonction est dit propre si :

dom(f) 6= � et f(x) > �1 : 8x 2 Rn

Dé�nition 1.1.9 l�ensemble de niveau inférieur est dé�ni par :

S� (f) = fx 2 Rn : f(x) � � : � 2 Rg

Dé�nition 1.1.10 On dit qu�une fonction f : C � Rn �! R est convexe si pour tout

x; ; y 2 dom(f) et pour tout � 2 [0; 1] on a :

f(�x+ (1� �) y) � �f(x) + (1� �) f(y)

Proposition 1.1.1 soit f : C � Rn �! R, f est convexe si et seulement si epi(f) est

convexe.

Dé�nition 1.1.11 Soit f : C � Rn �! R, f est fortement convexe de module � sur

l�ensemble C s�il existe un nombre réel � > 0 tel que :

f(�x+ (1� �) y) � �f(x) + (1� �) f(y)� �
2
� (1� �) kx� yk2

8x; y 2 dom(f) : 8� 2 [0; 1]
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Dé�nition 1.1.12 On a :

argmin(f) =

�
t 2 C : f(t) = min

x2C
f(x)

�
"� argmin(f) =

�
t 2 C : f(t) = min

x2C
f(x) + "

�
argmin(f) = \f"� argmin(f) : " > 0g

Dé�nition 1.1.13 soit la fonction f : C � Rn �! R, f est dite semi-continue inférieu-

rement (SCI) en x0 si et seulement si :

8" > 0 : kx� x0k � " =) f(x) � f(x0)� "

et on a aussi :

�
f est (SCI) en x0

	
()

�
8 (xn) 2 Rn : (xn) �! x0 : f(x0) � lim

n�!+1
inf f(xn)

�

Dé�nition 1.1.14 Soit la fonction f : C � Rn �! R, f est dite semi-continue supé-

rieurement (SCS) en x0 si et seulement si (�f) est semi continue inférieurement (SCI)

en x0:

Dé�nition 1.1.15 une fonction f est dite coèrcive si :

lim
kxk�!+1

f(x) = +1

Dé�nition 1.1.16 Le gradient d�une fonction f : Rn ! R continûment di¤érentiable

évalué au point x 2 Rn s�écrit :

rf(x) =
�

@f(x)
@x1

@f(x)
@x2

@f(x)
@x3

: : : @f(x)
@xn

�t
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et l�élément de la i�eme ligne et la j�eme colonne de la matrice Heussienne s�écrit :

�
r2f(x)

�
i j
=
@2f(x)

@xi@xj

Remarque 1.1.1 Les deuxièmes dérivées peuvent servir à déterminer la convexité ou la

concavité d�une fonction.

Dé�nition 1.1.17 Soit f : Rn ! R une fonction continûment di¤érentiable sur un

domaine convexe D. f est une fonction convexe sur D si et seulement si la matrice

Heussienne est semi-dé�nie positive, c�est-à-dire :

pour tout x 2 D; yt
�
r2f(x)

�
y � 0; 8y 2 Rn

De même, si la matrice Heussienne est dé�nie positive, c�est-à-dire :

pour tout x 2 D; yt
�
r2f(x)

�
y > 0;8y 6= 0 2 Rn

alors f est une fonction strictement convexe sur D:

Dé�nition 1.1.18 Une matrice A est semi-dé�nie (dé�nie) positive si et seulement si

les déterminants des mineurs principaux de A sont (strictement) positifs.

Dé�nition 1.1.19 Il s�ensuit qu�on peut véri�er si une fonction est convexe en exami-

nant le signe des mineurs principaux de la matrice Heussienne. De même, on peut véri�er

la concavité d�une fonction f en analysant la convexité de (�f). Il n�est pas vrai qu�une

fonction est concave si les déterminants des mineurs principaux sont tous négatifs.

Dé�nition 1.1.20 Soit A une matrice tel que A 2 Rn�n:

� A est dite semi-dé�nie positive, et l�on notera A 2 Sn+ ou A � 0 si :

8 x 2 Rn; xTAx � 0:
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� A est dite dé�nie positive et l�on notera A 2 Sn++ ou A � 0 si :

8x 2 Rn; x 6= 0; xTAx > 0:

Dé�nition 1.1.21 soit la fonction f : Rn ! R tel que f 2 C1(Rn); f est coercive si et

seulement si :

lim
kxk�!+1

f(x) = +1

Dé�nition 1.1.22 la conjuguée de la fonction f : Rn ! R est dé�ni par :

f �(y) = sup fhx; yi � f(x) : x 2 Rng

Propriétés

1 f �est toujours convexe.

2 Si f = �1 alors f � = +1:

3 On a (f �)� � f , et on trouve l�égalitée si f 2 ��(X).

4 D�après la dualitée de Fanchel Moreau on a : si f 2 ��(X) alors f � 2 ��(Y ) et dans

ce cas on a :

(f �)� = f

Proposition 1.1.2 (L�inégalitée de Jenson) soit f : C � Rn ! R où C est un convexe

de Rn; on a :

1-Dans le cas convexe :

f(
nX
i=1

�ixi) �
nX
i=1

�if(xi):

2-Dans le cas quasi-convexe :

f(
nX
i=1

�ixi) � max
1�i�n

ff(xi)g :
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1.2 Les fonctions convexes polydrales

Dé�nition 1.2.1 Une partie convexe C est dite convexe polyédrale si :

C =

n\
i=1

fx = hai; xi � bi � 0 ; ai 2 Y ; bi 2 Rg

Dé�nition 1.2.2 Une fonction f : C � Rn �! R est dite polyédrale si son épigraphe

est un ensemble polyédrale de Rn+1:

1

f est polyédrale =) f est convexe.

2 Tout fonction polyédrale apartient à ��(X):

On a la proposition suivante :

Proposition 1.2.1 Soit f : X � Rn �! R une fonction convexe. f est polyédrale si et

seulement si dom(f) est convexe polyédrale, et on a :

f(x) = sup
�
hai; xi � bi ; ai 2 X ; bi 2 R; 8x 2 dom(f) ; i = 1; k ; k � n

	
Proposition 1.2.2 Si f : X � Rn �! R est une fonction polyédrale alors, la fonction

duale f �est aussi polyédrale, et on a :

dom(f �) = co
�
ai = i = 1; k

	
;

f � = min

(
kX
i=1

�iai = y =

kX
i=1

�iai ; �i 2 R+;
kX
i=1

�i = 1 ; k � n
)
:

Dé�nition 1.2.3 Soit f : C � Rn ! R [ f+1g où C est un convexe de Rn. On dit

que :

1. f est quasi convexe(q.c) sur C si :

8x; y 2 C ,8t 2 [0; 1] f ((1� t)x+ ty) � max ff (x) ; f (y)g :
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2. f est strictement quasi convexe (s.q.c) si l�inégalité est stricte pour x 6= y et t 2

]0; 1[

Théorème 1.2.1 Soit f : C � Rn ! R [ f+1g où C est un convexe de Rn: f est

quasi-convexe si :

S� (f) = fx 2 C � f (x) � �g est convexe 8� 2 R:

1.3 Classi�cation des problèmes d�optimisation

Il existe beaucoup d�algorithmes d�optimisation dans di¤érentes applications scien-

ti�ques. Cependant beaucoup de méthodes ne sont valables que pour certains types de

problèmes. Ainsi, il est important de bien connaitre les caractéristiques du problème posé

a�n d�identi�er la technique appropriée pour sa résolution.

les problèmes d�optimisation sont classés en fonction des caractéristiques mathéma-

tiques de la fonction objectif, des contraintes et des variables d�optimisation, alors, on a

le tableau suivant :
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Caractéristiques Propriétés Classi�cation

Nombre de variables
Une seule variable

plus d�une variable

Mono-variable

Multi-variable

Type de variables

Réelles

Entières

Réelles et entières

Entière avec permutation

Continue

Discrète

Mixte

Combinatoire

Type de fonction objectif

Linéaire en fonction des variables

Quadratique en fonction des variables

Non linéaire en fonction des variables

Linéaire

Quadratique

Non linéaire

Formulation du problème
Soumis à des limitations

Pas de limitations

Avec contraintes

Sans contraintes

1.4 Solutions optimales locales et globales

Dé�nition 1.4.1 On appelle solution réalisable (admissible) d�un problème d�optimisa-

tion (P) tout point véri�ant les contraintes, c-à-d, appartenant à D. Une solution réali-

sable qui minimise l�objectif sur D est dite solution optimale globale de (P) et on note

par :

argmin
x
f(x);

l�ensemble des solutions optimales globales.

Dé�nition 1.4.2 Un point x� 2 D est une solution optimale locale de (P) s�il existe un

voisinage U de x� tel que :

f(x�) � f(x); 8 x 2 U;

et on note par locmin
x2D

f(x) l�ensemble des solutions optimales locales de (P). Nous avons
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toujours :

argmin
x2D

f(x) � locmin
x2D

f(x);

et si (P) est convexe les deux ensembles sont égaux.

Remarque 1.4.1 Le problème d�optimisation précédent consiste :

� à chercher un point optimal ( local ou global ).

� si un tel point n�existe pas on cherche une borne inférieure de la valeur optimale globale

de la fonction à optimiser f .

� à établir que f est non bornée inférieurement sur D, auquel cas on trouve que :

inf
D
f(x) = �1:

� Lorsque D est vide immédiatement on a inf
D
f(x) = +1.

1.5 Quali�cation des contraintes

La quali�cation des contraintes est satisfaite pour tout x� 2 D dans les cas suivants :

� Les contraintes sont a¢ nes (linéaires).

� Les gradients des contraintes saturées en x�sont linéairement indépendants.

� D est convexe et int(D) 6= ? (condition de Slater).

On dit que le point x� est régulier si les contraintes sont quali�ées en x�:

1.6 Résolution d�un problème d�optimisation

La résolution d�un problème d�optimisation (P) est traitée dans l�ordre des points

suivants :

� L�existence (et éventuellement l�unicité) d�une solution optimale ;

� Caractérisation de la solution trouvée (local ou global) ;
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� construire l�algorithme qui permet de calculer numériquement cette solution.

1.7 Existence et unicité d�une solution optimale d�un

programme mathématique

Théorème 1.7.1 (Weirstrass) Si f est une fonction continue sur D � Rn et D est

compact (fermé et borné), alors le problème d�optimisation (P) admet au moins une

solution optimale x� 2 D.

Corollaire 1.7.1 Si D � Rnest non vide et fermé et si f est continue et c�rcive sur D

alors (P) admet au moins une solution optimale.

Corollaire 1.7.2 Si f est strictement convexe et l�ensemble D est convexe, alors la

solution optimal de (P) est une solution unique.

Remarque 1.7.1 La stricte convexité n�assure pas l�éxistence de la solution mais assure

l�unicité.

Proposition 1.7.1 Soit l�ensemble D � Rn non vide et fermé, si l�ensemble des courbes

de niveaux :

fx 2 D : f(x) � �g

est borné, alors (P) admet un minimum global. ( f : D �!R, et � 2 R).

1.8 Conditions d�optimalités

Soit le problème d�optimisation suivant :

8<: min
x2D

f(x)

D = fx 2 Rn : hj(x) � 0; j = 1; p; gi(x) = 0; i = 1; ng;
(P)
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où f; hj; gi sont des fonctions continûment di¤érentiables.

La théorie de Karush-Kuhn-Tuker (K.K.T) permet d�écrire les conditions nécessaires

d�optimalité pour tout problème d�optimisation avec contraintes possédant une fonction

objective di¤érentiable.

Théorème 1.8.1 Si x�est une solution optimale locale de (P) satisfaisant l�une des

conditions de quali�cations précédentes, alors il existe des multiplicateurs � 2 Rp+ et

� 2 Rn tels que :8>>>><>>>>:
rf(x�) +

pP
j=1

�jrhj(x�) +
nP
i=1

�irgi(x�) = 0; (condition d�optimalité),

�jhj(x
�) = 0; j = 1; p (condition de complémentarité);

gi(x
�) = 0, i = 1; n

(K.K.T)

Remarque 1.8.1 1- Si (P) est convexe, les conditions de (K.K.T) sont à la fois né-

cessaires et su¢ santes pour que x�soit un minimum optimal global.

2- Si les contraintes ne sont pas quali�ées en x�; les conditions de (K.K.T) ne s�ap-

pliquent pas (x� peut être optimal sans véri�er ces conditions).
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Chapitre 2

la méthode de séparation et

réduction pour résoudre les

problèmes d�optimisation

quadratiques non convexes

2.1 La méthode de séparation et interpolation

On considère le problème d�optimisation quadratique non convexe suivant :8<: min f(x) = 1
2
xTQx� dTx

Bx � c; x � 0
(PQI)

avec :

Q matrice PQI de Rn�n

B matrice de Rn�m

x; d des vecteurs de Rn
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Les solutions de (PQI) dans le cas d�existence serons produit sur des points de

la frontière du domaine réalisable pas nécessairement des sommets, par contre pour les

problèmes où la fonction objective est concave ou bien quasi concave, comme était bien

montré par le théorème suivant :

Théorème 2.1.1 La solution optimale de (PQI) se produit sur des points le frontière du

domaine réalisable donné par :


 = fx 2 Rn : Ax � c; x � 0g

2.1.1 Description de la méthode

On peut transformer un problème quadratique à un autre problème où la fonction

séparable par l�utilisation de la transformation a¢ ne, et on obtient le problème quadra-

tique indé�ni avec des contraintes linéaires suivant :8<: min	(x; y) = f(x)� g(x)

Ax+Bx+ c � 0; x � 0; y � 0

L�ensemble réalisable est donné par :


 =
�
(x; y) 2 Rn+k; : Ax+Bx+ c � 0; x � 0; y � 0

	
;

où :

f(x) = dTx� 1
2
xTQx

g(x) = bTy

Q une matrice réel symétrique, indé�nie de Rn�n

B 2 Rm�k; A 2 Rm�n; c 2 Rm; b 2 Rk; d 2 Rn:
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Généralement, on peut le présenter sous la forme suivante :8<: min	(x; y) = f(x)� g(x)

Ax+Bx+ c � 0; x 2 X; y 2 Y

où :

X; Y deux polyèdres de Rn et Rkrespectivement

f : fonction quadratique indé�nie

g : fonction linéaire avec k est plus large que n

2.1.2 La transformation de la forme quadratique par l�utilisa-

tion de la structure propre

Sachons qu�une matrice Q admet n valeurs propres f�igi=1;n et f� igi=1;n sont les

vecteurs propres associés, donc :

Q = �D�T

� = (�1; �2; ::; �n)

D = diag(�i) : 1 � i � n;

alors, on dé�nie :

� i = max
�
�Ti x : (x; y) 2 


	
� i = min

�
�Ti x : (x; y) 2 


	
;

qui présentent des problèmes linéaires, a partir de cette dé�nition on dé�nie la borne :

�i = � i � � i : 1 � i � n;
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dans le problème original (PQN) il su¢ t de prendre :

B = 0 et g(y) = 0;

alors, on trouve que :

	(x; y) = f(x):

Alors, on représente le problème sous la forme suivante :8<: min f(x) = dTx� 1
2
xTQx

x 2 
 \ Sx

où :


 = fx 2 Rn : Ax � cg

Sx = fx 2 Rn : 0 � xi � �i : 1 � i � ng :

D�autre part, la fonction f sera représentée par :

f(x) =
nX
i=1

�i(xi) =
nX
i=1

�
dixi �

1

2
�ix

2
i

�
:

2.1.3 La structure séparable de la fonction f

Par l�utilisation des valeures propres de la matriceQ on va donner la forme séparable

de la fonction f par :

f(x) = f1(x) + f2(x)

f1(x) =

sX
i=1

�i(x) =

sX
i=1

�
dixi �

1

2
�ix

2
i

�
f2(x) =

nX
i=s+1

�i(x) =
nX

i=s+1

�
dixi �

1

2
�ix

2
i

�
s : le nombre des valeurs propres négatives de Q:
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Immédiatement, f1 présente la partie concave et f2 présente la partie convexe.

Pour la suite, on va essayer d�approximer la partie concave par une fonction a¢ ne

dans le but de trouver un problème d�optimisation approximatif facile pour résoudre par

rapport au problème originale (PQN).

2.1.4 L�approximation linéaire

Soit le problème (P) dé�ni par :8>><>>:
min f(x) =

nX
i=1

�
dixi � 1

2
�ix

2
i

�
x 2 
 \ Sx;

:

On a les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 2.1.1 L�enveloppe convexe de la fonction f sur le rectangle Sx 2 Rn est le

plus grande minorante a¢ ne continue.

Dé�nition 2.1.2 Les enveloppes convexes des fonctions f�i : 1 � i � ngnotées par f
i : 1 � i � ngsont

des fonctions présentent par l�interpolation linéaire de f�i : 1 � i � ng en 0 et �i:

Dé�nition 2.1.3 L�enveloppe convexe de la partie concave f1 sur Sx 2 Rn est donné

par :

�(x) =
sX
i=1


i(xi) =
sX
i=1

�
di �

1

2
�i�i

�
xi:

Immédiatement, on trouve une forme convexe approximative de la fonction non

convexe f dé�nie dans le problème convexe approximatif suivant :8<: min f�(x) = �(x) + f2(x)

x 2 
 \ Sx
: (PQA)
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2.1.5 Calcule d�erreur

L�erreur sera estimer dans le théorème suivant :

Théorème 2.1.2 On a :

jf(x)� f�(x)j �
1

8

sX
i=1

(�i�
2
i ):

Preuve 1 On a :

jf(x)� f�(x)j = jf1(x) + f2(x)� (�(x) + f2(x))j

= jf1(x)� �(x)j

=

�����
sX
i=1

�i(xi)�
sX
i=1


i(xi)

�����
=

�����
sX
i=1

(�i(xi)� 
i(xi))
�����

�
sX
i=1

j�i(xi)� 
i(xi)j

=
sX
i=1

�����dixi � 12�ix2i
�
�
�
di �

1

2
�i�i

�
xi

����
=

sX
i=1

����12�i�ixi � 12�ix2i
����

� 1

2

sX
i=1

�i jxi(�i � xi)j :

pour tout 0 � xi � �i et 1 � i � s le maximum de jxi(�i � xi)j atteint au point médial
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xi =
�i
2
,alors :

jf(x)� f�(x)j �
1

2

sX
i=1

�i jxi(�i � xi)j

� 1

2

sX
i=1

�i

�����i2 (�i � �i2 )
����

=
1

8

sX
i=1

(�i�
2
i )

La relation entre la solution primale et la solution approximative de (PQN)

Si on suppose que f � = f(x�) la valeur optimale globale de (PQN) et ex la solution
de (PQA), alors, on a la proposition suivante :

Proposition 2.1.1 On a les deux relations suivantes :

0 � f(ex)� f � � 1
8

sX
i=1

(�i�
2
i )

f�(ex) � f � � f(ex):
Le but de notre travail est de trouver une limite inférieure d�erreur relative au rang

de la fonction f1 sur Sx:notons par :

f1max = max ff1(x) : x 2 Sxg

f1min = min ff1(x) : x 2 Sxg :

Proposition 2.1.2 Soit la fonction d�erreur dé�ni par :

E(x) = f1(x)� �(x);

où :

�(x) =
sX
i=1


i(xi) =
sX
i=1

�
di �

1

2
�i�i

�
xi:
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Alors, on a :

f(ex)� f � � E(ex);
où :

f � : l�optimum globale de (PQN)

ex : la solution approximative

Dé�nition 2.1.4 Le rang de f1 sur Sx est donné par l�intervalle [f1min; f1max] :

Pour réduire l�erreur if faut trouver une limite inférieure de la valeur :

�f1 = f1max � f1min;

alors, on suppose que :

�1�
2
1 > �i�

2
i : 1 � i � s:

D�autre part, on dé�nie les valeurs :

�i =
�i�

2
i

�1�
2
1

� 1 : 1 � i � s;

sachons que, les fonctions concaves f�i : 1 � i � sg sont données par :

�i(xi) =

�
dixi �

1

2
�ix

2
i

�
: 1 � i � s

=

�
di �

1

2
�ixi

�
xi : 1 � i � s:

Le maximum de ces fonctions est atteint au point :

xi =
di
�i
: 1 � i � s;
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alors, si xi 2 [0; �i] alors la limite inférieur de �f1 dépend de la distance :����xi � �i2
���� : 1 � i � s:

D�autre part, lorsque j�ij ! 1 la dépendance entre �f1 et
���xi � �i

2

��� est estimée par :
�i = min

�
1;

����xi � �i2
���� = ����2xi�i � 1

����� :
On a le lemme suivant :

Lemme 2.1.1 La relation suivante est satisfaite :

�f1 �
1

8
�1�1

sX
i=1

�i (1 + �i)
2 := �f1:

Lemme 2.1.2 La borne supérieure de la fonction d�erreur E est donnée dans l�inégalité

suivante :

E(x) � 1
8
�1�

2
1

sX
i=1

�i:

Le théorème suivant est très importante :

Théorème 2.1.3 On a l�inégalité suivante :

f (ex)� f �
�f1

� � (�; �) : 1
4
� � � 1

2.1.6 La solution "�approximative de (PQN)

On divise chaque intervalle [0; �i] à ki sous-intervalles avec un pas égale à :

hi =

�
�i
ki

�
;

alors :

Sx =

sY
i=1

Six;
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donc, on fait notre travail sur chaque sous-rectangle Six de Sx:

Les fonctions d�interpolation de f�i : 1 � i � sg deviennent des fonctions d�inter-

polation au point :

xi = jhi : 0 � j � ki

donc, on trouve que :

E(x) � 1

8

sX
i=1

�i

�
�i
ki

�2
=

1

8

sX
i=1

�i

�
�2i
k2i

�
� 1

8
�1�

2
1

sX
i=1

�i
k2i
:

Proposition 2.1.3 La relation suivante est satifaite :

f (ex)� f �
�f1

�

sX
i=1

�i
k2i

sX
i=1

�i (1 + �i)
2

:

La division ki est choisi telle que :

ki �
r� s

�
�i

�
où � = "

sX
i=1

�i (1 + �i)
2 :

2.1.7 L�algorithme de séparation et interpolation

Pour trouver la solution "�approximative du problème d�optimisation quadratique

non convexe (PQN), on propose l�algorithme suivant :

la (les) solution(s) approximative(s) du solution optimale globale du (PQN) est donnée

dans l�algorithme suivante :

1-calculer les valeurs propres f�ig de la matrice Q et les vecteurs propres associées.
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2-résoudre le problème linéaire approximatif.

3-trouver l�ensemble Front de points du frontière de l�ensemble 
:

4-calculer les valeurs de la fonction f en chaque points du frontiére.

5-choisir le point x� qui satisfait :

f(x�) = min f(x) : x 2 Front

6-poser IFV = f(x�):

7-trouver la forme linéaire approximative � et résoudre le problème approximatif pour

trouver le point ex:
8-calculer �f1 et �f1.

9- si f(ex) < IFV alors IFV = f(x�) = f(ex)
10-si IFV � f�(ex) < "�f1 alors ex est la solution "� approximative du (PQN).
11-sinon continue avec la procédure du Séparation et Réduction.

2.1.8 La procédure de séparation et réduction

On a les étapes suivantes :

1- Choisir l�intervalle
�
0; �j

�
tel que �j = min

1�i�s
f�ig qu�est équivalent à choisir l�intervalle

qui correspondent à :

�j = max
1�i�s

f�ig :

2- Subdiviser l�intervalle
�
0; �j

�
en deux sous rectangles

h
0;

�j
2

i
et
h
�j
2
; �j

i
:

3- On obtient :


i(xi) =

8<: �j1(x) : xi 2
h
0;

�j
2

i
�j2(x) : xi 2

h
�j
2
; �j

i
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4- On obtient les deux problèmes linéaires suivants :8<: min 
i(xi) = �j1(x)

x 2 Sx1 =
n
x 2 Rn : xi 2

h
0;

�j
2

io
8<: min 
i(xi) = �j2(x)

x 2 Sx2 =
n
x 2 Rn : xi 2

h
�j
2
; �j

io :

5- Résoudre les deux problèmes et calculer la valeur IFV pour chaque problème.

6- Posons le point ex qui véri�ée :

 (ex) = min f�j1(ex); �j2(ex)g :

7- Véri�er l�étape (9).sinon, on choisi le plus petit intervalle entre les deux intervallesh
0;

�j
2

i
et
h
�j
2
; �j

i
, et returner à l�étape (2).

2.2 La méthode de séparation et réduction

Dans cette partie on va présenter une autre approche rectangulaire de la méthode

séparation et interpolation pour résoudre globalement une classe des problèmes d�opti-

misation quadratiques non convexes. on va présenter une nouvelle fonction linéaire ap-

proximée inférieurement la fonction quadratique non convexe à optimiser sur un rectangle

de Rn:

Soit le problème d�optimisation quadratique non convexe suivant :8<: min f(x) = xTQx+ dTx

Ax � c:
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avec :

Q matrice non positive de Rn�n

A matrice de Rm�n

x; d des vecteurs de Rn et c 2 Rm

le domaine réalisable de (PQN) présente l�ensemble fermé dé�ni par :

�
�f
�
= fx 2 Rn : Ax � cg :

2.2.1 Description de la méthode

Le rectangle initial qui contient le domaine réalisable de (PQN) est dé�ni par :

S0 =
�
x 2 Rn : L0 � x � U0

	
;

tel que, on résout les n-problème linéaire :

min
�
xi : x 2

�
�f
�
: 1 � i � n

	
pour trouver la valeur de L0 et on résout :

max
�
xi : x 2

�
�f
�
: 1 � i � n

	
pour trouver la valeur de U0 dans ce cas, le rectangle S0 sera présenté par :

S0 =
�
x 2 Rn : L0i � xi � U0i : 1 � i � n
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l�étape suivante est de diviser le rectangle S0 en :

S0+1 =
�
x 2 Rn : L0s � xs � hs : L0j � xj � U0j : 1 � j � n : j 6= s

	
S0+2 =

�
x 2 Rn : hs � xs � U0s : L0j � xj � U0j : 1 � j � n : j 6= s

	
Dé�nition 2.2.1 Soit le nombre dé�ni par :

� � j�minj

où �min est la valeur propre minimale de la matrice Q pour la quelle la matrice (Q+ �I)

sera dé�nie positive.

On peut trouver deux formes équivalentes de la fonction f par l�utilisation de L0 et

U0: on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.1 Sur le rectangle Sk on a :

f(x) =
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
LK
�T
(Q+ �I)x�

�
LK
�T
(Q+ �I)LK

par l�utilisation de la borne inférieure Lk, et elle est donnée par :

f(x) =
�
x� UK

�T
(Q+ �I)

�
x� UK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i (2.1)

+2
�
UK
�T
(Q+ �I)x�

�
UK
�T
(Q+ �I)UK

par l�utilisation de la borne supérieure Uk du rectangle Sk.
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Preuve 2 On a :

f(x) = xTQx+ dTx

= xTQx+ dTx+ �xTx� �xTx

= xT (Q+ �I)x� �xTx+ dTx

par l�utilisation de la borne LK, on obtient :

f(x) = xT (Q+ �I)x� �xTx

=
�
x+ LK � LK

�T
(Q+ �I)

�
x+ LK � LK

�
+ dTx� �xTx

=
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+
�
x� LK

�T
(Q+ �I)LK +

�
LK
�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+
�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�
+ dTx� �xTx

=
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ 2

�
LK
�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+
�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�

+dTx� � kxk2

=
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i + 2
�
LK
�T
(Q+ �I)x

�
�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�

même manière avec l�utilisation de la borne UK, on trouve :

f(x) =
�
x� UK

�T
(Q+ �I)

�
x� UK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
UK
�T
(Q+ �I)x�

�
UK
�T
(Q+ �I)UK

Dé�nition 2.2.2 Soient la fonction f : C � Rn �! R et S0 un rectangle de Rn véri�ant
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C � S0 � Rn; l�enveloppe convexe de la fonction f sur le rectangle S0 est donné par :

f 0i (x) = �ixi + �i

�i =
fi(U

0
i )� fi(L0i )
U0i � L0i

: 1 � i � n

�i = fi(L
0
i )� �iL0i : 1 � i � n

Proposition 2.2.2 Soient Lkj et U
k
j les j

eme composantes des vecteurs Lk et Uk respec-

tivement, alors, l�enveloppe convexe de la fonction h(x) = (�x2j) sur le rectangle Sk est

donné par la fonction linéaire suivante :

h(x) = �(Ukj + Lkj )xi + LkjUkj

alors, on obtient la bonne borne inférieure de h(x) =
nX
j=1

(�x2j) par la fonction :

'Sk(x) = �(Uk + Lk)Tx+ (Lk)TUk

Théorème 2.2.1 Les deux formes linéaires approximant inférieurement la fonction non

convexe f sur le rectangle Sk =
�
Lk; Uk

�
sont données par :

LSK (x) = (aSK )
T x+ bSK

USK (x) = (aSK )
T x+ bSK

où :

aSK = d+ 2(Q+ �I)LK � �(LK + UK)

bSK = �(LK)T (Q+ �I)LK + �(LK)T (UK)

aSK = d+ 2(Q+ �I)UK � �(LK + UK)

bSK = �(UK)T (Q+ �I)UK + �(LK)T (UK)
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Preuve 3 On a :

LSK (x) = (aSK )
T x+ bSK

et :

aSK =
f(UK)� f(LK)
UK � LK

=

dTUK � �
nX
i=1

(UKi )
2 + 2

�
LK
�T
(Q+ �I)UK �

�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�

UK � LK

_(

dTLK � �
nX
i=1

(LKi )
2 + 2

�
LK
�T
(Q+ �I)LK �

�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�

UK � LK )

=

dTUK � �
nX
i=1

(UKi )
2 + 2

�
LK
�T
(Q+ �I)UK � dTLK + �

nX
i=1

(LKi )
2

UK � LK

�
2
�
LK
�T
(Q+ �I)LK

UK � LK

=

dT
�
UK � LK

�
� �

nX
i=1

�
(UKi )

2 � (LKi )2
�
+ 2

�
LK
�T
(Q+ �I)

�
UK � LK

�
(UK � LK)

=

dT
�
UK � LK

�
� �

nX
i=1

(UKi � LKi )(UKi + LKi ) + 2
�
LK
�T
(Q+ �I)

�
UK � LK

�
(UK � LK)

= d� �
nX
i=1

(UKi + L
K
i ) + 2

�
LK
�T
(Q+ �I)

= d� �
�
UK + LK

�
+ 2

�
LK
�T
(Q+ �I)
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et :

bSk = f(LK)� aSKLK

= dTLK � �
nX
i=1

(LKi )
2 + 2

�
LK
�T
(Q+ �I)LK �

�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�

�
�
d� �

�
UK + LK

�
+ 2

�
LK
�T
(Q+ �I)

�T
LK

= �
�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�
� �

nX
i=1

(LKi )
2 + �

�
UK
�T
LK + �

�
LK
�T
LK

= �
�
LK
�T
(Q+ �I)

�
LK
�
+ �

�
UK
�T
LK :

Même manière pour la deuxième fonction où on utilise la deuxième forme de f qui est

dé�nie par la borne UK :

Théorème 2.2.2 On a :

LSK (x) � f(x) : x 2
�
�f
�
\ SK

USK (x) � f(x) : x 2
�
�f
�
\ SK

2.2.2 Calcule d�erreur

Pour le calcul d�erreur on a le théorème suivante :

Théorème 2.2.3 Soient � le nombre positif pour le quel la matrice (Q+ �I) sera semi

dé�nie positive, et soit � (Q+ �I) la plus grande valeure propre de la matrice (Q+ �I) ;

donc, on a :

max
�
jf(x)� LSK (x)j : x 2 SK

	
� (� (Q+ �I) + �)



UK � LK

2
max

�
jf(x)� USK (x)j : x 2 SK

	
� (� (Q+ �I) + �)



UK � LK

2 :
2.2.3 Construction du problème linéaire approximatif (PLA)

D�après le théorème précédent on a :
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LSK (x) � f(x) : x 2 SK

USK (x) � f(x) : x 2 SK ;

alors, on peut écrire :

f(x) � max
�
LSK (x); USK (x) : x 2 SK

	
= 
(x):

Donc, le problème est donné par :8<: minmax
�
LSK (x); USK (x) : x 2 SK

	
Ax � b

: (PLA)

Immédiatement, on a les résultats suivants :

Corollaire 2.2.1 1- La valeure optimale du (PLA) est une borne inférieure de la valeur

optimale globale du problème original (PQN).

2- La solution optimale du (PLA) est une solution approximative de la solution optimale

globale du (PQN).

2.2.4 Les techniques de partition et réduction

On va utiliser des techniques de partition et réduction qui sont bien expliquées dans

pour accélerer la convergence de l�algorithme proposer.

2.2.5 L�algorithme rectangulaire de séparation et réduction

Soit �(Sk) la valeur optimal obtenue par la résolution du problème (PLA), alors,

on peut écrire :

�(Sk) � f(x) : x 2 Sk;
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donc :

�(Sk) � f(x�);

où x� présente la solution optimal global du problème d�optimisation quadratique non

convexe (PQN).

l�algorithme est donné par :

Algorithme (ARSR)

initialisation : déterminer le rectangle initial S0 avec (�f ) � S0 et proposer que :

LLBPS0 := S
0 \ (�f ):

itération k

Si LLBPS0 6= � alors

résoudre le problème linéaire approximatif (LPA) où k = 0

soit x0 la solution optimale de (PLA) et �(S0) la valeur optimale associée à x0

H := fS0g

�0 := minf�(S0)g; �0 := f(x0)

k := 0

si Stop=false alors

si �k = �k alors

Stop=true (xk est la solution optimale globale de (NQP))

sinon

on divise le rectangle Sken deux sous-rectangles fSkj : j = 1; 2g

pour j = 1; 2 faire

appliquée la procédure de "the Linearity Based Range Reduction" sur les

deux sous-rectangle fSkj g

noter par Skj le rectangle obtenue

si Skj 6= � alors,

(LLBP )Skj := fx 2 R
n : x 2 Skj \ (�f )g
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résoudre le problème linéaire (LLBP ) où Sk := Skj

soit xkj la solution optimale et �(Skj ) être la valeure optimale associée

H := H [ fSkj g

�k+1 := minff(xk); f(xkj)g

xk := argmin �k+1

�n si

�n pour

H := H � fSkg

�k+1 := minS2Hf�(S)g ;choisir un rectangle Sk+1 2 H

tel que �k+1 = �(Sk+1)

k  k + 1 ;

�n si

�n si

�n si

�n program

2.2.6 La convergence de l�algorithme

L�algorithme est convergant par rapport aux autres algorithmes, la diférence est

dans la stratégie de séparation et réduction. La solution optimale globale du (PQN) peut

être obtenu si l�algorithme termine dans un nombre �ni de pas.

Par contre, si l�algorithme ne termine pas dans un nombre �ni de pas alors, on peut

véri�er l�existence de solution mais on ne peut pas trouver l�unicité, comme elle est bien

expliquée dans le théorème suivant :

Théorème 2.2.4 Si l�algorithme génère un nombre in�ni de suites
�
xk
	
k2N alors, tout

point d�accumulation x� de
�
xk
	
k2N présente une solution optimale pour le problème

original (PQN).
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Chapitre 3

Nouvelle méthode de Séparation et

Elimination pour résoudre les

problèmes quadratiques non

convexes sur un ensemble borné de

Rn

Dans ce chapitre, on va présenté une nouvelle approche rectangulaire pour la

méthode de Branch and Bound, qui est proposée pour résoudre globalement une classe

de problèmes d�optimisation non convexes ou bien de la classe NP-hard.

Pour minimiser une fonction quadratique non convexe sur un rectangle donné

S0 = [L0; U0] � Rn; on a construit une fonction quadratique convexe qui approxime

inférieurement la fonction optimisée f : C � Rn �! R sur le rectangle S0, alors, on ob-

tient un problème d�optimisation quadratique convexe qui peut être résolu facilement par

les méthodes itératives (les méthodes gradients, Newton, trajectoire central, simplexe,...).

La valeur optimale de ce dernier problème est une borne inférieure de la valeur optimale

globale du problème original (PQN).
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L�algorithme proposé converge vers la solution approchée de la solution optimale

globale. Pour accélérer la convergence de cet algorithme, des techniques de partition et

de réduction étaient appliqués.

Soit le problème d�optimisation quadratique non convexe donné par :8<: min f(x) = 1
2
xTQx+ dTx

x 2 S \ (Df )
(PQN)

où :

S =
�
x 2 Rn : L0i � xi � U0i : i = 1; n

	
(Df ) = fx 2 Rn : Ax � b;x � 0g

Q 2 Rn�n : une matrice symétrique non dé�ni positive

A 2 Rn�n une matrice réel

dT = (d1; d2; :::; dn) 2 Rn

bT = (b1; b2; :::; bm) 2 Rm:

3.1 Les formes équivalentes de la fonction f sur les

sous-rectangles

On va construire les formes équivalentes de la fonction quadratique non convexe f

sur le rectangle Sk =
�
Lk; Uk

�
où Sk; Lk et Uk sont bien dé�nies dans le chapitre précédent

dans le but de trouver la borne inférieure de la valeur optimal global du problème originale

(PQN).

Posons �min et �max la valeur propre minimal et la valeur propre maximal respec-

tivement de la matrice Q ,et soit le nombre � avec � � j�minj .
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les deux formes sont présentées par :

f(x) =
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
LK
�T
(Q+ �I)x�

�
LK
�T
(Q+ �I)LK ;

par l�utilisation de la borne inférieure Lk, et :

f(x) =
�
x� UK

�T
(Q+ �I)

�
x� UK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i (3.1)

+2
�
UK
�T
(Q+ �I)x�

�
UK
�T
(Q+ �I)UK ;

par l�utilisation de la borne supérieure Uk du rectangle Sk.

D�autre part, on a les dé�nitions suivantes :

Dé�nition 3.1.1 Soit la fonction f : C � Rn �! R et S� � C � Rn un rectangle de

Rn, l�enveloppe convexe de la fonction f est donné par :

fi(xi) = �ixi + �i : i = 1; n

avec :

�i =
fi(U

�
i )� fi(L�i )
U�i � L�i

: i = 1; n

�i = fi(L
�
i )� �iL�i : i = 1; n:

Alors, par l�utilisation de cette dé�nition, l�enveloppe convexe de la fonction h(x) =

(�x2j) sur l�intervalle Skj =
�
Lkj ; U

k
j

�
est donnée par :

h(x) = �(Ukj + Lkj )xi + LkjUkj ;
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qui présente une fonction linéaire, alors, on obtient la bonne borne linéaire de la fonction :

h(x) =
nX
j=1

(�x2j);

donnée par :

'Sk(x) =
nX
j=1

(�(Ukj + Lkj )xi + LkjUkj )

= �(Uk + Lk)Tx+ (Lk)TUk:

3.2 L�approximation inférieure et calcule d�erreur

Par dé�nition, le rectangle initial S0 est donné par :

S0 =
�
x 2 Rn : L0i � xi � U0i : i = 1; n

	
:

On va divisé ce rectangle en deux sous-rectangles, qui sont :

S+1 =
�
x 2 Rn : L0s � xs � h0s : L0j � xj � U0j : j = 1; n : j 6= s

	
S+2 =

�
x 2 Rn : h0s � xs � U0s : L0j � xj � U0j : j = 1; n : j 6= s

	
;

où, on a calculé le point hs par une sous-division normale (!�subdivision).
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3.2.1 L�approximation linéaire inférieure de la fonction f sur le

rectangle SK

La bonne approximation linéaire inférieure pour la fonction objective f sur SK est

donnée dans le théorème suivant :

Théorème 3.2.1 : Soit la fonction f : C � Rn �! R et S0 � Rn un rectangle où

C � S0 � Rn; la fonction linéaire approximant inférieurement la fonction f est donnée

par :

LSK (x) = (aSK )
T x+ bSK

USK (x) = (aSK )
T x+ bSK ;

tel que :

aSK = d+ 2(Q+ �I)LK � �(LK + UK)

bSK = �(LK)T (Q+ �I)LK + �(LK)T (UK)

aSK = d+ 2(Q+ �I)UK � �(LK + UK)

bSK = �(UK)T (Q+ �I)UK + �(LK)T (UK):

3.2.2 La nouvelle approximation quadratique convexe de la fonc-

tion f sur le rectangle SK

On utilise la fonction linéaire approximative de f sur SK pour déterminer la fonction

quadratique qui approximant inférieurement la fonction f sur le même rectangle, cette

fonction est donnée par :
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Dé�nition 3.2.1

Lquad(x) := LSK (x)�
1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
;

et :

Uquad(x) := USK (x)�
1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
;

K est un nombre réel présente le rayon spectral de la matrice (Q+ �I)

� � j�minj

LSK (x) l�approximation linéaire inférieure de f sur le rectangle S
K :

3.2.3 La nouvelle approximation linéaire inférieure de la fonc-

tion f sur le rectangle SK

Par l�utilisation de la dé�nition précédente, on peut dé�ni la nouvelle fonction

linéaire approximée inférieurement la fonction f sur SK par :

Dé�nition 3.2.2 eLquad(x) := LSK (x)� 18Kh2;
et : eUquad(x) := USK (x)� 18Kh2;
avec :

h :=


UK � LK

 :

La relation entre l�approximation quadratique convexe et l�approximation li-

néaire

On a le théorème suivant :
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Théorème 3.2.2 : les deux inégalités suivantes sont satisfaites :

eLquad(x) : = LSK (x)�
1

8
Kh2 � Lquad(x) � f(x)

eUquad(x) : = USK (x)�
1

8
Kh2 � Uquad(x) � f(x);

pour tout x 2 (Df )\SK et h :=


UK � LK

 et 


@2f(x)@x2




 � K (la condition de normalité).

Preuve 4 Soit la fonction g1 : Rn �! R dé�ni par :

g1(x) = eLquad(x)� Lquad(x)
= LSK (x)�

1

8
Kh2 � (LSK (x)�

1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
)

= LSK (x)�
1

8
Kh2 � LSK (x) +

1

2
KUKx� 1

2
KUKLK � 1

2
Kx2 +

1

2
KLKx

=
1

2
K(�x2 + (LK + UK)x� LKUK � 1

4
h2)

=
1

2
K(�x2 + (LK + UK)x� LKUK � 1

4



UK � LK

2):
Passons à la dérivée d�ordre 1 de la fonction g1, alors, on obtient :

@g1
@x
(x) =

1

2
K(�2x+ (LK + UK));

donc :

(
@g1
@x
(x) = 0)() (x =

(LK + UK)

2
):

Le point critique de la fonction g1 se produit sur le point médiale de bord
�
LK ; UK

�
, d�autre

part, la fonction g1 est concave, alors, elle atteint son maximum au point médiale :

x� =
(LK + UK)

2
de
�
LK ; UK

�
;

donc, on obtient :

g1(x) � max
�
g1(x) : x 2 (Df ) \ SK

	
= g1(x

�) = 0;
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alors ; eLquad(x)� Lquad(x) � 0:
D�autre part, on a la fonction g2 : Rn �! R donnée par :

g2(x) = f(x)� Lquad(x)

= f(x)� (LSK (x)�
1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
):

Passons à la dérivée d�ordre 1 de g2, alors, immédiatement on obtient :

@g2
@x
(x) =

@f

@x
(x)� @LSK

@x
(x) +

1

2
K
@

@x
(
�
UK � x

� �
x� LK

�
)

=
@f

@x
(x)� aSK +

1

2
K
@

@x
(�x2 + (UK + LK)x� LKUK)

=
@f

@x
(x)� aSK +

1

2
K(�2x+ (UK + LK));

alors, la dérivée seconde de g2 est donnée par :

@2g2
@x2

(x) =
@2f

@x2
(x)�K:

En utilisant la condition de normalité suivante :

@2f(x)

@x2
� K;

On obtient :
@2g2
@x2

(x) � 0:

Et puisque la fonction g2 est concave sur le rectangle SK on a :

g2(x) � min
�
g2(x) : x 2 SK

	
= min

�
g2(L

K); g2(U
K)
	
= 0;
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qui implique que :

(g2(x) = f(x)� Lquad(x) � 0) =) Lquad(x) � f(x):

Finalement, on trouve :

eLquad(x) � Lquad(x) � f(x) : x 2 SK :
La même chose si on utilise la borne supérieure Uquad(x) où on trouve :

eUquad(x) � Uquad(x) � f(x) : x 2 SK :
3.2.4 L�erreures d�approximation

L�erreure d�approximation est estimée par la distance entre la fonction objective

non convexe f et sa fonction approximative sur le rectangle SK .

L�erreur d�approximation linéaire

Elle est toujours présentée par la distance entre la fonction f et la nouvelle fonction

linéaire approximative eLquad sur le rectangle SK , donc, on a la proposition suivante :
Proposition 3.2.1 : Soit la fonction f : C � Rn �! R telle que C � S0 � Rn et

� � j�minj pour la quelle la matrice (Q+ �I) sera semi-dé�nie positive, alors, on a les

deux inégalités suivantes :

max
x2SK\(Df)

n���f(x)� eLquad(x)���o �
�
� (Q+ �I) + � +

1

8
K

�

UK � LK

2
max

x2SK\(Df)

n���f(x)� eUquad(x)���o �
�
� (Q+ �I) + � +

1

8
K

�

UK � LK

2 :
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Preuve 5 On a :

f(x)� eLquad(x) =
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
LK
�T
(Q+ �I)x�

�
LK
�T
(Q+ �I)LK � (LSK (x)�

1

8
Kh2)

=
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
LK
�T
(Q+ �I)x�

�
LK
�T
(Q+ �I)LK

�((d+ 2(Q+ �I)LK � (LK + UK))Tx+ (�(LK)T (Q+ �I)LK + (LK)TUK))

+
1

8
Kh2

=
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
LK
�T
(Q+ �I)x�

�
LK
�T
(Q+ �I)LK

�dTx� 2
�
LK
�T
(Q+ �I)x+ (LK + UK)Tx+ (LK)T (Q+ �I)LK � (LK)TUK))

+
1

8
Kh2

=
�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+
1

8
Kh2 + �((LK + UK)Tx� xTx� (LK)TUK)

d�autre part, on a :

�
x� LK

�
(UK � x) = (LK + UK)Tx� xTx� (LK)TUK ;

donc, on obtient :

f(x)� eLquad(x) = �x� LK�T (Q+ �I) �x� LK�+ 1
8
Kh2 + �

�
x� LK

�
(UK � x);
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alors :




f(x)� eLquad(x) : x 2 SK \ (Df )



 = max

x2SK\(Df)

n���f(x)� eLquad(x)���o
=





�x� LK�T (Q+ �I) �x� LK�+ 18Kh2 + � �x� LK� (UK � x)





1

�



�x� LK�T (Q+ �I) �x� LK�


+ � 

�x� LK� (UK � x)

+ 1

8
Kh2

� (� (Q+ �I)


UK � LK

2) + � 

UK � LK

2 + 1

8
Kh2

� (� (Q+ �I) + � +
1

8
K)h2 : h2 =



UK � LK

2 :
La même chose si on utilise la borne supérieur Uquad(x) où on obtient :




f(x)� eUquad(x) : x 2 SK \ (Df )



 � (� (Q+ �I) + � + 1

8
K)h2 : h2 =



UK � LK

2 ;
et dans se cas la preuve est complète.

L�erreur d�approximation quadratique

Cette erreur est présentée par la distance entre la fonction f est la nouvelle fonction

quadratique approximative Lquad sur le rectangle SK , donc, on a la proposition suivante : :

Proposition 3.2.2 : Soit la fonction f : C � Rn �! R tel que C � S0 � Rn, et soit

� � j�minj pour le quelle la matrice (Q+ �I) sera semi dé�ni positive, donc, on a :

max
x2SK\(Df)

fjf(x)� Lquad(x)jg �
�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UK � LK

2
max

x2SK\(Df)
fjf(x)� Uquad(x)jg �

�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UK � LK

2 :
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Preuve 6 Par dé�nition on a :

f(x)� Lquad(x) = f(x)� LSK (x) +
1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
=

�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i

+2
�
LK
�T
(Q+ �I)x�

�
LK
�T
(Q+ �I)LK

�LSK (x) +
1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
=

�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i + 2
�
LK
�T
(Q+ �I)x

�
�
LK
�T
(Q+ �I)LK �

�
d+ 2(Q+ �I)LK � �(LK + UK)

�T
x

�
�
�(LK)T (Q+ �I)LK + �(LK)T (UK)

�
+
1

2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
=

�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ dTx� �

nX
i=1

x2i + 2
�
LK
�T
(Q+ �I)x

�
�
LK
�T
(Q+ �I)LK � dTx� 2

�
LK
�T
(Q+ �I)x+ �(LK + UK)Tx

+(LK)T (Q+ �I)LK � �(LK)T (UK) + 1
2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
=

�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
� �

nX
i=1

x2i + �(L
K + UK)Tx

��(LK)T (UK) + 1
2
K
�
UK � x

� �
x� LK

�
=

�
x� LK

�T
(Q+ �I)

�
x� LK

�
+ (
1

2
K + �)(UK � x)(x� LK)

alors :

kf(x)� Lquad(x)k1 = max
�
f(x)� Lquad(x) : x 2 SK \ (Df )

	
�




�x� LK�T (Q+ �I) �x� LK�



1
+





(12K + �)(UK � x)(x� LK)





1

�
�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UK � LK

2 :
Même, manière si on utilise la fonction Uquad avec la forme équivalente de la fonction f
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sur SK on trouve :

kf(x)� Uquad(x)k1 �
�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UK � LK

2 ;
donc, la preuve est tèrminée.

3.2.5 Le problème quadratique approximatif (PAQ)

La construction de problème d�interpolation (PI)

Il est claire que :

f(x) � max
�
Lquad(x); Uquad(x) : 8x 2 (Df ) \ SK

	
= 
(x);

cette fonction présente la bonne approximation quadratique inférieur de f sur SK ,

alors, on peut construire le problème d�interpolation par :8<: �h = max bxbx 2 fLquad(x); Uquad(x)g : 8x 2 (Df ) \ SK
(PI)

quadratique convexe est donné par :8<: min�h

8x 2 (Xf ) \ SK
(PQA)

La question est : qu�elle est la relation entre les valeurs optimales f(ex); f(x�) et
Lquad(ex) ?

On a la proposition suivante :

Proposition 3.2.3 Soit la fonction f : C � Rn �! R et S0 � Rn tel que C � S0 � Rn,

53



on a :

0 � f(ex)� f(x�) � (�(Q+ �I) + � + 1
2
K)


UK � LK

2

Lquad(ex) � f � � f(ex);
avec f � = f(x�) est la valeur optimal global du problème original (PQN) et ex être la
solution optimal de (ACQP).

Preuve 7 D�après la proposition précédente, on a :

f(x)� Lquad(x) �
�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UK � LK

2 : x 2 SK \ (Df ) ;

et pour x = ex :
f(ex)� Lquad(ex) � �� (Q+ �I) + � + 1

2
K

�

UK � LK

2
alors :

f(ex)� f � + f � � Lquad(ex) � �� (Q+ �I) + � + 1
2
K

�

UK � LK

2 ;
et :

f(ex)� f � � �� (Q+ �I) + � + 1
2
K

�

UK � LK

2 + (Lquad(ex)� f �):
Et puisque Lquad(ex)� f � � 0, on trouve :

0 � f(ex)� f � � �� (Q+ �I) + � + 1
2
K

�

UK � LK

2 ;
d�autre part, on a :8<: Lquad(ex)� f � � 0

f(ex)� f � � 0 =) (Lquad(ex) � f � � f(ex));
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alors, la preuve et complète.

Question : est ce que le point solution ex présente la bonne solution approxi-
mative de la solution optimal global de (PQN) ?

On a la proposition suivante :

Proposition 3.2.4 Laisser prendre la fonction estimative :

E(x) := f(x)� Lquad(x)

pour tout x 2 SK \ (Df ) ; les inégalités suivantes sont satisfaites :

E(ex) � f(ex)� f �
Preuve 8 On a :

f(ex)� f � = f(ex)� Lquad(ex) + Lquad(ex)� f �
= E(ex) + Lquad(ex)� f �;

et d�après la proposition précédente on a :

Lquad(ex) � f � � f(ex);
alors :

Lquad(ex)� f � � 0;
donc :

f(ex)� f � � E(ex):
Lemme 3.2.1 Si la valeur E(ex) est plus petite, alors f(ex) est une valeur approximative
acceptable pour la valeur optimal global f � = f(x�) sur le rectangle SK, qui implique que
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le point ex est une solution approximative de la solution optimale globale x� de (PQN) sur
SK.

Preuve 9 On a :

f(ex)� f � � E(ex);
donc, laisser prendre que E(ex) est une petite valeur, on trouve :

f(ex)� f � � E(ex) << " tel que " �! 0;

alors :

kf(ex)� f �k << ";
et :

lim
"�!0
kf(ex)� f �k = 0:

Immédiatement, on trouve que f(ex) est une valeur approximative acceptable pour la valeur
optimal global f � = f(x�).alors, on trouve que le point ex est une solution approximative
de la solution optimal global x� de (PQN) sur SK.

D�autre part, le rang de la fonction non convexe f sur le nouveau rectangle SK est

plus petit que leur rang sur le rectangle initial S�, qui bien expliqué que la valeur E(ex)
sera aussi plus petite.

3.3 Les technique de réduction

On va donner la méthode de partition pour diviser le rectangle initial S� dans les

étapes suivantes :

étape(0) : soit SK =
�
xk 2 Rn : LKi � xki � UKi : i = 1; n

	
tel que xk 2 SK ,

étape(1) : on cherche d�un point du partition hs par :

hs = max
�
(xi � LKi )

�
UKi � xi

�
: i = 1; n

	
;
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étape(2) : si hs 6= 0 alors, on divise le rectangle SK à deux sous-rectangle en le bord�
LKs ; U

K
s

�
par le point hs; sinon, par le point médial

�
LK+UK

2

�
qui est noté aussi par hs:

étape(3) : on note par SK le rectangle qui reste.

alors, on utilise l�algorithme de "Linearity based range reduction" [ref ] pour appliquer

les techniques de réduction sur le rectangle SK.

Algorithme (ARSR) : Séparation et Réduction

Algorithme (ARSR) : Séparation et Réduction

Initialisation : Déterminer le rectangle initial S0 où (Df ) � S0 et supposons que :

QLBPS0 := S
0 \ (Df )

itération k :

if QLBPS0 6= � then

résoudre le problème quadratique convexe (PQA) si k = 0

soit x0 la solution optimal de (PQA) et �(S0) la valeur optimal associée à x0

H := fS0g

�0 := minf�(S0)g; �0 := f(x0)

k := 0

while Stop=false do

if �k = �k then

Stop=true (xk est une solution optimale globale de (PQN))

else

on divise le rectangle Sk en deux sous-rectangle fSkj : j = 1; 2g

for j = 1; 2 do

appliquer l�algorithme "Linearity Based Range Reduction" en les deux sous-

rectangle fSkj g

le reste rectangle est noté par Skj
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if Skj 6= � then

(QLBP )Skj := fx 2 R
n : x 2 Skj \ (Df )g,

résoudre le problème (QLBP ) si Sk := Skj

soit xkj la solution optimale et �(Skj ) la valeure optimale

H := H [ fSkj g

�k+1 := minff(xk); f(xkj)g

xk := argmin �k+1

end if

end for

H := H � fSkg

�k+1 := minS2Hf�(S)g ; choisir un rectangle Sk+1 2 H

tel que �k+1 = �(Sk+1)

k  k + 1 ;

end if

end do

end if

end program

3.4 La convergence de l�algorithme proposé (ARSR)

On a le théorème suivant :

Théorème 3.4.1 Si l�algorithme termine dans un nombre �ni d�étapes alors, la solution

optimale globale de (PQN) est atteinte. Sinon, l�algorithme génère une in�nites de suites�
xk
	
k2N� et dans ce cas, chaque point d�accumulation x

�présente une solution local de

(PQN) (la solution de (PQN) n�est pas unique).

Preuve 10 Si l�algorithme se termine dans un nombre �ni des étapes alors, il est claire

que �k = Bk, alors xk est une solution optimale globale de (PQN). Sinon, supposons
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que x� est un point d�accumulation pour la suite
�
xk
	
k2N� et soit

�
xkp
	
k2N�;p2N� être les

suites extraites du
�
xk
	
k2N� convergent à x

�. évidemment, la suite inférieur fakgk2N� est

croissante et la suite supérieur fBkgk2N� est décroissante, alors, on peut écrire :

�k = lquad(x
k); Bk = f

�
xk
�
;

donc :

�k = lquad(x
k) � min

x2Sk
f(x) � Bk = f

�
xk
�
;

alors, les deux suites fxkgk2N� et fBkgk2N� sont converge et on obtient :

lim
k!1

Bk = lim
q!1

Bkq = lim
k!1

f
�
xk
�
= lim

q!1
f
�
xkq
�
= f (x�) :

Si on suppose que xkq est une solution optimal de (QLBP) sur Skq qui véri�é Skq+1 �

Skq ; q � 1 , alors, d�après la propriétés des techniques de partition de Skq on trouve que :

lim
q!1

Skq = x
�;

alors, on a :

0 � Bkq � �kq = f
�
xkq
�
� lquad(xkq) �

�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UKq � LKq 

2 ;
donc :

lim
q!0
(f
�
xkq
�
� lquad(xkq)) = lim

q!0
(Bkq � �kq) = 0;

alors :

lim
q!0
(Bkq � �kq) = lim

q!0
(�kq �Bkq � (Bkq � �kq)) = 0;

qui implique que :

lim
k!0

�k = lim
q!0

�kq = lim
q!0
(Bkq � (Bkq � �kq)) = lim

q!0
Bkq
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d�autre part, on a :

lim
k!0

�k = lim
q!0

Bkq = lim
q!1

f
�
xkq
�
= f (x�) ;

donc, le point x� est une solution optimale globale du problème original (PQN).

3.4.1 Le rang et le type de la convergence

L�algorithme proposée est converge vers la solution approximative de la solution

optimale globale de problème original non convexe (PQN) avec une vitesse de convergence

quadratique sur le rectangle SK :

D�autre part, le rang de la fonction non convexe f sur SK sera plus petit que leur

rang sur le rectangle initial S�, qui immédiatement implique que la valeur E(ex) sera plus
petite aussi.

D�après ces résultats, on trouve que la solution ex est une solution approximative
de la solution optimale globale x� du problème non convexe (PQN) sur le reste rectangle

SK .

D�autre part, on peut trouver la solution "�approximative de la solution optimale

globale avec la vitesse de convergence quadratique suivante :

0 � f (ex)� f(x�) � �� (Q+ �I) + � + 1
2
K

�

UK � LK

2 :
Et si on atteint la solution alors, on écrit :

�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

�

UK � LK

2 � ":
Si on pose f (ex) = �m alors, on a :

0 � f (ex)� �m � �� (Q+ �I) + � + 1
2
K

�
h2 � ";
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tel que h = UK�LK
m�1 ; donc :

�
� (Q+ �I) + � +

1

2
K

��
UK � LK
m� 1

�2
� ";

alors : �
UK � LK
m� 1

�
�
r

"�
� (Q+ �I) + � + 1

2
K
� ;

donc :
1

(m� 1) �
1

UK � LK
r

"�
� (Q+ �I) + � + 1

2
K
� ;

alors :

(m� 1) � UK � LKq
"

(�(Q+�I)+�+ 1
2
K)

;

qui implique que :

m � UK � LKq
"

(�(Q+�I)+�+ 1
2
K)

+ 1;

alors, on prend la valeur de l�ordre m par :

m =

24 UK � LKq
"

(�(Q+�I)+�+ 1
2
K)

+ 1

35+ 1:

Et puisque la valeur

0@ UK�LKr
"

(�(Q+�I)+�+1
2K)

1A est plus petite alors on choisi m par :

m =

24 UK � LKq
"

(�(Q+�I)+�+ 1
2
K)

35+ 1;
donc, on trouve la solution approximative de la solution optimal global de (PQN) dans

l�ordre :

m =

24 UK � LKq
"

(�(Q+�I)+�+ 1
2
K)

35+ 1:
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3.5 Exemples

3.5.1 Exemple1

Soit la fonction quadratique non convexe dé�ni par :

f(x) = (x1 + 1)
2 + (x2 + 1)

2 � 5
2
(x1 + x2)� 3

�
x21 + x

2
2

�
� 2;

alors, on a :

Lquad(x) = (x21 + x
2
2) +

3

2
(x1 + x2)� 2;

eLquad(x) =
1

2
(x1 + x2)� 2�

1

8
(3);

(x1 + 1)
2 + (x2 + 1)

2 � 5
2
(x1 + x2)� 3

�
x21 + x

2
2

�
� 2

x

­1.0­0.5
­1

1

0.51.0

y
0.0

­4

­2
z

0

2

tel que :

f : broun whith black

Lquad : red whith yelloweLquad : darkgray whith navy

la représentation graphique de la fonction quadratique non convexe f , la fonction
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linéaire approximative et la fonction quadratique convexe approximée inférieurement la

fonction f sur le rectangle [�1; 0] � Rn

il est claire que la fonction quadratique convexe approximative est entre la fonction

objective et la fonction linéaire approximative sur le rectangle S0 = [�1; 0] � Rn:

3.5.2 Exemple2

Soit le problème d�optimisation quadratique donné par :

8<: min f(x) = 1
2
ax2 � dx

jxj � r

alors, si a � 0 le problème sera convexe, donc, il est facile pour résolu, par contre, si

a < 0:

Immédiatement, posons a = �6 , d = 4 et r = 1:5, alors, on obtient la forme

suivante : 8<: min f(x) = �3x2 � 4x

jxj � 1:5

0

z
­100

­200

­300

10

5x
0

­5
­10 5

10

0

­5

­10

y

Candidate(s) for extrema :
�
4
3

	
; at

��
x = �2

3

�	
Cette fonction admet un seul point extrema au point x = �2

3
avec la valeur optimale

associée est f(x) = 4
3
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donc, on applique la méthode de résolution et réduction à se type de problème et on

trouve la fonction quadratique approximative est donnée par :

Lquad(x) =
1

2
x2 +

7

4
x

alors, le problème quadratique convexe approximatif de (PQN) est dé�ni par :8<: minLquad(x) =
1
2
x2 + 7

4
x

x 2
�
0; 1

2

�
par l�utilisation de techniques de partition et réduction sur le rectangle initial S� on

obtient un rectangle noté aussi par S� donné par :

S� :=

�
�1
2
;
1

2

�

et le reste rectangle est :

S1 :=

�
0;
1

2

�
D�autre part, on obtient la représentation graphique suivante :

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

­20

­10

10

x

y

f(x) : black

(�12; 75) and (�0; 75) : lightred

Lquad(x) : lightblue
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la representetion graphique de la fonction primal f et la fonction quadratique convexe

approximative Lquad

alors, sur le rectangle S1 :=
�
0; 1

2

�
on trouve les résultats suivantes :

� (1
2
) présente le minimum de la fonction f et le maximum de la fonction quadratique

convexe Lquad sur le rectangle S1 :=
�
0; 1

2

�
:

� (0) présente le maximum de la fonction f et le minimum de la fonction quadratique

convexe Lquad où :

f(0) = Lquad(0)

�On trouve la solution approximative de la solution optimale globale de (PQN) dans

l�ordre :

m =

24 UK � LKq
"

(�(Q+�I)+�+ 1
2
K)

35+ 1

m =

24 1
2
� 0q
"

(2+2+ 1
2
(2))

35+ 1 tel que

8>>><>>>:
� (Q+ �I) = 2

� = 2

K = 2

=

"
1

2
p

"
5

#
+ 1

=

�
1

2
p
0:001

�
+ 1

= 23
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Chapitre 4

La méthode de la transformation

duale canonique pour les problèmes

quadratique non convexes

Dans ce chapitre on va présenter une méthode de recherche globale �la transfor-

mation duale canonique (TDC)�pour résoudre globalement un problème d�optimisation

quadratique non convexe sur un ensemble borné de Rn: Cette méthode transforme notre

problème non convexe avec des contraintes linéaires (NP-hard problem) à un système al-

gébrique facile pour la résolution. On obtiens ce système par l�utilisation de les notions de

la dualité canonique qui permet de former un problème dual qui admet le même ensemble

de points de KKT avec le problème primal (l�ensemble des solutions admissibles).

4.1 Description de la méthode

Le problème d�optimisation non convexe est généralement donné par la forme

suivante :
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8<: min f(x) = 1
2
xTQx� dTx

Ax � b; x � 0
tel que

Q 2 Rn�n matrice indé�nie

A 2 Rn�m matrice quelconque

b; x vecteurs de Rn

L�idée fondamentale de cette méthode est dans le choix de l�operateur :

�(x) : Rn ! Rm;

où on peut écrire la fonction objective f sous la forme canonique suivante :

f(x) = �(x;�(x)):

La fonction f sera dé�ni de Rn �Rm vers R dont la condition que f est canonique

en chaque composante x et y:

On a la dé�nition suivante :

Dé�nition 4.1.1 Soit la fonction g : Rm ! R , on dit que g est canonique sur Rm si la

relation y� = Dg(y) est inversible pour tout y 2 Rm.

Remarque 4.1.1 La fonction canonique �(x;�(x)) peut représenter par :

�(x;�(x)) = f(x) =W (y)� F (y) : y 2 Rm;

qu�est dé�ni de Rm � Rn vers R, avec :

W : Rm �! R

F : Rn �! R;

des fonctions canoniques.
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D�autre part, on utilise la transformation duale ��canonique pour calculer la

fonction conjuguée de F (y) et on obtient :

F
�
(y�) =

�
(�(x))Ty� � F (x) : �Tt (x)y� �DF (x) = 0

	
;

tel que :

�Tt (x) = D�(x) la dérivée de Gâteaux de l�opérateur �(x):

D�après les notions dé�nis présidament, on peut construire la fonction dual cano-

nique associée à f par la forme suivante :

fd(y�) = F
�
(y�)�W �

(y�):

On a la proposition suivante :

Proposition 1 Si (x�; y�) est un point critique de la fonction fd(y�) alors :

fd(y�) = f(x�)

tel que :

f(x�) : la valeure optimale globale primale

fd(y�) : la valeure optimale globale duale
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4.2 La méthode (TDC) pour les problèmes quadra-

tiques non convexes

Il faut ajouter la condition de régularité pour garente l�existence de la solution

optimale globale. Cette condition est donnée par :

jxj2 � 2�:

Alors, le problème d�optimisation quadratique paramétrique est dé�ni par la forme sui-

vante : 8<: min f(x) = 1
2
xTQx� dTx

Ax � b; x � 0 ; jxj2 � 2�
: (PQP)

On peut écrire le problème (PQP) sous la forme :8<: min f(x) = 1
2
xTQx� dTx

Ax � b; 1
2
jxj2 � �

;

avec :

A =

0@ A

�1 �1 �1 :: �1

1A 2 R(n+1)�n et b =
0@ b

0

1A 2 Rn+1:
Remarque 4.2.1 Le domaine réalisable (l�ensemble des solutions admissibles) est pré-

senté par l�ensemble fermé et borné

DPQP =

�
Ax � b; 1

2
jxj2 � �

�

qui nous garent que le problème paramétrique (PQP) admet au moins un solution optimale

globale.

Donc, on applique la méthode (TDC) sur le problème paramétrique (PQP) à la place

de (PQN) comme suit :
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Etape(1) : la forme de l�operateur �(x)

Pour ce type des problèmes l�opérateur géométrique canonique �(x) est dé�nie par :

�(x) : Rn ! Rm � R;

où :

y = �(x) =

�
Ax;

1

2
jxj2

�
= ("; �) 2 Rm � R:

Dans ce cas, le domaine réalisable du (PQP) sera de�ne par :

DPQP = fy = ("; �) 2 Rm � R : " � b; � � �g :

Etape(2) : la structure de la fonction W (y)

La fonction W (y) est présentée par la fonction Indicatrice sur l�ensemble DPQP

comme suit :

W : Rn ! R

y 7! W (y) =

8<: 0 si y 2 DPQP

+1 ailleurs
;

alors, il est clair que la fonction W (y) est toujours convexe- d�après les proprietés de la

fonction indicatrice- .

D�autre part, la fonction W (y) est propre et semi continue inférieurement sur

l�ensemble DPQP :

Etape(3) : la structure de la fonction W
�
(y�)
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W
�
(y�) = sup

y2DPQP

�
hy; y�i �W (y)

	
= sup

"�b
sup
���

n
("; �)T ("�; ��)�W (y) : y 2 DPQP

o
= sup

"�b
sup
���

�
"T "� + �T�� : y 2 DPQP

	
=

8<: "T "� + �T�� si "� � 0; �� � 0

+1 ailleurs
:

Etape(4) : la structure de la fonction F
�
(y�)

La fonction F (y) est linéaire, et puisque :

f(x) = �(x;�(x)) = W (y)� F (y) : y 2 Rm � R:

Alors, on obtient :

f(x)�W (y) = �F (y) : y 2 Rm � R;

et pour tout y 2 DPQP on a :

�f(x) = F (y):

Immédiatement, la conjugué ��canonique de la fonction F (y) sera donnée par :

F
�
(y�) = sup

y2DPQP

�
yTy� � F (y) : �Tt (x)y� �DF (x) = 0 : x 2 DPQP

	
= sup

y2DPQP

�
(�(x))Ty� � F (y) : �Tt (x)y� �DF (x) = 0 : x 2 DPQP

	
:

Et d�après l�étape(1) on trouve que :

y = �(x) =

�
Ax;

1

2
jxj2

�
= ("; �) 2 Rm � R;
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donc :

F
�
(y�) = sup

y2DPQP

�
(�(x))Ty� � F (�(x)) : �Tt (x)y� �DF (x) = 0 : x 2 DPQP

	
= sup

y2DPQP

�
1

2
xT (Q+ ��I)x� (d� AT "�)Tx

�
: x 2 DPQP

=
�1
2
(d� AT "�)T (Q+ ��I)�1(d� AT "�) tel que x = (Q+ ��I)�1(d� AT "�):

Etape(5) : la structure de la fonction duale canonique fd(y�)

D�après l�étape(4), on dé�ni la fonction duale canonique associée à f par :

fd(y�) = F
�
(y�)�W �

(y�)

= (
�1
2
(d� AT "�)T (Q+ ��I)�1(d� AT "�))� ("T "� + �T��) tel que x = (Q+ ��I)�1(d� AT "�)

=
�1
2
(d� AT "�)T (Q+ ��I)�1(d� AT "�)� "T "� � �T�� : ("�; ��) 2 Rm � R:

Alors, le problème dual canonique (PDC) est donné par la forme suivante :8<: max fd ("�; ��)

"� � 0; �� � 0; det(Q+ ��I) 6= 0
: (PDC)

D�autre part, quelle est la relation entre le problème primal non convexe et le

problème duale associer ?. La réponse est bien expliquée dans le théorème suivant :

Théorème 4.2.1 :Si y� = ("�; ��) est un point de (K.K.T) pour le problème (CPD)

alors, le point : ex = (Q+ ��I)�1(d� AT "�);
est un point de (K.K.T) pour le problème paramétrique (PQP). Dans ce cas on a :

fd(y�) = f(ex):
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Si on note par id à le nombre des valeurs propres distincts de la matrice Q alors,

le problème d�optimisation sera non convexe si id > 0:

On pose la question �qu�elle est la relation entre les solutions primales du problème

quadratique paramétrique (PQP), les solution du problème primal non convexe (NQP) et

problème dual paramétrique (CPD)?

On a le théorème suivante :

Théorème 4.2.2 Soit Q une matrice tel que id > 0 et f�igi=1;p : p � n des valeurs

propres distinctes dont :

�1 < �2 < ::: < �id < 0 � �id+1 < �id+2 < ::: < �p;

et soit ("�; ��) un point de (K.K.T) pour le problème dual paramétrique (PDC), et :

ex = (Q+ ��I)�1(d� AT "�);
un point de (K.K.T) pour le problème primal paramétrique (PQP), alors, on a :

1- Si ��i > ��1 > 0 alors, le vecteur ("�; ��) est un maximum de la fonction duale fd(y�)

sur l�ensemble D+
PQP si et seulement si le point ex est un minimum de la fonction f(x)

sur l�ensemble Ds
PQP ; et on a :

f(exi) = min
x2Ds

PQP

f(x) = max
("�;��)2D+

PQP

fd("�; ��) = fd ("�; ��) :

2- Si 0 � ��i < ��id alors, le vecteur ("�; ��) est un maximum de la fonction duale fd(y�)

sur l�ensemble D�
PQP si et seulement si le point ex est un maximum global de la fonction

f(x) sur l�ensemble DPQP ; et on a :

f(exi) = max
x2DPQP

f(x) = max
("�;��)2D�

PQP

fd("�; ��) = fd ("�; ��) :
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3- Si 0 < ��i < ��id alors, le vecteur ("�; ��) est un minimum de la fonction duale fd(y�)

sur l�ensemble Di
PQP si et seulement si le point ex est un minimum global de la fonction

f(x) sur l�ensemble DPQP ; et on a :

f(exi) = min
x2DPQP

f(x) = min
("�;��)2Di

PQP

fd("�; ��) = fd ("�; ��) :

4.3 Exemple

Soit le problème d�optimisation quadratique suivant :

8<: min f(x) = 1
2
ax2 � dx

jxj � r;

Il est claire que si a � 0 alors, le problème sera convexe, dans ce cas on peut le résout par

l�utilisation des méthodes déférents, par contre si a < 0 où le problème est non convexe.

Prend par exemple a = �6 , d = 4 et r = 1:5, alors, on trouve :8<: min f(x) = �3x2 � 4x

jxj � 1:5
(PQN)

­10

x
0

10
0

­10

y
10

­300
­200
­100

z
0

Candidate(s) for extrema :
�
4
3

	
; at

��
x = �2

3

�	
Cette fonction admet un seule point extrimat en le point ex = �2

3
avec la valeur
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optimale associée est : ef = f(ex) = 4

3
:

D�aure part, par l�utilisation de la transformation duale canonique on trouve la forme

duale associée à la fonction f suivante :

fd(��) =
�1
2
d(a+ ��)�1d� ���

=
�1
2
(16)(�6 + ��)�1 � 1

2
(1:5)2��

= �(1:125�� + ( 8

�� � 6))

Danc, le problème dual canonique est donné par :8><>:
max fd(��) = �(1:125�� + ( 8

�� � 6))

�� � 6:
(PDC)

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

­20

­15

­10

­5

5

x

y

f(x) : magenta

fd(��) : green

Candidate(s) for extrema : f�0:75;�12: 75g ; at f[��1 = 3: 333 3] ; [��2 = 8: 666 7]g

Alors, on trouve les résultats suivants :
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fonction extremas valeurs optimales

primal �0; 6666 1; 3333

dual
3; 3333

8; 6667

�0; 7500

�12; 7500

Tel que :

ex1 = (a+ ��1)
�1d = �1; 4998

ex2 = (a+ ��2)
�1d = 1; 5000

Immédiatement, on trouve le tableau suivant :

Extremas duales ��i Solutions primales exi Valeur f(exi) Valeurs duales

3; 3333 �1; 4998 �0; 7490 �0; 7500

8; 6667 1; 5000 �12; 7500 �12; 7500

D�autre parts, on a trouvée que :

��1 = 3; 3333 < �a = 6

Avec :

f( ex1) = min
x2DPQP

f(x) = min
(��)2Di

PQP

fd(��) = fd
�
��1
�
= �0; 75

Et on a aussi :

��2 = 8; 6667 > �a = 6

Avec :

f( ex2) = min
x2Ds

PQP

f(x) = max
(��)2D+

PQP

fd(��) = fd
�
��2
�
= �12; 75

Alors, on applique la méthode de Séparation et élimination sur cet exemple, dans ce
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cas, la nouvelle forme convexe quadratique approximative de la fonction f est donnée

par :

Lquad(x) =
1

2
x2 +

7

4
x

Donc, le problème quadratique convexe approximative associé au problème non convexe

est donné par : 8<: minLquad(x) =
1
2
x2 + 7

4
x

x 2
�
0; 1

2

� (PQA)

où on a appliqué les techniques de réduction sur le rectangle initial S� :=
��1
2
; 1
2

�
et on a

trouvé que le rectangle qui reste est donné par :

S1 :=

�
0;
1

2

�

�nalement, on a la représentation graphique de la fonction primal non convexe f , la

fonction duale fd et la fonction quadratique convexe approximative Lquad(x) suivante :

­5 ­4 ­3 ­2 ­1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

­20

­10

10

x

y

Donc, sur le rectangle S1 :=
�
0; 1

2

�
on trouve que :

1 Le point (1
2
) est : un point minimum de f , un point maximum de Lquad et un point

minimum de la fonction duale fd sur le rectangle S1 :=
�
0; 1

2

�
:

2 Le point (0) un point maximum de f et un point minimum de la fonction quadratique

convexe Lquad tel que :

f(0) = Lquad(0) < f
d(0):
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Conclusion et perspectives

Dans ce travail on a présenté une nouvelle approche rectangulaire de la méthode

Branch and Bound pour résoudre globalement une classe des problèmes d�optimisation

quadratiques non convexes sur un ensemble fermé et borné de Rn: On a proposé une

nouvelle approximation quadratique convexe de la fonction à optimiser f où le domaine

est un rectangle de Rn.

On a approximé inférieurement la fonction quadratique non convexe f par une fonction

quadratique convexe pour déterminer la borne inférieure de la valeure optimale globale

du problème original (PQN) sur chaque sous-rectangle.

Pour accélérer la convergence de l�algorithme proposée, on a utilisé des techniques

de séparation et réduction sur le rectangle SK =
�
LK ; UK

�
� Rn dans l�étape(K) pour

trouver un ensemble plus petit que le domaine initial dont l�existence de la solution

optimale globale est assurée (la région de con�ance).

D�autre part, on a présenté une autre méthode de recherche globale t�appellé la méthode

de la transformation duale canonique (TDC). Elle converge toujours vers la solution

optimale globale sur le domaine réalisable de (PQN).

La nouvelle méthode de séparation et réduction où on a approximé inférieurement la

fonction non convexe f par une fonction quadratique convexe sur le rectangle non vide,

convexe, fermé et borné SK =
�
LK ; UK

�
� Rn et � � j�minj est meilleur que la méthode

(TDC) sur l�intérieur relative du domaine réalisable (D).

On peut aussi utiliser la méthode de Branch and Bound (Séparation et évaluation)

où on écrit la fonction à optimiser f sous forme DC (déférence de deux fonctions convexes)

et on fait l�approximation de la partie concave par la nouvelle forme quadratique convexe

sur le rectangle SK =
�
LK ; UK

�
� Rn et on résout le problème facilement où SK içi est

plus petit que le domaine initial. le rang de rectangle qui reste �nalement est plus petit ;

donc, on assure la convergence de la nouvelle algorithme vers la solution optimale globale

du problème original (PQN).
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D�autre part, d�après des études théoriques de ces cas la méthode de "Branch

and Bound " trouve la solution optimale approximative de la solution optimale globale

de problème original (PQN) avec une vitesse de convergence quadratique sur l�ensemble

réalisable SK , mais la méthode (TDC) trouve la solution optimale globale sur le Sphère

de SK ; immédiatement on peut dire que la méthode (TDC) est é¢ cace pour résoudre

les problèmes quadratiques non convexes sur un sphère.
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Résumé:

Dans cette thèse, nous avons présenté une étude théorique et
algorithmique de la méthode de Séparation et Réduction pour résoudre
les problèmes d'optimisation quadratiques non convexes sur un rectangle
de Rn. Tout d'abord, nous avons présenté l'algorithme de Séparation et
Réduction, qui utilise une approximation linéaire de la partie non convexe
de la fonction objective. Ensuite, nous avons expliqué les nouvelles
techniques de cette méthode appliquées sur un rectangle de Rn. Enfin,
nous avons introduit une nouvelle approche de la méthode, dans laquelle
nous avons appliqué une nouvelle approximation quadratique convexe de
la partie non convexe de la fonction objective.

Mots clés: Programmation quadratique non convexe, Méthode de
Branch et Bound, Optimisation globale, Programmation belinéaire 0-1.

Abstract:

In this thesis, we presented a theoretical and algorithmic study of
the Separation and Reduction method for solving non-convex
quadratic optimization problems on a rectangle in Rn. First, we
introduced the Separation and Reduction algorithm, which uses a
linear approximation of the non-convex part of the objective function.
Next, we explained the new techniques of this method applied to a
rectangle in Rn. Finally, we introduced a new approach to the method,
in which we applied a new convex quadratic approximation of the
non-convex part of the objective function.

Key words: Non convex quadratic programing, Branch and
Bound method, Global optimization, Belinear 0-1 programing

ملخص:

لحلوالاختزالالفصللطريقةوخوارزميةنظريةدراسةالأطروحةهذهفيقدمنا
الفصلخوارزميةقدمناأولاً،.Rnمستطيلعلىمحدبةالغيرالتربيعيةالتجويديةالمسائل

شرحناثمالمستهدفة.الدالةمنمحدبالغيرللجزءخطيًاتقريبًاتستخدمالتيوالاختزال،
للطريقة،جديدًانهجًاقدمناوأخيرًا،.Rnمستطيلعلىالمطبقةالطريقةلهذهالجديدةالتقنيات
المستهدفة.الدالةمنالمحدبغيرللجزءجديدًامحدبًاتربيعيًاتقريبًاطبقناحيث

التجويدوالإختزال،الفصلطريقةمحدبة،الغيرالتربيعيةالبرمجة:المفتاحيةالكلمات
1-0البيلينيريةالبرمجةالشامل،


