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Résumé

Dans ce mémoire, on a établi plusieurs résultats de controlabilité exacte
frontiére pour un systéme couplé composé de deux équations de Schrodinger
générales définies sur un ouvert borné Q@ C R™(n > 2) de frontiére lisse T,

en adoptant l’approche développée par Triggiani et Yao [14] qui utilise les
ingrédients sutvants :

. Méthodes de la géométrie riemannienne.
. Estimations de Carleman.

. Analyse micro- locale.

Mots clés : équations de Schrodinger, controlabilité exacte, controle
frontiére, estimations de Carleman, variété riemannienne.



1 Introduction

Soit 2 un ouvert borné de R™ (n > 2), de frontiere lisse I' = 'y U Ty, ou
[y, I'; sont ouverts et disjoints
Soit

=3 ) 3 (1)

2,7=1

un opérateur différentiel d’ordre deux & coéfficients réels a;;(z) = aj;(x) de
classe O, satisfaisant

Zau §§>a2|£| x €€ (1.2)

2,7=1

pour une constante a strictement positive et

}:%J )&, >0 Vo, E€R™, €40

2,7=1

Soient Fh, Fy, Py et P> des opérateurs linéaires différentiels de premier ordre
par rapport a la variable spatiale = a coéfficients de classe L>°(Q), vérifiants
les deux inégalités suivantes

{my LSO VP T v o e o) (1)

IVyl + 1yl ]
|Fy(2)]* < Cr [[V2]" + |2]7]
[ ]
[ ]

Vy(t,x), z(t,z) € CHQ) (1.4)

{ |Py( z| < Cr |V + |z
2

1Py(y)* < Cr [[Vy]” + |y]
o Q = [0,T] x Q

Notre objectif dans ce mémoire est I’étude du probleme de la controlabilité
exacte pour le systéme couplé de deux équations de Schrédinger suivant

iyy = Ay + Fi(y) + Pi(z) dans Q (1.5)
izp = Az + Fy(2) + P(y) dans @ (1.6)
y(0,z) = yo(x) sur Q (1.7)



soumis a 'une des actions frontiéres
Cas 1 : Dirichlet/ Dirichlet

y=20 z2=0 sur X9 = (0,7] x Iy
Yy =1u Z = Uy sur ¥ = (0,7] x I'y (1.8)

Cas 2 : Neumann/ Neumann

y=20 z=0 sur
Jy 0z
9 a Uy v Us sur X (1.9)

Cas 3 : Dirichlet/ Neumann

y=20 z=0 sur o
0
Y= u 872;4 = Uy sur X (1.10)

Dans le cas de I’équation de Schrodinger, ce probléme a suscité une at-
tention considérable dans la littérature.

Machtyngier [9] a établi un résultat de controlabilité exacte frontiere
pour I'équation de Schrodinger canonique ( c’est a dire I’équation (1.5) avec
A=—A, F} =0) dans l'espace H!(Q) avec une action frontiere de type
Dirichlet de classe L? en utilisant la méthode HUM (8] et les multiplicateurs
h - Vi et ydivh ou h est le champ de vecteurs radial.

Des résultats similaires ont été obtenus par Lasiecka et Triggiani [7] en
adoptant une approche basée sur la surjectivité de 'opérateur reliant le con-
trole a la solution et les multiplicateurs h - Vi et ydivh ot h est un champ
de vecteurs sur €2 plus général que celui pris dans [9].

Dans [14], Triggiani et Yao ont montré des résultats de controlabilité
exacte frontiere pour I’équation de Schrodinger (1.5) avec P; = 0. L’approche
qu’ils ont poursuivie combine les ingrédients suivants :

(i) Méthodes de la géométrie riemannienne.
(ii) Estimations de Carleman.

(iii) Analyse micro-locale.



Les deux derniers ingrédients ont été utilisés précédemment par Triggiani
[13] pour étudier la contrdlabilité exacte du systeme (1.5), (1.6), (1.7) avec
I'une des conditions frontieres (1.8), (1.9) et (1.10) dans le cas o A =A.

Dans ce mémoire, on adopte I'approche développée par Triggiani et Yao
[14], pour établir des résultats de la controlabilité exacte pour le systéme
(1.5), (1.6), (1.7) soumis & 'une des actions frontieres (1.8), (1.9) et (1.10).
On procéde comme suit :

Dans le premier paragraphe, on rappelle quelques notions de base de la
géométrie riemannienne qui seront utilisés dans la suite.

Dans le deuxiéme paragraphe, on présente les estimations de Carleman
pour le systéme couplé (1.5), (1.6).

De ces estimations, on établit dans le troisiéme paragraphe, la controla-
bilité exacte du systeme couplé (1.5), (1.6), (1.7) avec les controles frontiéres
(1.8) ou (1.9) ou (1.10).



2 Quelques notions de base de la géométrie
riemannienne

Nous rappelons quelques notions de base de la géomértie riemannienne
qui seront utilisées dans ce mémoire, pour plus de détails voir Hebey [4], Yao
[15], Triggiani et Yao [14].

Soit A(z) la matrice dont les coefficients a;;(z) sont définis dans (1.1) et
soit G(x) sa matrice inverse

A(x) = (ai;(x)) oijen; Glx) =[A@@)] ™" = (9:5(2))o<ij<n (2.1)

2.1 Meétrique riemannienne

Soit R” muni de sa topologie usuelle et = les coordonnées naturelles du
systéme dans R™. Pour chaque x € R" on définit le produit scalaire et la
norme correspondante sur ’espace tangent T,R™ par

g(X, Y) = <X> Y>g

= X.G(2)Y =) gij(z)aB (2.2)

i,j=1
X2 = (X, X) vxzzn:a-i Yzzn:ﬁieT]R"
9 ’ 9 i1 zaZL’Z" P ’(%z v

On peut vérifier que R” muni de la métrique riemannienne g est une variété
riemannienne.

2.1.1 Meétrique euclidienne

Dans le cas particulier ou A(x) = I, ( la matrice identité) on trouve
que pour chaque z € R", la métrique riemannienne g n'est que la métrique
euclidienne, notée par I'indice “0”, définie sur R™ par

9(XY) = <X,Y)o=2a¢5,~ (2.3.2)

X2 = (X, X)o; VX € T,R" (2.3.b)
Pour x € R™ on a par (2.1)

n

A(z) X (x) = Z (Z (Lij(l‘)Oéj) % (2.4)

i=1



2.2 Dérivée covariante et différentielle covariante

On note par I'(TR") I'espace des champs de vecteurs différentiables sur
Rn

2.2.1 Connexion linéaire et dérivée covariante
Une connexion sur R” est une application D définie de I'(TR") x I'(TR"™)
vers ['(TR™), qui vérifie
(i) D est R-bilinéaire
(ii) Pour chaques z € R" et X € T,R" si f : R" — R est différentiable,
alors

D(fX,H) = fD(X,H) (2.5)
D(X,fH)=X(f)H + fD(X,H); VX,Y eT(TR")  (2.6)

On note généralement DxH au lieu de D(X, H). DxH est la dérivée
covariante de H par rapport & X. En utilisant (i), (ii) on I'exprime localement
comme suit :

n n P
=1

i k=1

n
ou X (hy) = 3 ;2% et T, sont les symboles de Christoffel de la connexion
i=1 ‘

D, donnés par

n

1 OGkp ~ 09ip  Ogir -
1 P P _ R A
Fik - 2 Zalp ( axl + axk al,p ) Gij (al]) (28)

=1

2.2.2 Connexion de Levi-Civita

La connexion de Levi-Civita sur R" est une connexion D définie de
[(TR™) x I'(TR™) vers I'(TR™) qui vérifie

o(DxY,7) = 5(Xg(¥, Z) + Yg(X, Z) ~ Zg(X.Y) (29
vX,Y,Z € T,R"

ou [X,Y] est le crochet de Lie.



2.2.3 Différentielle covariante

Soit D la connexion de Levi-Civita dans la métrique riemannienne g.
Soit H un champ de vecteur sur R". La différentielle covariante DH de H
détermine une forme bilinéaire sur 7, R™ x T, R™ par

DH(X,Y) = (DxH, Y)g pour chaque z € R" et XY € T,R" (2.10)

D’aprés (2.4), (2.7), on a localement

. Oh
DH(X,X)=>" ( l Z hag; T k) e (2.11)
=1

ij=1 k=1

oun H = Zh

"z,

Donc dans T R" x T, R*, DH(-,-) est équivalente & une matrice carrée
M = (mij)1<ij<n, dont les coefﬁcients sont :

oh = o
Z 7 %glj + Z hkgljl“ﬁk, 1,) = 1, ey (212)
Li k=1
2.2.4 Hessien d’une fonction

Soit f € C?(R™). Le hessien de f par rapport & la métrique riemannienne
g est

D*f(X,X) = (Dx(V,f), X), Vr e R", X € T,R" (2.13)

ou V, f est le gradient de f par rapport a g ( voir (2.18) ci-dessous)
De (2.11) on déduit, pour tout X € T,R"

“ 0
D2f(X7 X) = Z (Z ail gi; + Z fkgl] zk) Q04 (214)
ij=1 \ =1 v kl=1

ou H=Vyf, hy=(Vof)i=fi
Posons

— fi -
Mij = < O +k;1 Ny t,j=1,...,n (2.15)

Alors, D?f est positif sur T,R" x T,R" si et seulement si la matrice
M = (mij),; <, est définie positive.



Le lemme suivant nous fourni quelques identités utiles pour la suite ( voir
Yao [15], Triggiani et Yao [14], Rebiai [12])

Lemme 2.1 )
Soient f, h € C1(Q2), X, H deux champs de vecteurs sur R". Alors

(H(z), A(x)X (2)). = H(z).X(2), z €R" (2.16)

X(f) = X.¥of = (X, V, ), (2.17)

ou V, f est le gradient de f par rapport a la métrique riemannienne g
et est donné par

Vif =Y (Z <>a—f) i (2.18)

(c) La dérivée co-normale % est donnée par

;—y = (A(z)Voy) .v = V,y.v (2.19)
VA
(d)

(Vo Vgh>g =V f(h) = Vo f.A(x)Voh (220)
(e)

Ay = divg(V,y) (2.21)

ou divy(X) = Z g%“; est la divergence de X dans la métrique euclidienne

=1

(f)

(Vof Vg H(P), (2) = DH(V, . Vo)) + sdive (1Y, 12 H) (2)

—% Vo 12 ()dive (H) (x), © € R (2.22)



(g) Formule de Green
Soit z € C1(€). Alors

(Ay, 2) /Ayde /zEdF / ng,ng)g dQ) (2.23)

Pour (a), (b), (c), (d), (e) et (g) on reprend la démonstration de Yao [15]
et pour (f) on donne une démonstration différente.

Preuve
(a) On déduit de (2.2)
(H(z), A(x) X (2)), = H(x).G(x)A(x)X(z)
= H(x).X(z); VxreR"
(b) On a

X(f)=XNVof =(X,Vof)y=(X,Vyf),
ot V, f est donné dans (2.18).

(c) C’est une conséquence directe de (2.18).
(d) On a

(Vof,Vgh), = (Vof,G(x)V4h)y = (Vyf,G(z)A(x)Voh),
(e) On a d’aprés (1.1) et la définition de divergence

Ay - ; 81’1 (; a'zj (x)8_%> = dZU() (ng)

(f) Comme D est une connection de Levi-Civita, elle vérifie I'identité (2.9)

1
9(DxY,Z) = S(Xg(Y,2) +Yg(X,Z) = Zg(X.Y)
vX,Y.Z € T,R"
Prenons X =7 =V, f et Y = H on trouve

H(Vyf,Vof) = (Dv,tH,V,f),
_ %{vg F9(H, Vo f) + Hg(V o f, Vo f) = Vo fg(V,f, H)
+ g([vgfa H], ng) —g([H, ng], ng) - 9<[ngv ng], H)}

= SHY(Vof. Vo) + (Vo H), Vo) (2.24)
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Déterminons Hg(V,f,V,f), 9([V,f, H],V,f)

Hy(Vof Vof) = H(V, ) = Lu (IV,f1;) = Z H@)5- (1V.1E)

“~ 0 2 - 2 OH;
- Zlﬁ_xl (|ng|g Hi) L 9 Ox;
= div (|vg fyjH) — |V, f [ divo(H) (x) (2.25)
(Vo[ H, Vo f) =([Vof, H,V o [), = [V, H]‘VOf:LngLHf_LHLngf

—Zana (Luf) ZH - (Vof - Vof)

n

=Y (V) ZH = (19,/12)

=1

= Vof Vo (H(f) - divy (|vgf|g H) (@) + 9, [} divo(H)(2)

= (Vs Vg (H()) = divo (19,2 H) (2) + [V, [} divo(H)(x)
(2.26)

Insérant (2.25), (2.26) dans (2.24) on obtient 'identité (2.22).

(g) Soit z € C1(). D’aprés (2.21) et la formule classique de Green on a
(Ay,2)120) = / AyzdQ) = / divg(V 4y)zdS2

- ayA Zdl — / Y,y - VozdS)

= /—zdF /(ng, Vg2), d€t B

&/A

3 Estimations de Carleman

Dans cette partie, nous-nous interessons a présenter les estimations de
Carleman pour le sytéme couplé (1.5), (1.6). Inspiré par les travaux de Trig-
giani [13], on commence, tout d’abord, par donner ces estimations pour une
seule équation c’est a dire I’équation (1.5) avec Pi(z) = f.

11



Supposons qu’il existe une fonction non négative v : QO — R de classe C?,
qui est strictement convexe sur {2 par rapport a la métrique riemannienne
g. Le hessien de v par rapport a la métrique g est donc strictement positif (
voir Az¢ [1]; Théoréme 3.36) et comme  est compact, il existe une constante
p > 0 telle que

D*»(X,X) > p|X|? VeeQ XeT,R" (3.1)

Remarque 3.1
Dans I'annexe C, on donne un exemple d’une fonction v vérifiant 1’esti-
mation (3.1).

Soit la fonction pseudo-convexe @ : R x (2 — R définie par

T2
t—=|, T>0 (3.2)

O(t,z) =v(x) —c 5

Pour tout T' > 0, la constante ¢ est suffisamment large pour que
(a)
®0,2) <=0 et O(T,z) < —¢§; uniformement dans = € 2 (3.3)

pour une constante appropriée 6 > 0.

sexistent topet t1 avec 0 < g < 5 <11 < els que
b) IIs existent to et ¢ 0<to<Z <ty <T tel

min  O(t,z) > —g (3.4)

telto,t1],z€N

La fonction ® vérifie les propriétés suivantes

O(x, g) =v(z) > 0,Vyu(x) = h(z)

I
i
VRS

NgE
£
<.
=
Q
S|
\_/
ol
w
=

ou h(z) = V,o(x)

By, 1) = —2c(t — %); By, 1) = —2¢ (3.6.0)

Oy (2,0) = T Oy(x,T) = —cT (3.6.b)

12



3.1 Estimations de Carleman pour une seule équation

Dans ce paragraphe, on rappelle les estimations de Carleman, pour I’équa-
tion (1.5), données dans Triggiani et Yao [14].

Théoréme 3.1 " Premiére version des estimations de Carleman’”
Supposons que les conditions (1.2), (1.3) et (3.1) sont satisfaites. Soient
f e L*Q) et y une solution de l'équation

iy=Ay+ Fi(y)+f dans @ (3.7)

de classe

€ C([0,T]; H(Q))
{ yf,/ﬁ € L2(0,T; L*(I")) (3.8)

Ova

Soit ® la fonction pseudo-convexe définie par (3.2). Alors, pour T suff-
isamment large, on a

const -
(BT), . /Qe P17 dQ + Corr ”yHé([O,T};LZ(Q))
071’ 1 TP 2 €_6T
|\ p=— =) | €IVl dQ — — (E,(0) + E,(T)) (3.9)
Q T

> (p G 1) o /; By (0t — . (B,(0) + B,(T))  (3.10)

T T T

ou le terme frontiére (BT)y‘ est donné par
>

dy 1
_ T® Y 4= - TP 27
- Re (/26 81/Ah(y>d2> 5 /Ze IVgyl, b vdZ

/ ﬁgdwo (e™h) d¥ —i / yige ™ h - vdS (3.11)
» 8V_A D

(BT),

1
2
En plus, on a posé
B0 = [ 19,t.0)2 a0 (3.12)

Preuve
On procéde en deux étapes

Etape 1

13



Multiplions I’équation (3.7) par e™®h(y) et intégrons sur Q. En utilisant
la formule de Green, on obtient I'identité suivante

o = i /Q s h(§)dQ
_ /ef‘l’h( 7))~ W s — /<vgy, Ve h(5)), dQ
by Q

al/A
+/Q< \(y) + 1) € h(G)dQ

De (2.22), on a

1
(Vay. Vo (7°h(@)), = D™ h) (T4, V) + Sdivo (IVgyl2 e™*h)
1 o
~3 |ng|j divy (€7 h)

Donc

. . dy ; _ L[ .
1a:/26 ()L d — /D(e 1) (V,y, ng)dQ—§/deo (|vgy|§e %) dQ

8VA

1 2 . ) TP
+/Q§|vgy|gdzvo(e h)d@+/@( )+ ) ehpAQ  (313)

Calculons le terme D(e™h) (V,y, V,9)
D’aprés (2.10), (2.20), on a
D(e™h) (Vgy, Vgi) = (D, (€™ h), Vy7),
— <7-67‘1>ng( Vh + eTq’Dvgyh, Vg§>g
= 7e™ [h(y)]* + e"* D?® (V,y, V,7) (3.14)

Insérant (3.14) dans (3.13), on trouve

ia :/eTq’h( ) s —/ divg (|vgy|2 T%) dQ
g 2

8VA

- [ DRV ,0dQ+ [ (Fiw) +Heha
Q Q
1 2 .. - - 2
+ /Q 3 [Vgyl, divg (e™h) dQ — 7'/@6 ®1h(y)|? dQ (3.15)

De lidentité de divergence [, Uk -vdl = [, VdivgkdQ + [, k- VoWdQ

14



on a

1
ia:/eTq’h( )2 dZ——/eT‘I’WQyﬁhde
)

(9V_A 2 b
- [ D€ 0dQ+ [ (Fiw) +Heha
Q Q
1 2 4. T T 2
+ /Q 3 |ng|gdwo (e (bh) dQ) — 7'/Qe ®1h(y)|? dQ (3.16)

et

[gersievas = [ ydivy (1) Q-+ [ [y ¥ag -+ 55 *hdQ
by Q Q

= / yeydivg (eTq’h) dQ +a +/ e™®yh(y,)dQ
Q Q

=a—a-+ / Y ydivg (eT‘I)h) dqQ
Q
T

- /Q yh(y)% (€7) dQ + [ /Q eTq’yh(y)dQ} (3.17)

0

Le lemme suivant donne une expression utile au terme | o Yedivg (e"h) dQ

Lemme 3.1

i / yegidive (e7h) dQ = / iy (e7°h) L3 + / (Fi(y) + f) gdiv (e7*h) dQ
Q b Q

81/_,4

- /Q |ng|§ divy (€7h) dQ — /Qy (Vgy, Vg (divg (eTq)h)»g e
(3.18)

Preuve
Multiplions ’équation (3.7) par ydivg (eT‘I’h) et intégrons sur (). En util-
isant la formule de Green et la relation (2.20) on obtient le resultat désiré.

Insérant (3.18) dans (3.17), on trouve

a—a = /ytye“bh I/dZ—l—l/Ede’Uo( Tq)h) Bayidz
—i /Q Vyyl2 divy (€7*h) dQ — i /Q 7 (Vy. Vy (divo (e7°R))), dQ
d T
+ / ghly) 7 (¢7%) dQ — [ /Q eT%Th(y)dQ]0 +i /Q (Fi(y) + [) ydivo (€7 h) dQ

15



Prenons maintenant la partie réelle de (3.16) et utilisons Re (ia) = 1 (a — @),
on obtient le résultat final de cette étape

Re /eT‘I’h(gj)ﬂdZ —1/67¢|ng|2h-yd2
¥ (9 2 P

1 . dy -
+ Q/ydwo( (bh) aVAdE——/ytye h . vdy

_ /Q DB (Vyy, V) dQ + 7 /Q e h(y)|* dQ — Re ( /Q (Fi(y) + f) e™h(y >dQ)

1 = : TP 1 =i TP
+a /Q 7 (0, Y, (divo (¢7h))), dQ — 3 /Q (Fu(y) + ) iy (e™*h) dQ
+% /Q yh(y)% (e®) dQ—% { /Q eT‘byh(y)dQ} (3.19)

0

Etape 2
Réecrivons (3.19) comme suit

Re ( /E ef@h(y)aa—idz> - % /2 ™ [Voyl2 b vds:
- [ D (Vo -+ [ P + ke ( [+ neti) Q)
-2 / 5 (V9. ¥, (divy (7°R))), dQ — = / (Fi(y) + f) gdivo (7®h) dQ

)
7h d T<I>d T<I>h ’
+§/Qy(y)dt Q——{ ey }

0

1 — 1 TP ay — 7P
— 2/Zydw ( h) 6VAdZ 2/ytye h - vdd

Prenons la partie réelle de 'identité précédente.

16



En utilisant Re(z) > — |z|, on trouve

Jy 1

Td7 [~ = T 27

Re (/Ee h(y)—ayAdE> 5 /26 IVgyl, b vdZ
1 _ 0 i s

+ ‘§/Zydwo (eTq>h) %dZ ~3 /Eytye *p . VdZ‘

> [ oD (W V- [ ) ae e [ (B + 0 ethiio)
1 = . TP 1 — 7 TP
_ ‘ /Qy (Vgy, Vg (divg (e h))>g aqQ — 5 /Q (Fi(y) + f) gdivg (e7"h) dQ

2
i d o i o !
+ 3 yh(y)a (e ) dQ| — 3 e yh(y)dS2 (3.20)
Q Q 0
On montre 'estimation (3.9) a partir de (3.20).
De (1.2), (2.20), on a
a|[Voy(t,z)|* < [Vy(t,2)f, < a|Voy(t2)*; 2 €9 (3.21)

ou la constante & = max|a;;(z)|; i,j=1,..,n
€S

On va estimer les termes du membre de droite de (3.20). Commengons
par les trois premiers termes

Lemme 3.2
On a pour tout € > 0,

[ 0% V) d@ 7 [ il dg - ke ( JRGRY 6Tq’h(§)dQ)

Q
1
> (p=cch) [ e*IVakao+ (r-5) [ i
Q €/ Jq
—eCor 1 HyHé([QT];L?(Q)) —€ /Q e |f|2 dQ (3.22)
Preuve
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De (1.3), (3.21) et de Dinégalité 2ab < ea® 4+ £b%, on a pour tout € > 0,

~ke ([ (Bl + ) h5)dQ) = = (Bl + 1) hia)
> ~SIR ) + e — e (o)l

> == Cre™ [Vyyly — Crlyf ™ — | f 7™
1

-5 @) (323

En combinant (3.1) et (3.23) on obtient (3.22), ot Cf = <=,

a

La majoration des trois derniers intégrales sur @) de (3.20) est 'objectif
du lemme suivant

Lemme 3.3
Pour tout € > 0

-z /Q (V0. V, (divy (1)), 4@ - & /Q (Fy() + ) iy (h) dQ

i d T<I>
_— / TVl dQ - Cor [ Iy er®d@—ca [ |10
Q Q Q
(3.24)

Preuve
Estimation du terme fQ y (Vgy,V, (divg (eTq’h))>g
On a
Vg (divg (€7%h)) (z) = A(z)V (divg (¢"h)) (2)
= " A(x)L(x)

ol
L(z) =72 |V9Q)|§ Vo®(z)+7Vy (]ng)f]) (x)+7divg (VD) Vo@(x)+V (div (V,P)) ()
Alors de (2.20), (3.21), on trouve que, pour tout € > 0
‘yj (Vgy, Vg (divg (eT‘bh))>g‘ = ¢ |yVoy - A(x)L|

C
< (|vw|+ wm)

18



ot C; = max |L(z)|. Donc
e

_ . € ; C? T
—‘/Qngy,vg (divy (e %))>ng' > —§/Q|ng|§e %Q—ﬁ/@@]ze *dQ

(3.25)
Estimation du terme fQ (Fi(y) + f) ydivo (e7®h) dQ
Posons
Cy = max |divg (e7"h) ()|
2
Cy = eaCp+ -2

2¢a

Alors, pour tout € > 0, on a
— ‘/ (F1(y) + f) ydivg (eT‘I)h) dQ‘ > —eCT/ |ng|§ em?dQ — ea/ e™?® |f|2dQ
Q Q Q

— (s / ly|” e™®dQ (3.26)
Q

Estimation du terme [, 5h(y) 4 (¢™®) dQ

On a
d T T T T
pr (™) = 7 %Py(z,t) = —2cTe™® (t - 5)

< 7Tce™

ou ¢ est donnée dans (3.2), (3.3), (3.4)
Alors

< Cue™ |§Voy - V, P

o gl s G612 e
(517l + 3210

ouCy=7Tc, Cs5= max |V, P(t,x)| et C5 = CyCs

(t,2)€[0,T]xQ

()

yh(y)

Sl

IN

Donc
| [ @ iQ) = =5 [ ko5 [ eritaq s
Qy y dt - 2 Q gy‘q 26@ Q y ’
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Combinant (3.25), (3.26) et (3.27), on obtient (3.24), avec C, 1. = 2 L}

€a
C?’ + 2ea
Reportons les majorations (3.22) et (3.24) dans (3.20), on trouve

> (p— e (Ch+2)) /Q e |V, dQ - ( - 2i> /Q e [h(y)* dQ

—Cr ||y||20([o,T};L2(Q)) —ela+1) /Q er? |f|2 dQ — Bor  (3.28)

(BT),

by

out Cr = Cy 1 Co et Bor = 4 [ [, € gh(y)dQ],
Estimation du terme By r

. T
—Bor = — %{/ yeTq)h(y)dQ]
Q 0
1
— y(T) @D h - Voy(T)dQ + / 7(0)e™ @Ok . Yy (0)dS2
Q
> 2 / 5(T)| ) |h - Toy(T)| 42
~5 [ O |1 Vay(0)] a2
2 Ja
De (3.3), on a
1
~Bur = =5 [ 0T o VoulT)| a9
Q

1
=5 | O Ih- Voy(0)]

Donc, pour tout € > 0,

—B0T>——e (/ \Vy(T | dQ—I—/lng ] dQ)

T [ + o)

€ _sr c:
> ¢ ’ (£y(T) + E,(0)) — 4—:6 ’ Hy”é([O,T];Lz(Q)) (3:29)
1

Prenons 7 = = et insérons (3.29) dans (3.28), on obtient

cL 1 - 2 2
2 (P -— - —) /Qe ® |ng|ng — Corr ||yHC([0,T};L2(Q))

T T

(BT),

%

e B+ B0) - [ oyt
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D’ou (3.9).
Pour obtenir (3.10), on utilise la propriété (3.4) W.

Pour établir la deuxiéme version des estimations de Carleman, on suppose
que 'opérateur Fj est de la forme

Fi(y) = R1-Vy+py (3.30)
o [Ry(z)| € L®(Q) et p, : [0,T] x @ — C; p,(t,2) € L®(Q)

Théoréme 3.2 " Deuxiéme version des estimations de Carleman”

Assumons (1.2), (1.8), (5.1) et (3.30). Soient f € L?(0,T; H'(2)), y une
solution de l’équation (3.7) dans la classe (3.8). Alors, pour T suffisamment
large, il existe une constante Ko 1 > 0 telle que

const .
(BT)l,y . + - /Q |f|2 € édQ tc ||f||iQ(O,T;H1(Q)) + Corr ||y||?J([0,T};L2(Q))
> Ko -1 (E,(0) + E,(T)) (3.31)
ot
(BT),, | = (BD),| +eonsta.r, [ lul+ Walw)]+ 1] |+|f|1\ﬁ\dz
1y - as o.7,p . Yt 1\Y P11y aV_A
(3.32)

1 . —=oT
Kooy = ot {<p_ ct _ 1) (h—t0) 6_}
T T 2 T

et Wi(z) est la composante tangentielle sur T, du champ de vecteurs

Rl(I>

Preuve
Divisons cette démonstration en deux étapes

Etape 1

Le lemme suivant est nécessaire dans la suite

Lemme 3.4 Soit y une solution de 1’équation (3.7) dans la classe (3.8).
Alors, pour tout ¢, s € [0,7], on a
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E,(t) = +2Re(//ytaydl“da>

1+ 2Re ( / /Q (Fi(y) + f) ytdea) (3.33)
(b)
0
E,(t) — By(s) < 2 / Tl + 1W3(9)] + ou) 9] + £ \%\dz
Tk / E,(o)do + / / 92 do + M| 2agean o)
(3.34)
Preuve

(a) Voir Triggiani et Yao [14], page 18.
(b) Pour obtenir l'estimation (3.34), il suffit de majorer les trois derniers

termes du membre de droite de (3.33)

Commencons par le terme 2 Re ( f Jo Fily ytdea)
Multiplions I’équation

— Ay +iF(y) +if (3.35)

Par Fi(y) et intégrons sur 2. La formule de Green nous donne

. Jy _
/ Ry =i / Fily) T / (V40 Yy (Ri(9), 42
Q r Va Q
—i [ V0= [ 509,50, d0

+i /Q F(y)? 0+ i /Q Fi(y)Fd9 (3.36)

De (2.22) on a

1 :
(Vo Vo (Ri(y))), A2 = | DRy (V45 Vo) d2+ 5 [ divy (19,912 Fr ) d2
Q g Q 2 Q g
1 :

_§/Q|ng|§dw0 (Ry) dS
1

-~ / DRy (V4. V) dQ + / Vgyl? Ry - vdD

Q r

1 _
= / |V gyl2 divo (Ry) dS2 (3.37)
Q
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Donc

) dy ~ i
/Fl(y)ytzlfpl( )ay dF—l/DRl (vgy,vgy)dﬂ—§/|vgy|j}zl.Vdr
Q r Va r
1 ) . . -
45 [ Vauldinn (R a2+ [ R)Pae i | Fii7a
Q Q Q
S R APARCEY P AT

Puisque R; est un champ de vecteurs réel on a

Re ( / t /Q Fl(y)gtdeo—> — Re (i / t / Fily aaVyAdrd )
— Re [1/ / V7, gpl ) dQdo
—i—l/ /p1|ng| dea—l/ /F1 fdea]

(3.38)

Sur I', Ry peut étre décomposé sous la forme suivante

Ri(z) = MVA(iC) + Wi (x)
lva@)l;

ou Wi est la composante tangentielle sur I' du champ de vecteurs R; et

vaz) = Zn: ]é az‘j(ﬁﬁ)’/a‘) o

i=1

Alors, sur I'; on a

Ry -v(z)

va(z)l,

Comme la matrice A(z) est symétrique pour tout = € 2 , on a

Fi(y) = A(z)v(z) - Vy + Wily) + pry (3.39)

MﬁJrWﬂ )+ py; e (3.40)

Bl =7, oF oua

Multiplions (3.40) par 1 5.~ intégrons sur [s,t] x T et prenons la partie
réelle , on trouve

Re (i/st/FFl( aiidf) — Re (i/:/r(Wl(y) + pyy) %dl“da)



Donc (3.38) devient

[ 9y
Re //F1 )y dddo ] = Re 1/ /(Wl(y)—l—ply) —dl'do
s JT 6VA
t
—Re [1/ /y<vgy> Vgp1>g dSddo
s JQ

t t
+i / / p1|Vgyl2 dQdo — i / / Fl(y)Tdeal
s JQ s JQ
Ce qui implique que

e ([ [ )| < [ [ 1w+l 2| avas

t t

+ / / 11| [V g2 d2dor + / / Fi(y)| || dQdo
t

[ |9 Von), [ a0ie )

On va majorer les deux derniers termes du membre de droite de (3.41)

e Posons
Cs = max |V p,(t,x
max [Vyp,(t.)

Donc de (2.20), (3.21) on a , pour tout € > 0

//’y 90, Vgpy) ‘dea< //|ng| dea+—/ /|y| dQdo

(3.42)
e De (1.3), (3.21), on a

t t t
//}Fl(y)f\ deagiCT/ /yvgyy2d9da+ch/ /|y\2d9da
s Q 2a s Q g 2 s Q
1 t
+— / / |fI? dQdo (3.43)
2¢ s Q
Insérant (3.42), (3.43), dans (3.41), on trouve
2|Re (/ /F1 ytdﬂda>‘ <2/ / W)l + o] 9] ‘—‘dfda
+Cg/ ( )d0'+010/ /|y| dQdo
/ / 2 ddo (3.44)
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OUCg—€+ Clo—ECT+—2
Reportons l’estlmatlon (3.44) dans (3.33) on obtient

E,(t) — E,(s) < 2Re (/ /ytmdrd(;)
// 193000 + ool bl [ 2| o
+09/5 J(o )da+010/ /|y| Qo
+%/:/Q|f|2dﬂda+2f{e (/ /Qfgtdﬂda> (3.45)

D’une fagon similaire & la majoration du terme [ [, Fi(y)7.dQdo on es-
time le terme f; Jo, fy:dQdo.

Multiplions I’équation (3.35) par f et intégrons sur 2. La formule de
Green nous donne

/fytdQ—l/f—denLl/(Rl-Vovam)fdQ
+i/Q<ng,ng)ng+i/Q\f|2dQ (3.46)

Intégrons sur [s, t], puis prenons la partie réelle, on trouve

t T t
2Re (/ /fytdﬂda> <2 yd2+2/ /‘<ng,vgf>g
s Q 0 s Q

t
+ 2/ / |R1 . VOE + p1y| ’f| dQdo (347)
s Q

Estimons les trois derniers termes du membes de droite de (3.47).
On a d’aprés (2.20), (3.21), pour tout € > 0

/:/Q)Wgy’vgf%‘deUS/t/ Yy, [V, ], d2do
//|ng| dea+—/ /yv fI2 d2do
// d0+—/ /|Vf| dQdo

(3.48)

NJIm

l\DIm
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t t
[ [+ piinaods < maxim@) [ [ Voo
s JQ z s JQ

t
+ max_|py(t,2)| / / iyl 1] dQdo
(t,x)eQ s [9)

Posons C; = max (max |Ry(z)|, max |p, (¢, z)]|).
IEQ (t,ﬁ)EQ
Alors , pour tout € > 0

t € t
/ / Ry Vi + 73l ] o < =% / B, (0)do

//Iy! dea+—/ /|f\ dQdo

(3.49)
Donc (3.47) devient

QRe(/ /fytdﬂd(;) <2/ /

2 «Q 2
+ 0 [ [0l a0+ 211 e
S

1 [ 9
+E/S /Qlf] dQdo (3.50)

Insérons (3.50) dans (3.45) on trouve

() —Ey(s) < 2Re(/ /yt—dl‘da)

0
w2 [ [ 1W)1+ ol 1o+ 1) | | v
A
t t
<09+ Cll+€)/ Ey(0'>d0'+(010+60121)/ /’y|2deg
s s JQ

2 a o
+E/s /Q|f| dQdo + =z HfHL2(S¢;H1(Q))

D’ou (3.34) avec

8I/A

€ 2 t
14+ (52Ch+€) [ Byo)io

€
k = Cg+%6’121+e

no = 010+60121
a+1
€
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Etape 2
Posons dans (3.34)

Jdy

AT) = 2/Enyt|+|W1<y>|+|pl||y|+|f|1'E\dz

t
T / / 9P 2o+ X | 1o

Donc
t
E,(t) < Ey(s) + A(T) + k / E,(0)do (3.51)
Pour continuer on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.5
Pour 0 <s<t<T

()

E,(s) < E,(t) + AT) + k / t E,(0)do (3.52)
(i)
E,(t) < (By(s) + A(T)) ") (3.53.a)
E,(s) < (B,(t) + A(T)) k=2 (3.53.b)
(iii)
B, > B0 ! EV(T) v _ (3.54)
Preuve

(i) (3.52) s’obtient de la méme fagon que (3.34).

(ii) De (3.51), (3.52) et de l'inegalité de Gronwall ( voir par exemple Cur-
tain et Zwart [3] page 639) on obtient (3.53.a), (3.53.b).

(iii) Prenons t =7, s =t dans (3.53.a) et dans (3.53.b) s = 0, on trouve
E,0) < (E,(t)+A(T))e"
< (Byft)+ A1)
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E,(T) < (E,(t)+ A(T)) "0
< (By(t)+ AT)) e
Donc
E,(t) = B0 + B,{) —ir A(T)

Insérant (3.54) dans (3.10), on trouve

const

(BT),

P | 42 2
. /Qe * 1P dQ + Carr Wl oqorriza o)

1 t1
2 <,0 _ & _ l) 6—577 / |:Ey(0) + Ey<T) e—kT _ A(T) dt
T T to 2

6—57'

—— (Ey(0) + Ey(T))
D’ou
C% 1 st
_——— — 2 A(T

B, |+ (0= 2) (- e Fa)

const

T 2 2
/Q e F12Q + Carir 190202200

> Kp _G 1) (o) -wespm 657] (Ey(0) + E,(T))

T T 2 T

Donc

(BT),

2
. + (uconsté,T,T + C@,T,T) HyHC([O,T};B(Q))
ch o1 s 9y
#2(p= L= D) e | [l + )+ bl + 11| ]
T T s VA
const -
—|—)\COTLStqp,7—,T ||inz(s,t;H1(Q)) + T/ |f|2 e ‘de
Q

> Kp G 1) =ty wmpn 6_&] (E,(0) + E,(T))

T T 2 T

ot

1
et donc le résultat désiré, ou conste . = (,0 — % — %) (t1 —to)e =1
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3.2 Estimations de Carleman pour le systéme couplé

Dans cette partie, on présente les estimations de Carleman pour le sys-
téme couplé (1.5), (1.6) et nous compterons fortement sur les résultats de la
partie précédente.

Théoréme 3.3 " Premiére version des estimations de Carleman”
En plus des hypothéses du théoréeme 3.1, supposons (1.4). Soient y, z
solutions du systéme (1.5), (1.6) de classe

dy 0z c L2(0,T; L2(F)) (355)

Yty Zt, s’ Ovy

{ y, 2 € C([0,T]; H'())

Soit ® la fonction pseudo-convexe donnée dans (3.2). Alors les estima-
tions suivantes sont vérifiées pour T suffisamment large

(BT)y + (BT)Z|2 + 071 ||y||20( o1:22() T ||Z||2c 0,T];L2(€))
5 (0,T;L3( ([0,7] )

> (0= Lo 2) [ (9l 9) a0 - S (5,00 + BT
(3.56)
> (p - % - %) o /t " Bydi - B:T (E(0) + E(T)) (3.57)

ou le terme frontiére (BT)y‘ est donné par (3.11), (BT) |y, n'est que
s

(BT)y‘2 en remplacant y par z

En plus, on a posé

E(t)=/|vgy|§dﬂ+/yvgz|jd9
— E,(t) + E.(t) (3.58)

Preuve
L’estimation de Carleman correspondante a ’équation (1.5), s’obtient de
(3.9), en posant f = P;(z)

const

(BT),

. 2 2
o+ [ PG Q + o oo

ct 1 . 2. ¢
> (r-2-3) [t vt - =m0+ B 359)

T
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En posant dans (3.9), z =y et f = Py(y), on obtient

t
(BT), |y, + =

/Q e P2 dQ + Corr |21 oimyzoion)

> (p-Z-1) [ R EHCE “ B0+ EM)  (360)

T T

De (1.4) et (3.21), on a
Cr

/eT¢|P1(z)|2ng —/eTq>|ng|de+CT/eT‘I’|z|2dQ (3.61.0)
Q @ Jq Q

C
/eT‘I’IPQ(y)IQdQ < TT/ eTq’|ng|§dQ+CT/eT¢ ly[*dQ (3.61.b)
Q Q Q

Donc
2 2
(BD), |, + s (19 oz + 1210z )
cL 1 const C
> <p - = —) / e® ]nglz dQ — L[ e |ng]§ dQ
T T Q T a Q
6757
~C (B (0) + B(T))
et
2 2
(BT)Z|2 + 0<1>7T,T (H?J”C([O,T];Lz(g)) + HZ||C([0,T};L2(Q)))
Cy 1 . const C -
> (p——T——)/e@]ngidQ— L eq)]nglde
T T Q T a Q
6—57'

ot Og 7 = max(Co ;. 1, “LLCrCyp)

Additionnant ces deux derniéres estimations, on trouve

(BT), | + (BT),

2 2
. + 2001 (HZ/HC([O,T};L?(Q)) + HZHC([O,T];Lz(Q)))

> (0= S 2) [ (194 9,08) a0 - S (B0 + BD)
> (p-E-1) et [Mra- 50 + D)
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ot la contante Cf. = Cj. + const“LCy

Pour présenter la deuxiéme version des estimations de Carleman pour le
systéme couplé (1.5), (1.6), on suppose que les opérateurs P; et P aient la
forme suivante

Pi(z) = Gtz)z Paly) = Golt, 2)y (3.62)
ot (4 (t, ), Co(t, ) € L¥(Q), [VCi(t,2)|, [VE(t, @) € L¥(Q), et donc
|Pi(2)] < Cr 2], |P(y)| < Crlyl V() €Q (3.63)

1P () gy < Crllzlznys 1P ey < Crllyllin (3.64)

Théoréme 3.4" Deuxiéme version des estimations de Carleman”

En plus des hypothéses du théoréme 3.3, Supposons que (3.62)-(3.64) sont
vérifiées. Soient y, z solutions du systéme (1.5), (1.6) dans la classe (3.8).
Alors pour T suffisamment large il existe une constante v > 0 telle que

2 2
(BT),,.. T 0 |:Hy||C’([0,T];L2(Q)) +2llcqoree @)
> 5 (E(0) + E(T)) (3.65)
ol
(BT)lyz > = (BT)Ly 5 + (BT)I,,Z n
Jdy
+conste 1 | [y + Wi(y)| + 1] ly| + Cr |2]] 8_
>
0z
+ constQT,T/ [z + [Wa(2)] + [po] [2] + Cr |y]] v
b
(3.66)
et
v 1 t —to) _(ors2kmy e 0T
7:(,O_TT_;)(I_zo)e gn_ (3.67)
Preuve

31



En posant f = Pi(z), dans (3.33), on obtient

E,(t) = +2Re(// t—dl“da)
+2Re ( / /Q (Fl(y)+P1(z))gtdeo> (3.68)

L’identité de ci-dessous est obtenue de la méme fagon que (3.68)

EL(t) = +2Re(//zt%dl“da)
+2Re ( / / (FQ(y)—l—Pg(y))Etdea) (3.69)

Additionnons (3.68), (3.69) pour avoir

E(t) = B(s) + 2 Re (/ /ytmdl“da) +2Re (/ /ztmdl“d )
+2Re ( / /ﬂ (Fl(y)JrPl(z))gjtdea)

+2Re ( / t /Q (FQ(y)—l—Pg(y))Etdea) (3.70)

L’analogue de I’estimation (3.34) pour z est

B0 - B(9) <2 [ [lal + IWa(a)| + I o + 120

t t
iy / E.(0)do + 1 / / 122 ddo + X | o) 220 o,
(3.71)

dx

Additionnant (3.34), (3.71) on a

E(t <2 [ Tyl = IWi(2)] + Ipul 12] + |1 Po(2) \ 05
>

82
+2 [ [lae] + [Wa(2)] + |pa] [2] + [Pa(y)]] e
b A

+k/ By da+u/ /ry| Ao + NPy ()2

—|—k/EZ da—i—,u//|z| dQdo + X | P2 (y )HLzstHlQ))
(3.72)

dx
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De (3.64) on a
2 2
HPl(Z)HL?(s,t;Hl(Q)) + HP2(y)||L2(s,t;H1(Q))

CT i 2 2
S E(o)do + Cr <||3JHC([0,T];L2(Q)) + ||ZHC([O,T];L2(Q))> (3.73)

Insérant (3.63), (3.73) dans (3.72), on obtient

BO) - E6) <2 [ Il + W30 + ol + Cr o] 52 | a2

0z

— | dX
aVAd

1 / 2t + [Wal2)| + |l 2] + Cr ]

t
7 7 2 2
+ k/ E(o)do + 0p ;1 (HyHC([O,T];Lz(Q)) + HZHC([O,T};L2(Q)))

(3.74)
ol k = max(k, k', max(\, )\l)%), 0o = max(y, 11, max(\, X )Cr)
Posons
X Y
Ay = 2 [ ol + 19301 + ol bl + Cr o) 52|
s A

0z
+2/“Zt|+|W2<Z)|+|p2||2|+CT|y”‘_ay ‘dE
P A

7 2 2
+00 -1 <||y||c([0,T];L2(Q)) + ||Z||C([0,T};L2(Q))>

L’inégalité (3.74), devient

E(t) < B(s) + A(T) + / ' B(o)do

Pour obtenir le résultat de ce théoréme, on utilise le lemme suivant dont
la, démonstration est similaire & celle du lemme 3.4.

Lemme 3.6
Pour 0<s<t<T

(i)

E(s) < E(t) + A(T) + F / ' B(o)do
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E(t) < (E(s) v ]\(T)) ek(t=9) (3.75.)

E(s) < (E(t) + A<T)) eF(t=2) (3.75.b)
(i)

B(t) > LT ok N(T) (3.76)

Insérons maintenant (3.76) dans (3.57), on trouve

(BT)y + (BT)Z|2 + 071 ||y||?; o1):22() T ||Z||2* 0,T];L2(
5 ([0,T];L3(%2) ([0,1] )

ng 1\ (t1 —tg) _ ort2km) e o7
= - ) - E(0)+ E(T
> |(p- 7)o - o) + £
C” 1 s
- (p_TT —;> (tl —to)e 62 A(T)
Et donc le résultat (3.65), ou les constantes
C// 1 .
ConSté,T,T == (p - =L _ —> (tl — to) 67%
T T
0 = maX(¢9<1>7-,-’T, consth,Téq),T,T) |

4 Controlabilité exacte

Ce paragraphe contient ’objectif principal de ce mémoire qui est I’étude
du probléme de la controlabilité exacte pour le systéme couplé (1.5), (1.6),
(1.7) avec I'une des conditions frontiéres (1.8), (1.9) et (1.10).

On commence tout d’abord par définir et caractériser la notion de la

controlabilité exacte pour une équation différentielle abstraite dans un espace
de Hilbert.

4.1 Définition et caractérisation de la controlabilité ex-
acte

Soient X et U deux espace de Hilbert. Considérons le systéme linéaire

(4.1)
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ouy(t) € X, ue L*0,T;U),
Alt) : DAt) cx - X
B : DB)CU—X.
L’opérateur A(t) a les propriétés suivantes
(i) D(A(t)) est dense dans X pour 0 < t < +00
(ii) A(.)y est une fonction continue et bornée sur [t, +00)

A(t) engendre un opérateur d’évolution
O:{(t,7);t>71 >t} — L(X)

Formelement, la solution de (4.1) est donnée par

y(t) = (T, 0)yo + Leu (4.2)
Lou = / " (1, 5)Bu(s)ds (4.3)

Puisque B n’est pas généralement borné, L,u n’appartient pas en général
a X. Introduisons alors I’espace

D(Ly) = {u e L*(0,T;U), Lyu € X}
Il y a plusieurs concepts de controlabilité, mais on s’interesse au suivant
Définition

On dit que (4.1) est exactement controlable dans X" sur [0, 7, si pour tout

Yo, Y1 € X, il existe un controle u € D(L,), tel que la solution du systéme
(4.1) vérifie y(T) =y

La controélabilité exacte peut étre exprimé en terme des propriétés de
Vopérateur Ly [3].

Proposition 4.1

Le systéme (4.1) est exactement controlable dans X sur [0, T si et seule-
ment si opérateur Ly est surjectif. Cest a dire ImLy = X.

Donc on peut déduire une caractérisation de la controlabilité exacte du

systeme (4.1).
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Théoréme 4.1

Le systéme (4.1) est exactement contrélable dans X sur [0, T, si et seule-
ment si, pour tout z € D(L%}.), il existe une constante v > 0 ( dépendante du
temps T'), telle que

IZ72]ly = B ®*(T 5)z]ly, > 7 12113 (4.4)

ou L}, B*, ®* sont, respectivement, les adjoints des opérateurs Ly, B et
.

Ce théoréeme est équivalent au

Théoréme 4.2
Le systéme (4.1) est exactement controlable dans X sur [0,T], si et seule-
ment s’il existe une constante v > 0 (dépendante du temps T), telle que

ol L'T, B, ® sont, respectivement, les opérateurs duaux des opérateurs
Ly, B, ®
U(s) = ®'(T, s)¢ est la solution du systéme dual

! 2 ,
Lye, = 1897 )l > 71l 5 ve € D(LY) (45)

{ U(s) = —A(s)¥(s)
U(T) =¢

Remarque 4.1
Le théoreme 4.2 implique que le systéeme

V=AU
z=BU

est exactement observable ( Voir Curtain et Zwart [3]). Pour cette raison,
Pestimation (4.5) est appelée estimation d’observabilité.

4.2 Controlabilité exacte du systéme couplé de type
Dirichlet/ Dirichlet

Dans le reste de ce mémoire, on suppose que

(A;) La partition {I'g,I';} de la frontiere réguliére I" vérifie

IFoy={xel:V,P(x) v(x) <0} (4.6)
I''={zel:V,®(x) v(x)>0} (4.7)
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(Az) Le systeme (1.5), (1.6), avec les conditions aux limites homogenes

y|2:0 Z|Z:0
dy o 0z _
8VA‘21_0 61/_,4‘21 =0

satisfait la propriété de la continuité de I'unicité

Remarque 4.2
L’hypothese (Az) est utilisée pour absorber les deux derniers termes
paraissant dans (4.30), (4.59) (4.79).

On réecrit le systéme (1.5)-(1.7) et (1.8) ci-dessous

(g, =Ay+ R -Vy+py+(z  dans Q
izg =Az+ Ry -Vz+py,z2+(y  dans @
y(0,2) = yo(x) sur §)
2(0,2) = zo(x) sur §) (4.8)
y=2=0 sur X
\ Y=1uU 2=uUs sur X,

ou pz?Cz : [0>T]XQ - (Ca Cz(t> aj)? pz(t> l‘) S LOO(Q) et |VCz(t7x)‘ € Loo(@)’

|R;(x)| € L*>®(Q2) pour i = 1,2

Théoréme 4.3

Soit T > 0. Pour toutes données initiales {yo, 20} € H () x H1(Q)
et pour toutes données finales {y1,21} € H*(Q) x H1(Q), ils existent
{uy,up} € L? (0, T; L*(Ty)) x L2 (0,T; L*(T'y)) tels que la solution {y(.),z(.)}
du systéme (1.5)-(1.7), (1.8) vérifie

y(T) =yret 2(T) = =

Preuve
Pour établir ce théoréme, il suffit d’aprés le théoréeme 4.2, de trouver une
constante v > 0 ( dépendante du temps T') telle que I'inegalité suivante ait
lieu
T 2
A

0
9 |"

8VA

L4

aVA

2
) ATyt > 1 o0 6o} ey (49)
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ot {¢, 1} est la solution du systéme dual correspondant & (4.8)

(i, = Ap + Py — divg (Ryp) + (o0 dans Q
i), = AV + potp — divg (Ra9)) + (1o dans Q
o(T,z) = () sur €2 (4.10)
(T, x) = hy(x) sur ’
<P|2 =0
L ¢|E =0

( Voir Annexe A)

Pour établir Iestimation (4.9), on compte fortement sur les estimations
de Carleman pour le systéme couplé données dans la partie précédente.

Dans (3.65), remplagons y par ¢ et z par ¢ on trouve

(BT)1 . . +0 [||90HZ’([O,T];L2(Q)) + H?ﬂ”é([o,ﬂ;m(m)
> (E(0) + E(T)) (4.11)
ou
A 2 T
et
(BT)y gl = (BT)| + (BT, (4.12)
avec
(BT),,|_= (BT),|_+ (4.13)
)
+constasa [ [ + W0+ ol ol + Cr 4] | 5| 2
> va
(BT)W‘Z - (BT)w‘Z (4.14)
oY
+consterr | [[¢] + [Wa()] + |po| W] + Cr[el] O dx.
b va
et
(BT).| =Re / e 9% yax) - L / e |V, 0 h - vdy
© 5 5 aV_A SO 2 5 990 g
41 8—90-dw0 (e™®h) dx —i / @, pe™h - vd% (4.15)
2| )s Ovy M !
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et (BT)@Z}’E n’est que (BT)W‘E en remplacant ¢ par 1

Le lemme suivant nous permet d’établir une identité, utile pour la suite
Lemme 4.1

2

1 h-v Oy
BT = (BT = — == 4.16
( )1,@2 ( )90E 2 /. W@ 3 a (4.16)
1 h-v oY 2
BT ‘:BT‘:— | V15 417
et donc
1 [ h-v Ao |? 1 [ h-v oy |?
(BT)IW‘ :—/ e | =2 +—/ e | 2y (4.18)
Rakd by 2 E|VA|g aV_A 2 E|VA|9 aV_A
Preuve

Sur T,R", la décomposition du champ de vecteurs V ¢ est la suivante

v v
Vg = <V990= —A> ot {(Vgo, 5>g 5

val, ], A,

ol s est le champ de vecteurs unité tangentiel
Donc, de (2.19), (2.20), on a

1
v990 = T 2 <v9()07 VA> va+ <v9907 S> 8
valy ! !
1 Oy Oy
vl <3VA) AT s
Alors
1 oy (%%
IVyiol2 = (Vgo, Vi), = P (aTA) (v Vo) + 5= (5, Vo)
g
1 2 2
S R L (4.19)
|yA]g v 4 0s
D’une facon similaire, on a
> 1 |ow ] |9y
_ et - 4.2
|Vg¢|g |VA|§ 8VA + 88 ( 0)
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Comme ¢ =1 =0 sur X on a

¢, = Y, =0surX
Vo L V¢ Ls

Donc
0 v, )
Wi(p) = Wa(¥) =0 (4.22)
1 |op|? ) 1 oy |?
Voo = | et |V = - 4.23
| 9410|g |I/A’Z aI/A € ’ gdjlg |VA|§ aVA ( )
De la méme maniére, on décompose le champ de vecteurs h(z)
1
h(z) = PAE (h(z),v4) v+ (h(2),5), 5 (4.24)
g
D’ou
h(p) = (Vgp, ),
1
= vng 2 <h( >7VA>9VA+<h( ),S>gS
v al, ,
h-v
= 5 (Vg V.A>g+ <h(x)73>g Vp-s
v al,
_ ey (8_(,0) (4.25)
val, \97a
Insérant (4.21)-(4.25) dans (4.13), (4.14), on obtient finalement
(BT),,,| = (BT),,|_+ (BT), ) (BT),| + (BT),|_
2 2
= Re / 92 "1 s ) 4 Re /eT‘P 90 PRy s
) aVA ’V.A‘ N aI/A |I/A|
2 2
_1/6@8_90 h.ZdE_l/eT‘l)a_w V2d2
2 /s Oval |val, 2 /s Ial |val,
2 2
:l/eﬂba_gp h";dg_,_l/eﬂpa_d) Vng
2 /s wal |val, 2 /s Ial |val,
(4.26)
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et donc le résultat (4.18).
D’autre part, de (4.6), on a

(BT)LWp o = (BT)1,</; - + (BT)1,¢ S0 <0 (4.27)
Alors
1 . 2
(BT)l o) < - max eTq’(t@)—h(m) V(f) / 8_(‘0 d¥, +
REAEDY 2x€l,0<t<T |VA(1U)’g s, |0V
o |?
—| d¥
/21 v 4 1]
Posons kK = + max (674’("/"’3)M), donc lestimation (4.11) devient
2 g€l ,0<t<T lva(a)l;
dp |* oy [
v(E0)+ E(T)) <k —| d¥1 + —| d¥ (4.28)
o | OVA s, |0V

2 2
+0 [||<P||C([0,T];L2(Q)) + Hd}HC([O,T];L?(Q))}
Rappelons que

E(T) = / 1V,0(T)2d92 + / 1V, 0(T) 2 d2

= [19plin+ [ 19,0
= E,(T)+ Ey(T)
De (3.21) on a

a {0, Yo} Iy @y < / V(D)2 d2 + / VTP d2 (4.29)

2
< a|{eo, ¢o}||H3(Q)xH3(Q)

Donc E(T) est équivalente a ||{e,, @/JO}H?{&(Q)X[{&(Q)
Insérant le membre de gauche de (4.29) dans (4.28), on trouve

2 o)
2 2
¥ (H%”H(}(Q) + H¢O”H3(Q)) <K [/2 d¥y +/2 —
1

aVA
+0 [llpll? + Il |
Pllc(o,r;L2(9) C([0,T);L2())

9p
OVA

2
m]

(4.30)

1
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Finalement, pour obtenir I'inégalité (4.9), on élimine les deux derniers
termes du membre de droite de (4.30) en utilisant un argument de compacité/
unicité [10], [14]

On montre I'estimation suivante

2 2
lelleqorzz@) T 1Yo 2@

a 2
< const / 1 d¥q —i—/
21 E1

P

aVA

8I/A

2 d21] (4.31)

Supposons le contraire, donc il existe une suite ( ;i” > des solutions
n / neN
du systéme (4.10) correspondante & une donnée initiale ;iﬁ telle que
"/ neN
9o I
/ T d¥, — 0 quand n — 400
o v A
O, |”
—| d¥; — 0 quand n — 400 (4.32)
1 aV.A
et
2 2
||<PnHC([o,T];L2(Q)) =1 et ||¢n||0([o,T];L2(Q)) =1 VneN (4.33)

De (4.30) on déduit que la suite ( ;iﬁ ) est bornée dans Hj(Q) x
n / neN
Hy (9)

Alors ( ZZ” > est bornée dans [L> (0, T'; HE(Q)) N W= (0,T; H1())]?
n / neN

Donc, on peut extraire une sous suite, encore notée ( ¥n ) , telle que
neN

Yn

— ( z > dans L (0,T; Hy(2)) x L (0,T; Hy(Q2)) faiblement étoilé

)
( (wngt ) R ( zz ) dans L™ (0, T; H1(€)) x L® (0,T; H~(2)) faiblement étoilé
)

est la solution du systeéme (4.10)

Par la compacité de 'injection

L>®(0,T; Hy(Q)) n W= (0,T; HH(Q)) — C([0,T]; L*(2))
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( voir Machtyngier [10]), on a

< 222 > . ( : > dans C([0, TJ; ZX(©)) x C([0,T); L*())

Donc de (4.32), (4.33), on déduit que

2

H(z) =2 (4.34)
C((0.T):L2(2) xC((0.T]:L2(2))
et

dp

L= = ¥

8I/A aVA St S

Donc, d’aprés I'hypothése d’unicité (As), le systéme (4.10) plus les deux

dernieres conditions admet une solution unique ( v ) = ( 8 ) dans H}(2)x

(G
Hi () et ceci contredit (4.33)

Alors de (4.30), il existe une constante, qu’on note aussi par 7, telle que

1 (3 1

ov A
Ce qui achéve la démonstration du théoreme 4.3. Il

2

0
9 ",

al/A

2
2 2
) s, Z'V(Honﬂggn—Fﬂﬂhuﬂgwn>

4.3 Controlabilité exacte frontiére du systéme couplé
de type Neumann/ Neumann

Dans ce cas, en plus des hypothéses (A;), (Az), on suppose
(A3) La partition {I'g, 1} vérifie Ty # @, o NI = @

Réecrivons le systeme (1.5)-(1.7), (1.9) ci-dessous

(iyy=Ay+ R, -Vy+py+ ¢z dans Q
izp =A2z+ Ry - Vz+pyz+(y  dans @
y(0,2) = yo(x) sur §)
¢ 2(0,x) = 2zo(x) sur §) (4.35)
y=z= sur g
g?}i = U sur X,
L 81/2,4 = Uy sur
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Théoréme 4.4 )
Soit T > 0. Pour toutes données initiales{yo, z0} € [Hp (Q) x HE (Q)] et

pour toutes données finales{y,,z1} € [Ht,(Q) x HE (Q)], ils existent
{uy,us} € [HY(0,T; L*(Ty)) x H' (0,T; L*(T'y))] tels que la solution {y(.), 2(.)} du
systeme (1.5)-(1.7),(1.9) vérifie

y(T) =y1 et 2(T) = =
ou Hf (Q) ={¥ e H(Q): ¥ =0sur [y}
Preuve

L’inégalité d’observabilité qui correspond & la propriété de controlabilité
exacte du systéme (4.35) est

2 2
(%) =1)(%) =
v H(0,T;L2(T'1))x H1(0,T;L2(I'1)) Yo H} (Q)xHE ()
ol ( ZZ ) est la solution du systéme homogene
( iy = Ap + pyp — divg (Rap) + (ot dans Q
i, = AY + pytp — divg (Rov)) + (1o dans @
(T, ) = po(x) sur (2

4 (T, z) = thy(z) sur (4.37)

80|20 =0 ¢|20 =0
8—“0:R1-VA<,0 sur X

ov
o = Ry -v0 sur >

. ov 4

Pour établir (4.36), on procéde en trois étapes

Etape 1
On montre dans cette étape la proposition suivante

Proposition 4.2
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Pour € > 0, fixé et petit et pour tout ¢, > 0, il existe une constante
Yo > 0 telle que

ke T—e a’@b 2
7‘1’,7’,66 g (E(O) [/ /1"1 < aUA 81/A ) dFldt

T—e
T / / (Il + 46y ?) dT st

2
+ ||90|| [0 T] H§+Eo )) + ||w||c([07T};H%+EO(Q))
(4.38)

Preuve
L’estimation (4.11) reste vraie, si on remplace l'interval (0,7 par I'inter-
val [e, T — €, pour € > 0 fixé

2 2
(BT)LW;;‘[G T—dxr +0 [HSDHC([O,T];B(Q)) + H1/JHC([0,T];L2(Q))]
> Vo r.e (Ee) + E(T —¢)) (4.39)

ol (BT)L%W)[€ ot est dans (3.66), en remplagant ¥ par [e, T — €| x I,

y par ¢ et z par ¢
D’autre part

(BT)

— (BT)

[e,T—e]xT’ Loy [e,T—€]xTg

+ (BT) (4.40)

17@7#" 179071/] [QT—E}XFl

et comme ¢ =1 =0 sur [¢,T — €] x I'g, on a (4.27)
Alors

Yore (E(€) + E(T" =€)
2 2
< (BT)LW;;‘[G Tty +0 [H<P||C([0,T};L2(Q)) + HwHC([O,T];L%Q))}

<)

2 2
1’@7w)[6,T—e]><I‘1 + 9 |:H(pHC([0’T};L2(Q)) + ”,QDHC([O,T};L%Q))} (441)
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ou

BT < (BT BT
‘< )l,cp,¢ [e,T—e]xTy| '( )90 [e,T—e]xT1 + ‘( )w [e,T—¢]xT'1
Op
reonstora [ llal+ W)+l el + Cr ol { 'dz
[ T ]><F1
3¢
+ conste 7.1 (4] + [Wa ()] + ] [¥] +CT|90|] d
[ T ]><F1
(4.42)
avec
S| ;
conste rm = (p - ﬁ — —) (t1 — to) 5 (4.43)
T T

Prenons dans (3.75.a) t = ¢, s =0 et dans (3.75.b) t =T, s =T — ¢, on
obtient

E(e) + E(T —¢) > e ™(E(0) + E(T)) — 2A(T) (4.44)

Insérant (4.44) dans (4.41), on trouve

Yore " (B(0) + E(T)) <

< |(BT)y,. e T—dlxTs +0 |:H(10Hé([0,T};L2(Q)) + Hd)Hi‘([O,T};L?(Q))}
+ 27@,7’,6‘/1 (T) (445)
ou
~ Op
AMT) = 2 S el + Wil + loal Lol + Cr [91] | 5= dz
€ €| X1y
81/1 ‘dﬁ

2 [l )+ el +CT|90|]‘
[e,T—e]xTq

i 2 2
+0‘1>77'7T (||¢||C([e,T—e];L2(Q)) + ||¢||C([5,T—e];L2(Q))>
Si on pose

w = consterr+ 2V .

A= 27<I>,T,6é‘I>,T7T +0
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on obtient

Yoree (E(0) + E(T))
fiom,

+w/[ - [loe] + Wale)l + [oal o] + Cr [¥]]

(BT)

® [e,T—e]xT1

[e,T—€]xT1

At

0
b [l )] + o |w|+cT|son\ v \dz
[ET ]><F1

2 2
+ A [HsDHC([O,T];LQ(Q)) + HLZJHC([O,T};LQ(Q))] (4.46)
Majorons maintenant tout les termes du membre de droite de (4.46)
Esti BT BT
stimons | ( )(p (e T—dxT + ‘( )¢ (e T—dxT
On a
Op
BT h(p)|dI'ydt
‘< e xT1 /5 e]XFl 3%4 k()] dLy
1
- —/ ™ Vo2 |h - v| dDydt
2 Jier—axr,
1 / Op ®
+ = o| |divg (™" h) | dI'dt
2 [E,T XFl al/ ’ ’ ‘ ( )|
s [ Jallele e vdr
[ T ]XFI
Posons
C — T@(t,x)h
12 (t,x)el[z,l%)—(e]xfl }@ <x)} ’
1
C = — h Tq)(t Z‘)
13 2(t,x)€[e,%)—(e}xfl ‘ ()(w)e | ’
1 @
= = To(tx)
Cia 2@@)61[2%}_(4@1 ’dw (e h) (x)‘
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Alors, pour € > 0, en utilisons (3.21) on trouve

€
< (Chz2 + Cha) B / [
[e,T—e]xTq

C
+ (£ + 013) / [|V990|§ + |V9¢|§] dl'dt
[6 T— ]><1"1

)

OVA

P

81/_,4

2
+ ‘ ] dldt

+ '(BT)w

[e,T—e]xT"1

BT
’ ( )80 [e,T—e]xT"

2
Cis

+ ¢ [|‘Pt|2 + |¢t|2] dl'ydt
€ Jle,T—€]xTy

C C
- (M) / [lo® + |¢[*] dTdt
2e [e,T—e]xTq
(4.47)

Estimons le terme f gxry e + W)l + |yl o] + Cr |¢|]
d>

le terme [l ;. r, (1] + [Wa(@)] + Ips| [¥] + Crlol] | 55

ov 4

Posons C5 = max (maX\W( )|, maX \pz(t x)|) i =1,2 on ob-
z€el (t,x)Ele,T—e

tient

0
[ liod+ W+ bl + Cr o \8—“0 Ay
[e,T—€] xT1 VA

0
o W)+ e+ Cll) | |

< (1+4Cy5 + Cr) g/ ( ) > dTrdt
[e,T—e]xTq

aVA
y 8 (1ol + V) drsa
2ea [e,T—e]xT'q g g

1
% (Ie]? + %) dT 1t
€ Jle,T—exT

Cis 4+ C
+ (M)/ (lpl” + [) drdt (4.48)
[e,T—e]xT"

€

)

aVA *

48



Appliquons le théoréme de trace pour les derniers termes du membre de
droite de (4.47), (4.48), on trouve

Yoree  (B(0) + E(T))
(o5 <[
< 1y / = drdt
[e,T—€|xT'1

8V_A
w1Vl 9] ana

%

+
8V_A

T i / [l0f? + [47] drydt
[e,T—¢]xTq

2
b (P12, g oy + 10 ooy (4.49)
Pour ¢, > 0,
€
Hy = ((012 + 014) +w (1 -+ 4015 + CT)) §

C C
Hoy = —12 +ci3 | + Wﬂ
2ea 2ea

o Ciz+w
H3 = %
Cis+C
Ky = ()\‘F(—lg; 14+Cl5+CT) g)

ou la contante [ est issue du théoréme de trace.

Insérant (4.19), (4.20) dans (4.49), on trouve

7@,7’,5671}6 (E

2
+ max %
H z€l |V.A E —dxT: ov 4

+ o / [
[e,T—e]xT

i / [lul? + Jon[?] dTyd
[e,T—e]xT'1

P

+
(9VA

2
) dl'ydt

(‘3

] dl'ydt

2
:U’4 [||@|’C([O’T];H%+so + ||¢H [0 T] H2+EO(Q)):| (450)

D’ou (4.38) avec C est le maximum des coefficients des termes du membre
de droite de (4.50).
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Etape 2

Le but de cette étape est d’éliminer la dérivée tangentielle paraissant
dans (4.38)=(4.50). Pour cela on utilise le résultat suivant ( voir Triggiani
[13], théoreme 2.1.4, Lasiecka et Triggiani [5], Lemme 7.2)

Théoréme 4.5

Soient f € L*(Q), y une solution de (3.7), dans la classe (3.8). Alors,
pour € > 0, g9 > 0 ( arbitrairement petits), T' > 0, il existe une constante

Ceeor > 0, telle que
ﬂw<@mﬁ//(

2
+ Cocotr (W g paroiyy + 1 be0iqy)
(4.51)

T—e

+ |yt|2> drdt

Comme ¢ = 0 et h-v < 0 sur Iy, 'estimation (4.51) reste vraie si on
remplace I par I'y. B
Remplagant y par ¢ et f par (59 dans I'estimation précédente, on trouve

T—e
//%mK%J/(
Fl Fl

= 2
+ Cf £0, T (HgO”Lz [0 T] H-2-+Eo )) + HC2¢HH*%+€0(Q))
(4.52)

+ |¢t|2> drydt

L’analogue de (4.52) pour 1) est

T—e¢ 2 T 2
//z_mwﬁww/<%
€ Il 0 I ov

2 = 2
+ Hw||L2([O,T];H%+EO(Q)) + HCl(p||H7%+EO(Q)} (4.53)
De (3.62)-(3.64), on a

=2
H<2¢HH*%+EO <Cr H@/}HLQ (0TS +e0 () (4.54.a)
=2
[ 1 A PO (4.54.1)
Insérant (4.54.a) dans (4.52) et (4.54.b) dans (4. 53) on trouve

T—e
/ / Opf dth<C€€0T/ /(
I I

+ Ceeoir (1+Cr) ¢}

+ |¢t|2> dTdt

8VA

+ |g0t|2> drydt

L2 OT] H2+6°(Q)) (455)
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Additionnant (4.55), (4.56) et insérant le résultat dans (4.38), on déduit
I’existence d’une constante strictement positive, qu’on note aussi par C telle
que

2 T a
o iz [ (|
I'1

+ Ceeo T (1 + CT) ||,¢H

2
+ |¢t|2> drydt

L2([0,T7; H2+Eo () (456)

Yore TE(T) < vgr.e " (E(0) + E(T))

gc[/ (‘—88*0 +!t\>d21
o 9
+/El<a +!w|> )

2 2
+ ||¢||C(0,T,H%+EO(Q)) + Hw||c(07T7H%+EO(Q))

(4.57)

Rappelons que
= [ miio s [ vk
= [Vl a2+ [ 903 a0

et comme @ = ¢ = 0 sur Xy, on trouve, d’aprés 'inégalité de Poincaré (
voir par exemple Brézis [2], p174) et (3.21)

Cr (Ieolig o + ol @) < [ (I90%ol? + V4til2) a0

2 2
< <||§00HH110(Q) + WO”H%O(Q))

ou Cr est issue de I'inégalité de Poincaré
Donc

aCr (lleoli o + ol @) < B(T) (4.58)

2 2
<o (ool @+ Yol @)

o1



Remplacons donc E(T) par <||g00H§{%O(Q) + |WOH§{%O(Q)> dans (4.57) on
trouve

. oo |2
—ke 2 2 14 2
Yot (||¢0||H%O<m+||¢o||H%0(m)§CUE 1(—8%4 +|sot|)d21
2
— d
+/21<M ) asy

2 2
+ HQOHC([O,T};H%+EO(Q)) —I— H¢||C([O7T];H%+EO(Q)):|
(4.59)

Etape 3

L’objectif de cette étape est d’éliminer les deux derniers termes du mem-
bre de droite de (4.59), en utilisant argument de compacité et d’unicité, on
montre I'existence d’'une C'onst strictement positive telle que

8 2
2 . 2 . < ® 2
”‘p||c<[o,T1;Hf+f°<m>H'w“cqo,ﬂ;m*f(’m»—ConSt s, \ |Ova e | 4%
oy |° )
— dy
+/&<M il ) ds,
(4.60)

On raisonne par ’absudre, supposons qu’il existe une suite des solu-

tions ( Pn ) du systeme (4.37) correspondantes & une donnée initiale
neN

¥y,
¥n > telle
n que
( w" neN

2 —_—
”SDHHC'([O,T],H%JFEO(Q)) — 1 \V/n G N
2 —_—
||wn||c([0’T];H%+€o(Q)) - 1 vn S N (461)
et
Op 2
n 2
L1522 421 0. leulln rseny = 0 quand = o0
1
a¢n 2 2
s v, d¥; — 0, HwnHHl(O,T;LZ(Fl)) — 0 quand n — 400 (4.62)
1
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(o
H}, () et puis ( Pn ) est bornée dans
neN

De (4.59), on trouve que la suite ( Pn ) est bornée dans H} (Q) x
neN

b,
[ (0,7 1 () e (0,75 (L, ())) |

¥n

¥ , NOUS aurons
n neN

Ainsi, en extrayant une sous suite, encore notée (

U
<E£Z§i> - ( wt> dans [LO" (0, T; (H%O(Q))')r faiblement étoilé,

( ¥n > — ( Z ) dans [Loo (O,T; H%O(Q))}2 faiblement étoilé

A2
La fonction ( ZZ > € [LOO (O’ T; HIl‘o (Q)) e <O>T§ (Hfl‘o (Q)) )} est

la solution du systéme (4.37) et de la compacité de I'injection
L5 (0,3 HE, (@) N W (0,73 (H, ())) — €0, T; HE=(9))

et de (4.61), nous déduisons

||¢H =1 (4.63)

C(0.T:H3 0 ()

D’autre part (4.62) implique que, sur ¥

dp

Sl =0 4.64
Iy

vy 0 vl

Ce qui, combinée avec (4.37), implique que ( Z ) = ( 8 ) ( de I'hy-

pothése d’unicité (Ay)). C’est en contradiction avec (4.63) et ceci acheve la
preuve de (4.60).
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Combinant (4.60) et (4.59), on trouve une constante v > 0 telle que
de

) 2
~ (H‘PoHH%O(Q) + |W0||HI£O(Q)> S/z ( Ov 4
1

A

En insérant les conditions aux limites

2
+ |<Pt|2> d¥y

2
+ th!2> dy, (4.65)

dp

% = Ri-vap
0

8_¢ — Ry
VA

dans (4.65), on déduit I’existence d’une constante encore notée v > 0 (
dépendante du temps T') telle que

| el 087+ 16 22 3 (Iulig o + Woollig o) (466

et donc

2 2 2 2
||SO||H1(0,T;L2(F1)) + ||¢||H1(0,T;L2(F1)) 2> <||900||H§0(Q) + ||¢0||H1£O(Q)> (4.67)

Le théoreme 4.4 est prouvé. B

4.4 Controlabilité exacte frontiére du systéme couplé
de type Dirichlet/ Neumann

Dans ce paragraphe, on étudie le probléme de la contrélabilité exacte
frontiére pour le systéme couplé (1.5)-(1.7) et (1.10) qu’on réecrit ci-dessous

((iy, = Ay+ Ry - Vy+py+ (2 dans @)
izg =Az+ Ry -Vz+py,z+(y  dans @
y(0,2) = yo(x) sur )
2(0,2) = zo(z) sur (4.68)
y=z=0 sur X
[ Yy=w aayizuz sur ¥,

o4



Théoréme 4.6 )
Soit T > 0. Pour toutes données initiales {yo, 2} € H~'(Q) x [HE (Q)]

et pour toutes données finales {y1,z1} € H1(2) x [H%O(Q)], ils existent
{ug,ug} € L*(0,T; L2(Ty))x [H' (0, T; L*(T1))] tels que la solution {y(.), z(.)} du
systéme (1.5)-(1.7), (1.10) vérifie

y(T) =yret 2(T) = =

Preuve
L’inégalité d’observabilité associée & ce théoréme est

O N\ |I? 2
(%) () o0
4 L2(0,T5L2(I'1)) x H(0,T5L2(T'1)) Yo Hy (@) x Hy, ()
ot ( Z ) est la solution du systéme homogéne
(ip, = Ap + pyp — divg (R1p) + 6:210 dans @
iy = AY + pytp — divg (Rov)) + (1o dans @
o(T',z) = po(x) sur {2
U(T,z) = 1o(x) sur €2 (4.70)
ol =0
/wlZ() =0
M R, .
L aV.A )El 1 VA¢

Pour établir 'estimation (4.69), on compte fortement sur les résultats des
paragraphes 4.2, 4.3.
Divisons donc cette preuve en trois étapes

Etape 1
Lemme 4.2
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Pour € > 0, &, > 0, il existe une constante 74, . > 0, telle que

2 T—e
d¥; + / /
€ I

o2
55|

Op

Yot () + E(T)) <0 [ | 155

T—e
)
€ I
T—e

+ / |, |* dTydt
€ Iy

2
K
81/_,4

2 2
+ el oayzeiay I o e oy
(4.71)
Preuve

L’estimation (3.65) reste vraie, si on remplace 'interval [0, T'] par I'interval
le, T — €|, pour € > 0 fixé

2 2
(BT)1 . e T—elxT +0 [HSOHC([O,T];L2(Q)) + WHC([O,T};B(Q))]
> Yo (E(€) + E(T —¢)) (4.72)
Ou (BT), ., . est obtenu de (3.66), en remplacant (0,7 x I" par
e, T —¢ xT

Insérant (4.44) dans (4.72), on trouve
Yo " (B(0) + E(T)) <

(BT),,,.|

[e,T—€]x
+ 27¢,T,€A (T) (473)

Des conditions frontieres ¢ = 0 sur [e,7 — €| x " et ¢ = 0 sur [e, T — €] X
T}, on a grice a (4.27) (4.18), (4.20), (4.22) et (4.23)

Yorce " (E(0) + E(T))

<

2 2
1“1‘ 0 [HSOHC([O,T};L%Q)) I¥lleqomza

<|BT ‘ BT
< |( )(p 21' + ‘( )1/; (e T—e]xTs
d¢
+wCyp ) | =2 | dx
eT—dxTy  |OVA
oY
+w (4] + W ()] + loof W} | 5= 42
[e,T—€]xT"1 VA
2 2
+ A [HSOHC([O,T];LZ(Q)) + ||¢||c([o,T};L2(Q))] (4.74)
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avec w et A sont données dans (4.46)

Estimons maintenant tous les termes du membre de droite de (4.74)
De (4.16), (4.27) et de la méme fagon qu’on obtient (4.47) et (4.48), on a
les estimations suivantes

< 1 max oT(t:) h(z) - V(f) /
2$€F1,0<t<T |VA(33>|9 N

Sf-@/
31

€
< (Ci2 + Chy) B /
[e,T—e]xT'1
(e +Ci3 / |V 1| dIydt
2ea [e,T—€]xTy I

C
+ =2 [, dTdt
2e [e,T—¢]xT1

+ (M> / || dTydt (4.76)
[e,T—e]xT1

2

9% " s,

‘ (BT), S

31

Oy

2
dX 4.75
al/A ! ( )

2

% dl’ydt

’ (BT), B

[e,T—€]xT'1

2€

)
CT/ | ‘ai drdt
[e,T—€]xT1 Va

0
bl )+ ol | ara
[e,T—€]xTy VA

¢ 2
< Cp=
< Tz/&

dl'ydt
€
+(1420) & /
2 [E,T—e}xrl
L O
2ea [e,T—€]xT1

1
> b, |* dTydt
€ Jle,T—e]xT

+ (M) / ||? dTydt (4.77)
[e,T—e]xTq

Dy

al/A

2

% dl'ydt

8I/A

V|2 dTydt

+

€
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En reportant (4.75)-(4.77) dans (4.74), on obtient aprés avoir appliqué le

théoréme de trace

Vore€ (() E(T))

9 |°

< / 0
—771 5 aVA

+ 772/
[E,T—E]Xrl

+ 773/
le,T—€]xI"

+774/ [, dT1dt
le,T—€]xI"

dl'ydt

2
% dl’dt
8I/A

o |?

0s

dl'ydt

2
15 Il oz + I oy ardsoogeny
Dans (4.78), on a posé¢
€
T/l = K + WOT§

n, = ((Ci+C3)+w(1+2Cy))

B Gy Cy
Ts = ((26a+02>+w26a)

Ny = 2¢

Ny = (A+ (02—503 —|—C4+CT> g)
Insérant (4.20) dans (4.78), on obtient
k< (B(0) + E(T))
dl'dt

DN ™

7@,7,66

Sm/
31

+ (g + K13)

+ 73 /
[e,T—e]xTq

+774/ |¢t|2dF1dt
[e,T—e]xTq

E(0
¢ |*

aVA

2
01 arar
8VA

[e,T—e]xTq

o |?

r
s dl’dt

2
+ 15 [0 o ryzean + 112 oy b eecen)

o8

(4.78)

(4.79)



d70ﬁ- (471)7 avec C = max (7717 (772 + ’%773) 77737 Ure 775)

Etape 2
Gréace a (4.56), (4.29) et (4.58) l'inégalité (4.79)=(4.71) devient

—ke 2 2
Toree ™ (ool + Iolli @)

dp | o |
gc[/ aa d21+/ <—¢ +|¢t|2>d21
v, |OVa s \[Ova
2 2
+ Il oz + 11 oz srkee ey | (4.79)

Etape 3
L’objectif de cette étape est d’éliminer les deux derniers termes du mem-
bre de droite de (4.79), en utilisant argument de compacité et d’unicité, on
montre I'existence d’'une C'onst strictement positive telle que
2
) 5,

L
+/21 (‘% 2+ |wt|2> ds

On raisonne par l’absudre, supposons qu’il existe une suite des solu-
Pn
1/]” neN

¥n > telle
n que
( Q/J" neN

Op

2 2
||90||C([07T],L2(Q)) —I— H¢||C([O,T],H%+EO(Q)) S ConSt aVA

(4.80)

tions du systeme (4.70) correspondantes & une donnée initiale

2
HQOnHC([O,T];m(Q)) =1 Vn e N

2
19all G oapmrb ooy =1 VP EN (4.81)
et
9o |2
/ i} d¥; — 0 quand n — +oo
1 aVA
(4.82)

a¢n 2 2
/21 o dX1 — 0, |[¥nllinorzeeyyy =0 quand n — 400
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De (4.79), on trouve que la suite ( ZZZ ) est bornée dans H{(2) x
"/ neN

H}, () et puis ( Pn ) est bornée dans
77Z}n neN

(L5 (0.5 HY(9) VW2 (0,75 H= ()] x[L (0, T: HA () nW=(0, T (H, (2))')]
“n

1/] , IOUS aurons
n neN

Ainsi, en extrayant une sous suite,encore notée (

( :Z” ) — ( Z ) dans L* (O,T; H&(Q)) x L (O,T; H%O(Q)) faiblement étoilé

( Ezngt ) . ( Zt ) dans (0, T; H™1(Q)) x L (0, T; (HE (€)' faiblement étoilé
n/t t

(&
[LOO (0,7 HE (Q)) nWhee (O, T; (H%O(Q))/)} est la solution du systéme (4.70)
et de la compacité des injections

La fonction ( v ) est appartienne a [L> (0, T; H(2)) N W (0, T; H1(Q))] x

L>*(0,T; Hy(Q)) n W= (0,T; HH(Q)) — C([0,T]; L*(Q))
et
L= (0,T; H}, (Q)) N W (O,T; (HIEO(Q))’) — ([0, T]; H ()

et de (4.81), nous déduisons

2
H<PHC([0,T};L2(Q)) =1
2 JR—
||’L/JHC([O7T];H%+EO(Q)) =1 (483)

D’autre part (4.82) implique que, sur ¥;

dp
e
c'w_ B
=0 v=0

Ce qui, combinée avec (4.70), implique que ( ZZ > = ( 8 ) ( de I’hy-

pothése d’unicité (Az)). C’est en contradiction avec (4.83) et ceci achéve la
preuve de (4.80).
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Combinant (4.80) et (4.79), on trouve une constante v > 0 telle que

L

En insérant la condition frontiére

0
(9—1/] =Ry - va
va

2

8I/A

e |
81/A

+ W’t|2> d¥y =y |’{900777/}0}H§{3(Q)><H1¥0(Q) (4.84)

dans (4.84), on déduit I’existence d’une constante encore notée v > 0 (
dépendante du temps T') telle que

A
b3l Ov 4

et donc

2 2 2 ;
4 |¢| + |¢t| > dd¥q > (HQOOHH(%(Q) + ||¢0||H%0(Q)>

2 2 2
el oz 2 7 (Ieolige + ol @)

H@yA

L2(0,T;L2(T'1))

Ce qui achéve la démonstration du théoréme 4.6 H.
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5 Conclusion

Dans ce mémoire, on a établi plusieurs résultats de controlabilité exacte
frontiére pour un systéme couplé composé de deux équations de Schrodinger
générales définies sur un ouvert borné Q@ C R"(n > 2) de frontiére lisse T',
en adoptant ’approche développée par Triggiani et Yao [14] qui utilisent les
ingrédients suivants :

. Méthodes de géométrie riemannienne.
. Estimations de Carleman

. Analyse micro-locale.
Cette étude ouvre la voix & de nombreuses questions, notamment

1/ Etude de la controlabilité exacte du systéme couplé (1.5)-(1.7) et (1.9)
dans X =H} (Q) x H} (Q) avec des controles frontieres {ui,us} €
H'(0,T; L* (Ty)) x H" (0, T; L? (T)).

2/ Peut on controler le systéme couplé (1.5)-(1.7) avec une seule action
frontiére.

3/ Une autre question est I’étude de la controlabilité exacte du systéme
(1.5), (1.6), dans le cas ou R;(x), (i = 1,2) est un champ de vecteurs
complexe.

4/ Les résultats obtenus ont exigé certaines hypothéses géométriques sur
le domaine 2. Il est intéressant d’affaiblir ces hypothéses.
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6 Annexes

6.1 Annexe A

Le systéme (4.8) peut prendre la forme suivante

w(2)=+(!)

ol A — A+ Fy P
o P A+ Fy

Cherchons le systéme dual de (4.8) ou lespace d’é¢tat X =H () x
H7Y(Q) et un controle u = ( Zl ) € L*(0,T;L3(T'y)) x L*0,T; L*(Ty)).
2

Comme D'espace L?(2) est dense dans H~*({2),on établit ce systéme dans
L?(2) et pour passer a l'espace H (), il suffit d’utiliser un argument de
densité

Pourtout@z(i)ED(A*):{\IIEX:\I':()suerE},ona

() = (4 (1))
dt & L2(Q)xL2(Q) & L2(Q)xL2(Q)

Ay + Fi(y) + Pi(2)
N <AZ+F2<Z)+P2 ) ( >> 2(Q)x L2(Q
= (AY, ) 12(q) + (F1(y), >L2(Q)+<P1(Z)a90 12(Q)
+ (A2, ¥) 2q) + (F2(2), V) r2(q) + (P2(y), ¥) 12

(y
(A1)

Calculons les trois premiers termes du membre de droite de (A.1)
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Le terme (Ay, 80>L2(Q)

(AY, @) 12(0) = / Aypdf = Zzl / ox; ( )
_ Z / ais( yzgpdf Z / a(

z]l ,j=1

odS)

8y op
Gac] oz;

_y /% yjdr+ Z/ 5 (aw

z]l

Iy aI/_A (9]

¥
= . ,AQ) [
< U, a’/A>L2(r : +(y, Ap) (®)

Le terme (F1(y), ¢) 12(q)

(F1(Y), ©)120) = /Q (R1 - Voy + pry) ¢dQ
= /y(pRl cvdl’ — / di’UO (Rl@) dQ2
T Q

+ / p1ypdQd
Q

Posons Fl(w) = P — divg (Ryp)
Donc

(FW): #) 2@y = (v F1 (9))

L2(Q)

Le terme (P1(2), ¢) 2(q)

a2

L’opérateur Py(z) est d’ordre zéro, il prend la forme suivante P;(z)

Donc

(P1(2), ©) 12(0 :/lez@dQ
= (= 2i(0))

L2(Q)

telle que ]51(90) = 5190
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Les trois identités de ci-dessous est obtenue de la méme fagon que (A.2),

(A.3), (A.4)

<AZ7 ¢>L2(

<F2<Z)> Q/}>L2(Q) = <Z> FQ (¢)>
= Ry - Voz + poyy et Fy(1h) = pytp — divg (Rotb)

(Paly), )20y = (3 Po0))

ou Pz(ﬂ)

.d

7

Y

= (oY et ]52@’) =

Insérant (A.

o >
_ CAY) o
<U2 902 ) o + (2, AY) 12(q)

L2(Q)

L2(Q)

Co¥)
2)-(A.7) dans (A.1), on obtient

e
) {(2) (2
L2(Q)xL2(Q) Uz Bva
Y A+ F
()5

(A.5)

(A.6)

>>L 2(Dy)x L2(T)
> < )> Fl XLz(Fl

(A.8)

2

A+F2

Alors, le systéme homogeéne du systéme précédent est

/

ip, = Ap + Fi(p) + Po(¢)  dans Q
i, = AY + Fy (1) + Pi(p) dans Q
o(T,z) = py(x) sur €2
(T, x) = hy(x) sur €2
ly = O
\ ¢|E =0
et, sur I'y, opérateur B’ = — (aL? 88‘ )
vl Ovg

6.2 Annexe B (Controéle optimal)

En procédant comme dans Lasiecka et Triggiani [6], on peut montrer que
les controles u; et us ramenant le systéme d’un état donné {yo, 2o} vers un

état désiré {y,

O

21} et minimisants la fonctionnelle

2
B} ”U||L2(0,T;L2(P1))xL2(0,T;L2(P1))
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sont donnés par

_ 9
Uy = —m
o 00

8I/A

ou (¢, 1)) est solution du systéme (4.10).

6.3 Annexe C

Ci-dessous, on donne un exemple, repris de [15], [14], ou les hypotheses
(1.1), (1.2) sont satisfaites

Exemple
Soit 2 un domaine borné de R?, supposons que opérateur A est

0 1+¢5 Ow 0 P Ow
Av=———7— |+ = | ———=
Or \ 1+ 2%+ y5 Ox Or \ 1+ 22445 Jy

0 ry? Ow 0 1+2%2 Ow
— ——=—— — | ——— A.
+6y(1+x2+y68x>+8y<1+x2—|—y68y) (4.9)

La matrice A(z,y) associée a 'opérateur A est

1+y° ay®
— (. — 1+22440 1422440
A(Z’,y) - (alj) - xy® 1422 '
T+x2 495 14a2+y5

Alors, det A(z,y) =1/ (1 + 22 +¢°) > 0,V (z,y) € R?, A(x,y) est stricte-
ment positive définie sur le domaine borné 2 et donc (1.1), (1.2) sont vérifiées.

L’inverse de A(z,y) est
_ 1+2%2 —ay
Glo) = (o) = () = (L1 L) (.10

Considérons alors la variété riemannienne (R?, g) dont la métrique g est
définie, de (A.10), par

g= (1 + :132) drdx — zyddedy — xy3dydr + (1 + yG) dydy (A.11)

Soit M la surface dans R? donnée par

M:{@wng:ﬂ@w:%ﬁ—if}



avec la métrique riemannienne induite gy,
Alors, la projection ®(x,y, z) = (z,y), pour tout (z,y, z) € M, détermine
une isometrie de M vers (R?, g). La courbure de Gaussian de (R?, g) en (z,y)

est donc

k(x,y) = la courbure de Gaussian de M en (z,vy, 2)
o2f\ (0%f 0% f
22 ) \ oy ) — \ oz —3y?
- (8 ><8y2> (a 82y> :(1+ 2%}_ 6)2§07 ‘v’(x,y)E]RQ.
lé) fé) €T y
13" ()]

(A.12)

Comme cette courbure est non positive, la fonction définie par
v(x) = d (x,20), o fixé dans R?

est strictement convexe sur (R?, g), ainsi l'estimation (3.1) est vérifice.
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