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Résumé
Dans ce mémoire, on a établi plusieurs résultats de contrôlabilité exacte

frontière pour un système couplé composé de deux équations de Schrödinger
générales définies sur un ouvert borné Ω ⊂ Rn(n ≥ 2) de frontière lisse Γ,
en adoptant l’approche développée par Triggiani et Yao [14] qui utilise les
ingrédients suivants :

. Méthodes de la géométrie riemannienne.

. Estimations de Carleman.

. Analyse micro- locale.

Mots clés : équations de Schrödinger, contrôlabilité exacte, contrôle
frontière, estimations de Carleman, variété riemannienne.
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1 Introduction

Soit Ω un ouvert borné de Rn (n ≥ 2), de frontière lisse Γ = Γ0 ∪ Γ1, où
Γ0, Γ1 sont ouverts et disjoints
Soit

Ay =
nX

i,j=1

∂

∂xi
(aij(x)

∂y

∂xj
) (1.1)

un opérateur différentiel d’ordre deux à coéfficients réels aij(x) = aji(x) de
classe C1, satisfaisant

nX
i,j=1

aij(x)ξiξ̄j ≥ a
nX
i=1

|ξi|2 , x ∈ Ω (1.2)

pour une constante a strictement positive et

nX
i,j=1

aij(x)ξiξj > 0 ∀x, ξ ∈ Rn, ξ 6= 0

Soient F1, F2, P1 et P2 des opérateurs linéaires différentiels de premier ordre
par rapport à la variable spatiale x à coéfficients de classe L∞(Q̄), vérifiants
les deux inégalités suivantes½

|F1(y)|2 ≤ CT

£
|∇y|2 + |y|2

¤
|F2(z)|2 ≤ CT

£
|∇z|2 + |z|2

¤ ; ∀y(t, x), z(t, x) ∈ C1(Q) (1.3)

½
|P1(z)|2 ≤ CT

£
|∇z|2 + |z|2

¤
|P2(y)|2 ≤ CT

£
|∇y|2 + |y|2

¤ ; ∀y(t, x), z(t, x) ∈ C1(Q) (1.4)

où Q = [0, T ]× Ω

Notre objectif dans ce mémoire est l’étude du problème de la contrôlabilité
exacte pour le système couplé de deux équations de Schrödinger suivant

iyt = Ay + F1(y) + P1(z) dans Q (1.5)

izt = Az + F2(z) + P2(y) dans Q (1.6)

y(0, x) = y0(x) sur Ω (1.7)

z(0, x) = z0(x) sur Ω
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soumis à l’une des actions frontières
Cas 1 : Dirichlet/ Dirichlet

y = 0 z = 0 sur Σ0 = (0, T ]× Γ0

y = u1 z = u2 sur Σ1 = (0, T ]× Γ1 (1.8)

Cas 2 : Neumann/ Neumann

y = 0 z = 0 sur Σ0
∂y

∂νA
= u1

∂z

∂νA
= u2 sur Σ1 (1.9)

Cas 3 : Dirichlet/ Neumann

y = 0 z = 0 sur Σ0

y = u1
∂z

∂νA
= u2 sur Σ1 (1.10)

Dans le cas de l’équation de Schrödinger, ce problème a suscité une at-
tention considérable dans la littérature.

Machtyngier [9] a établi un résultat de contrôlabilité exacte frontière
pour l’équation de Schrödinger canonique ( c’est à dire l’équation (1.5) avec
A = − ∆, F1 = 0) dans l’espace H−1(Ω) avec une action frontière de type
Dirichlet de classe L2 en utilisant la méthode HUM [8] et les multiplicateurs
h ·∇ȳ et ȳdivh où h est le champ de vecteurs radial.

Des résultats similaires ont été obtenus par Lasiecka et Triggiani [7] en
adoptant une approche basée sur la surjectivité de l’opérateur reliant le con-
trôle à la solution et les multiplicateurs h ·∇ȳ et ȳdivh où h est un champ
de vecteurs sur Ω̄ plus général que celui pris dans [9].

Dans [14], Triggiani et Yao ont montré des résultats de contrôlabilité
exacte frontière pour l’équation de Schrödinger (1.5) avec P1 = 0. L’approche
qu’ils ont poursuivie combine les ingrédients suivants :

(i) Méthodes de la géométrie riemannienne.

(ii) Estimations de Carleman.

(iii) Analyse micro-locale.
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Les deux derniers ingrédients ont été utilisés précédemment par Triggiani
[13] pour étudier la contrôlabilité exacte du système (1.5), (1.6), (1.7) avec
l’une des conditions frontières (1.8), (1.9) et (1.10) dans le cas où A =∆.

Dans ce mémoire, on adopte l’approche développée par Triggiani et Yao
[14], pour établir des résultats de la contrôlabilité exacte pour le système
(1.5), (1.6), (1.7) soumis à l’une des actions frontières (1.8), (1.9) et (1.10).
On procéde comme suit :

Dans le premier paragraphe, on rappelle quelques notions de base de la
géométrie riemannienne qui seront utilisés dans la suite.

Dans le deuxième paragraphe, on présente les estimations de Carleman
pour le système couplé (1.5), (1.6).

De ces estimations, on établit dans le troisième paragraphe, la contrôla-
bilité exacte du système couplé (1.5), (1.6), (1.7) avec les contrôles frontières
(1.8) où (1.9) où (1.10).
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2 Quelques notions de base de la géométrie
riemannienne

Nous rappelons quelques notions de base de la géomértie riemannienne
qui seront utilisées dans ce mémoire, pour plus de détails voir Hebey [4], Yao
[15], Triggiani et Yao [14].

Soit A(x) la matrice dont les coefficients aij(x) sont définis dans (1.1) et
soit G(x) sa matrice inverse

A(x) = (aij(x)) 0≤i,j≤n; G(x) = [A(x)]
−1 = (gij(x))0≤i,j≤n (2.1)

2.1 Métrique riemannienne

Soit Rn muni de sa topologie usuelle et x les coordonnées naturelles du
système dans Rn. Pour chaque x ∈ Rn on définit le produit scalaire et la
norme correspondante sur l’espace tangent TxRn par

g(X,Y ) = hX,Y ig

= X.G(x)Y =
nX

i,j=1

gij(x)αiβj (2.2)

|X|2g = hX,Xig, ∀X =
nX
i=1

αi
∂

∂xi
, Y =

nX
i=1

βi
∂

∂xi
∈ TxRn

On peut vérifier que Rn muni de la métrique riemannienne g est une variété
riemannienne.

2.1.1 Métrique euclidienne

Dans le cas particulier où A(x) = In ( la matrice identité) on trouve
que pour chaque x ∈ Rn, la métrique riemannienne g n’est que la métrique
euclidienne, notée par l’indice “0”, définie sur Rn par

g(X,Y ) = hX,Y i0 =
nX
i=1

αiβi (2.3.a)

|X|20 = hX,Xi0; ∀X ∈ TxRn (2.3.b)

Pour x ∈ Rn on a par (2.1)

A(x)X(x) =
nX
i=1

Ã
nX

j=1

aij(x)αj

!
∂

∂xi
(2.4)
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2.2 Dérivée covariante et différentielle covariante

On note par Γ(TRn) l’espace des champs de vecteurs différentiables sur
Rn

2.2.1 Connexion linéaire et dérivée covariante

Une connexion sur Rn est une application D définie de Γ(TRn)×Γ(TRn)
vers Γ(TRn), qui vérifie

(i) D est R-bilinéaire
(ii) Pour chaques x ∈ Rn et X ∈ TxRn, si f : Rn → R est différentiable,

alors

D(fX,H) = fD(X,H) (2.5)

D(X, fH) = X(f)H + fD(X,H); ∀X,Y ∈ Γ(TRn) (2.6)

On note généralement DXH au lieu de D(X,H). DXH est la dérivée
covariante deH par rapport àX. En utilisant (i), (ii) on l’exprime localement
comme suit :

DXH =
nX
l=1

Ã
X(hl) +

nX
i,k=1

hkαiΓ
l
ik

!
∂

∂xl
(2.7)

oùX(hl) =
nP
i=1

αi
∂hl
∂xi
et Γlik sont les symboles de Christoffel de la connexion

D, donnés par

Γlik =
1

2

nX
l=1

alp

µ
∂gkp
∂xi

+
∂gip
∂xk
− ∂gik

∂xp

¶
, gij = (aij)

−1 (2.8)

2.2.2 Connexion de Levi-Civita

La connexion de Levi-Civita sur Rn est une connexion D définie de
Γ(TRn)× Γ(TRn) vers Γ(TRn) qui vérifie

g(DXY,Z) =
1

2
(Xg(Y,Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y ) (2.9)

+ g([X,Y ] , Z)− g([Y, Z] ,X)− g([X,Z] , Y ))

∀X,Y,Z ∈ TxRn

où [X,Y ] est le crochet de Lie.
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2.2.3 Différentielle covariante

Soit D la connexion de Levi-Civita dans la métrique riemannienne g.
Soit H un champ de vecteur sur Rn. La différentielle covariante DH de H
détermine une forme bilinéaire sur Tx Rn × Tx Rn par

DH(X,Y ) = hDXH,Y ig pour chaque x ∈ Rn et X,Y ∈ TxRn (2.10)

D’aprés (2.4), (2.7), on a localement

DH(X,X) =
nX

i,j=1

Ã
nX
l=1

∂hl
∂xi

glj +
nX

k,l=1

hkgljΓ
l
ik

!
αiαj (2.11)

où H =
nP
i=1

hi
∂
∂xi

Donc dans Tx Rn × Tx Rn, DH(·, ·) est équivalente à une matrice carrée
M = (mij)1≤i,j≤n, dont les coefficients sont :

mij =
nX
l=1

∂hl
∂xi

glj +
nX

k,l=1

hkgljΓ
l
ik, i, j = 1, ..., n (2.12)

2.2.4 Hessien d’une fonction

Soit f ∈ C2(Rn). Le hessien de f par rapport à la métrique riemannienne
g est

D2f(X,X) = hDX(∇gf),Xig ∀x ∈ Rn, X ∈ TxRn (2.13)

où ∇gf est le gradient de f par rapport à g ( voir (2.18) ci-dessous)
De (2.11) on déduit, pour tout X ∈ TxRn

D2f(X,X) =
nX

i,j=1

Ã
nX
l=1

∂fl
∂xi

glj +
nX

k,l=1

fkgljΓ
l
ik

!
αiαj (2.14)

où H = ∇gf , hl = (∇gf)l = fl
Posons

mij =
nX
l=1

∂fl
∂xi

glj +
nX

k,l=1

fkgljΓ
l
ik, i, j = 1, ..., n (2.15)

Alors, D2f est positif sur TxRn × TxRn si et seulement si la matrice
M = (mij)1≤i,j≤n est définie positive.
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Le lemme suivant nous fourni quelques identités utiles pour la suite ( voir
Yao [15], Triggiani et Yao [14], Rebiai [12])

Lemme 2.1
Soient f , h ∈ C1(Ω̄), X, H deux champs de vecteurs sur Rn. Alors

(a)

hH(x), A(x)X(x)ig = H(x).X(x), x ∈ Rn (2.16)

(b)

X(f) = X.∇0f = hX,∇gfig (2.17)

où ∇gf est le gradient de f par rapport à la métrique riemannienne g
et est donné par

∇gf =
nX
i=1

Ã
nX

j=1

aij(x)
∂f

∂xj

!
∂

∂xi
(2.18)

(c) La dérivée co-normale ∂y
∂νA

est donnée par

∂y

∂νA
= (A(x)∇0y) .ν = ∇gy.ν (2.19)

(d)

h∇gf,∇ghig = ∇gf(h) = ∇0f.A(x)∇0h (2.20)

(e)

Ay = div0(∇gy) (2.21)

où div0(X) =
nX
i=1

∂αi
∂xi
est la divergence de X dans la métrique euclidienne

(f)

h∇gf,∇gH(f)ig (x) = DH(∇gf,∇gf)(x) +
1

2
div0

³
|∇gf |2g H

´
(x)

−1
2
|∇gf |2g (x)div0 (H) (x), x ∈ R

n (2.22)
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(g) Formule de Green
Soit z ∈ C1(Ω̄). Alors

hAy, ziL2(Ω) =
Z
Ω

Ayz̄dΩ =
Z
Γ

z̄
∂y

∂νA
dΓ−

Z
Ω

h∇gy,∇gzig dΩ (2.23)

Pour (a), (b), (c), (d), (e) et (g) on reprend la démonstration de Yao [15]
et pour (f) on donne une démonstration différente.

Preuve
(a) On déduit de (2.2)

hH(x), A(x)X(x)ig = H(x).G(x)A(x)X(x)

= H(x).X(x); ∀x ∈ Rn

(b) On a

X(f) = X.∇0f = hX,∇0fi0 = hX,∇gfig
où ∇gf est donné dans (2.18).

(c) C’est une conséquence directe de (2.18).
(d) On a

h∇gf,∇ghig = h∇gf,G(x)∇ghi0 = h∇gf,G(x)A(x)∇0hi0
= ∇0f.A(x)∇0h; x ∈ Rn

(e) On a d’aprés (1.1) et la définition de divergence

Ay =
nX
i=1

∂

∂xi
(

nX
j=1

aij(x)
∂y

∂xj
) = div0 (∇gy)

(f) Comme D est une connection de Levi-Civita, elle vérifie l’identité (2.9)

g(DXY, Z) =
1

2
(Xg(Y,Z) + Y g(X,Z)− Zg(X,Y )

+g([X,Y ] , Z)− g([Y, Z] ,X)− g([X,Z] , Y );

∀X,Y, Z ∈ TxRn

Prenons X = Z = ∇gf et Y = H on trouve

DH(∇gf,∇gf) =
­
D∇gfH,∇gf

®
g

=
1

2
{∇gfg(H,∇gf) +Hg(∇gf,∇gf)−∇gfg(∇gf,H)

+ g([∇gf,H],∇gf)− g([H,∇gf ],∇gf)− g([∇gf,∇gf ], H)}

=
1

2
Hg(∇gf,∇gf) + g([∇gf,H],∇gf) (2.24)
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Déterminons Hg(∇gf,∇gf), g([∇gf,H],∇gf)

Hg(∇gf,∇gf) = H(|∇gf |2g) = LH

³
|∇gf |2g

´
=

nX
i=1

Hi(x)
∂

∂xi

³
|∇gf |2g

´
=

nX
i=1

∂

∂xi

³
|∇gf |2gHi

´
−

nX
i=1

|∇gf |2g
∂Hi

∂xi

= div0
³
|∇gf |2gH

´
− |∇gf |2g div0(H)(x) (2.25)

g([∇gf,H],∇gf) = h[∇gf,H],∇gfig = [∇gf,H] ·∇0f = L∇gfLHf − LHL∇gff

=
nX
i=1

(∇gf)i
∂

∂xi
(LHf)−

nX
i=1

Hi
∂

∂xi
(∇gf ·∇0f)

=
nX
i=1

(∇gf)i
∂

∂xi
(H(f))−

nX
i=1

Hi
∂

∂xi

³
|∇gf |2g

´
= ∇gf ·∇0 (H(f))− div0

³
|∇gf |2g H

´
(x) + |∇gf |2g div0(H)(x)

= h∇gf,∇g (H(f))i− div0
³
|∇gf |2g H

´
(x) + |∇gf |2g div0(H)(x)

(2.26)

Insérant (2.25), (2.26) dans (2.24) on obtient l’identité (2.22).

(g) Soit z ∈ C1(Ω̄). D’aprés (2.21) et la formule classique de Green on a

hAy, ziL2(Ω) =

Z
Ω

Ayz̄dΩ =
Z
Ω

div0(∇gy)z̄dΩ

=

Z
Γ

∂y

∂νA
z̄dΓ−

Z
Ω

∇gy ·∇0z̄dΩ

=

Z
Γ

∂y

∂νA
z̄dΓ−

Z
Ω

h∇gy,∇gzig dΩ ¥.

3 Estimations de Carleman

Dans cette partie, nous-nous interessons à présenter les estimations de
Carleman pour le sytème couplé (1.5), (1.6). Inspiré par les travaux de Trig-
giani [13], on commence, tout d’abord, par donner ces estimations pour une
seule équation c’est à dire l’équation (1.5) avec P1(z) = f.
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Supposons qu’il existe une fonction non négative v : Ω̄→ R de classe C2,
qui est strictement convexe sur Ω̄ par rapport à la métrique riemannienne
g. Le hessien de v par rapport à la métrique g est donc strictement positif (
voir Azé [1] ; Théorème 3.36) et comme Ω̄ est compact, il existe une constante
ρ > 0 telle que

D2v(X,X) ≥ ρ |X|2g ∀x ∈ Ω̄, X ∈ TxRn (3.1)

Remarque 3.1
Dans l’annexe C, on donne un exemple d’une fonction v vérifiant l’esti-

mation (3.1).

Soit la fonction pseudo-convexe Φ : R× Ω→ R définie par

Φ(t, x) ≡ v(x)− c

¯̄̄̄
t− T

2

¯̄̄̄2
, T > 0 (3.2)

Pour tout T > 0, la constante c est suffisamment large pour que

(a)

Φ(0, x) < −δ et Φ(T, x) < −δ ; uniformement dans x ∈ Ω (3.3)

pour une constante appropriée δ > 0.

(b) Ils existent t0 et t1 avec 0 < t0 <
T
2
< t1 < T tels que

min
t∈[t0,t1],x∈Ω

Φ(t, x) ≥ −δ
2

(3.4)

La fonction Φ vérifie les propriétés suivantes

•

Φ(x,
T

2
) = v(x) ≥ 0,∇gv(x) = h(x) =

nX
i=1

Ã
nX

j=1

aij(x)
∂v

∂xj

!
∂

∂xi
(3.5)

où h(x) = ∇gΦ(x)
•

Φt(x, t) = −2c(t−
T

2
); Φtt(x, t) = −2c (3.6.a)

Φt(x, 0) = cT ; Φt(x, T ) = −cT (3.6.b)
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3.1 Estimations de Carleman pour une seule équation

Dans ce paragraphe, on rappelle les estimations de Carleman, pour l’équa-
tion (1.5), données dans Triggiani et Yao [14].

Théorème 3.1 " Première version des estimations de Carleman"
Supposons que les conditions (1.2), (1.3) et (3.1) sont satisfaites. Soient

f ∈ L2(Q) et y une solution de l’équation

iy = Ay + F1(y) + f dans Q (3.7)

de classe½
y ∈ C ([0, T ] ;H1(Ω))

yt,
∂y
∂νA
∈ L2(0, T ;L2(Γ))

(3.8)

Soit Φ la fonction pseudo-convexe définie par (3.2). Alors, pour τ suff-
isamment large, on a

(BT )y

¯̄̄
Σ
+

const

τ

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ+ CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω))

≥
µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ−
e−δτ

τ
(Ey(0) +Ey(T )) (3.9)

≥
µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶
e−

δτ
2

Z t1

t0

Ey(t)dt−
e−δτ

τ
(Ey(0) +Ey(T )) (3.10)

où le terme frontière (BT )y
¯̄̄
Σ
est donné par

(BT )y

¯̄̄
Σ
= Re

µZ
Σ

eτΦ
∂y

∂νA
h(ȳ)dΣ

¶
− 1
2

Z
Σ

eτΦ |∇gy|2g h · νdΣ

+
1

2

¯̄̄̄Z
Σ

∂y

∂νA
ȳdiv0

¡
eτΦh

¢
dΣ− i

Z
Σ

ytȳe
τΦh · νdΣ

¯̄̄̄
(3.11)

En plus, on a posé

Ey(t) =

Z
Ω

|∇gy(t, x)|2g dΩ (3.12)

Preuve
On procéde en deux étapes

Étape 1
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Multiplions l’équation (3.7) par eτΦh(ȳ) et intégrons sur Q. En utilisant
la formule de Green, on obtient l’identité suivante

ia = i

Z
Ω

yte
τΦh(ȳ)dQ

=

Z
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ−

Z
Q

­
∇gy,∇ge

τΦh(ȳ)
®
g
dQ

+

Z
Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

De (2.22), on a­
∇gy,∇g

¡
eτΦh(ȳ)

¢®
g
= D(eτΦh) (∇gy,∇gȳ) +

1

2
div0

³
|∇gy|2g e

τΦh
´

−1
2
|∇gy|2g div0

¡
eτΦh

¢
Donc

ia =

Z
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ−

Z
Q

D(eτΦh) (∇gy,∇gȳ) dQ−
1

2

Z
Q

div0
³
|∇gy|2g e

τΦh
´
dQ

+

Z
Q

1

2
|∇gy|2g div0

¡
eτΦh

¢
dQ+

Z
Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ (3.13)

Calculons le terme D(eτΦh) (∇gy,∇gȳ)

D’aprés (2.10), (2.20), on a

D(eτΦh) (∇gy,∇gȳ) =
­
D∇gy(e

τΦh),∇gȳ
®
g

=
­
τeτΦ∇gy(Φ)h+ eτΦD∇gyh,∇gȳ

®
g

= τeτΦ [h(y)]2 + eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) (3.14)

Insérant (3.14) dans (3.13), on trouve

ia =

Z
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ− 1

2

Z
Q

div0

³
|∇gy|2g e

τΦh
´
dQ

−
Z
Q

eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) dQ+

Z
Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

+

Z
Q

1

2
|∇gy|2g div0

¡
eτΦh

¢
dQ− τ

Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ (3.15)

De l’identité de divergence
R
Γ
Ψk · νdΓ =

R
Ω
Ψdiv0kdΩ+

R
Ω
k ·∇0ΨdΩ
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on a

ia =

Z
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ− 1

2

Z
Σ

eτΦ |∇gy|2g h · νdΣ

−
Z
Q

eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) dQ+

Z
Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

+

Z
Q

1

2
|∇gy|2g div0

¡
eτΦh

¢
dQ− τ

Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ (3.16)

etZ
Σ

ytȳe
τΦh · νdΣ =

Z
Q

ytȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ+

Z
Q

[yt∇0ȳ + ȳ∇0yt] eτΦhdQ

=

Z
Q

ytȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ+ a+

Z
Q

eτΦȳh(yt)dQ

= a− ā+

Z
Q

ytȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

−
Z
Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ+

∙Z
Ω

eτΦȳh(y)dΩ

¸T
0

(3.17)

Le lemme suivant donne une expression utile au terme
R
Q
ytȳdiv0

¡
eτΦh

¢
dQ

Lemme 3.1

i

Z
Q

ytȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ =

Z
Σ

ȳdiv0
¡
eτΦh

¢ ∂y

∂νA
dΣ+

Z
Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

−
Z
Q

|∇gy|2g div0
¡
eτΦh

¢
dQ−

Z
Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ

(3.18)

Preuve
Multiplions l’équation (3.7) par ȳdiv0

¡
eτΦh

¢
et intégrons sur Q. En util-

isant la formule de Green et la relation (2.20) on obtient le resultat désiré.

Insérant (3.18) dans (3.17), on trouve

a− ā =

Z
Σ

ytȳe
τΦh · νdΣ+ i

Z
Σ

ȳdiv0
¡
eτΦh

¢ ∂y

∂νA
dΣ

−i
Z
Q

|∇gy|2g div0
¡
eτΦh

¢
dQ− i

Z
Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ

+

Z
Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ−

∙Z
Ω

eτΦȳh(y)dΩ

¸T
0

+ i

Z
Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

15



Prenons maintenant la partie réelle de (3.16) et utilisonsRe (ia) = i
2
(a− ā),

on obtient le résultat final de cette étape

Re

µZ
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ

¶
− 1
2

Z
Σ

eτΦ |∇gy|2g h · νdΣ

+
1

2

Z
Σ

ȳdiv0
¡
eτΦh

¢ ∂y

∂νA
dΣ− i

2

Z
Σ

ytȳe
τΦh · νdΣ

=

Z
Q

eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) dQ+ τ

Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ− Re
µZ

Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

¶
+
1

2

Z
Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ− 1

2

Z
Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

+
i

2

Z
Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ− i

2

∙Z
Ω

eτΦȳh(y)dΩ

¸T
0

(3.19)

Étape 2
Réecrivons (3.19) comme suit

Re

µZ
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ

¶
− 1
2

Z
Σ

eτΦ |∇gy|2g h · νdΣ

−
Z
Q

eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) dQ− τ

Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ+Re
µZ

Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

¶
=
1

2

Z
Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ− 1

2

Z
Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

+
i

2

Z
Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ− i

2

∙Z
Ω

eτΦȳh(y)dΩ

¸T
0

− 1
2

Z
Σ

ȳdiv0
¡
eτΦh

¢ ∂y

∂νA
dΣ+

i

2

Z
Σ

ytȳe
τΦh · νdΣ

Prenons la partie réelle de l’identité précédente.
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En utilisant Re(z) ≥ − |z|, on trouve

Re

µZ
Σ

eτΦh(ȳ)
∂y

∂νA
dΣ

¶
− 1
2

Z
Σ

eτΦ |∇gy|2g h · νdΣ

+

¯̄̄̄
1

2

Z
Σ

ȳdiv0
¡
eτΦh

¢ ∂y

∂νA
dΣ− i

2

Z
Σ

ytȳe
τΦh · νdΣ

¯̄̄̄
≥
Z
Q

eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) dQ+ τ

Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ−Re
µZ

Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

¶
−
¯̄̄̄
1

2

Z
Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ− 1

2

Z
Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

+
i

2

Z
Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ

¯̄̄̄
−
¯̄̄̄
¯ i2
∙Z

Ω

eτΦȳh(y)dΩ

¸T
0

¯̄̄̄
¯ (3.20)

On montre l’estimation (3.9) à partir de (3.20).

De (1.2), (2.20), on a

a |∇0y(t, x)|2 ≤ |∇gy(t, x)|2g ≤ α |∇0y(t, x)|2 ; x ∈ Ω (3.21)

où la constante α = max
x∈Ω̄

|aij(x)| ; i, j = 1, ..., n

On va estimer les termes du membre de droite de (3.20). Commençons
par les trois premiers termes

Lemme 3.2
On a pour tout � > 0,Z

Q

eτΦD2Φ (∇gy,∇gȳ) dQ+ τ

Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ−Re
µZ

Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

¶
≥
¡
ρ− �C1

T

¢ Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ+
µ
τ − 1

2�

¶Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ

− �CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω)) − �

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ (3.22)

Preuve

17



De (1.3), (3.21) et de l’inégalité 2ab ≤ �a2 + 1
�
b2, on a pour tout � > 0,

−Re
µZ

Q

(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)dQ

¶
≥ −

¯̄
(F1(y) + f) eτΦh(ȳ)

¯̄
≥ − �

2
|F1(y) + f |2 eτΦ − 1

2�
eτΦ |h(ȳ)|2

≥ − �

a
CTe

τΦ |∇gy|2g − �CT |y|2 eτΦ − � |f |2 eτΦ

− 1

2�
eτΦ |h(ȳ)|2 (3.23)

En combinant (3.1) et (3.23) on obtient (3.22), où C1
T =

CT
a
.

La majoration des trois derniers intégrales sur Q de (3.20) est l’objectif
du lemme suivant

Lemme 3.3
Pour tout � > 0

−
¯̄̄̄
1

2

Z
Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ− 1

2

Z
Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

+
i

2

Z
Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ

¯̄̄̄
≥ −2�

Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ− Cτ,T,�

Z
Q

|y|2 eτΦdQ− �a

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ

(3.24)

Preuve

Estimation du terme
R
Q
ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g

On a

∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢
(x) = A(x)∇

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢
(x)

= eτΦA(x)L(x)

où

L(x) = τ 2 |∇gΦ|2g∇0Φ(x)+τ∇0
³
|∇gΦ|2g

´
(x)+τdiv0 (∇gΦ)∇0Φ(x)+∇0 (div (∇gΦ)) (x)

Alors de (2.20), (3.21), on trouve que, pour tout � > 0¯̄̄
ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g

¯̄̄
= eτΦ |ȳ∇0y ·A(x)L|

≤
µ
�

2
|∇gy|2g +

C2
1

2�a
|y|2
¶
eτΦ

18



où C1 = max
x∈Ω̄

|L(x)| . Donc

−
¯̄̄̄Z

Q

ȳ
­
∇gy,∇g

¡
div0

¡
eτΦh

¢¢®
g
dQ

¯̄̄̄
≥ − �

2

Z
Q

|∇gy|2g e
τΦdQ−C2

1

2�a

Z
Q

|y|2 eτΦdQ

(3.25)

Estimation du terme
R
Q
(F1(y) + f) ȳdiv0

¡
eτΦh

¢
dQ

Posons

C2 = max
x∈Ω̄

¯̄
div0

¡
eτΦh

¢
(x)
¯̄

C3 = �aCT +
C2
2

2�a

Alors, pour tout � > 0, on a

−
¯̄̄̄Z

Q

(F1(y) + f) ȳdiv0
¡
eτΦh

¢
dQ

¯̄̄̄
≥ −�CT

Z
Q

|∇gy|2g e
τΦdQ− �a

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ

− C3

Z
Q

|y|2 eτΦdQ (3.26)

Estimation du terme
R
Q
ȳh(y) d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ

On a

d

dt

¡
eτΦ
¢
= τeτΦΦt(x, t) = −2cτeτΦ

µ
t− T

2

¶
≤ τTceτΦ

où c est donnée dans (3.2), (3.3), (3.4)
Alors¯̄̄̄

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢¯̄̄̄
≤ C4e

τΦ |ȳ∇0y ·∇gΦ|

≤
µ
�

2
|∇gy|2g +

C2
6

2�a
|y|2
¶
eτΦ

où C4 = τTc, C5 = max
(t,x)∈[0,T ]×Ω̄

|∇gΦ(t, x)| et C6 = C4C5

Donc

−
¯̄̄̄Z

Q

ȳh(y)
d

dt

¡
eτΦ
¢
dQ

¯̄̄̄
≥ − �

2

Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ−
C2
6

2�a

Z
Q

eτΦ |y|2 dQ (3.27)
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Combinant (3.25), (3.26) et (3.27), on obtient (3.24), avec Cτ,T,� =
C21
2�a
+

C3 +
C26
2�a

Reportons les majorations (3.22) et (3.24) dans (3.20), on trouve

(BT )y

¯̄̄
Σ
≥
¡
ρ− �

¡
C1
T + 2

¢¢ Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ−
µ
τ − 1

2�

¶Z
Q

eτΦ |h(y)|2 dQ

− C7 kyk2C([0,T ];L2(Ω)) − �(a+ 1)

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ−B0,T (3.28)

où C7 = Cτ,T,�CΦ et B0,T = i
2

£R
Ω
eτΦȳh(y)dΩ

¤T
0

Estimation du terme B0,T

−B0,T = −
¯̄̄̄
¯ i2
∙Z

Ω

ȳeτΦh(y)dΩ

¸T
0

¯̄̄̄
¯

= −1
2

¯̄̄̄Z
Ω

ȳ(T )eτΦ(x,T )h ·∇0y(T )dΩ+
Z
Ω

ȳ(0)eτΦ(x,0)h ·∇0y(0)dΩ
¯̄̄̄

≥ −1
2

Z
Ω

|ȳ(T )| eτΦ(x,T ) |h ·∇0y(T )| dΩ

−1
2

Z
Ω

|ȳ(0)| eτΦ(x,0) |h ·∇0y(0)| dΩ

De (3.3), on a

−B0,T ≥ −1
2

Z
Ω

|ȳ(T )| e−δτ |h ·∇0y(T )| dΩ

−1
2

Z
Ω

|ȳ(0)| e−δτ |h ·∇0y(0)| dΩ

Donc, pour tout � > 0,

−B0,T ≥ −
�

4
e−δτ

µZ
Ω

|∇gy(T )|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gy(0)|2g dΩ
¶

− C2
5

4�
e−δτ

Z
Ω

¡
|y(T )|2 + |y(0)|2

¢
dΩ

≥ − �

4
e−δτ (Ey(T ) +Ey(0))−

C2
5

4�
e−δτ kyk2C([0,T ];L2(Ω)) (3.29)

Prenons τ = 1
�
et insérons (3.29) dans (3.28), on obtient

(BT )y

¯̄̄
Σ
≥

µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ− CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω))

−1
τ
e−δτ (Ey(T ) +Ey(0))−

(a+ 1)

τ

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ
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D’où (3.9).
Pour obtenir (3.10), on utilise la propriété (3.4) ¥.

Pour établir la deuxième version des estimations de Carleman, on suppose
que l’opérateur F1 est de la forme

F1(y) = R1 ·∇y + ρ1y (3.30)

où |R1(x)| ∈ L∞(Ω̄) et ρ1 : [0, T ]× Ω̄→ C ; ρ1(t, x) ∈ L∞(Q̄)

Théorème 3.2 " Deuxième version des estimations de Carleman"
Assumons (1.2), (1.3), (3.1) et (3.30). Soient f ∈ L2 (0, T ;H1(Ω)), y une

solution de l’équation (3.7) dans la classe (3.8). Alors, pour τ suffisamment
large, il existe une constante KΦ,τ ,T > 0 telle que

(BT )1,y

¯̄̄
Σ
+

const

τ

Z
Q

|f |2 eτΦdQ+ c kfk2L2(0,T ;H1(Ω)) + CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω))

≥ KΦ,τ ,T (Ey(0) +Ey(T )) (3.31)

où

(BT )1,y

¯̄̄
Σ
= (BT )y

¯̄̄
Σ
+constΦ,τ ,ρ

Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ |f |]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

(3.32)

KΦ,τ ,T = e
−δτ
2

(µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0)

2
e−kT − e

−δτ
2

τ

)

et W1(x) est la composante tangentielle sur Γ, du champ de vecteurs
R1(x).

Preuve
Divisons cette démonstration en deux étapes

Étape 1
Le lemme suivant est nécessaire dans la suite
Lemme 3.4 Soit y une solution de l’équation (3.7) dans la classe (3.8).

Alors, pour tout t, s ∈ [0, T ], on a
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(a)

Ey(t) = Ey(s) + 2Re

µZ t

s

Z
Γ

ȳt
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
+ 2Re

µZ t

s

Z
Ω

(F1(y) + f) ȳtdΩdσ

¶
(3.33)

(b)

Ey(t)−Ey(s) ≤ 2
Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ |f |]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ k

Z t

s

Ey(σ)dσ + μ

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ + λ kfk2L2(s,t;H1(Ω))

(3.34)

Preuve

(a) Voir Triggiani et Yao [14], page 18.
(b) Pour obtenir l’estimation (3.34), il suffit de majorer les trois derniers

termes du membre de droite de (3.33)

Commençons par le terme 2Re
³R t

s

R
Ω
F1(y)ȳtdΩdσ

´
Multiplions l’équation

ȳt = iAȳ + iF1(y) + if̄ (3.35)

Par F1(y) et intégrons sur Ω. La formule de Green nous donneZ
Ω

F1(y)ȳt = i

Z
Γ

F1(y)
∂y

∂νA
dΓ− i

Z
Ω

h∇gȳ,∇g (R1(y))ig dΩ

− i
Z
Ω

ρ1 |∇gy|2g dΩ− i
Z
Ω

y h∇gȳ,∇gρ1ig dΩ

+ i

Z
Ω

|F1(y)|2 dΩ+ i
Z
Ω

F1(y)fdΩ (3.36)

De (2.22) on aZ
Ω

h∇gy,∇g (R1(y))ig dΩ =
Z
Ω

DR1 (∇gȳ,∇gy) dΩ+
1

2

Z
Ω

div0
³
|∇gy|2g R1

´
dΩ

− 1
2

Z
Ω

|∇gy|2g div0 (R1) dΩ

=

Z
Ω

DR1 (∇gȳ,∇gy) dΩ+
1

2

Z
Γ

|∇gy|2g R1 · νdΓ

− 1
2

Z
Ω

|∇gy|2g div0 (R1) dΩ (3.37)
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DoncZ
Ω

F1(y)ȳt = i

Z
Γ

F1(y)
∂y

∂νA
dΓ− i

Z
Ω

DR1 (∇gȳ,∇gy) dΩ−
i

2

Z
Γ

|∇gy|2g R1 · νdΓ

+
i

2

Z
Ω

|∇gy|2g div0 (R1) dΩ+ i
Z
Ω

|F1(y)|2 dΩ+ i
Z
Ω

F1(y)fdΩ

− i
Z
Ω

y h∇gȳ,∇gρ1ig dΩ− i
Z
Ω

ρ1 |∇gy|2g dΩ

Puisque R1 est un champ de vecteurs réel on a

Re

µZ t

s

Z
Ω

F1(y)ȳtdΩdσ

¶
= Re

µ
i

Z t

s

Z
Γ

F1(y)
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
−Re

∙
i

Z t

s

Z
Ω

y h∇gȳ,∇gρ1ig dΩdσ

+i

Z t

s

Z
Ω

ρ1 |∇gy|2g dΩdσ − i
Z t

s

Z
Ω

F1(y)fdΩdσ

¸
(3.38)

Sur Γ, R1 peut être décomposé sous la forme suivante

R1(x) =
R1(x) · ν(x)
|νA(x)|2g

νA(x) +W1(x)

où W1 est la composante tangentielle sur Γ du champ de vecteurs R1 et

νA(x) =
nP
i=1

Ã
nP

j=1

aij(x)νj

!
∂
∂xi

Alors, sur Γ, on a

F1(y) =
R1 · ν(x)
|νA(x)|2g

A(x)ν(x) ·∇y +W1(y) + ρ1y (3.39)

Comme la matrice A(x) est symétrique pour tout x ∈ Ω , on a

F1(y) =
R1 · ν(x)
|νA(x)|2g

∂y

∂νA
+W1(y) + ρ1y ; x ∈ Ω (3.40)

Multiplions (3.40) par i ∂y
∂νA
, intégrons sur [s, t] × Γ et prenons la partie

réelle , on trouve

Re

µ
i

Z t

s

Z
Γ

F1(y)
∂y

∂νA
dΓ

¶
= Re

µ
i

Z t

s

Z
Γ

(W1(y) + ρ1y)
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
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Donc (3.38) devient

Re

µZ t

s

Z
Ω

F1(y)ȳtdΩdσ

¶
= Re

µ
i

Z t

s

Z
Γ

(W1(y) + ρ1y)
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
−Re

∙
i

Z t

s

Z
Ω

y h∇gȳ,∇gρ1ig dΩdσ

+i

Z t

s

Z
Ω

ρ1 |∇gy|2g dΩdσ − i
Z t

s

Z
Ω

F1(y)fdΩdσ

¸
Ce qui implique que¯̄̄̄
Re

µZ t

s

Z
Ω

F1(y)ȳtdΩdσ

¶¯̄̄̄
≤
Z t

s

Z
Γ

[|W1(y)|+ |ρ1| |y|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΓdσ

+

Z t

s

Z
Ω

|ρ1| |∇gy|2g dΩdσ +
Z t

s

Z
Ω

|F1(y)| |f | dΩdσ

+

Z t

s

Z
Ω

¯̄̄
y h∇gȳ,∇gρ1ig

¯̄̄
dΩdσ (3.41)

On va majorer les deux derniers termes du membre de droite de (3.41)
• Posons
C8 = max

(t,x)∈Q̄
|∇gρ1(t, x)|

Donc de (2.20), (3.21) on a , pour tout � > 0Z t

s

Z
Ω

¯̄̄
y h∇gȳ,∇gρ1ig

¯̄̄
dΩdσ ≤ �

2

Z t

s

Z
Ω

|∇gy|2g dΩdσ+
C2
8

2�a

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ

(3.42)

• De (1.3), (3.21), on aZ t

s

Z
Ω

¯̄
F1(y)f̄

¯̄
dΩdσ ≤ �

2a
CT

Z t

s

Z
Ω

|∇gy|2g dΩdσ +
�

2
CT

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ

+
1

2�

Z t

s

Z
Ω

|f |2 dΩdσ (3.43)

Insérant (3.42), (3.43), dans (3.41), on trouve

2

¯̄̄̄
Re

µZ t

s

Z
Ω

F1(y)ȳtdΩdσ

¶¯̄̄̄
≤ 2

Z t

s

Z
Γ

[|W1(y)|+ |ρ1| |y|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΓdσ

+ C9

Z t

s

Ey(σ)dσ + C10

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ

+
1

�

Z t

s

Z
Ω

|f |2 dΩdσ (3.44)
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où C9 = �+ �CT
a
, C10 = �CT +

C28
�a

Reportons l’estimation (3.44) dans (3.33) on obtient

Ey(t)−Ey(s) ≤ 2Re
µZ t

s

Z
Γ

ȳt
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
2

Z t

s

Z
Γ

[|W1(y)|+ |ρ1| |y|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΓdσ

+ C9

Z t

s

Ey(σ)dσ + C10

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ

+
1

�

Z t

s

Z
Ω

|f |2 dΩdσ + 2Re
µZ t

s

Z
Ω

fȳtdΩdσ

¶
(3.45)

D’une façon similaire à la majoration du terme
R t
s

R
Ω
F1(y)ȳtdΩdσ on es-

time le terme
R t
s

R
Ω
fȳtdΩdσ.

Multiplions l’équation (3.35) par f et intégrons sur Ω. La formule de
Green nous donneZ

Ω

fȳtdΩ = i

Z
Γ

f
∂ȳ

∂νA
dΓ+ i

Z
Ω

(R1 ·∇0y + ρ1y) fdΩ

+ i

Z
Ω

h∇gȳ,∇gfig dΩ+ i
Z
Ω

|f |2 dΩ (3.46)

Intégrons sur [s, t], puis prenons la partie réelle, on trouve

2Re

µZ t

s

Z
Ω

fȳtdΩdσ

¶
≤ 2

Z T

0

Z
Γ

¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
|f | dΣ+ 2

Z t

s

Z
Ω

¯̄̄
h∇gȳ,∇gfig

¯̄̄
dΩdσ

+ 2

Z t

s

Z
Ω

|R1 ·∇0y + ρ1y| |f | dΩdσ (3.47)

Estimons les trois derniers termes du membes de droite de (3.47).
On a d’aprés (2.20), (3.21), pour tout � > 0Z t

s

Z
Ω

¯̄̄
h∇gȳ,∇gfig

¯̄̄
dΩdσ ≤

Z t

s

Z
Ω

|∇gy|g |∇gf |g dΩdσ

≤ �

2

Z t

s

Z
Ω

|∇gy|2g dΩdσ +
1

2�

Z t

s

Z
Ω

|∇gf |2g dΩdσ

≤ �

2

Z t

s

Z
Ω

Ey(σ)dσ +
α

2�

Z t

s

Z
Ω

|∇f |2 dΩdσ

(3.48)
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Z t

s

Z
Ω

|R1 ·∇0y + ρ1y| |f | dΩdσ ≤ max
x∈Ω̄

|R1(x)|
Z t

s

Z
Ω

|∇0y| |f | dΩdσ

+ max
(t,x)∈Q̄

|ρ1(t, x)|
Z t

s

Z
Ω

|y| |f | dΩdσ

Posons C11 = max (max
x∈Ω̄

|R1(x)| , max |ρ1(t, x)|
(t,x)∈Q̄

).

Alors , pour tout � > 0Z t

s

Z
Ω

|R1 ·∇0y + ρ1y| |f | dΩdσ ≤
�

2a
C2
11

Z t

s

Ey(σ)dσ

+
�

2
C2
11

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ + 1

2�

Z t

s

Z
Ω

|f |2 dΩdσ

(3.49)

Donc (3.47) devient

2Re

µZ t

s

Z
Ω

fȳtdΩdσ

¶
≤ 2

Z T

0

Z
Γ

¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
|f | dΣ+

³ �

2a
C2
11 + �

´Z t

s

Ey(σ)dσ

+ �C2
11

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ + α

�
kfk2L2(s,t;H1(Ω))

+
1

�

Z t

s

Z
Ω

|f |2 dΩdσ (3.50)

Insérons (3.50) dans (3.45) on trouve

Ey(t)− Ey(s) ≤ 2Re

µZ t

s

Z
Γ

ȳt
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
+2

Z t

s

Z
Γ

[|W1(y)|+ |ρ1| |y|+ |f |]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΓdσ³

C9 +
�

2a
C2
11 + ε

´Z t

s

Ey(σ)dσ +
¡
C10 + �C2

11

¢ Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ

+
1

�

Z t

s

Z
Ω

|f |2 dΩdσ + α

�
kfk2L2(s,t;H1(Ω))

D’où (3.34) avec

k = C9 +
�

2a
C2
11 + �

μ = C10 + �C2
11

λ =
α+ 1

�
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Étape 2
Posons dans (3.34)

Λ(T ) = 2

Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ |f |]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+μ

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ + λ kfk2L2(s,t;H1(Ω))

Donc

Ey(t) ≤ Ey(s) + Λ(T ) + k

Z t

s

Ey(σ)dσ (3.51)

Pour continuer on a besoin du lemme suivant

Lemme 3.5
Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T

(i)

Ey(s) ≤ Ey(t) + Λ(T ) + k

Z t

s

Ey(σ)dσ (3.52)

(ii)

Ey(t) ≤ (Ey(s) + Λ(T )) ek(t−s) (3.53.a)

Ey(s) ≤ (Ey(t) + Λ(T )) ek(t−s) (3.53.b)

(iii)

Ey(t) ≥
Ey(0) +Ey(T )

2
e−kT − Λ(T ) (3.54)

Preuve

(i) (3.52) s’obtient de la même façon que (3.34).

(ii) De (3.51), (3.52) et de l’inegalité de Gronwall ( voir par exemple Cur-
tain et Zwart [3] page 639) on obtient (3.53.a), (3.53.b).

(iii) Prenons t = T , s = t dans (3.53.a) et dans (3.53.b) s = 0, on trouve

Ey(0) ≤ (Ey(t) + Λ(T )) ekt

≤ (Ey(t) + Λ(T )) ekT
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Ey(T ) ≤ (Ey(t) + Λ(T )) ek(T−t)

≤ (Ey(t) + Λ(T )) ekT

Donc

Ey(t) ≥
Ey(0) +Ey(T )

2
e−kT − Λ(T )

Insérant (3.54) dans (3.10), on trouve

(BT )y

¯̄̄
Σ
+

const

τ

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ+ CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω))

≥
µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶
e−

δτ
2

Z t1

t0

∙
Ey(0) +Ey(T )

2
e−kT − Λ(T )

¸
dt

−e
−δτ

τ
(Ey(0) +Ey(T ))

D’où

(BT )y

¯̄̄
Σ
+

µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0) e

− δτ
2 Λ(T )

+
const

τ

Z
Q

eτΦ |f |2 dQ+ CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω))

≥
∙µ

ρ− C1
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0)

2
e−

(δτ+2kT )
2 − e−δτ

τ

¸
(Ey(0) +Ey(T ))

Donc

(BT )y

¯̄̄
Σ
+ (μconstΦ,τ ,T + CΦ,τ ,T ) kyk2C([0,T ];L2(Ω))

+2

µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0) e

− δτ
2

∙Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ |f |]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

¸
+λconstΦ,τ ,T kfk2L2(s,t;H1(Ω)) +

const

τ

Z
Q

|f |2 eτΦdQ

≥
∙µ

ρ− C1
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0)

2
e−

(δτ+2kT )
2 − e−δτ

τ

¸
(Ey(0) +Ey(T ))

et donc le résultat désiré, où constΦ,τ ,T =
³
ρ− C1T

τ
− 1

τ

´
(t1 − t0) e

− δτ
2 .¥
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3.2 Estimations de Carleman pour le système couplé

Dans cette partie, on présente les estimations de Carleman pour le sys-
tème couplé (1.5), (1.6) et nous compterons fortement sur les résultats de la
partie précédente.

Théorème 3.3 " Première version des estimations de Carleman"
En plus des hypothèses du théorème 3.1, supposons (1.4). Soient y, z

solutions du système (1.5), (1.6) de classe½
y, z ∈ C ([0, T ] ;H1(Ω))

yt, zt,
∂y
∂νA
, ∂z
∂νA
∈ L2(0, T ;L2(Γ))

(3.55)

Soit Φ la fonction pseudo-convexe donnée dans (3.2). Alors les estima-
tions suivantes sont vérifiées pour τ suffisamment large

(BT )y

¯̄̄
Σ
+ (BT )z|Σ + θΦ,τ ,T

³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
≥
µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ
³
|∇gy|2g + |∇gz|2g

´
dQ− e−δτ

τ
(Ey(0) +Ey(T ))

(3.56)

≥
µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
e−

δτ
2

Z t1

t0

E(t)dt− e−δτ

τ
(E(0) +E(T )) (3.57)

où le terme frontière (BT )y

¯̄̄
Σ
est donné par (3.11), (BT )z|Σ n’est que

(BT )y

¯̄̄
Σ
en remplaçant y par z

En plus, on a posé

E(t) =

Z
Ω

|∇gy|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gz|2g dΩ

= Ey(t) +Ez(t) (3.58)

Preuve
L’estimation de Carleman correspondante à l’équation (1.5), s’obtient de

(3.9), en posant f = P1(z)

(BT )y

¯̄̄
Σ
+

const

τ

Z
Q

eτΦ |P1(z)|2 dQ+ CΦ,τ ,T kyk2C([0,T ];L2(Ω))

≥
µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ−
e−δτ

τ
(Ey(0) +Ey(T )) (3.59)
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En posant dans (3.9), z = y et f = P2(y), on obtient

(BT )z|Σ +
const

τ

Z
Q

eτΦ |P2(y)|2 dQ+ CΦ,τ ,T kzk2C([0,T ];L2(Ω))

≥
µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ |∇gz|2g dQ−
e−δτ

τ
(Ez(0) +Ez(T )) (3.60)

De (1.4) et (3.21), on aZ
Q

eτΦ |P1(z)|2 dQ ≤
CT

a

Z
Q

eτΦ |∇gz|2g dQ+ CT

Z
Q

eτΦ |z|2 dQ (3.61.a)Z
Q

eτΦ |P2(y)|2 dQ ≤
CT

a

Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ+ CT

Z
Q

eτΦ |y|2 dQ (3.61.b)

Donc

(BT )y

¯̄̄
Σ
+ θΦ,τ ,T

³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
≥

µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ−
const

τ

CT

a

Z
Q

eτΦ |∇gz|2g dQ

−e
−δτ

τ
(Ey(0) +Ey(T ))

et

(BT )z|Σ + θΦ,τ ,T
³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
≥

µ
ρ− C1

T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ |∇gz|2g dQ−
const

τ

CT

a

Z
Q

eτΦ |∇gy|2g dQ

−e
−δτ

τ
(Ez(0) +Ez(T ))

où θΦ,τ ,T = max(CΦ,τ ,T ,
const
τ

CTCΦ)
Additionnant ces deux dernières estimations, on trouve

(BT )z|Σ + (BT )y
¯̄̄
Σ
+ 2θΦ,τ ,T

³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
≥

µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶Z
Q

eτΦ
³
|∇gy|2g + |∇gz|2g

´
dQ− e−δτ

τ
(E(0) +E(T ))

≥
µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
e−

δτ
2

Z t1

t0

E(t)dt− e−δτ

τ
(E(0) +E(T ))
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où la contante C
00
T = C

0
T + constCT

a
CΦ

Pour présenter la deuxième version des estimations de Carleman pour le
système couplé (1.5), (1.6), on suppose que les opérateurs P1 et P2 aient la
forme suivante

P1(z) = ζ1(t, x)z; P2(y) = ζ2(t, x)y (3.62)

où ζ1(t, x), ζ2(t, x) ∈ L∞(Q̄), |∇ζ1(t, x)|, |∇ζ2(t, x)| ∈ L∞(Q̄), et donc

|P1(z)| ≤ CT |z| , |P2(y)| ≤ CT |y| ∀(t, x) ∈ Q̄ (3.63)

kP1(z)k2H1(Ω) ≤ CT kzk2H1(Ω) , kP2(y)k2H1(Ω) ≤ CT kyk2H1(Ω) (3.64)

Théorème 3.4" Deuxième version des estimations de Carleman"
En plus des hypothèses du théorème 3.3, Supposons que (3.62)-(3.64) sont

vérifiées. Soient y, z solutions du système (1.5), (1.6) dans la classe (3.8).
Alors pour τ suffisamment large il existe une constante γ > 0 telle que

(BT )1,y,z

¯̄̄
Σ
+ θ

h
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
≥ γ (E(0) +E(T )) (3.65)

où

(BT )1,y,z

¯̄̄
Σ
= (BT )1,y

¯̄̄
Σ
+ (BT )1,z

¯̄̄
Σ

= (BT )y

¯̄̄
Σ
+ (BT )z|Σ

+ constΦ,τ ,T

Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ CT |z|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ constΦ,τ ,T

Z
Σ

[|zt|+ |W2(z)|+ |ρ2| |z|+ CT |y|]
¯̄̄̄
∂z

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

(3.66)

et

γ =

µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0)

2
e−

(δτ+2k̃T )
2 − e−δτ

τ
(3.67)

Preuve
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En posant f = P1(z), dans (3.33), on obtient

Ey(t) = Ey(s) + 2Re

µZ t

s

Z
Γ

ȳt
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
+ 2Re

µZ t

s

Z
Ω

(F1(y) + P1(z)) ȳtdΩdσ

¶
(3.68)

L’identité de ci-dessous est obtenue de la même façon que (3.68)

Ez(t) = Ez(s) + 2Re

µZ t

s

Z
Γ

z̄t
∂z

∂νA
dΓdσ

¶
+ 2Re

µZ t

s

Z
Ω

(F2(y) + P2(y)) ztdΩdσ

¶
(3.69)

Additionnons (3.68), (3.69) pour avoir

E(t) = E(s) + 2Re

µZ t

s

Z
Γ

ȳt
∂y

∂νA
dΓdσ

¶
+ 2Re

µZ t

s

Z
Γ

z̄t
∂z

∂νA
dΓdσ

¶
+ 2Re

µZ t

s

Z
Ω

(F1(y) + P1(z)) ȳtdΩdσ

¶
+ 2Re

µZ t

s

Z
Ω

(F2(y) + P2(y)) ztdΩdσ

¶
(3.70)

L’analogue de l’estimation (3.34) pour z est

Ez(t)−Ez(s) ≤ 2
Z
Σ

[|zt|+ |W2(z)|+ |ρ1| |z|+ |P2(y)|]
¯̄̄̄
∂z

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ k
0
Z t

s

Ez(σ)dσ + μ
0
Z t

s

Z
Ω

|z|2 dΩdσ + λ
0 kP2(y)k2L2(s,t;H1(Ω))

(3.71)

Additionnant (3.34), (3.71) on a

E(t)−E(s) ≤ 2
Z
Σ

[|yt|+ |W1(z)|+ |ρ1| |z|+ |P1(z)|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ 2

Z
Σ

[|zt|+ |W2(z)|+ |ρ2| |z|+ |P2(y)|]
¯̄̄̄
∂z

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ k

Z t

s

Ey(σ)dσ + μ

Z t

s

Z
Ω

|y|2 dΩdσ + λ kP1(z)k2L2(s,t;H1(Ω))

+ k
0
Z t

s

Ez(σ)dσ + μ
0
Z t

s

Z
Ω

|z|2 dΩdσ + λ
0 kP2(y)k2L2(s,t;H1(Ω))

(3.72)
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De (3.64) on a

kP1(z)k2L2(s,t;H1(Ω)) + kP2(y)k
2
L2(s,t;H1(Ω))

≤ CT

a

Z t

s

E(σ)dσ + CT

³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
(3.73)

Insérant (3.63), (3.73) dans (3.72), on obtient

E(t)−E(s) ≤ 2
Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ CT |y|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ 2

Z
Σ

[|zt|+ |W2(z)|+ |ρ2| |z|+ CT |y|]
¯̄̄̄
∂z

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ k̃

Z t

s

E(σ)dσ + θ̃Φ,τ ,T
³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
(3.74)

où k̃ = max(k, k
0
, max(λ, λ

0
)CT

a
), θ̃Φ,τ ,T = max(μ, μ

0
, max(λ, λ

0
)CT )

Posons

Λ̃(T ) = 2

Z
Σ

[|yt|+ |W1(y)|+ |ρ1| |y|+ CT |z|]
¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+2

Z
Σ

[|zt|+ |W2(z)|+ |ρ2| |z|+ CT |y|]
¯̄̄̄
∂z

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+θ̃Φ,τ ,T
³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
L’inégalité (3.74), devient

E(t) ≤ E(s) + Λ̃(T ) + k̃

Z t

s

E(σ)dσ

Pour obtenir le résultat de ce théorème, on utilise le lemme suivant dont
la démonstration est similaire à celle du lemme 3.4.

Lemme 3.6
Pour 0 ≤ s ≤ t ≤ T

(i)

E(s) ≤ E(t) + Λ̃(T ) + k̃

Z t

s

E(σ)dσ
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(ii)

E(t) ≤
³
E(s) + Λ̃(T )

´
ek̃(t−s) (3.75.a)

E(s) ≤
³
E(t) + Λ̃(T )

´
ek̃(t−s) (3.75.b)

(iii)

E(t) ≥ E(0) +E(T )

2
e−k̃T − Λ̃(T ) (3.76)

Insérons maintenant (3.76) dans (3.57), on trouve

(BT )y

¯̄̄
Σ
+ (BT )z|Σ + θΦ,τ ,T

³
kyk2C([0,T ];L2(Ω)) + kzk

2
C([0,T ];L2(Ω))

´
≥

∙µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0)

2
e−

(δτ+2k̃T )
2 − e−δτ

τ

¸
(E(0) +E(T ))

−
µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0) e

− δτ
2 Λ̃(T )

Et donc le résultat (3.65), où les constantes

constΦ,τ ,T =

µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0) e

− δτ
2

θ = max(θΦ,τ ,T , constΦ,τ ,T θ̃Φ,τ ,T ) ¥

4 Contrôlabilité exacte

Ce paragraphe contient l’objectif principal de ce mémoire qui est l’étude
du problème de la contrôlabilité exacte pour le système couplé (1.5), (1.6),
(1.7) avec l’une des conditions frontières (1.8), (1.9) et (1.10).
On commence tout d’abord par définir et caractériser la notion de la

contrôlabilité exacte pour une équation différentielle abstraite dans un espace
de Hilbert.

4.1 Définition et caractérisation de la contrôlabilité ex-
acte

Soient X et U deux espace de Hilbert. Considérons le système linéaire

½
ẏ(t) = A(t)y(t) + Bu(t)

y(0) = y0
(4.1)
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où y(t) ∈ X , u ∈ L2(0, T ;U),

A(t) : D(A(t)) ⊂ X → X
B : D(B) ⊂ U →X .

L’opérateur A(t) a les propriétés suivantes
(i) D(A(t)) est dense dans X pour 0 ≤ t < +∞
(ii) A(.)y est une fonction continue et bornée sur [t0,+∞)
A(t) engendre un opérateur d’évolution

Φ : {(t, τ); t ≥ τ ≥ t0}→ L(X )

Formelement, la solution de (4.1) est donnée par

y(t) = Φ(T, 0)y0 + Ltu (4.2)

où

Ltu =

Z T

0

Φ(t, s)Bu(s)ds (4.3)

Puisque B n’est pas généralement borné, Ltu n’appartient pas en général
à X . Introduisons alors l’espace

D(Lt) =
©
u ∈ L2(0, T ;U), Ltu ∈ X

ª
Il y a plusieurs concepts de contrôlabilité, mais on s’interesse au suivant

Définition
On dit que (4.1) est exactement contrôlable dans X sur [0, T ], si pour tout

y0, y1 ∈ X , il existe un contrôle u ∈ D(Lt), tel que la solution du système
(4.1) vérifie y(T ) = y1

La contrôlabilité exacte peut être exprimé en terme des propriétés de
l’opérateur LT [3].

Proposition 4.1
Le système (4.1) est exactement contrôlable dans X sur [0, T ] si et seule-

ment si l’opérateur LT est surjectif. C’est à dire ImLT = X .

Donc on peut déduire une caractérisation de la contrôlabilité exacte du
système (4.1).
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Théorème 4.1
Le système (4.1) est exactement contrôlable dans X sur [0, T ], si et seule-

ment si, pour tout z ∈ D(L∗T ), il existe une constante γ > 0 ( dépendante du
temps T ), telle que

kL∗Tzk
2
V = kB∗Φ∗(T, s)zk

2
V ≥ γ kzk2X (4.4)

où L∗T , B
∗, Φ∗ sont, respectivement, les adjoints des opérateurs LT , B et

Φ.

Ce théorème est équivalent au

Théorème 4.2
Le système (4.1) est exactement contrôlable dans X sur [0, T ], si et seule-

ment s’il existe une constante γ > 0 (dépendante du temps T ), telle que°°°L0
T ξ
°°°2
V0
= kB0Φ0(T, s)ξk2V0 ≥ γ kξk2X 0 ; ∀ξ ∈ D(L

0
T ) (4.5)

où L
0
T , B0, Φ0 sont, respectivement, les opérateurs duaux des opérateurs

LT , B, Φ
Ψ(s) = Φ0(T, s)ξ est la solution du système dual

½
Ψ̇(s) = −A0

(s)Ψ(s)
Ψ(T ) = ξ

Remarque 4.1
Le théorème 4.2 implique que le système½

Ψ̇ = −A0
Ψ

z = B0Ψ

est exactement observable ( Voir Curtain et Zwart [3]). Pour cette raison,
l’estimation (4.5) est appelée estimation d’observabilité.

4.2 Contrôlabilité exacte du système couplé de type
Dirichlet/ Dirichlet

Dans le reste de ce mémoire, on suppose que

(A1) La partition {Γ0,Γ1} de la frontière régulière Γ vérifie

Γ0 = {x ∈ Γ : ∇gΦ(x) · ν(x) ≤ 0} (4.6)

Γ1 = {x ∈ Γ : ∇gΦ(x) · ν(x) > 0} (4.7)
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(A2) Le système (1.5), (1.6), avec les conditions aux limites homogènes(
y|Σ = 0
∂y
∂νA

¯̄̄
Σ1
= 0

(
z|Σ = 0
∂z
∂νA

¯̄̄
Σ1
= 0

satisfait la propriété de la continuité de l’unicité

Remarque 4.2
L’hypothèse (A2) est utilisée pour absorber les deux derniers termes

paraîssant dans (4.30), (4.59) (4.79).

On réecrit le système (1.5)-(1.7) et (1.8) ci-dessous

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iyt = Ay +R1 ·∇y + ρ1y + ζ1z dans Q
izt = Az +R2 ·∇z + ρ2z + ζ2y dans Q

y(0, x) = y0(x) sur Ω
z(0, x) = z0(x) sur Ω
y = z = 0 sur Σ0
y = u1 z = u2 sur Σ1

(4.8)

où ρi, ζ i : [0, T ]×Ω̄→ C, ζi(t, x), ρi(t, x) ∈ L∞(Q̄) et |∇ζi(t, x)| ∈ L∞(Q̄),
|Ri(x)| ∈ L∞(Ω̄) pour i = 1, 2

Théorème 4.3
Soit T > 0. Pour toutes données initiales {y0, z0} ∈ H−1(Ω) × H−1(Ω)

et pour toutes données finales {y1, z1} ∈ H−1(Ω) × H−1(Ω), ils existent
{u1, u2} ∈ L2 (0, T ;L2(Γ1))×L2 (0, T ;L2(Γ1)) tels que la solution {y(.), z(.)}
du système (1.5)-(1.7), (1.8) vérifie

y(T ) = y1 et z(T ) = z1

Preuve
Pour établir ce théorème, il suffit d’aprés le théorème 4.2, de trouver une

constante γ > 0 ( dépendante du temps T ) telle que l’inegalité suivante ait
lieu Z T

0

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΓ1dt ≥ γ k{ϕ0, ψ0}k2H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

(4.9)
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où {ϕ,ψ} est la solution du système dual correspondant à (4.8)⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iϕt = Aϕ+ ρ̄1ϕ− div0 (R1ϕ) + ζ̄2ψ dans Q
iψt = Aψ + ρ̄2ψ − div0 (R2ψ) + ζ̄1ϕ dans Q

ϕ(T, x) = ϕ0(x) sur Ω
ψ(T, x) = ψ0(x) sur Ω
ϕ|Σ = 0
ψ|Σ = 0

(4.10)

( Voir Annexe A)

Pour établir l’estimation (4.9), on compte fortement sur les estimations
de Carleman pour le système couplé données dans la partie précédente.

Dans (3.65), remplaçons y par ϕ et z par ψ on trouve

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
Σ
+ θ

h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
≥ γ (E(0) +E(T )) (4.11)

où

γ =

µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0)

2
e−

(δτ+2k̃T )
2 − e−δτ

τ

et

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
Σ
= (BT )1,ϕ

¯̄̄
Σ
+ (BT )1,ψ

¯̄̄
Σ

(4.12)

avec

(BT )1,ϕ

¯̄̄
Σ
= (BT )ϕ

¯̄̄
Σ
+ (4.13)

+ constΦ,τ ,T

Z
Σ

[|ϕt|+ |W1(ϕ)|+ |ρ1| |ϕ|+ CT |ψ|]
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

(BT )1,ψ

¯̄̄
Σ
= (BT )ψ

¯̄̄
Σ

(4.14)

+ constΦ,τ ,T

Z
Σ

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|+ CT |ϕ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

et

(BT )ϕ

¯̄̄
Σ
= Re

µZ
Σ

eτΦ
∂ϕ

∂νA
h(ϕ̄)dΣ

¶
− 1
2

Z
Σ

eτΦ |∇gϕ|2g h · νdΣ

+
1

2

¯̄̄̄Z
Σ

∂ϕ

∂νA
ϕ̄div0

¡
eτΦh

¢
dΣ− i

Z
Σ

ϕtϕ̄e
τΦh · νdΣ

¯̄̄̄
(4.15)
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et (BT )ψ

¯̄̄
Σ
n’est que (BT )ϕ

¯̄̄
Σ
en remplaçant ϕ par ψ

Le lemme suivant nous permet d’établir une identité, utile pour la suite
Lemme 4.1

(BT )1,ϕ

¯̄̄
Σ
= (BT )ϕ

¯̄̄
Σ
=
1

2

Z
Σ

h · ν
|νA|2g

eτΦ
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ (4.16)

(BT )1,ψ

¯̄̄
Σ
= (BT )ψ

¯̄̄
Σ
=
1

2

Z
Σ

h · ν
|νA|2g

eτΦ
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ (4.17)

et donc

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
Σ
=
1

2

Z
Σ

h · ν
|νA|2g

eτΦ
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ+

1

2

Z
Σ

h · ν
|νA|2g

eτΦ
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ (4.18)

Preuve
Sur TxRn, la décomposition du champ de vecteurs ∇gϕ est la suivante

∇gϕ =

*
∇gϕ,

νA
|νA|g

+
g

νA
|νA|g

+ h∇gϕ, sig s

où s est le champ de vecteurs unité tangentiel
Donc, de (2.19), (2.20), on a

∇gϕ =
1

|νA|2g
h∇gϕ, νAig νA + h∇gϕ, sig s

=
1

|νA|2g

µ
∂ϕ

∂νA

¶
νA +

∂ϕ

∂s
s

Alors

|∇gϕ|2g = h∇gϕ,∇gϕig =
1

|νA|2g

µ
∂ϕ

∂νA

¶
hνA,∇gϕig +

∂ϕ

∂s
hs,∇gϕig

=
1

|νA|2g

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ϕ

∂s

¯̄̄̄2
(4.19)

D’une façon similaire, on a

|∇gψ|2g =
1

|νA|2g

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2
(4.20)
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Comme ϕ = ψ = 0 sur Σ on a

ϕt = ψt = 0 sur Σ

∇ϕ ⊥ s,∇ψ ⊥ s

Donc

∂ϕ

∂s
=

∂ψ

∂s
= 0 (4.21)

W1(ϕ) =W2(ψ) = 0 (4.22)

|∇gϕ|2g =
1

|νA|2g

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
et |∇gψ|2g =

1

|νA|2g

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
(4.23)

De la même manière, on décompose le champ de vecteurs h(x)

h(x) =
1

|νA|2g
hh(x), νAig νA + hh(x), sig s (4.24)

D’où

h(ϕ) = h∇gϕ, hig

=

*
∇gϕ,

1

|νA|2g
hh(x), νAig νA + hh(x), sig s

+
g

=
h · ν
|νA|2g

h∇gϕ, νAig + hh(x), sig∇ϕ · s

=
h · ν
|νA|2g

µ
∂ϕ

∂νA

¶
(4.25)

Insérant (4.21)-(4.25) dans (4.13), (4.14), on obtient finalement

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
Σ
= (BT )1,ϕ

¯̄̄
Σ
+ (BT )1,ψ

¯̄̄
Σ
= (BT )ϕ

¯̄̄
Σ
+ (BT )ψ

¯̄̄
Σ

= Re

ÃZ
Σ

eτΦ
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
h · ν
|νA|2g

dΣ

!
+Re

ÃZ
Σ

eτΦ
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
h · ν
|νA|2g

dΣ

!

− 1
2

Z
Σ

eτΦ
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
h · ν
|νA|2g

dΣ− 1
2

Z
Σ

eτΦ
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
h · ν
|νA|2g

dΣ

=
1

2

Z
Σ

eτΦ
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
h · ν
|νA|2g

dΣ+
1

2

Z
Σ

eτΦ
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
h · ν
|νA|2g

dΣ

(4.26)
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et donc le résultat (4.18).
D’autre part, de (4.6), on a

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
Σ0
= (BT )1,ϕ

¯̄̄
Σ0
+ (BT )1,ψ

¯̄̄
Σ0
≤ 0 (4.27)

Alors

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
Σ
≤ 1

2
max

x∈Γ1,0<t<T

Ã
eτΦ(t,x)

h(x) · ν(x)
|νA(x)|2g

!"Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 +Z

Σ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1

#

Posons κ = 1
2

max
x∈Γ1,0<t<T

³
eτΦ(t,x) h(x)·ν(x)|νA(x)|2g

´
, donc l’estimation (4.11) devient

γ (E(0) +E(T )) ≤ κ

"Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 +

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1

#
(4.28)

+ θ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
Rappelons que

E(T ) =

Z
Ω

|∇gϕ(T )|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gψ(T )|2g dΩ

=

Z
Ω

|∇gϕ0|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gψ0|2g dΩ

= Eϕ(T ) +Eψ(T )

De (3.21) on a

a k{ϕ0, ψ0}k2H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)
≤
Z
Ω

|∇gϕ(T )|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gψ(T )|2g dΩ (4.29)

≤ α k{ϕ0, ψ0}k2H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)

Donc E(T ) est équivalente à k{ϕ0, ψ0}k2H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)

Insérant le membre de gauche de (4.29) dans (4.28), on trouve

γ
³
kϕ0k2H1

0 (Ω)
+ kψ0k2H1

0 (Ω)

´
≤ κ

"Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 +

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1

#
(4.30)

+ θ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
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Finalement, pour obtenir l’inégalité (4.9), on élimine les deux derniers
termes du membre de droite de (4.30) en utilisant un argument de compacité/
unicité [10], [14]
On montre l’estimation suivante

kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk
2
C([0,T ];L2(Ω))

≤ const

"Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 +

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1

#
(4.31)

Supposons le contraire, donc il existe une suite
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N
des solutions

du système (4.10) correspondante à une donnée initiale
µ

ϕo
n

ψo
n

¶
n∈N

telle que

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕn

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 → 0 quand n→ +∞Z

Σ1

¯̄̄̄
∂ψn

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 → 0 quand n→ +∞ (4.32)

et

kϕnk2C([0,T ];L2(Ω)) = 1 et kψnk2C([0,T ];L2(Ω)) = 1 ∀n ∈ N (4.33)

De (4.30) on déduit que la suite
µ

ϕo
n

ψo
n

¶
n∈N

est bornée dans H1
0(Ω) ×

H1
0 (Ω)

Alors
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N

est bornée dans [L∞ (0, T ;H1
0(Ω)) ∩W 1,∞ (0, T ;H−1(Ω))]

2

Donc, on peut extraire une sous suite, encore notée
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N
, telle que

µ
ϕn

ψn

¶
→

µ
ϕ
ψ

¶
dans L∞

¡
0, T ;H1

0 (Ω)
¢
× L∞

¡
0, T ;H1

0 (Ω)
¢
faiblement étoiléµ

(ϕn)t
(ψn)t

¶
→

µ
ϕt

ψt

¶
dans L∞

¡
0, T ;H−1(Ω)

¢
× L∞

¡
0, T ;H−1(Ω)

¢
faiblement étoiléµ

ϕ
ψ

¶
est la solution du système (4.10)

Par la compacité de l’injection

L∞
¡
0, T ;H1

0(Ω)
¢
∩W 1,∞ ¡0, T ;H−1(Ω)

¢
→ C([0, T ];L2(Ω))
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( voir Machtyngier [10]), on aµ
ϕn

ψn

¶
→
µ

ϕ
ψ

¶
dans C([0, T ];L2(Ω))× C([0, T ];L2(Ω))

Donc de (4.32), (4.33), on déduit que°°°°µ ϕ
ψ

¶°°°°2
C([0,T ];L2(Ω))×C([0,T ];L2(Ω))

= 2 (4.34)

et

∂ϕ

∂νA
=

∂ψ

∂νA
= 0 sur Σ1

Donc, d’aprés l’hypothèse d’unicité (A2), le système (4.10) plus les deux

dernières conditions admet une solution unique
µ

ϕ
ψ

¶
=

µ
0
0

¶
dansH1

0(Ω)×

H1
0 (Ω) et ceci contredit (4.33)

Alors de (4.30), il existe une constante, qu’on note aussi par γ, telle queZ
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΣ1 ≥ γ

³
kϕ0k2H1

0 (Ω)
+ kψ0k2H1

0 (Ω)

´
Ce qui achève la démonstration du théorème 4.3. ¥

4.3 Contrôlabilité exacte frontière du système couplé
de type Neumann/ Neumann

Dans ce cas, en plus des hypothèses (A1), (A2), on suppose

(A3) La partition {Γ0,Γ1} vérifie Γ0 6= ∅, Γ̄0 ∩ Γ̄1 = ∅

Réecrivons le système (1.5)-(1.7), (1.9) ci-dessous⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iyt = Ay +R1 ·∇y + ρ1y + ζ1z dans Q
izt = Az +R2 ·∇z + ρ2z + ζ2y dans Q

y(0, x) = y0(x) sur Ω
z(0, x) = z0(x) sur Ω
y = z = 0 sur Σ0

∂y
∂νA

= u1 sur Σ1
∂z
∂νA

= u2 sur Σ1

(4.35)
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Théorème 4.4
Soit T > 0. Pour toutes données initiales{y0, z0} ∈

£
H1

Γ0
(Ω)×H1

Γ0
(Ω)
¤́
et

pour toutes données finales{y1, z1} ∈
£
H1

Γ0
(Ω)×H1

Γ0
(Ω)
¤́
, ils existent

{u1, u2} ∈ [H1 (0, T ;L2(Γ1))×H1 (0, T ;L2(Γ1))]
´ tels que la solution {y(.), z(.)}du

système (1.5)-(1.7),(1.9) vérifie

y(T ) = y1 et z(T ) = z1

où H1
Γ0
(Ω) = {Ψ ∈ H1(Ω) : Ψ = 0 sur Γ0}

Preuve
L’inégalité d’observabilité qui correspond à la propriété de contrôlabilité

exacte du système (4.35) est

°°°°µ ϕ
ψ

¶°°°°2
H1(0,T ;L2(Γ1))×H1(0,T ;L2(Γ1))

≥ γ

°°°°µ ϕ0
ψ0

¶°°°°2
H1
Γ0
(Ω)×H1

Γ0
(Ω)

(4.36)

où
µ

ϕ
ψ

¶
est la solution du système homogène

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iϕt = Aϕ+ ρ̄1ϕ− div0 (R1ϕ) + ζ̄2ψ dans Q
iψt = Aψ + ρ̄2ψ − div0 (R2ψ) + ζ̄1ϕ dans Q

ϕ(T, x) = ϕ0(x) sur Ω
ψ(T, x) = ψ0(x) sur Ω

ϕ|Σ0 = 0 ψ|Σ0 = 0
∂ϕ
∂νA

= R1 · νAϕ sur Σ1
∂ψ
∂νA

= R2 · νAψ sur Σ1

(4.37)

Pour établir (4.36), on procéde en trois étapes

Étape 1
On montre dans cette étape la proposition suivante

Proposition 4.2
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Pour � > 0, fixé et petit et pour tout εo > 0, il existe une constante
γΦ,τ ,� > 0 telle que

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T )) ≤ C

"Z T−�

�

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΓ1dtZ T−�

�

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂s

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2!
dΓ1dt

+

Z T−�

�

Z
Γ1

¡
|ϕt|2 + |ψt|2

¢
dΓ1dt

+ kϕk2
C([0,T ];H

1
2+εo(Ω))

+ kψk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

i
(4.38)

Preuve
L’estimation (4.11) reste vraie, si on remplace l’interval (0, T ] par l’inter-

val [�, T − �], pour � > 0 fixé

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ

+ θ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
≥ γΦ,τ ,� (E(�) +E(T − �)) (4.39)

où (BT )1,ϕ,ψ
¯̄̄
[�,T−�]×Γ

est dans (3.66), en remplaçant Σ par [�, T − �]×Γ,

y par ϕ et z par ψ
D’autre part

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ

= (BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ0

+ (BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

(4.40)

et comme ϕ = ψ = 0 sur [�, T − �]× Γ0, on a (4.27)
Alors

γΦ,τ ,� (E(�) +E(T − �))

≤ (BT )1,ϕ,ψ
¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

+ θ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
≤
¯̄̄̄
(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+ θ

h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
(4.41)
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où¯̄̄̄
(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
≤
¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
(BT )ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+ constΦ,τ ,T

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ϕt|+ |W1(ϕ)|+ |ρ1| |ϕ|+ CT |ψ|]
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ constΦ,τ ,T

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|+ CT |ϕ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

(4.42)

avec

constΦ,τ ,T =

µ
ρ− C

00
T

τ
− 1

τ

¶
(t1 − t0) e

− δτ
2 (4.43)

Prenons dans (3.75.a) t = �, s = 0 et dans (3.75.b) t = T , s = T − �, on
obtient

E(�) +E(T − �) ≥ e−k̃�(E(0) +E(T ))− 2Λ̃ (T ) (4.44)

Insérant (4.44) dans (4.41), on trouve

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T )) ≤

≤
¯̄̄̄
(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+ θ

h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
+ 2γΦ,τ ,�Λ̃ (T ) (4.45)

où

Λ̃(T ) = 2

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ϕt|+ |W1(ϕ)|+ |ρ1| |ϕ|+ CT |ψ|]
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+2

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|+ CT |ϕ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+θ̃Φ,τ ,T
³
kϕk2C([�,T−�];L2(Ω)) + kψk

2
C([�,T−�];L2(Ω))

´
Si on pose

ω = constΦ,τ ,T + 2γΦ,τ ,�

λ = 2γΦ,τ ,�θ̃Φ,τ ,T + θ
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on obtient

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T ))

≤
¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
(BT )ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+ ω

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ϕt|+ |W1(ϕ)|+ |ρ1| |ϕ|+ CT |ψ|]
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ ω

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|+ CT |ϕ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ λ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
(4.46)

Majorons maintenant tout les termes du membre de droite de (4.46)

Estimons

¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
(BT )ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
On a

¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
≤
Z
[�,T−�]×Γ1

eτΦ
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
|h(ϕ)| dΓ1dt

+
1

2

Z
[�,T−�]×Γ1

eτΦ |∇gϕ|2g |h · ν| dΓ1dt

+
1

2

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
|ϕ̄|
¯̄
div0

¡
eτΦh

¢¯̄
dΓ1dt

+

Z
[�,T−�]×Γ1

|ϕt| |ϕ̄| eτΦ |h · ν| dΓ1dt

Posons

C12 = max
(t,x)∈[�,T−�]×Γ1

¯̄
eτΦ(t,x)h(x)

¯̄
,

C13 =
1

2
max

(t,x)∈[�,T−�]×Γ1

¯̄
h(x)ν(x)eτΦ(t,x)

¯̄
,

C14 =
1

2
max

(t,x)∈[�,T−�]×Γ1

¯̄
div0

¡
eτΦ(t,x)h

¢
(x)
¯̄
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Alors, pour � > 0, en utilisons (3.21) on trouve¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
(BT )ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
≤ (C12 + C14)

�

2

Z
[�,T−�]×Γ1

"¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2#
dΓ1dt

+

µ
C12
2�a

+ C13

¶Z
[�,T−�]×Γ1

h
|∇gϕ|2g + |∇gψ|2g

i
dΓ1dt

+
C13
2�

Z
[�,T−�]×Γ1

£
|ϕt|2 + |ψt|2

¤
dΓ1dt

+

µ
C13 + C14

2�

¶Z
[�,T−�]×Γ1

£
|ϕ|2 + |ψ|2

¤
dΓ1dt

(4.47)

Estimons le terme
R
[�,T−�]×Γ1 [|ϕt|+ |W1(ϕ)|+ |ρ1| |ϕ|+ CT |ψ|]

¯̄̄
∂ϕ
∂νA

¯̄̄
dΓ1dt et

le terme
R
[�,T−�]×Γ1 [|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|+ CT |ϕ|]

¯̄̄
∂ψ
∂νA

¯̄̄
dΣ

Posons C15 = max
µ
max
x∈Γ1

|Wi(x)| , max
(t,x)∈[�,T−�]×Γ1

|ρi(t, x)|
¶

i = 1, 2 on ob-

tient Z
[�,T−�]×Γ1

[|ϕt|+ |W1(ϕ)|+ |ρ1| |ϕ|+ CT |ψ|]
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΓ1dt

+

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|+ CT |ϕ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΓ1dt

≤ (1 + 4C15 + CT )
�

2

Z
[�,T−�]×Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΓ1dt

+
C15
2�a

Z
[�,T−�]×Γ1

³
|∇gϕ|2g + |∇gψ|2g

´
dΓ1dt

+
1

2�

Z
[�,T−�]×Γ1

¡
|ϕt|2 + |ψt|2

¢
dΓ1dt

+

µ
C15 + CT

�

¶Z
[�,T−�]×Γ1

¡
|ϕ|2 + |ψ|2

¢
dΓ1dt (4.48)
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Appliquons le théorème de trace pour les derniers termes du membre de
droite de (4.47), (4.48), on trouve

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T ))

≤ μ1

Z
[�,T−�]×Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΓ1dt

+ μ2

Z
[�,T−�]×Γ1

h
|∇gϕ|2g + |∇gψ|2g

i
dΓ1dt

+ μ3

Z
[�,T−�]×Γ1

£
|ϕt|2 + |ψt|2

¤
dΓ1dt

μ4

h
kϕk2

C([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

+ kψk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

i
(4.49)

Pour εo > 0,

μ1 = ((C12 + C14) + ω (1 + 4C15 + CT ))
�

2

μ2 =

µµ
C12
2�a

+ c13

¶
+ ω

C15
2�a

¶
μ3 =

C13 + ω

2�

μ4 =

µ
λ+

µ
C13 + C14

2
+ C15 + CT

¶
β

�

¶
où la contante β est issue du théorème de trace.

Insérant (4.19), (4.20) dans (4.49), on trouve

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T ))

≤
Ã
μ1 +max

x∈Γ1

Ã
1

|νA(x)|2g

!
μ2

!Z
[�,T−�]×Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΓ1dt

+ μ2

Z
[�,T−�]×Γ1

"¯̄̄̄
∂ϕ

∂s

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2#
dΓ1dt

+ μ3

Z
[�,T−�]×Γ1

£
|ϕt|2 + |ψt|2

¤
dΓ1dt

μ4

h
kϕk2

C([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

+ kψk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

i
(4.50)

D’où (4.38) avec C est le maximum des coefficients des termes du membre
de droite de (4.50).
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Étape 2
Le but de cette étape est d’éliminer la dérivée tangentielle paraîssant

dans (4.38)=(4.50). Pour cela on utilise le résultat suivant ( voir Triggiani
[13], théorème 2.1.4, Lasiecka et Triggiani [5], Lemme 7.2)

Théorème 4.5
Soient f ∈ L2(Q), y une solution de (3.7), dans la classe (3.8). Alors,

pour � > 0, ε0 > 0 ( arbitrairement petits), T > 0, il existe une constante
C�,ε0,T > 0, telle queZ T−�

�

Z
Γ

¯̄̄̄
∂y

∂s

¯̄̄̄2
dΓdt ≤ Cε,ε0,T

Z T

0

Z
Γ

Ã¯̄̄̄
∂y

∂νA

¯̄̄̄2
+ |yt|2

!
dΓdt

+ Cε,ε0,T

³
kyk2

L2([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

+ kfk2
H−

1
2+εo(Q)

´
(4.51)

Comme ϕ = 0 et h · ν ≤ 0 sur Γ0, l’estimation (4.51) reste vraie si on
remplace Γ par Γ1.
Remplaçant y par ϕ et f par ζ̄2ψ dans l’estimation précédente, on trouveZ T−�

�

Z
Γ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt ≤ C�,ε0,T

Z T

0

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ϕt|2

!
dΓ1dt

+ C�,ε0,T

³
kϕk2

L2([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

+
°°ζ̄2ψ°°2H− 12+εo (Q)´

(4.52)

L’analogue de (4.52) pour ψ estZ T−�

�

Z
Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt ≤ C�,ε0,T

(Z T

0

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΓ1dt

+ kψk2
L2([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

+
°°ζ̄1ϕ°°2H− 12+εo(Q)o (4.53)

De (3.62)-(3.64), on a°°ζ̄2ψ°°2H− 12+εo (Q) ≤ CT kψk2
L2([0,T ];H

1
2+εo(Ω))

(4.54.a)°°ζ̄1ϕ°°2H− 12+εo (Q) ≤ CT kϕk2
L2([0,T ];H

1
2+εo(Ω))

(4.54.b)

Insérant (4.54.a) dans (4.52) et (4.54.b) dans (4.53), on trouveZ T−�

�

Z
Γ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt ≤ C�,ε0,T

Z T

0

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ϕt|2

!
dΓ1dt

+ C�,ε0,T (1 + CT ) kϕk2
L2([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

(4.55)
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Z T−ε

�

Z
Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt ≤ C�,ε0,T

Z T

0

Z
Γ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΓ1dt

+ C�,ε0,T (1 + CT ) kψk2
L2([0,T ];H

1
2+εo(Ω))

(4.56)

Additionnant (4.55), (4.56) et insérant le résultat dans (4.38), on déduit
l’existence d’une constante strictement positive, qu’on note aussi par C telle
que

γΦ,τ ,�e
−k̃�E(T ) ≤ γΦ,τ ,�e

−k̃� (E(0) +E(T ))

≤ C
"Z

Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ϕt|2

!
dΣ1

+

Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1

+ kϕk2
C(0,T ;H

1
2+εo (Ω))

+ kψk2
C(0,T ;H

1
2+εo(Ω))

i
(4.57)

Rappelons que

E(T ) =

Z
Ω

|∇gϕ (T )|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gψ (T )|2g dΩ

=

Z
Ω

|∇gϕ0|2g dΩ+
Z
Ω

|∇gψ0|2g dΩ

et comme ϕ = ψ = 0 sur Σ0, on trouve, d’aprés l’inégalité de Poincaré (
voir par exemple Brézis [2], p174) et (3.21)

aCT

³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
≤

Z
Ω

³
|∇gϕ0|2g + |∇gψ0|2g

´
dΩ

≤ α
³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
où CT est issue de l’inégalité de Poincaré
Donc

aCT

³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
≤ E(T ) (4.58)

≤ α
³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
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Remplacons donc E(T ) par
³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
dans (4.57) on

trouve

γΦ,τ ,�e
−k̃�
³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
≤ C

"Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ϕt|2

!
dΣ1

+

Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1

+ kϕk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

+ kψk2
C([0,T ];H

1
2+εo(Ω))

i
(4.59)

Étape 3
L’objectif de cette étape est d’éliminer les deux derniers termes du mem-

bre de droite de (4.59), en utilisant l’argument de compacité et d’unicité, on
montre l’existence d’une Const strictement positive telle que

kϕk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

+ kψk2
C([0,T ];H

1
2+εo(Ω))

≤ Const

"Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ϕt|2

!
dΣ1

+

Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1

#
(4.60)

On raisonne par l’absudre, supposons qu’il existe une suite des solu-

tions
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N

du système (4.37) correspondantes à une donnée initialeµ
ϕo
n

ψo
n

¶
n∈N

telle que

kϕnk2C([0,T ];H 1
2+εo (Ω))

= 1 ∀n ∈ N

kψnk2C([0,T ];H 1
2+εo (Ω))

= 1 ∀n ∈ N (4.61)

etZ
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕn

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 → 0, kϕnk2H1(0,T ;L2(Γ1))

→ 0 quand n→ +∞Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ψn

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 → 0, kψnk2H1(0,T ;L2(Γ1))

→ 0 quand n→ +∞ (4.62)
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De (4.59), on trouve que la suite
µ

ϕo
n

ψo
n

¶
n∈N

est bornée dans H1
Γ0
(Ω) ×

H1
Γ0
(Ω) et puis

µ
ϕn

ψn

¶
n∈N

est bornée dansh
L∞

¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢
∩W 1,∞

³
0, T ;

¡
H1

Γ0
(Ω)
¢0´i2

Ainsi, en extrayant une sous suite, encore notée
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N
, nous aurons

µ
ϕn

ψn

¶
→

µ
ϕ
ψ

¶
dans

£
L∞

¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢¤2

faiblement étoiléµ
(ϕn)t
(ψn)t

¶
→

µ
ϕt

ψt

¶
dans

h
L∞

¡
0, T ; (H1

Γ0(Ω)
¢0
)
i2
faiblement étoilé,

La fonction
µ

ϕ
ψ

¶
∈
h
L∞

¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢
∩W 1,∞

³
0, T ;

¡
H1

Γ0
(Ω)
¢0´i2

est

la solution du système (4.37) et de la compacité de l’injection

L∞
¡
0, T ;H1

Γ0(Ω)
¢
∩W 1,∞

³
0, T ;

¡
H1

Γ0(Ω)
¢0´→ C(0, T ;H

1
2
+ε0(Ω))

et de (4.61), nous déduisons

kϕk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

= 1

kψk2
C([0,T ];H

1
2+εo (Ω))

= 1 (4.63)

D’autre part (4.62) implique que, sur Σ1

∂ϕ

∂νA
= 0, ϕ = 0 (4.64)

∂ϕ

∂νA
= 0, ψ = 0

Ce qui, combinée avec (4.37), implique que
µ

ϕ
ψ

¶
=

µ
0
0

¶
( de l’hy-

pothèse d’unicité (A2)). C’est en contradiction avec (4.63) et ceci achève la
preuve de (4.60).
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Combinant (4.60) et (4.59), on trouve une constante γ > 0 telle que

γ
³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
≤
Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ϕt|2

!
dΣ1

+

Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1 (4.65)

En insérant les conditions aux limites

∂ϕ

∂νA
= R1 · νAϕ

∂ψ

∂νA
= R2 · νAψ

dans (4.65), on déduit l’existence d’une constante encore notée γ > 0 (
dépendante du temps T ) telle queZ

Σ1

¡
|ϕ|2 + |ϕt|2 + |ψ|2 + |ψt|2

¢
dΣ1 ≥ γ

³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
(4.66)

et donc

kϕk2H1(0,T ;L2(Γ1))
+kψk2H1(0,T ;L2(Γ1))

≥ γ
³
kϕ0k2H1

Γ0
(Ω) + kψ0k

2
H1
Γ0
(Ω)

´
(4.67)

Le théorème 4.4 est prouvé. ¥

4.4 Contrôlabilité exacte frontière du système couplé
de type Dirichlet/ Neumann

Dans ce paragraphe, on étudie le problème de la contrôlabilité exacte
frontière pour le système couplé (1.5)-(1.7) et (1.10) qu’on réecrit ci-dessous

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iyt = Ay +R1 ·∇y + ρ1y + ζ1z dans Q
izt = Az +R2 ·∇z + ρ2z + ζ2y dans Q

y(0, x) = y0(x) sur Ω
z(0, x) = z0(x) sur Ω
y = z = 0 sur Σ0
y = u1

∂z
∂νA

= u2 sur Σ1

(4.68)

54



Théorème 4.6
Soit T > 0. Pour toutes données initiales {y0, z0} ∈ H−1(Ω)×

£
H1

Γ0
(Ω)
¤́

et pour toutes données finales {y1, z1} ∈ H−1(Ω)×
£
H1

Γ0
(Ω)
¤́
, ils existent

{u1, u2} ∈ L2 (0, T ;L2(Γ1))×[H1 (0, T ;L2(Γ1))]
´ tels que la solution {y(.), z(.)}du

système (1.5)-(1.7), (1.10) vérifie

y(T ) = y1 et z(T ) = z1

Preuve
L’inégalité d’observabilité associée à ce théorème est

°°°°µ ∂ϕ
∂νA
ψ

¶°°°°2
L2(0,T ;L2(Γ1))×H1(0,T ;L2(Γ1))

≥ γ

°°°°µ ϕ0
ψ0

¶°°°°2
H1
0 (Ω)×H1

Γ0
(Ω)

(4.69)

où
µ

ϕ
ψ

¶
est la solution du système homogène

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iϕt = Aϕ+ ρ̄1ϕ− div0 (R1ϕ) + ζ̄2ψ dans Q
iψt = Aψ + ρ̄2ψ − div0 (R2ψ) + ζ̄1ϕ dans Q

ϕ(T, x) = ϕ0(x) sur Ω
ψ(T, x) = ψ0(x) sur Ω
ϕ|Σ = 0
ψ|Σ0 = 0
∂ψ
∂νA

¯̄̄
Σ1
= R1 · νAψ

(4.70)

Pour établir l’estimation (4.69), on compte fortement sur les résultats des
paragraphes 4.2, 4.3.
Divisons donc cette preuve en trois étapes

Étape 1
Lemme 4.2
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Pour � > 0, εo > 0, il existe une constante γΦ,τ ,� > 0, telle que

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T )) ≤ C

"Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 +

Z T−�

�

Z
Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+

Z T−�

�

Z
Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+

Z T−�

�

Z
Γ1

|ψt|2 dΓ1dt

+ kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk
2

C([0,T ];H
1
2+εo (Ω))

i
(4.71)

Preuve
L’estimation (3.65) reste vraie, si on remplace l’interval [0, T ] par l’interval

[�, T − �], pour � > 0 fixé

(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ

+ θ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
≥ γΦ,τ ,� (E(�) +E(T − �)) (4.72)

Où (BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ

est obtenu de (3.66), en remplaçant (0, T ]× Γ par

[�, T − �]× Γ
Insérant (4.44) dans (4.72), on trouve

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T )) ≤

≤
¯̄̄̄
(BT )1,ϕ,ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+ θ

h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
+ 2γΦ,τ ,�Λ̃ (T ) (4.73)

Des conditions frontières ϕ = 0 sur [�, T − �]×Γ et ψ = 0 sur [�, T − �]×
Γ1, on a grâce à (4.27) (4.18), (4.20), (4.22) et (4.23)

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T ))

≤
¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
Σ1

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄
(BT )ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
+ ωCT

Z
[�,T−�]×Γ1

|ψ|
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ ω

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΣ

+ λ
h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2
C([0,T ];L2(Ω))

i
(4.74)
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avec ω et λ sont données dans (4.46)

Estimons maintenant tous les termes du membre de droite de (4.74)
De (4.16), (4.27) et de la même façon qu’on obtient (4.47) et (4.48), on a

les estimations suivantes¯̄̄̄
(BT )ϕ

¯̄̄
Σ1

¯̄̄̄
≤ 1
2

max
x∈Γ1,0<t<T

Ã
eτΦ(t,x)

h(x) · ν(x)
|νA(x)|2g

!Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1

≤ κ

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 (4.75)

¯̄̄̄
(BT )ψ

¯̄̄
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
≤ (C12 + C14)

�

2

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+

µ
C12
2�a

+ C13

¶Z
[�,T−�]×Γ1

|∇gψ|2g dΓ1dt

+
C13
2�

Z
[�,T−�]×Γ1

|ψt|2 dΓ1dt

+

µ
C13 + C14

2�

¶Z
[�,T−�]×Γ1

|ψ|2 dΓ1dt (4.76)

CT

Z
[�,T−�]×Γ1

|ψ|
¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄
dΓ1dt

+

Z
[�,T−�]×Γ1

[|ψt|+ |W2(ψ)|+ |ρ2| |ψ|]
¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄
dΓ1dt

≤ CT
�

2

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ (1 + 2C15)
�

2

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+
C15
2�a

Z
[�,T−�]×Γ1

|∇gψ|2g dΓ1dt

+
1

2�

Z
[�,T−�]×Γ1

|ψt|2 dΓ1dt

+

µ
C15 + CT

�

¶Z
[�,T−�]×Γ1

|ψ|2 dΓ1dt (4.77)
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En reportant (4.75)-(4.77) dans (4.74), on obtient aprés avoir appliqué le
théorème de trace

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T ))

≤ η1

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ η2

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ η3

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ η4

Z
[�,T−�]×Γ1

|ψt|2 dΓ1dt

+ η5

h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2

C([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

i
(4.78)

Dans (4.78), on a posé

η1 = κ+ ωCT
�

2

η2 = ((C1 + C3) + ω (1 + 2C4))
�

2

η
3
=

µµ
C1
2�a

+ C2

¶
+ ω

C4
2�a

¶
η4 =

C2 + ω

2�

η5 =

µ
λ+

µ
C2 + C3
2

+ C4 + CT

¶
β

�

¶
Insérant (4.20) dans (4.78), on obtient

γΦ,τ ,�e
−k̃� (E(0) +E(T ))

≤ η1

Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ (η2 + κη3)

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ η3

Z
[�,T−�]×Γ1

¯̄̄̄
∂ψ

∂s

¯̄̄̄2
dΓ1dt

+ η4

Z
[�,T−�]×Γ1

|ψt|2 dΓ1dt

+ η5

h
kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk

2

C([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

i
(4.79)
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d’où (4.71), avec C = max (η1, (η2 + κη3) , η3, η4, η5)

Étape 2
Grâce à (4.56), (4.29) et (4.58) l’inégalité (4.79)=(4.71) devient

γΦ,τ ,�e
−k̃�
³
kϕ0k2H1

0 (Ω)
+ kψ0k2H1

Γ0
(Ω)

´
≤ C

"Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 +

Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1

+ kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk
2

C([0,T ];H
1
2+εo (Ω))

i
(4.79)

Étape 3
L’objectif de cette étape est d’éliminer les deux derniers termes du mem-

bre de droite de (4.79), en utilisant l’argument de compacité et d’unicité, on
montre l’existence d’une Const strictement positive telle que

kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) + kψk
2

C([0,T ];H
1
2+εo(Ω))

≤ Const

"Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2!
dΣ1

+

Z
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1

#
(4.80)

On raisonne par l’absudre, supposons qu’il existe une suite des solu-

tions
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N

du système (4.70) correspondantes à une donnée initialeµ
ϕo
n

ψo
n

¶
n∈N

telle que

kϕnk2C([0,T ];L2(Ω)) = 1 ∀n ∈ N
kψnk2C([0,T ];H 1

2+εo (Ω))
= 1 ∀n ∈ N (4.81)

etZ
Σ1

¯̄̄̄
∂ϕn

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 → 0 quand n→ +∞

(4.82)Z
Σ1

¯̄̄̄
∂ψn

∂νA

¯̄̄̄2
dΣ1 → 0, kψnk2H1(0,T ;L2(Γ1))

→ 0 quand n→ +∞
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De (4.79), on trouve que la suite
µ

ϕo
n

ψo
n

¶
n∈N

est bornée dans H1
0(Ω) ×

H1
Γ0
(Ω) et puis

µ
ϕn

ψn

¶
n∈N

est bornée dans

[L∞ (0, T ;H1
0 (Ω)) ∩W 1,∞ (0, T ;H−1(Ω))]×[L∞

¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢
∩W 1,∞(0, T ;

¡
H1

Γ0
(Ω)
¢0
)]

Ainsi, en extrayant une sous suite,encore notée
µ

ϕn

ψn

¶
n∈N

, nous aurons

µ
ϕn

ψn

¶
→

µ
ϕ
ψ

¶
dans L∞

¡
0, T ;H1

0 (Ω)
¢
× L∞

¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢
faiblement étoiléµ

(ϕn)t
(ψn)t

¶
→

µ
ϕt

ψt

¶
dans L∞(0, T ;H−1(Ω))× L∞

¡
0, T ; (H1

Γ0
(Ω)
¢0
) faiblement étoilé

La fonction
µ

ϕ
ψ

¶
est appartienne à [L∞ (0, T ;H1

0(Ω)) ∩W 1,∞ (0, T ;H−1(Ω))]×h
L∞

¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢
∩W 1,∞

³
0, T ;

¡
H1

Γ0
(Ω)
¢0´i

est la solution du système (4.70)
et de la compacité des injections

L∞
¡
0, T ;H1

0(Ω)
¢
∩W 1,∞ ¡0, T ;H−1(Ω)

¢
→ C([0, T ];L2(Ω))

et

L∞
¡
0, T ;H1

Γ0
(Ω)
¢
∩W 1,∞

³
0, T ;

¡
H1

Γ0
(Ω)
¢0´→ C([0, T ];H

1
2
+ε0(Ω))

et de (4.81), nous déduisons

kϕk2C([0,T ];L2(Ω)) = 1
kψk2

C([0,T ];H
1
2+εo (Ω))

= 1 (4.83)

D’autre part (4.82) implique que, sur Σ1

∂ϕ

∂νA
= 0,

∂ψ

∂νA
= 0, ψ = 0

Ce qui, combinée avec (4.70), implique que
µ

ϕ
ψ

¶
=

µ
0
0

¶
( de l’hy-

pothèse d’unicité (A2)). C’est en contradiction avec (4.83) et ceci achève la
preuve de (4.80).
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Combinant (4.80) et (4.79), on trouve une constante γ > 0 telle queZ
Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+

¯̄̄̄
∂ψ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψt|2

!
dΣ1 ≥ γ k{ϕ0, ψ0}k2H1

0 (Ω)×H1
Γ0
(Ω) (4.84)

En insérant la condition frontière

∂ψ

∂νA
= R2 · νAψ

dans (4.84), on déduit l’existence d’une constante encore notée γ > 0 (
dépendante du temps T ) telle queZ

Σ1

Ã¯̄̄̄
∂ϕ

∂νA

¯̄̄̄2
+ |ψ|2 + |ψt|2

!
dΣ1 ≥ γ

³
kϕ0k2H1

0 (Ω)
+ kψ0k2H1

Γ0
(Ω)

´
et donc

°°°° ∂ϕ

∂νA

°°°°2
L2(0,T ;L2(Γ1))

+ kψk2H1(0,T ;L2(Γ1))
≥ γ

³
kϕ0k2H1

0 (Ω)
+ kψ0k2H1

Γ0
(Ω)

´
Ce qui achève la démonstration du théorème 4.6 ¥.
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5 Conclusion

Dans ce mémoire, on a établi plusieurs résultats de contrôlabilité exacte
frontière pour un système couplé composé de deux équations de Schrödinger
générales définies sur un ouvert borné Ω ⊂ Rn(n ≥ 2) de frontière lisse Γ,
en adoptant l’approche développée par Triggiani et Yao [14] qui utilisent les
ingrédients suivants :

. Méthodes de géométrie riemannienne.

. Estimations de Carleman

. Analyse micro-locale.

Cette étude ouvre la voix à de nombreuses questions, notamment

1/ Etude de la contrôlabilité exacte du système couplé (1.5)-(1.7) et (1.9)
dans X =H1

Γ0
(Ω) × H1

Γ0
(Ω) avec des contrôles frontières {u1, u2} ∈

H1 (0, T ;L2 (Γ1))×H1 (0, T ;L2 (Γ1)).

2/ Peut on contrôler le système couplé (1.5)-(1.7) avec une seule action
frontière.

3/ Une autre question est l’étude de la contrôlabilité exacte du système
(1.5), (1.6), dans le cas où Ri(x), (i = 1, 2) est un champ de vecteurs
complexe.

4/ Les résultats obtenus ont exigé certaines hypothèses géométriques sur
le domaine Ω. Il est intéressant d’affaiblir ces hypothèses.
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6 Annexes

6.1 Annexe A

Le système (4.8) peut prendre la forme suivante

d

dt

µ
y
z

¶
= A

µ
y
z

¶

où A =
µ
A+ F1 P1
P2 A+ F2

¶
Cherchons le système dual de (4.8) où l’espace d’état X =H−1(Ω) ×

H−1(Ω) et un contrôle u =

µ
u1
u2

¶
∈ L2(0, T ;L2(Γ1)) × L2(0, T ;L2(Γ1)).

Comme l’espace L2(Ω) est dense dans H−1(Ω),on établit ce système dans
L2(Ω) et pour passer à l’espace H−1(Ω), il suffit d’utiliser un argument de
densité

Pour tout Ψ =
µ

ϕ
ψ

¶
∈ D(A∗) = {Ψ ∈ X : Ψ = 0 sur Σ×Σ}, on a

i
d

dt

¿µ
y
z

¶
,Ψ

À
L2(Ω)×L2(Ω)

=

¿
A
µ

y
z

¶
,Ψ

À
L2(Ω)×L2(Ω)

=

¿µ
Ay + F1(y) + P1(z)
Az + F2(z) + P2(y)

¶
,

µ
ϕ
ψ

¶À
L2(Ω)×L2(Ω)

= hAy, ϕiL2(Ω) + hF1(y), ϕiL2(Ω) + hP1(z), ϕiL2(Ω)
+ hAz, ψiL2(Ω) + hF2(z), ψiL2(Ω) + hP2(y), ψiL2(Ω)

(A.1)

Calculons les trois premiers termes du membre de droite de (A.1)
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Le terme hAy, ϕiL2(Ω)

hAy, ϕiL2(Ω) =
Z
Ω

Ayϕ̄dΩ =
nX

i,j=1

Z
Ω

∂

∂xi

µ
aij(x)

∂y

∂xj

¶
ϕ̄dΩ

=
nX

i,j=1

Z
Γ

aij(x)
∂y

∂xj
νiϕ̄dΓ−

nX
i,j=1

Z
Ω

aij(x)
∂y

∂xj

∂ϕ̄

∂xi
dΩ

= −
nX

i,j=1

Z
Γ

aij(x)y
∂ϕ̄

∂xj
νjdΓ+

nX
i,j=1

Z
Ω

∂

∂xj

µ
aij(x)

∂ϕ̄

∂xi

¶
ydΩ

= −
Z
Γ1

∂ϕ̄

∂νA
u1dΓ1 +

Z
Ω

yAϕ̄dΩ

=

¿
u1,−

∂ϕ

∂νA

À
L2(Γ1)

+ hy,AϕiL2(Ω) (A.2)

Le terme hF1(y), ϕiL2(Ω)

hF1(y), ϕiL2(Ω) =

Z
Ω

(R1 ·∇0y + ρ1y) ϕ̄dΩ

=

Z
Γ

yϕ̄R1 · νdΓ−
Z
Ω

div0 (R1ϕ̄) dΩ

+

Z
Ω

ρ1yϕ̄dΩ

Posons F̃1(ϕ) = ρ̄1ϕ− div0 (R1ϕ)
Donc

hF1(y), ϕiL2(Ω) =
D
y, F̃1 (ϕ)

E
L2(Ω)

(A.3)

Le terme hP1(z), ϕiL2(Ω)
L’opérateur P1(z) est d’ordre zéro, il prend la forme suivante P1(z) = ζ1z
Donc

hP1(z), ϕiL2(Ω) =
Z
Ω

ζ1zϕ̄dΩ

=
D
z, P̃1(ϕ)

E
L2(Ω)

(A.4)

telle que P̃1(ϕ) = ζ̄1ϕ
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Les trois identités de ci-dessous est obtenue de la même façon que (A.2),
(A.3), (A.4)

hAz, ψiL2(Ω) =
¿
u2,−

∂ψ

∂νA

À
L2(Γ1)

+ hz,AψiL2(Ω) (A.5)

hF2(z), ψiL2(Ω) =
D
z, F̃2 (ψ)

E
L2(Ω)

(A.6)

où F2(z) = R2 ·∇0z + ρ2y et F̃2(ψ) = ρ̄2ψ − div0 (R2ψ)

hP2(y), ψiL2(Ω) =
D
y, P̃2(ψ)

E
L2(Ω)

(A.7)

où P2(y) = ζ2y et P̃2(ψ) = ζ̄2ψ
Insérant (A.2)-(A.7) dans (A.1), on obtient

i
d

dt

¿µ
y
z

¶
,Ψ

À
L2(Ω)×L2(Ω)

=

*µ
u1
u2

¶
,−
Ã

∂ϕ
∂νA
∂ψ
∂νA

!+
L2(Γ1)×L2(Γ1)

+

¿µ
y
z

¶
,

µ
A+ F̃1 P̃2
P̃1 A+ F̃2

¶µ
ϕ
ψ

¶À
L2(Γ1)×L2(Γ1)

(A.8)

Alors, le système homogène du système précédent est⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

iϕt = Aϕ+ F̃1(ϕ) + P̃2(ψ) dans Q
iψt = Aψ + F̃2(ψ) + P̃1(ϕ) dans Q
ϕ(T, x) = ϕ0(x) sur Ω
ψ(T, x) = ψ0(x) sur Ω
ϕ|Σ = 0
ψ|Σ = 0

et, sur Γ1, l’opérateur B0 = −
³

∂·
∂νA

, ∂·
∂νA

´
6.2 Annexe B (Contrôle optimal)

En procédant comme dans Lasiecka et Triggiani [6], on peut montrer que
les contrôles u1 et u2 ramenant le système d’un état donné {y0, z0} vers un
état désiré {y1, z1} et minimisants la fonctionnelle

J (v) = 1

2
kvk2L2(0,T ;L2(Γ1))×L2(0,T ;L2(Γ1))
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sont donnés par

u1 = − ∂ϕ

∂νA

u2 = − ∂ψ

∂νA

où (ϕ,ψ) est solution du système (4.10).

6.3 Annexe C

Ci-dessous, on donne un exemple, repris de [15], [14], où les hypothèses
(1.1), (1.2) sont satisfaites

Exemple
Soit Ω un domaine borné de R2, supposons que l’opérateur A est

Aω = ∂

∂x

µ
1 + y6

1 + x2 + y6
∂ω

∂x

¶
+

∂

∂x

µ
xy3

1 + x2 + y6
∂ω

∂y

¶
+

∂

∂y

µ
xy3

1 + x2 + y6
∂ω

∂x

¶
+

∂

∂y

µ
1 + x2

1 + x2 + y6
∂ω

∂y

¶
(A.9)

La matrice A(x, y) associée à l’opérateur A est

A(x, y) = (aij) =

Ã
1+y6

1+x2+y6
xy3

1+x2+y6

xy3

1+x2+y6
1+x2

1+x2+y6

!
.

Alors, detA(x, y) = 1/ (1 + x2 + y6) > 0, ∀ (x, y) ∈ R2, A(x, y) est stricte-
ment positive définie sur le domaine borné Ω et donc (1.1), (1.2) sont vérifiées.

L’inverse de A(x, y) est

G(x, y) = (gij) = (aij)
−1 =

µ
1 + x2 −xy3
−xy3 1 + y6

¶
(A.10)

Considérons alors la variété riemannienne (R2, g) dont la métrique g est
définie, de (A.10), par

g =
¡
1 + x2

¢
dxdx− xy3dxdy − xy3dydx+

¡
1 + y6

¢
dydy (A.11)

Soit M la surface dans R3 donnée par

M =

½
(x, y, z) /z = f(x, y) =

1

2
x2 − 1

4
y2
¾
,

66



avec la métrique riemannienne induite gM ,
Alors, la projection Φ(x, y, z) = (x, y), pour tout (x, y, z) ∈M, détermine

une isometrie deM vers (R2, g). La courbure de Gaussian de (R2, g) en (x, y)
est donc

k(x, y) = la courbure de Gaussian de M en (x, y, z)

=

³
∂2f
∂x2

´³
∂2f
∂y2

´
−
³

∂2f
∂x∂y

´
∙
1 +

¡
∂f
∂x

¢2
+
³
∂f
∂y

´2¸ =
−3y2

(1 + x2 + y6)2
≤ 0, ∀ (x, y) ∈ R2.

(A.12)

Comme cette courbure est non positive, la fonction définie par

v(x) = d2g (x, x0) , x0 fixé dans R2

est strictement convexe sur (R2, g), ainsi l’estimation (3.1) est vérifiée.
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