REPUBLIQUE ALGERIENNE DEMOCRATIQUE ET POPULAIRE
Ministére de L’ Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique
UNIVERSITE DE BATNA 2
Faculté de Mathématiques et de I'informatique

Département de Mathématiques

%, v
Yensiry oF 8K

THESE

Présentée en Vue de I’ Obtention Du Diplome de Doctorat 3¢"¢ cycle
LMD en Mathématique

Option : Optimisation et Controle
Par
Charif Roumaissa
Theme

Sur I’étude de méthodes avancées pour la résolution des problemes de
programmation Mathématique , Application

Soutenue le :04/07/2024
Devant le jury composé de :

Djeffal Lakhdar Prof Président Université de Batna 2
Djeffal El Amir Prof Rapporteur Université de Batna 2
Yahia Djabrane Prof Examinateur Université de Biskra

Brahimi Mahmoud M.C.A Examinateur Université de Batna 2
Imad Eddine Lakhdari M.C.A Examinateur Université de Biskra



Dédicace

Je souhaite dédier cette

These....

A mes chers parents
Aucune dédicace ne saurait exprimer adéquatement mon respect , mon
amour éternel et ma profonde gratitude pour les sacrifices consentis en
vue de mon éducation et de mon bien-étre .

A ma mére , dont ’'amour , le soutien inconditionnel , les nombreux
sacrifices et les conseils précieux ont été des piliers essentiels dans ma vie
, je lui adresse a travers ce modeste travail toute 1’étendue de mes senti-
ments et de ma reconnaissance éternelle .

A mon pére , dont les longues années de sacrifices et de privations ont
contribué a mon parcours , je souhaite que ce travail soit le fruit de ses
efforts . Je lui suis reconnaissant pour les nobles valeurs , I’éducation et le
soutien constants qu’il m’a prodigués.

Je tiens également a remercier mon mari , pour son soutien , sa com-
préhension , son sacrifice de toutes parts et sa patience lors de 1’élabora-
tion de cette these.

A mes chéres agréables petites filles Meriem et Nouha.
A mes cheres sceurs et frere , qui ont toujours été pour moi des exemples
de persévérance , de courage et de générosité , je souhaite exprimer toute

mon affection fraternelle , ma tendresse et ma reconnaissance.

A ma belle-mére et a mon beau-pére, ainsi que mes belle sceurs pour
leur aide .

Enfin , a tous ceux qui m’aiment et a tous ceux que j’'aime , je dédie le
fruit de mes recherches en Doctorat.



Remerciements

Nous exprimons notre gratitude premierement a Allah Tout-Puissant
pour nous avoir accordé la volonté, la santé et la patience nécessaires tout
au long de nos études, ainsi que le courage de réaliser ce modeste travail.

Nous remercions chaleureusement notre encadrant Djeffal.E1 Amir pour
la pertinence de ses commentaires et sa patience lors de la réalisation de
ce travail. Nous admirons énormément son sérieux et sa facon de diriger
qui ont été pour nous une grande source d’inspiration et de motivation.

Nous remercions sincerement les membres du jury.
Nous souhaitons également exprimer notre reconnaissance a tous les

professeurs qui ont contribué a notre formation, ainsi qu’a toute 1’équipe
du département de mathématiques.



Table des matieres

Tabledesfigures . . . . . . ... ... ... ... . ... 3
Introduction . . . . . . . . ... 8

1 Deéfinition et Préliminaire 11
1.1 Notionsurlaconvexité . . ... ... ... ... ....... 11
1.1.1 Fonctionsconvexes . . . . . . . . . ... .. 13

1.1.2 LesCOnes . .. . . ... .. 16

1.1.3 Programmation mathématique .. ... ... .. .. 17

2 Laprogrammation conique et quelques méthode pour la résoudre 21

2.1 Classification des problemes d’optimisation conique . ... 22
2.1.1 Les principaux aspects de l'algebre de Jordan et ses
propriétés fondamentales. . . . . ... ... ... .. 24
2.1.2 Les propriétés algébrique des (SOCOs) . ... ... 31
2.1.3 Le produit cartésienducone . . . . . ... ... ... 36
2.2 Diverse méthodes pour résoudre un probleme d’optimisa-
tionconique . . . ... ... ... Lo 38
2.2.1 Les méthodes de projection . . ... ......... 38
2.2.2 Les méthodes prédicteurs - correcteurs . . . . . . . . 53

3 Laprogrammation conique du second ordre et méthodes de points

intérieurs 59
3.1 Position du probleme . . . . ... ... ... 0 oL 59
3.2 DualitéenSoco . ... ... .. ... . ... .. 61
3.2.1 Dualitéfaible . ... ... ... ... ... ..., 61
3.2.2 Dualitéforte . . . .. ... ... oL 62
3.2.3 Complémentarité enSoco . . ... ... ....... 63
3.3 Meéthodes de points intérieurs pour le probleme Soco . . . . 64

3.3.1 La méthode de trajectoire central primal-dual pour
la programmation du cone du second ordre basée
sur les fonctionsnoyau . . . . ... ... 65
Conclusion . . . ... ... ... 84



Perspectives
bibliographie



Table des figures

» Figure 1 : (Figure illustre la différence entre I’ ensemble convexe et
non convexe , (page 12)).

» Figure 2 : (Figure illustre la différence entre la fonction convexe et
non convexe , (page 15)).

 Figure 3: (Algorithme 3, (page 59)).

 Figure 4: (Algorithme 4, (page 71)).



Notations

IR" : Lensemble des vecteurs réels de n composantes.
IRY : Lorthant positif de R".

IR™™ : Lespace vectoriel des matrices avec nxm composantes réelles.

B(x,r) : Laboule ouverte de centre x et de rayon r.

€Mme norme.

lxll, = (Zi 1 P)P lap
| x|l = maxj<j<y|x;| la norme infinie.

E™ : Lespace vectoriel réel de n'®"¢ dimension R xR"!,
v : un espace vectoriel euclidien de dimension finie sur R
K : unconede R".

K* : Le cone dual de K.

int(K) : Lensemble de tout les points intérieur de K.

FR(K) : Lensemble des points frontieres de K.

x>y = x-y€K unordre partiel sur un cone K.
x>y = x-ye€intK un ordre partiel sur un cone K.
GL(n,R) : Le groupe linéaire général de degré n sur IR.

Aut(K) : Lautomorphisme groupe de K.

J : Lespace vectoriel de dimension fini sur R.



(J,o0) : Lalgebre de Jordan.
o : un opérateur binaire.
xoy : Lamultiplication de Jordan entre x et y.

(x,) = Tr(xoy)=2xTy Le produit scalaire de x et y.

Ak(x) : Lesvaleurs propre d’un vecteur x.
ck(x) : Les vecteurs propre d’un vecteur x.
x b = )\Ilcl + e + /'\Izlck VA =0 L'inverse de x.
1 1
x 1 = Afer+ + A ¢ YAx >0 Laracine carré de x.

Tr(x?) La norme unitairement invariantes sur

Ixlle = (LA%)?

des matrices carrées.

L(x)y = xoy une carte linéaire sur J.
Q(x,z) = L(x)L(z)+ L(z)L(x)— L(x o z) L'opérateur quadratique.

Q(x) = 2L(x)-L(x?) Lareprésentation quadratique.

Arw(x) : La matrice associe au vecteur x € £".
e : Lélémenet unitaire de ’algebre de Jordan.
Tr(x) : Latrace de x associe au cone £ .

det(x) : Le determinant de x associe au cone K.



Terminologie

(PM) : La programmation mathématique.

KKT : Kurush-Kuhn-Tucker.

LO : Laprogrammation linéaire.

SOCO : la programmation conique de second ordre.
SDP : La programmation semi-définie positive.

Q' Le cone de second ordre (ot cone quadratique) de dimension n.
£k . Le produit direct des cone de Lorentz.

Sk . Le produit direct des cone semi-définies positives.
(P) : Le probleme primal.

(D) : Le probleme dual.

(IPC) : Condition de points intérieurs.

NT : Nestrov et Todd.
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Résume

Dans cette these nous nous intéressons a 1’étude de la programmation

de coéne du second ordre , nous donnons les définitions fondamentales
ainsi que les principaux résultats de ce type de cone puis nous introdui-
sons l’algebre de Jordan pour les problemes SOCP .
Dans ce travail , notre objectif est de présenter une méthode de type trajec-
toire centrale primal-dual basée sur une nouvelle fonction noyau , I’étude
de cette fonction nous conduit a une complexité polynomiale pour ce type
d’algorithme a grands pas .

Mots-clés : Optimisation du cone de second ordre , Fonction noyau ,
Méthode du point intérieur , Limite de complexiteé .

Abstract

In this thesis , we focus on studying second-order cone programming
. We provide fundamental definitions as well as the main results of this
type of cone , and then introduce Jordan algebra for second-order cone
programming problems (SOCP).
In this work , our objective is to present a primal-dual central trajectory
method based on a new kernel function . The study of this function leads
us to polynomial complexity for this type of large-step algorithm .

Keywords : Second-order Cone Optimization , Kernel function , ite-
rior point method , comlexity bound
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Introduction

La programmation mathématique (ou optimisation mathématique) est
un domaine de recherche qui rassemble 'informatique et les mathéma-
tiques. Elle consiste a rechercher le minimum (ou le maximum) d’une
fonction appelée cott ou objectif. Le probléeme d’optimisation a de nom-
breuses applications qui apparaissent dans l'ingénierie, la finance, le mi-
lieu industriel, la gestion de projet, etc., ce sont donc des outils puissants
pour résoudre des problemes complexes dans différentes branches.

Les problemes de programmation de cones du second ordre sont un do-
maine important de la programmation mathématique et de 'optimisation
profonde, ces probléemes sont des parties essentielles de l'optimisation
convexe ou la fonction linéaire est minimisée sur I’intersection d’un sous-
espace affine avec le produit cartésien des cones du second ordre (cone de
Lorentz, ice-cream cone ou bien un cone quadratique).

La forme standard de ces problemes est la suivante :

T

minc' x
sc Ax=D0
x ek

ou K est le cone du second ordre ( ou encore un produit cartésien de ce
cone).

Le probleme SOCP représente une extension de la programmation li-
néaire, la programmation quadratique convexe avec des contraintes qua-
dratiques linéaires ou convexes, ce sera également le cas pour de nom-
breux autres problemes qui n’entrent pas dans ces catégories. La program-
mation des cones du second ordre est généralement considérée comme
des cas particuliers de la programmation semi-définie, une autre raison
pour laquelle les SOCP incluent dans la programmation semi-definies est
que les SDPs sont liés a I'intersection d’un ensemble affine et des matrices
semi-définies des cOnes positifs, par suite ces récentes se situent entre la
programmation linéaire (LP) , quadratique (QP) et SDP.

En outre, SOCP a été 'un des domaines de recherche les plus dynamiques
en programmation mathématique, c’est pour cette raison que nous avons
deux aspects principaux qui motivent cette étude, Ils interviennent dans
une grande diversité de domaines pratiques et mathématiques tels que
l'optimisation combinatoire, la conception de filtres FIR, 'optimisation de
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portefeuille avec des contraintes de risque de perte, l'optimisation robuste
le controle, I'ingénierie [42]... etc, de plus sa facilité de calcul et leur ap-
plicabilité dans une grande variété de problémes méritent d’étre étudiés.
Une autre théorie qui établit un lien entre la programmation semi-définie
positive (SDP), la programmation linéaire et la programmation semi-définie
conique (SOCO) est 'algebre de Jordan,le livre de ( Koranyi et Faraut re-
présente l'ouvrage le plus approprié pour cette étude, elle permet d’appli-
quer la méthode des points intérieurs pour résoudre certains problemes
coniques. Il est important de noter que les méthodes des points intérieurs
(IPM) trouvent leur origine dans le domaine de la programmation non
linéaire. Ces IPM présentent plusieurs avantages. Tout d’abord, ils sont
congus pour converger vers la solution optimale, ce qui en fait une mé-
thode robuste pour résoudre des probléemes de grande taille et difficiles.
De plus, ils conviennent a divers types de problemes, tels que les pro-
blemes convexes, les probléemes d’optimisation avec contraintes de com-
plémentarité, les contraintes de semi-définition positive, etc. Enfin, ils
présentent une complexité polynomiale.
La méthode de points intérieurs est définie comme une technique de ré-
solution qui génere une séquence de points situés a l'intérieur du do-
maine réalisable (admissible) et qui converge vers une solution du pro-
bléme traité.
Nous distinguons deux types de méthodes de points intérieurs, MPI réa-
lisables ou non réalisables. Les MPI réalisables commencent par un point
strictement réalisable et maintiennent la faisabilité pendant le processus
de solution; ils sont également difficiles a résoudre. Les MPI non réali-
sables dépendent fortement du choix du point initial..Den Hertog a dé-
claré qu'’il existe quatre catégories de méthodes de points intérieurs :

* Les méthodes affines de mise a I’échelle.

* Les méthodes de réduction du potentiel.

* Les méthodes de trajectoire (chemin central).

* Les Méthodes projectives .
Récemment, plusieurs monographies ont été consacrées aux méthodes de
points intérieurs. Nous citons les travaux de Roos[63], Terlaky [58], Nes-
terov et Nemirovski[71], Ye J... etc. Une excellente étude pour corroborer
les affirmations sur l’efficacité des méthodes de points intérieurs pour la
programmation linéaire a été réalisée par Gonzaga, par la suite plusieurs
chercheurs ont étendu cette approche. Nous mentionnons Nesterov et al
[36] qui ont montré que les (MPIs) sont capables de résoudre des pro-
blemes généraux d’optimisation conique.
Actuellement, la programmation du cone du second ordre suscite un inté-
rét considérable dans la recherche, parmi lesquels on peut citer. Nestrov
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et Nemirovski [71] qui ont prouvé que les algorithmes de points intérieurs
basés sur les fonctions barrieres d’'un probleme SOCP d’inégalité n du
cone du second ordre conduisent a une complexité d’ordre /n en temps
polynomial,Bai et Roos ([63],[64]) . a proposé une classe d’algorithmes de
point intérieur primal-dual pour LO, SDO et SOCO basés sur les fonc-
tions noyaux éligibles . plus tard, Cai et Li [59]. ont également étendu
les travaux antérieurs sur le développement de méthodes de points inté-
rieurs primal-dual pour résoudre I'optimisation quadratique convexe, ba-
sées sur une fonction barriere finie et 'optimisation quadratique convexe
sur un cone symétrique dans leur travail. Ensuite, Nemirovski et Schein-
berg ont étendu avec succes les méthodes des points intérieurs primal-
dual de PL a SOCP. La premiere extension de cette approche a été mise
en ceuvre par Nestrov et Todd [73] qui sont les initiateurs de la méthode
NT, ils ont démontré que ces méthodes sont plus puissantes d’un point
de vue numérique. D’autre part, Adler, Alizadeh, Schmieta [55] ont intro-
duit la méthode XZ + ZX méthode aux problemes SOCP, ils ont ensuite
développé les conditions de nos-dégénérescence, ils ont ensuite étudié la
relation entre les probléemes SDP et SOCP.

Les fonctions noyau occupent une place essentielle dans le développement
de nouveaux algorithmes de points intérieurs primal-dual. C’est le sujet de
plusieurs chercheurs tels que Y. Q. Bai et M. El Ghami [68], C. Roos [67]
X. Z. Cai et G. Q. Wang [60].... etc

Notre travail est abouti a des contributions importantes dans la dimension
théorique et algorithmique pour résoudre de maniere appropriée des pro-
blemes d’optimisation de la programmation des cones de second ordre en
se concentrant sur les fonctions du noyau qualifié.

Notre theése est structurée en trois parties principales est organisé comme
suit

Le chapitre 1 présente un rappel et les notions essentielles de I’analyse
convexe, quelques résultats de programmation mathématique et les prin-
cipales propriétés des cones .

Le deuxiéme chapitre est dédié a la programmation conique en particulier
a la programmation conique du second ordre. On donne tout d’abord, sa
formulation générale,quelques propriétés algébrique puis nous décrivons
quelques méthodes de résolution de programmation conique .

Dans le dernier chapitre,nous discutons de la dualité du SOCO , ensuite
nous proposons un algorithme primal -dual de point intérieur pour SOCO
basé sur une nouvelle fonction noyau qui doit étre qualifiée. Nous analy-
sons ainsi les résultats de complexité des méthodes a grands pas .
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Chapitre 1
Deéfinition et Préliminaire

1.1 Notion sur la convexiteé

Ensembles convexes

Le role principale de la convexité est d’étre un outil essentiel a la fois
dans la recherche des conditions d’optimalité nécessaires et suffisantes et
dans la théorie classique de l'optimisation.

Définition 1.1.1 On dit qu’un ensemble C de R" est convexe si

Vx,yeC, Vte[0,1]; (1-t)x+tyeC.

Figure 1 : (Figure illustre la différence entre I ensemble convexe et non
convexe)

propriéteés

-Si C est convexe et t € R alors I'ensemble S = {tx, x € C} est convexe.
-Soit {C;};=1 _, une famille d’ensemble convexe alors :

......
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1. C =[], C; estun ensemble convexe .
2. C=n;_,C; est un ensemble convexe .
On note par C(R") 'ensemble de tous les sous ensemble convexe de R”

Théoreme 1.1.1 . Soient ce C(R") et a € R, alors ac € C(R").
. Soient c1,c, € C(R"), alors cq +c, € C(R").
. Soient ny,n, deux entiers strictement positifs, Soient ¢ € C(R"),c, €
C(IR™2), alors ¢; x ¢, € C(R™M*"2),

Exemple 1.1 On cite quelques convexes usuels
- Soit E=R", A=E|{0} et a€R
a) le demi espace ouvert Ay, ={p €&,{(B,A) > a} est convexe.

b) le demi espace fermé A, ., ={B € E,{B,A) > a} est convexe.
— L'union U,-qAC d’une partie convexe C est un convexe .

— Soient A € R™"™, b € R™ et soit l'application affine Ax + b, 'image
direct oti inverse d’un convexe par cette application est convexe .

— Le disque unitaire C = {(x,y) € R? : x+y < 1} est convexe .

— Soient A € R, b € R" l'ensemble P = {x € R" : Ax = b} est un en-
semble convexe fermé appelé polyédre .

— un polyédre compact appelé polytope est convexe .

— Lesboules ouverte B, , ={x €E, || x—al|<r} et fermées B,, ={x€E, || x—al|<r}
d’un espace vectoriel E sont convexes .

— L'intersection des demi plan H = {(x,y) € R?, v > x} est une partie convexe

Définition 1.1.2 L'enveloppe convexe d’un ensemble S C R" est le plus petit
sous ensemble convexe de IR" qui contient S ( c’est-a-dire I'intersection de
toutes les convexes contenant S), et on la note par conv(S)

conv(S) = N{C;}

aussi
S convexe & S =conv(S)

Définition 1.1.3 Soit C un convexe non vide de IR" un point x € C est dit
extrémal si

Vy,zeC,Vte]0,1[, x =ty + (1 —t)z, entrainex =y =z.

Autrement dit, si le point x € C n'est pas a l'intérieur d’'un segment de droite
contenu dans C alors x est un point extrémal .

12



1.1.1 Fonctions convexes
On associe pour la fonction F:IR" — R, les ensembles suivants
L'épigraphe de F :
epi(F):={(x,a) e R""xR:x€C,F(x) <a}
Domaine effectif de F :
dom(F):={x e R": f(x) < +oo}
Ensembles de niveau v € R de F:

S = {xeR": f(x)<wv} (infrieurlarge)
VUl {xeR": f(x)>v} (suprieurlarge)

Définition 1.1.4 Soit F est une fonction définit sur un ensemble C fermé de
IR" on dit que F est inf-compact si pour tout v € R ses ensembles de niveau
inférieurs S, (F) est compact .

Définition 1.1.5 une fonction F est dite propre si pour tout x € R"
dom(F) #0 et F(x)>—o0

Définition 1.1.6 on dit qu’une fonction F définie sur un ensemble convexe C
de R" est:
— Convexe si et seulement si

Vx,yeC, Vte[0,1], F(tx+(1—t)y) <tF(x)+(1—t)F(p).
— Strictement convexe si et seulement si
Vx,yeC, Vte]0,1[ avecx =y, F(tx+(1—1t)y) <tF(x)+(1—-1t)F(p).
— Fortement convexe s’il existe a >0 tel que

(44
——t

Vx,peC, Vte[0,1], F(tx+(1-t)y) < tF(x)+(1-t)F(p) > (1-t) || x=p ||*.

Forte convexité < stricte convexité < convexiteé .

— Concave si (—F) est convexe sur C.

13



Figure 2 : ( Figure illustre la différence entre la fonction convexe et non
convexe)

Théoreme 1.1.2 si F est une fonction deux fois continument différentiable
alors les condition ci-dessous sont équivalent :

— F est convexe .

—- VxeC,VyeC F(y)-F(x)>|VE(x)|" (v -x).

— V¥x €C, V2F(x) la hessien est une matrice semi définie positive.

Propriété

Soit F une fonction définie sur un ensemble convexe C Cc IR", F est
convexe si et seulement si son épigraphe est convexe.

Exemple 1.2 1) La fonction de Leontiev U ,(vy,....,v(n)) = max;_, (a;v;)
est convexe pour tout aq,.....,a, des réels positifs.

2) La fonction f(x) = x[1) + X[] + ... + X[, désigne la somme de r-plus
grandes composantes de x € R" est convexe.

3) La fonction Hy : x € E — (Ax,x) oti A est un opérateur symétrique
est convexe, elle est strictement convexe si A est définie positif.

4) Toute norme || .|| est convexe (particuliérement la fonction | x|, x € R
est convexe car c’est une conséquence de l'inégalité triangulaire et I’ho-
mogénéité de la norme).

5) La fonction log barriére f:x — R}, tel que

+00 sinon.

f'x—{ -y " logx; six;>0

est convexe .

6) Les fonctions sous linéaire i,e Vx,y €C,Va >0

fxi+x2) < f(xq) + f(xp) et flax) = af(x)

est convexe .

14



7) La somme des fonctions convexes sont convexes .

8) Le sup et la multiplication par un scalaire positif de fonction convexe
aussi convexe .

Définition 1.1.7 Soit C une partie convexe non borné et soit x € C, on dit
qu’une fonction F est coercive sur C si

Définition 1.1.8 Soit F est une fonction définit sur C fermé de RR", on dit
que F est inf-compact si pour tout v € R ses ensembles de niveau inférieurs
S,(F) sont compact .

Lemme 1.1.1 F est inf-compacte si et seulement si limy| ;o F(x) = +00

Deéfinition 1.1.9 Soit C un convexe fermé dont I'intérieur est non vide,on dit
qu’une fonction F :intC — IR est une fonction barriere si :
— F(x) est strictement convexe .
— F(x) est fini lorsque x appartient a 'intérieur relatif du domaine réali-
sable .
— F(x) tend vers +oo lorsque x tend vers la frontiére du domaine réalisable

Exemple 1.3 On prend 'ensemble convexe C ={x e R" | fi(x)<0,i=1,...,m}
avec f; sont convexe car C est convexe

il possible de trouver une fonction barriere approprie, en utilisant la fonc-
tion barriére logarithmique

F:intC — R, F(x)= Zln(—fi(x))

i=1

Exemple 1.4 La fonction barriére n'est pas toujours facile a trouver, en effet
si C=R", fi(x) =—x* alors la fonction F(x) = —Inx* = —xInx n’est pas une
fonction barriére pour C.

Définition 1.1.10 On définit la fonction barriére logarithmique F(.) sur le
cone du second ordre K}, par

F(v) = -y " Indet(v;) siv; €intK],
| 4o ailleurs.

Remarque 1.1.1 L'utilité de la fonction barriére est d’empécher les itérés de
sortir de I'ensemble C.
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1.1.2 Les Cones

Définition 1.1.11 Soient xy,....,x,, € R" et Ayq,...., A, € R, la combinaison
positive des points Xi,....,X,, est:

m
X = Z/\]X]
j=1

généralement on dit que x € R" est une combinaison positive de point d'un
sous ensemble S CIR", s’il existe un nombre fini de points de S tel que x est
une combinaison positive .

Définition 1.1.12 On appelle I'enveloppe conique du S C R" l'ensemble de
toutes les combinaisons positives de points de S et on la note par cone(S).
Uenveloppe conique est un cone convexe.

Définition 1.1.13 Un polyédre dans R" est un ensemble de la forme P =
{xeR" | Ax=b} o1t AcR™", beR".

Deéfinition 1.1.14 on dit que l'ensemble K est un cone si YA >0, A C K.

Définition 1.1.15 Soit K € R" un sous ensemble non vide on dit que K est
un cone convexe . si est seulement si

VYa,peR,, Yu,ve kK, au+pvek
. Autrement dit il est stable par rapport aux combinaisons linéaires positives.

Remarque 1.1.2 l'utilité des cones convexes est de jouer un role important
dans la structure des convexes .

Définition 1.1.16 Soit K un sous ensemble de R" et soit x € K on appelle
cone tangente a K on x et on la note Ty (x) l'ensemble des vecteur w de R"
pour lequel il existe une suite de vecteurs wyg € R" et une suite réels ag >0
tels que

- CYK—)0+ et wg — .

- VIC, X+ agwg € K.

Corollaire 1.1.1 Le cone tangent est bien un cone c’est-da-dire
Vw e Tie(x), YA >0, dAw € Tic(x).

Remarque 1.1.3 Le cone tangent est un ensemble fermé .
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Définition 1.1.17 Soit K un sous ensemble convexe et fermé de IR" on ap-
pelle le cone de récession de K I'ensemble rec(K) tel que :

rec(K):={y e R"|VYxeK, VA >0, x+ Ay € K}.

Lemme 1.1.2 un cone de récession rec(K) est un cone convexe fermé de R"
si on a I'égalité

rec(K):={yeR"|Ixek, VA >0, x+ Ay e K}
de plus K est borné si et seulement si rec(K) est réduit a zéro .
Définition 1.1.18 On définit le cone dual de I'ensemble K € R" par
K*:={z| xTz>0, Vx e K}
KC* est un cone convexe fermé .

Définition 1.1.19 On dit qu’un cone est finiment engendré dans IR™ si elle
forme un enveloppe conique d’un nombre fini de points de R" .

Corollaire 1.1.2 Les cones finiment engendré de R" est fermé .

Deéfinition 1.1.20 Le cone simplicial dans R" est I'enveloppe conique d’un
point linéairement indépendants et fini de R" .

Définition 1.1.21 Le cone polyédrique de R" est 'ensemble K := {x € R" | Ax < 0}
avec A € R™" .

1.1.3 Programmation mathématique

Dans cette partie nous nous intéressons a donner quelques définitions
fondamentales et d’unicité de la solution optimale ainsi que les condition
d’optimalité.

Considérons le programme mathématique (PM) suivant :

min £ (x)
gi(x)<0, i=1,...r
hi(x)=0, j=1,....,p

xeJ

(PM)

ou J est une partie de R”
La fonction f : J — R est la fonction objective du probleme.
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Les fonction g; : J — R sont les contraintes d’inégalités du probleme.

Les fonction h;:J — R sont les contraintes d’égalités du probleme.

Soit I’ensemble des solutions admissibles M tel que :

On dit que le vecteur x est une solution réalisable de (PM) si x € M.L'ensemble
de ces solutions réalisables forme le domaine réalisable de (PM) c-a-d :

D =domf N;_, domg; ﬂle domh;NJ.

Une solution réalisable x* € M est dite optimale de (PM),si elle minimise
la fonction f sur M ot M est I'ensemble de toutes les solutions réali-
sables.

Définition 1.1.22 (Minimum local) On dit que la fonction f:J € R" - R
admet un minimum local x* € J s’il existe r >0 tel que :

VxeB(x'e)CJ, f(x)>f(x"), ou B((x"e)={xeJ,||x—x"||<e}.

Définition 1.1.23 (Minimum global) On dit que la fonction f :J € R" —
R admet un minimum global (solution optimale global) x* € J si

Vxed, f(x) = f(x)

Remarque 1.1.4 La recherche du maximum de la fonction f se rameéne a la
minimisation du probléme —f.

Classification des problemes de programmation mathématique

Un programme mathématique (PM) est classifie a partir des propriété
fondamentales a savoir :la linéarité du fonction du probleme,la convexité
et la différentiabilité.En effet :

- (PM) est un probléeme linéaire si la fonction f est linéaire et les fonc-
tion g;, hj sont affines.

- (PM) est un probleme convexe si les fonction f,g; sont convexes et
h; sont affines.

- (PM) est un probleme différentiable si les fonction f,g; et h; sont
différentiables.

18



Qualification des contraintes

On distingue les cas suivants pour que la qualification des contraintes
pour tout x* € M est satisfaite

- Toutes les contraintes sont affines (les contraintes qualifie en tout
point réalisable).

- Les gradients des contraintes saturées en x* sont libres.

- M est convexe et int(M) = 0.

Résultats d’existance et d’unicité de la solution optimale du (PM)

Théoreme 1.1.3 (Weistrass) Soit f une fonction continue sur J C R" com-
pact (fermé et borné) alors (PM) admet au moins une solution optimale (global)

x*eJ.

Corollaire 1.1.3 Si f est une fonction continue et coercive sur un ensemble
J fermé alors le probléeme (PM) admet au moins une solution optimale x* € J.

Corollaire 1.1.4 si la fonction f est inf-compacte,alors le probléme (PM) ad-
met une solution optimale globale

Théoreme 1.1.4 Soit J est un ensemble convexe de R" et soit f est une
fonction strictement convexe sur J, alors le probléme (PM) admet au plus une
solution optimale.

Condition d’optimalite

Définition 1.1.24 Le lagrangien associe au probléme (PM) est définit par
Lx, A p) = f(x)+ Y01 Aigi(x) + zﬁ.’zl pihi(x) oii A; €RY, p; € R

Théoreme 1.1.5 (Karush-Kuhn-Tucker (KKT)) Soit x* € ] est un minimum
local du probléme (PM) est soit f : IR" — IR est une fonction différentiable sur
J alors il existe des vecteurs (appelé multiplicateur de lagrange) A € R!, p €
RP tel que

VX + Y A vV gi(x')+ Z?:l piVhi(x*)=0 (conditiond’optimalit)

Aigi(x)=0, i=1,..,r (condition de complementarit)
hj(x*) =0, j=1,....,p
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Remarque 1.1.5 Si le probleme (PM) est convexe ,les conditions d’optimalité
(KKT) sont a la fois nécessaires et suffisantes afin que x* soit un minimum
global.

Dans le cas o’u les contraintes ne sont pas qualifier en x*, les condition de
(KKT) ne s’applique pas, alors x* peut étre un optimale sans vérifier ces condi-
tion .
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Chapitre 2

La programmation conique et
quelques meéthode pour la
resoudre

D’abord nous allons intéresser a un genre de probléme dont I’ensemble
des contraintes C est un cone convexe fermé et pointé dont l'intérieur est
non vide . Cette structure particuliere des problémes est appelées la pro-
grammation conique.

Beaucoup de probleme pratique peuvent étre modélisés sous cette forme
aussi on peut prouver qu’'un probléme convexe est équivalent a un pro-
bleme de programmation conique , il existe trois types de cone dont nous
aurai parler plus tot , notre étude est basé sur la programmation conique
du second ordre , pour ces cone on peut construire une fonction barriere
self-concordante et établir un algorithme primal-dual de suivi de chemin
avec une telle complexité , a I’aide de ses fonctions barriére ayant des pro-
priétés intéressantes on peut définir une trajectoire centrale et d’établir
des méthodes de suivi de chemin central afin de calculer les solution op-
timales.

Ces méthode seront efficaces non seulement dans la théorie de complexité
mais aussi pour résoudre des probléemes pratique . L'un des principaux
avantages de la programmation conique est la richesse de sa théorie de
dualité.

21



2.1 Classification des problemes d’optimisation
conique

un probleme d’optimisation conique est un probleme de la forme sui-
vante :

min{c'x+d:Ax-beK).
X

ou, x€R", Aestmxn, beR", ceR", d e R, et LCR™ est un codne
convexe a intérieur non vide , et I'application x — Ax —b est de R" dans
K cR™

La formulation conique est la formulation universelle de la program-
mation convexe . Parmi les atouts de cette formulation particuliére , on
peut noter son pouvoir unificateur . Elle englobe une vaste éventail de
problémes d’optimisation convexe a travers trois types de cones distincts :

— Le produit directes quadrants non positifs K = R : ces cone donnent

naissance aux problemes d’optimisation linéaire

min{ch+ d: a;‘r -b; 20 ,i=1,...,m}.
X

— Le produit directe des cones de lorentz LF = {x e R* : x> | [X{+ o+ xi_l} :ces

cones engendrent des défis aux probléemes d’optimisation quadra-
tique , la forme mathématique de ces fameux programmes est don-
née comme suit :

min{cTx+d || Aix—b; |,<c] —d; ,i=1,...,m).

X
icila i contrainte dite inégalité conique quadratique . I C K ex-
prime que 'application affine x — [A;x; CZT] —[b;;d;] est de R" dans
un céone L' de dimension appropriée , tandis que le systéme de

toutes les contraintes signifie que l'application affine x - [[A;x; clT] ;e
[[bi;d;];....;[by; d,n]] est de R™ dans L1 x....x L™

— le produit direct de cone semi-définies S¥ : il représente le cone des
matrices semi-définies positives K x K, il est contenu dans l’espace
Sk des matrices symétrique K x K . Sk considérée comme 'espace
euclidien muni du produit de frobenius interne < A, B >= trace(AB).
La famille des cones semi-définie donne naissance aux problemes
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d’optimisation semi-définie qui ont la forme suivante :

ce qui signifie que l'application affine x — A; - B; =

min{c'x+d:A;—B; >0, i
X

=1,..,m}.

]

n i

i

est de R” dans S¥' telle que A"/ et B; sont des matrices symétrique
de dimension K; xK;.
La contrainte Z?:o x;A"” — B; = 0 est appelée LMA (Linear Matrix

Inequality).

Remarque 2.1.1 :Notons que les trois type de cone au dessus admettent la
propriété que le produit direct de cone appartenant a I’'un des trois types est un
cone de méme type , Cela provient de la richesse d’un cone, une caractéristique
présente dans ces trois types de cones . C’est cette particularité qui justifier la
classification précédente qui basée sur la représentation de sous produit directs
de cone de I'ensemble des contraintes.

Récapitulation
] Type de cone H R ck \ Sk ‘
1
Dimension m m m(mz+ )
L’identité I=(1,..,1)T (1,0)T I,
X1 Y1 X1¥1 .
.. . . _ . a c\ [ ac+y d _ XY+YX
Multiplication ‘ = ' ( b )( J )— ( ey +ad ) XeY =55+
Rang m 2 m
Déterminant X det( Z =a’—||b|? detX
Valeur propre X; at|lb ||2 Ai(X)
T
1 a
I L HT 4 = X!
nverse (x] Xy) ( b 20 R\ -b

Les idempotents
primitifs

les vecteurs de base e;

ST b=1

‘ xxT,||x||=1 ‘

(Tableau 1)

Quelques exemples sur la programmation conique du second ordre
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Exemple 2.1 Soit le probleme impliquant un maximum de norme suivant :

min Zle t;
Sc ” Aix+b1- ||< t, i= 1,....,p

Exemple 2.2 considérons les problémes robustes d’optimisation convexe dans
lesquelles il y a une incertitude sur les données on peut utiliser la programma-
tion conique du second ordre pour résoudre ce type de probléme

premiérement on considere le probleme de programmation linéaire suivant

{ min cT x

Sc aiTx <b,i=1,..,m

ainsi sont probléeme robuste est donné par

min cTx

T .
Sc a;x< b;,Va;ee;,i=1,...,m

(PLR) = {

aussi la contrainte peut étres également s’exprimer comme
max{al xtqa; € &;} = al x+ || Px|< b;
i q 1 1) — % 1 X Vg

ou P; est une matrice symétrique semi-définie positive,ce qui est une contrainte
sur le cone du second ordre.

Alors le probléme de programmation linéaire robuste peut alors étre exprimé
comme un probléme de programmation conique du second ordre

min ¢Tx
Sc ﬁiTx”L | Px|l<b;ji=1,..,m

2.1.1 Les principaux aspects de ’algebre de Jordan et ses
propriétes fondamentales.

Définition de la norme

eme

soit x € R" et p > 1 est un nombre réel ,la p norme de x est

donnée par :
n

Ixl=()_ 1z 1Py

i=1
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Prenez en considération que pour p =1 on obtientlanorme 1. Lorsquep =
2 on obtient la norme euclidienne , et lorsque p approche de l'infini la
p®™ norme approche également vers I'infini ce qui est défini par

[l % [loo=max{l xy |,[ 22 [,.... [ x5 [}.

Pour chaque vecteur x € R” dont la premiere entrée est indicée par 0, on
note par X le sous-vecteur constitué des entrées de 1, jusqu’a n—1 donc

x =(x0, &) T e RxR" ! .

On note par £" I'espace vectoriel réel de n'®" dimension R x R"! dont
les vecteurs x sont indexés a partir de 0.

Maintenant , on définit la matrice associée a chaque vecteur x € £" et
p€[1,00] par:

1 oT
Jp(x) = 0 || x II,%
%115 1,1

Soit I un cone dans R", on note par intKC l'intérieur de K et par Fr(K)
la frontiere du K.
On définit le cone d’ordre p de dimension n comme suit

Py ={xe&":xg 2| % |,}.

On écrit par x >, 0 tout x € P, et par x >, 0 tout x € intP, i,e,(xo >[[ x|l,)
et nous ecrivons x >, Y or y <, x pour signifier que x—y >, 0 et x>,y
ou bien y <, x pour signifier que x -y >, 0.

Définition 2.1.1 un cone est dit fermer si est seulement s’il est fermé par rap-
port a la prise de limites .

Définition 2.1.2 un cone est dit solide si est seulement s’il a un intérieur non
vide .

Définition 2.1.3 un cone est dit pointé si est seulement s’il ne contient pas
deux vecteurs opposés non nuls(donc l'origine est un point extréme).

Définition 2.1.4 un cone est dit régulier si est seulement si c’est un cone
fermé, convexe, pointu, plein. Clairement, le cone d’ordre p est régulier .

Maintenant soit v un espace vectoriel euclidien de dimension finie sur R
avec le produit scalaire “(.,.)”.
On note par K* le cone dual d’un cone régulier K C v est on définit par

K'={yev:{(xv)>0Vxek}
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Définition 2.1.5 un cone K est dit auto-dual si est seulement s’il coincide
avec son cone dual K*, i.e, K =K".

Nous entendons par GL(n,R) le groupe linéaire général de degré n sur
R (c-a-d I'ensemble des matrices inversibles n x n avec des entrées de R
ainsi que 'opération de multiplication matricielle ordinaire ) .

Pour un cone régulier £ C v on note par Aut(K) l"automorphisme
groupe de K, i.e Aut(K)={T € GL(n,R): T(K) = K}.

Définition 2.1.6 Soit v un espace euclidien réel de dimension finie,Un cone
régulier K C v est dit homogéne si est seulement si pour tout u,v € intkC, il
existe une application linéaire inversible F : v — v telle que :

— F(K) =K, i.e, Festun automorphisme de K

- Fu)=v

Définition 2.1.7 Un cone régulier K est dit symétrique si est seulement s’il
est a la fois auto-dual et homogene.

Soit J un espace vectoriel de dimension fini sur R L'espace vectoriel J
est appelé une algebre sur R si est seulement s’il existe une application
bilinéaire o: 7 xJ — J .

Soit x un élément d’une algébre 7 , alors pour tout 1 > 2 on définit x")
récursivement par x(") = x o x("~1)

Définition 2.1.8 Soit J est une R algébre de dimension finie avec le produit
bilinéaire o: J x J — J alors (J,o) est appelée une algebre de Jordan si est
seulement si pour tout x,y€ J ona:

— xoy =yox (commutativité)

— xo(x?0y)=x%0(xo0y) (I'axiome de Jordan)

Cependant, si l’algebre (J,0) n'est pas commutative, alors on peut rem-

«o_» US4

placer son opération binaire “o” par sa version commutative “5” ou

X5y = M pour tout x,p €™ .

Remarque 2.1.2 — Le produit x oy entre deux éléments x et y de l'al-
gébre de Jordan (J,o) est appelée la multiplication de Jordan entre x et
V.

— Une algébre de Jordan (J,o) a un élément d’identité si est seulement s’il
existe un élément (nécessairement unique) e € J telle que xoe = eox = x
pour tous x € J .
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— Une algébre de Jordan (J,o) n'est pas nécessairement associative c’est-
a-dire, xo(y oz) = (xoy)oz. Il est possible que cela ne s’applique pas
de maniere générale, mais il s'agit plutot du pouvoir d’association i.e,
x" o x™ = x"" pour tout entier n,m > 1.

Exemple 2.3 On peut vérifier que 'espace E" avec la multiplication de Jor-

dan
Xy )
xoy_ 90:_{

forme une algébre de Jordan avec le vecteur identité

[}

Définition 2.1.9 Une algébre de Jordan J est appelée euclidienne si est seule-
ment s’il existe un produit scalaire (.,.) sur J telle que pour tout x,y,z€ J
ona:

— (x,x)>0, Yx =0 (définie positive).

— {x,v) =(v,x) (symétrique).

— {x,yoz)={(x0Yy,2z) (associative).

XOy:(

Autrement dit , J admet une forme quadratique définie positive , symé-
trique , qui est également associative.

Exemple 2.4 Il est facile de vérifier que l'espace £ avec la multiplication de
Jordan o définie au dessus , est une algébre euclidienne de Jordan sous le pro-
duit scalaire standard.

Définition 2.1.10 On dit que deux élément x et y sont des opérateurs com-
mute si est seulement si pour tout z€ J ona: xo(yoz)=yo(xoz).

Nous définissons maintenant le cone de carrés d’'une algebre eucli-
dienne de Jordan

Deéfinition 2.1.11 soit J est une algébre euclidienne de Jordan alors son cone
de carrés est 'ensemble J; = {x*:x € J}.

Exemple 2.5 Le cone de carrés de (E",0), avec o défini en exemple (2.3), est
le cone du second ordre Q" .

Notons que
Q" = {x = (x0; %) € R" : xo 2| x |[}.

Le résultat fondamental suivant donne une correspondance entre les al-
gebres euclidiennes de Jordan et les cones symétriques .
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Théoreme 2.1.1 (La caractérisation algébrique de Jordan des cones sy-
métriques) Un cone régulier IC est symétrique si est seulement si K = K 7
pour une algebre euclidienne de Jordan J .

La décomposition spectrale
On définit la décomposition spectrale de x € J comme la décomposi-
tion de x en vecteurs propres (c;(x),c,(x)) avec ses valeurs propres (A;(x), 1,(x))

telle que x = Aq(x)cqy(x) + Ax(x)ca(x).

Les vecteurs propres c¢; et ¢, satisfait les propriétés suivante :

— 100 =0
2 _ 2 _
—C+Ccr=e¢e

Autrement dit une paire {cj,c,} est un référentiel de Jordan si elle sa-
tisfait les propriétés ci-dessus .

Les éléments x et y sont décomposés simultanément s’ils partagent un
référentiel de Jordan c’est-a-dire x = Ayc; + Ayc; et = wycq + wycp pour
un référentiel de Jordan {c,c,} .

Exemple 2.6 La décomposition spectrale de x € £" associée au cone du second
ordre est obtenue comme suit

1 L N
x = (xo+ ||x||)(§)[ X ]+(xo—||f||)(—>[ —*

|

=1 ) —— 2 x|
M) —— A(x) ——
) (x) &5(x)

I1 est possible d’étendre la définition de toute fonction continue a valeurs
réelles f(.) aux éléments des algebres de Jordan en utilisant leurs valeurs
propres comme suit :

Nous intéressons particuliérement aux éléments suivant :

— L’inverse de x est donnée par :
x 1= /\Ilcl + e + Alzlck, pour tout A; #0 si A; =0 alors l'inverse
est indéfini .

— Laracine carrée de X est définie comme suit :

1 3 3 . . L.
X2 = A7Cp + e, + /\,f ck, pour tout A; >0 sinon la racine carrée in-
défini .
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1

1 . o .
Notons que (x2)?> =x, si x ox =e alors x est dite inversible et son

inverse est x7!

Soit x € J on dit que x est semi-défini positive si toutes ses valeurs
propres sont non négatives est on la note par x > 0. De méme, elle est
défini positif si toutes ses valeurs propres sont positives x > 0 .

En d’autres termes , un élément est semi-défini positif si et seulement
s’il réside dans le cone des carrés , et définie positive si et seulement s’il
appartient a I'intérieur du cone de carrés.

Nous pouvons également définir divers norme sur J comme des fonc-
tions de valeurs propres de la méme maniere de définir des normes uni-
tairement invariantes sur des matrices carrées

1
| xllp= (Z‘/L-z)2 =tr(x?), |l x|la=max|A;]|.

Remarque 2.1.3 — pour chaque x € J , soit r le plus petit entier tel que
ensemble {e,x,x?,....,x"} soit linéairement indépendant , alors r est le
degré de x que I'on note deg(x), par ailleurs le rangde J , rg(J) est le
plus grand deg(x) de plusieurs nombres x € J.

— un élément x est dit régulier si son degré est égale au rang de l’algébre de
Jordan
— Observez que || e ||[p= .
Exemple 2.7 (inverse, racine carrée,et la norme sur &,/ )
Soit x = Aycy + Aycy avec {cy,c,} son référentiel de Jordan ,alors :
-1

- X =—C +—0C»y.
A Ay

x% = \//\16'1 + \//\2C2.

Ix12= A2+ A2 =252 + 2 % [P=2 | x |
| x |lo= max{Ay, A2} =[xq | + || X |I.
<x,y>=Tr(xoy)= ZxTy.

Nous introduisons maintenant trois majeur cartes , qui jouent un role fon-
damental dans I’élaboration des méthodes de points intérieurs pour l'op-
timisation conique.

Définition 2.1.12 Soient x et y des éléments d'une algébre de Jordan J
alors
1. La carte linéaire L(x) : J — J est définie par L(x)y := xoyp ( de
maniére équivalente , est défini par xoy = (L(x)y + L(y)x)/2) pour tout
veJ.
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2. Lopérateur quadratique Q(x,z): J xJ — J est défini par
Q(x,z) = L(x)L(z) + L(z)L(x) — L(x 0 2)

3. La représentation quadratique de x, Q(x): J — J qui définie par
Q(x) = 2L(x) - L(x*) = Q(x,x)

Remarque 2.1.4 Noter que
Lix)e=x et L(x)x=x> aussi L(e)=Q(e)=1.

Exemple 2.8 A partir de l'exemple (2.5) la formule explicite de 'opérateur
L(.) pour l'algébre du cone de second ordre dans l'espace E" , peut étre immé-
diatement donnée par :

L(x) = Arw(x) = ( 3;0 ;ZOTI )

Ici, Arw(x) est la matrice associée au vecteur x € E",par conséquence l'opéra-
teur quadratique pour l'algébre du cone du second ordre est donné par :

Q(x,z) = Arw(x)Arw(z) + Arw(z)Arw(x) — Arw(x o 2).
B xTz (x02T + zgxT)
(xoZ+20%) (%27 +2%7)(xg2z9 — X1 2)1,_,
On peut aussi facilement vérifier que la représentation quadratique de I’algébre
du cone du second ordre est donné par :
Q(x) = 2Arw?(x) — Arw(x?).
(I 2xox”
T\ 2xpx  det(x)I +2(x)(x)T
= 2xxT —det(x)R.

)

Enfin puisque ” o” est bilinéaire et tr(x o y) est une forme quadratique
définie positive symétrique qui est associative, Tr(xo(yoz))=Tr((xoy)o
z). Ainsi, il devient possible de définir le produit scalaire de la maniere
suivante :

<x,y>=Tr(xoyp).

Notez que puisque le produit scalaire < x,y > est associatif , il s’ensuit
que L(x) est symétrique par rapporta (<, >), car <L(x)y,z>=<xo0y,z>
=<y, xo0z>=<y,L(x)z>.
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Remarque 2.1.5 Soit x = (x1;X2;.....;%;), V= (V1;V2;...;Yy) avec x;,y; € e =

xTyi=x{p+ 9+ +x] y,.

Arw(x) := Arw(x) D Arw(xy) ®.... ® Arw(x,).
- Q= Qy ®Qy, D ® Q.

— f(x) = (f(x1); f(x2)50ees f ()

e 1=l e 12+ 01 (2 ot [, 1.

— e:=(e,1;€,2; ... €yy) le vecteur identité de E.

2.1.2 Les propriétés algébrique des (SOCOs)

Dans cette sous section , nous avons besoin d’introduire quelques pro-
priétés algébrique du cone de second ordre K et son algebre euclidienne
de Jordan associée.

Pour tout vecteur x,s € R", l'opérateur bilinéaire o est donné par :
x05=(xT8;X15) 451 X900, X1 Sy + 51 X). (2.1.1)

Evidemment le produit de Jordan o est commutatif de plus (IR",0) est
une algebre de Jordan .

Pour chaque vecteur x € R" , nous associons une matrice en forme de
fleche (symétrique) L(x) comme suit :

T
. X1 X
L(x) ._( B ) (2.1.2)

ou Xp.,, = (X255 Xy,)
Propriétés

1) x € K siest seulement si L(x) est semi-définie positif.
2) x € K siest seulement si x =zoz pour certain z € R".
) xos=L(x)x=sox.

) VxeR", eox=x ou e=(1,0,....,0).

) x e K, alors L(x)e=x"! (c’est-a-dire : x o L™!(x)e = 0).

Remarque 2.1.6 — La premiere proprzete montre que x — L(x) offre un
prolongement naturel de K dans le cone des matrices de tazlle nxn Semi
définie positive.
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— La deuxiéme propriétés implique que K est I'ensemble des carres de I’al-
gébre de Jordan.

— Dans 4) : e désigne I'élément unitaire de 'algébre de Jordan.

— De 5) on voit que x~! est l'inverse de x dans cette algébre.

Notons par A, Ain les valeurs propres maximales est minimales de
L(x) qui donnés par

Amax = X1+ [ x20 [l 5 Apin 1= 21— [ X220 | (2.1.3)
il s’ensuit que
xekLo ;=20 , xeK,io A,,(x)>0. (2.1.4)

Définition 2.1.13 Soit x € R”, la décomposition spectrale de x associée au
cone du second ordre K est donnée par

X = Apax(%)z1 + Apin(%)25. (2.1.5)
ol
1 X2:n T 1 —X2n \T
zl':_(’ - ’ 22::_(; . )
27l xpun I 27 x|l
par convention
—X2:n .
=0 si x5,=0.
Il X |l "

il est facile de vérifie que

21'2 =z; pour 1i=1.2, zj+zy=e et zj0zy,=0.
Lemme 2.1.1 Soit x,s € R" alors

/\min(x) + /\min(s) < /\min(x + 5) < /\max(x + 5) < /\max(x) + /\max(s)-
Preuve 2.1.1 en utilisant I'inégalité triangulaire on obtient
/\min(x"'s) =Xpts— ” (x+5)2:n ”2 X1t81— ” X2:n ” - ” 52:n ”: /\min(x)"'/\min(s)'
et
/\max(x"'s) =Xp+Ssy+ ” (x+5)2:n ”S Xptsit+ ” X2:n ” + ” 52 ”: /\max(x)+/\max(5)'

d’on le résultat
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Lemme 2.1.2 Soit x € R" alors
X = Amin(x)e =0 et Ayae(x)e—x = Og.

Preuve 2.1.2 D’apres la définition ( 2.1.13) et (4) et le fait que z; +z, = e

x_/\min(x)e = (/\max(x)zl+/\min(x)22)_/\min(x)(zl+Z2) = (/\max(x)_/\min(x))zl-

aussi
Amax(X)e=X = Apuax (X)(21+22) = (Aax (X)21 + Apin(%)22) = (Aax (%) = Amin(X))22.
Corollaire 2.1.1 Soit x € R" et || x||[p< 1 alors
e—x > 0g.
Lemme 2.1.3 Soit x € R" alors
[ Amin() IS V22N et | Apan(®) [ V2l x
Preuve 2.1.3 par la définition de A,,;,(x) et A, (x) nous avons

2
+/\min

Max =2 x|l
ce qui complete la preuve

Lemme 2.1.4
/\min(x+ 5) > /\min(x) -V ” ”

Définition 2.1.14 La trace et le déterminant de x € R" associe a K sont
définis par

Tr(x):= Apax (%) + Apin(x) = 2x7. (2.1.6)
det(x) := Apyax (%) Ain(x) = x%_ Il 2.0 ”2 . (2.1.7)
Lemme 2.1.5 Pour tout x,s € R" ona
Tr(xos)=2x's , Tr(xox)=2]x|>?. (2.1.8)
il est facile de vérifier que

Tr((xos)ot)=Tr(xo(sot)).
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Lemme 2.1.6 (lemme 6.2.3 dans [26]) Soit x,s € R" alors
Amin(x)/\min(s)"'/\min(x)/\max(s) < TT(XOS) < /\max(x)/lmax(s)'i'/\min(x)/\min(s)-

et
det(x os) < det(x)det(s).

La derniére inégalité devient égalité si et seulement si les vecteurs x,., et s.,
sont linéairement dépendants

Corollaire 2.1.2 (corollaire 2.4 Dans [64]) Soit x € R" et s € K alors
Anin(X)Tr(s) S Tr(xos) < A, (x)Tr(s).

Preuve 2.1.4 comme s € K alors A,,;,,(s) >0 donc A,,,.(s) >0
le lemme précédent implique que

/\min(x)(/\mux(s) + /\min(s)) < TT(X © 5) < /\max(x)(/\max(s) + /\min(s))-

et comme Tr(s) = Ayax(S) + Apin(s)
ce qui acheve la preuve

Définition 2.1.15 Pour tout x e R" ona
P(x):= 2L(x)* — L(x?).

par conséquent

p| 15 2ma,
2X1X2.p det(x)l+2x1x2Tm

L'importance de la décomposition spectrale est qu’elle nous permet
d’étendre toute fonction continue a valeurs réelles a l'algebre des cones
du second ordre.

La fonction barriere induite par la fonction noyau

Supposons maintenant que ¥ : R,, — IR, est une fonction réelles et
différentiable sur ]0,+oo[ telle que ¢ (t) >0, V¢ > 0.

Définition 2.1.16 (Définition 2.3 dans [25]) Soit x € R" avec la décompo-
sition spectrale définie dans (2.1.5) .La fonction vectorielle (x) est définie

par
ll)(x) = z1b(/\rm1x(x))zl + lab(/\min(x))ZZ- (2.1.9)
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De plus en remplagant (A, (x)) et P(Ayin(x)) dans (2.1.9) par #)'(Amax(x))
et 1 (Apin(x)) respectivement, on peut conclure que la fonction a valeur vec-
torielle

P ()= P (a1 + (i () 22 (2.1.10)
Si (t) est deux fois différentiable alors
P ()= P Apax(0)21 + 9 (Apin(6)22. (2.1.11)

Lemme 2.1.7 Soit p: IR, =R, et x € K, alors (x) € K.

Preuve 2.1.5 On sait que z, et z, appartient a K et comme x € K, ses va-
leurs propres sont positives, donc P(A,,.,(x)) et W(A,,i,.(x)) sont non négative,
par conséquent P(x) € K.

Lemme 2.1.8 Soit z,2z, € K tel que || z1 ||=]| 25 ||= \/% et lezz =0.
si Xy.,, 2 0 alors
1
| p(x) 1= $\/¢(Amax(x))2 + P (Ain(x))%. (2.1.12)

L'expression(2.1.12) valable si x5., =0 car A, ;(x) = Apin(x) = x1
d’ou || ¢(x) l|=| Fb(xl) | et Qb(/\max(x))z + ¢(Amin(x )2 = 271D(x1)2-

On associe a chaque fonction noyau ¥(t) une fonction a valeur réelle
positive W(x) sur K, comme suit

W(x):=Tr(ip(x)) = 2(P(x)1 = P(Amax(x)) + P(Ain(x)),  x € K,.(2.1.13)
Notons que (i(x)); désigne la premiere coordonnée de (x).

Théoreme 2.1.2 (proposition 6.2.9 dans [63]) WV (x) est une fonction positive
strictement convexe par rapport d x € K, et s‘annule en son point minimal
global x = e =(1;0;.....;0), c’est -a-dire

Yx) =0 hx)=0o (x)=0=x=c (2.1.14)

Autrement dit ¢(t) > 0 pour tout >0 et A, (x) > A,in(x) >0 donc
W(x) >0 pour tout x € K,.

De plus ¢(t) =0 sietseulementsi t =1 donc W(x) =0 sietseulement
$i A (X) = Ain(x) =1 c’est-a-dire si et seulement si x =e.

Remarque 2.1.7 Lorsque x appartient a K, et tend vers la frontiére du K
alors la valeur de A,,;,(x) tend vers zéro ,et donc \V(x) tend vers l'infini,par
suite W (x) est une fonction pour le cone K.
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2.1.3 Le produit cartésien du cone

Avant de terminer cette partie nous représentons la maniere d’adapter
les définitions et les propriétés des sous-section précédentes au cas général
ou K le produit cartésien des cones du second ordre

Pour commencer on partitionne tout vecteur x € R"” selon la dimen-
sion des cones successifs K/, par suite on a:

x:(xl; ...... ;xN), s:(sl; ...... ;sN), (2.1.15)

ou x/,s/ e R avec n= ZZ'L nj
et on définit le produit direct de 1’algebre de Jordan comme

xos:(xlosl;xzosz; .............. ;xNosN). (2.1.16)
Notons par e/ ’élément unitaire du X/ alors
e:(el;ez; .......... ;eN). (2.1.17)
est I’élément unitaire du cone K, de plus Tr(e) = 2N.
Soit
L(x) = diag(L(x"); L(x*);eevrune. ;L(xN)). (2.1.18)
et

P(x) = diag(P(x'); P(x?); ... ;P(xM)). (2.1.19)

et P(w) = (P(w!); P(w?);uceuee.. ;P(wh)), cette matrice est symétrique défi-
nie positive, est P(w)s = x, c’est-a-dire un automorphisme de K.

aussi on a

Aax(x) = max{A,.(x/), 1<j<N) (2.1.20)

/\min(x) = min{/\min(xj)f 1< ] < N} (2.1.21)
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de plus

j=1 j=1
det(x) = [ [det(x) = | [ Amax(¥) Amin(x))
j=1 j=1

N N
FxlE= ) 1 1= ) Auax()? + din(x)2) = 211 17
j= j=1

La fonction i(x) del’algebre du cone du second ordre est définit comme
suit

N
Z max X] Zl+1zb( mzn(xj))ZZ)- (2-1-22)

j=1
Si (t) >0 et x € K alors I’équation (2.1.22) implique que P(x) e K

de maniere analogue

mux X] Zl + 4) ( mm(xj))ZZ)'

Mz

J=1
Les lemmes suivants seront utilisé dans ’analyse de 1’algorithme

Lemme 2.1.9 (lemme 2.6 Dans [33]) Pour tout x € IKC on a

x) < V2| x|l

Preuve 2.1.6 on sait que || x ||[p= V(x,x) = \/Tr(x?) = V2 || x || aussi par
(2.1.6)ona:

Tr(x)=2x <2 x|l= V2| x|
Lemme 2.1.10 (lemme 2.13 Dans [33]) Pour tout x,s € R" ona

2 2
I <l x|l -
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On termine cette partie en introduisant les dérivées par rapport au pa-
rametre réel t des fonction ((x(t), W(x(t)), ou x(t) = (x1(t),........ ,X,(t)) on
étend les concept usuels de dérivabilité,intégrabilité et continuité
Dénotant

on a alors
%(x(t) os(t)) = x (£) o s(t) +x(t) o5 (2). (2.1.23)
et
D rr(peten) = 225 L oy (o) (1) = Tr (et o ¥ (1)021.24)

2.2 Diverse méthodes pour résoudre un probleme
d’optimisation conique

2.2.1 Les méthodes de projection

Certaines des approches de résolution que nous aurons a implémenter
et a introduire dans cette these est la notion de projection. De nombreuses
études ont été proposées pour arriver aux différents types de méthodes de
projection , on peut citer les travaux récents de Bregman , Censor , Reich
et Zepkowitz-Malachi . Afin de construire itérativement la projection de
tout point sur I'intersection d’ensembles convexes fermés non vides , on
distingue deux types de méthodes : les travaux de Bauschke et Combettes
qui s’intéressent aux méthodes de projections paralléles relaxées et les mé-
thodes de projections alternées dit a Boyle et Dykstra . Nous allons procé-
der a l'introduction des méthodes de projection alternée qui permettent
de construire itérativement le point de I'intersection le plus proche d’un
point initial donné . Cette approche a été présentée par Dykstra en 1983
dans le cas particulier ou les convexes sont des cones et ou l’on est en di-
mension finie , en 1986 Boyle a repris le probleme dans le cas des convexes
quelconques puis par Bauschke et Borwein qui ont expliqué leurs pro-
priétés de convergence , ensuite Glunt , Al et Escalante ont étendu cet
algorithme a un autre type de probleme de projection,en 1988 Han a dé-
couvert un contexte de dualisation d'un probleme d’optimisation on lui a
donné le nom de méthode des projections successives , En 1994, Borwein
et Bauschke ont présenté une étude de cette méthode de projections alter-
nées dans le cas de deux convexes.
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Position du probleme

Soit le probleme conique suivant :

T

min,c' x
(P)d Ax=1b (2.2.1)
xek
et son dual
maxbTy
(D)y ATy+s=c (2.2.2)

sek

Le probleme de projection conique

L'un des domaines de recherche les plus actifs qui a été introduit est
la programmation conique linéaire qui stimule par de nombreuses mé-
thodes développées et des applications efficaces Notre étude s’intéresse a
la projection d’un point C qui appartient a I’espace R” menu du produit
scalaire standard sur I'intersection XN.A ot K est un cone convexe fermé
dans R" avec intK = ( (de plein dimension dans R" )et A est un sous
espace affine (un polyedre convexe)définie par les égalités affines

A:={Ax=b, xe K}. (2.2.3)

Le fait que A soit définie par des égalités alors on s’assure que notre pro-
bleme et plus proche des problemes de projection qui se présente en pra-
tique, par conséquent ’expression explicite de la projection de x est :

Proja(x):=x—AT[AAT](Ax - D). (2.2.4)

L’idée de base de cette approche est de calculer un point réalisable par la
projection sur I'intersection KXN.A alors le probleme de projection est sou-
mis a des contraintes affines et des contraintes conique afin de minimiser
la norme (au carré) de sorte qu’il ait une formulation analytique évidente
en tant que probleme de moindres carrés :

.1
min, = || x—c|]
*2

Ax = b (2.2.5)
xelC
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ou ¢ € R" est le point a projeter .

Généralement on peut facilement projeter sur le sous espace affine A ou
sur le cone K, la difficulté réside dans la projection sur I'intersection KN.A
(car elle pose deux contraintes I’'une est affine et I’autre conique),de nom-
breuse méthodes numérique ont été proposée pour faciliter la tache .
Derriére le terme projections coniques découlent cinque différents types
de méthodes :

La méthode du point intérieur .

La méthode de projection alternée .

La méthode de direction alternative.

Les méthodes basées sur 'utilisation de la programmation conique
linéaire.

— Les méthodes dual.
1) La méthode du point intérieur

Puisque le probleme (2.2.3) est convexe , on peut le résoudre a l’aide
des méthodes de point intérieur la premiere méthode a été propo-
ser dans [40] pour un type de probléeme de matrice de corrélation
ensuite [47] pour les SDPs quadratiques général , notre probleme
(2.2.5) peuvent etre attaquer en utilisant des machinerie de point
intérieur [71], supposons maintenant que le cone K et son polaire
sont équipés de barriere i,e :

K°:={seR":sTx <0, pourtoutxek)
et introduisons les conditions d’optimalité perturbée de (2.2.5)
fekNAc-%)T(x-%)<0, pourtoutxekKnA.

L'approche repose sur la résolution de ces conditions mieux que les
conditions principales du probléme , alors pour rendre les contraintes
d’optimalité plus concretes formulons les contraintes affines en uti-
lisant A € Rt et A; € R comme

min || x —c ||

AEX = bE: AIX < b[ (226)
xek

40



Sous une hypothése de non-dégénérescence , les conditions (2.2.6)
produisent le systeme de complémentarité suivant :

x—c+y+A£+AITz:0

AEX: bE, 1% ElRmE

AIXS bIl ZEIRTI, ZT(AIX—bI) =0
xekK, ue kO pTx=0

En d’autre termes , I'approche des point intérieurs est basée sur la
perturbation des équations complémentaires ci- dessus et le main-
tien des autres equation satisfaite .

2) La méthode de projection alternée

I'idée de base de cette approche intuitive est de projeter le point ini-
tiale sur le premier ensemble A ensuite a projeter le nouveau point
sur le deuxieme ensemble X puis en projetant a nouveau le nouveau
point sur le premier (A) est continuer 'opération alternativement
Autrement dit il consiste a répéter

xk+1 = Pro]IC(yk) 2 2 7
{ Vis1 = Proja(xi.1) (22.7)

On distingue deux phases différentes pour la convergence de 1’algo-

rithme

— La premiére phase : si 'intersection KN .A est réguliere alors l’al-
gorithme converge linéairement vers un point de l'intersection ,
de plus nous pouvons estimer la vitesse de convergence (pour le
cas convexe voir [19], et pour le cas général voir le résultat de [2])

— La deuxieme phase consiste a ajouter une étape de correction pour
chaque itération de (2.2.7) appelée correction de Dykstra[49]

Xk+l = PTOj/C(Zk)
Vk+1 = Proja(xps1) (2.2.8)
X+l = 2k — (X1 — Vks1)

Cette correction assure la convergence de la suite (xi); non seule-
ment vers un point de I'intersection AN K mais exactement vers la
projection Proj4nx(c).

Notez que les méthodes de direction alternée et les méthode duales
peuvent étre traduites comme des variante de cette méthode géomé-
trique .
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3) La méthode de direction alternative

La méthode des directions alternées a été proposer par [8] pour les
problemes de projection semi définie , ensuite par [31] pour les SDPs
quadratique .

L’'idée de base de cette méthode est d’utiliser les propriétés de la
structure séparable du probleme en répétant les variable pour obte-
nir le probleme équivalent.

insllx—cll+=ly—c|
mim-—|lx—c¢ — —C
2 o 1Y

x=y (2.2.9)
xek,peA
d’6u l'approche appliqué a (2.2.9) donne ce schéma.
introduisons la fonction de lagrange augmentée suivante
1 1
Lwp2)i= 5 le-clP 45y —clP ~ax-y+ K-y,

La décomposition de la minimisation de la fonction lagrangienne
par rapport aux variable primal (x,y) se fait en deux étapes , afin
qu’une itération de lagrangienne soit

Xky1 = argmingec L(X, Yi, z)
Yk+1 = ngmyeAL(ka vV, k)
Zis1 = 2k — B(Xks1 _yk+1)

nous résumons les minimisations ci-dessus (il est facile de prou-
ver)aux projections suivantes :

plus précisément

(ﬁyk+zk+6) /3xk+1—2k+c)
1+ 7 1+P '

ainsi pour calculer la projection sur l'intersection X N.A nous alter-

nons les projections sur A et K.

Donc cette approche peut étre considérer comme une modification

du schéma de projection alternée (2.2.8) avec le méme concept de

Dykstra .

Xi+1 := Projg Vk+1 := Proja(
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4) Les méthodes basées sur l'utilisation de la programmation co-
nique linéaire

L’approche consiste a reformules un probleme de projection comme
un probleme de programmation conique usuel de sorte que nous
pourrions utiliser les outils puissants développés pour ce cas , parmi
les moyens approuvés est d’abaisser la fonction objectif avec une va-
riable supplémentaire donc (2.2.5) est équivaut aux probleme sui-
vant :

min ¢

xXeEA

X—c=z

(x,(2,1)) € KX Lypy
ou lavariable z € R"” apparaitre dans les contraintes désigne la contrainte
supplémentaire de cone du second ordre , il existe plusieurs solveurs
pour cette méthode par exemple les méthodes aux point intérieur
comme DDPT3 [48] ou SeDuMi [24]. Cette méthode n’est pas ap-
plicable en générale ( voir [45], [50])a l'aide de testes numérique ,
d’autre part l’ajoute des variables (z,t) augmente le cout de calcul et
I’espace mémoire affecter pour la méthode de point intérieur primal-
dual .
comme le probleme de projection (2.2.5) est un probleme d’optimi-
sation conique quadratique , il s’agit donc d’un cas particulier de la
programmation conique non linéaire et pour le résoudre nous utili-
sons des logiciel dédiés aux programmation conique non linéaire par
exemple la méthode de pénalisation .
L’inconvénient majeur de cette méthode est qu’elle n’est efficace que
pour les problemes de projection a petite taille aussi elle n’utiliserait
pas la structure particuliere de (2.2.5).
Notez que nous ne savons pas comment créer des algorithmes de
pénalisation personnalisés pour le probleme (2.2.5), donc cette mé-
thode ne convient pas .

5) Les méthodes dual

Cette approche a été présentée pour les problémes des moindre car-
rés conique dans [25] puis revisitée par [56] pour les cones semi-
définis positifs , puis étendue par [22] et [50] pour la projection sur
des matrices de corrélation .

notez que le probléme (2.2.5) semble plus compliqué qu’un pro-
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bleme conique avec une fonction objective linéaire au lieu d’une
norme .

I1 est clair que la forte convexité de la fonction objective aide a ré-
soudre le probleme de la programmation conique (2.2.5) avec cette
approche dual ainsi qu’elle donne de bonnes propriétés , nous four-
nissons plus de détail dans la partie suivante .

Une comparaisons entre les méthodes de Projections alternées vs
Points intérieurs

Pour terminer notre étude nous avons comparer entre la méthode de
projection alternée avec I'approche du point intérieur
un point de vue théorique l'algorithme des projections alternées ne néces-
site que le calcul préalable des projections sur les convexes simples que
l'on peut obtenir , il s’avere donc plus simple , au contraire I’algorithme
des points intérieurs nécessite la maitrise de ’algebre linéaire numérique
et quelques connaissances en analyse numérique .
d’un point de vue exécutif l’algorithme des points intérieurs a une vitesse
de convergence rapide (quadratique) aussi une meilleure qualité de robus-
tesse puis une grande précision dans les résultats , d'une part l'algorithme
des projections alternées a une convergence sous-linéaire donc une diffi-
culté dans la précision des résultats .

Comme nous l'avons annoncé précédemment , le probleme ( 2.2.5)

peut étre résolu en utilisant uniquement les méthodes de programmation
coniques habituelles mais ce n’est pas un bon concept , donc pour le ré-
soudre, nous pouvons utiliser une succession de problemes pour obtenir
une estimation de la valeur optimale du probleme .
Nous passons en revue les méthodes de résolution d’un probleme de pro-
jection conique, nous exposons les idées principales et les points tech-
niques ainsi que nous discutons les algorithmes, en plus des méthodes de
point intérieur, nous posons les méthodes de projection alternée plus pré-
cisément les méthodes duales , le principe de ces approches est de séparer
les deux ensembles de contraintes K et A et d’utiliser une succession de
projection sur eux, donc I'approche que nous adoptons se généralise dans
deux directions :

— premierement ,nous pourrions remplacer le cone K par un ensemble

convexe fermé et nous gardons les mémes développement .
— deuxiéemement on pourrait proposer des problemes avec des fonc-
tion objectifs quadratiques .
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En particulier les problemes de projection sont trés important, pour cela
il faut concevoir des algorithmes spécifiquement pour eux .

L’'approche de projections alternées

Cette approche directe consiste a faire une projection sur l’intersection
de deux ensembles convexes "plus simples" sur lesquels on sait faire des
projections , en d’autres termes , la solution adoptée consiste a approcher
ces projections connues pour construire itérativement la projection que
l'on recherche , elle peut donc étre considérée comme une maniere natu-
relle de traiter le probleme .

Nous avons observé que le probleme (2.2.5) a une solution unique pour

tout c donné, si le domaine des réalisable n’est pas vide , donc le choix du
point ¢ dépend d’une connaissance préalable du probléme de réalisabilité
conique , on peut choisir ¢ = 0 par défaut, ce choix est souvent intéres-
sant.
On pratique le probléme (2.2.5) est plus facile a résoudre que le probleme
(2.2.1) méme s’il semble compliqué(sa fonction objectif est quadratique),
il apparait que la coercivité de la fonction objective offre des propriétés
intéressant au probleme dual , qui peut étre résolu par des projection suc-
cessive et efficace sur le cone , c’est le cas pour les cone (polyédrique ,du
second ordre ....).

L’approche dual

L’approche dual a été présenté par J . Malick dans [25] puis Boyd and
Xiao fait des études profondue sur le cas du cone SDP , ensuite (Borsdorf
, Higham and Q ) [50], revisité pour les probléemes de projection particu-
liere .

L’algorithme dual

On utilise I'approche duale de [25] pour résoudre le probleme (2.2.5)
nous exploitons le mécanisme standard de la dualité et nous proposons
l'algorithme de projection (dual) que nous illustrons plus tard .
Notons que le probleme (2.2.5) a une solution unique si 'intersection de
ces deux convexes fermés K N A est non vide a savoir la projection du
point c sur cette intersection .
Maintenant nous faisons les hypotheses suivantes :

— Lintersection XN A est non vide.
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— Le cone K est de dimension plein (intk =0).
— Les contraintes affines sont linéairement indépendante (rang A = m
).

L’idée de 'approche du [25] consiste a utiliser le principe de la dualité
lagrangienne basé sur la dualisation des contraintes affines ( voir chapitre
XII de [23]) et bénéficier aux caractéristique géométrique du probleme .
Le lagrangienne du variable primale x € K et du variable dual y € R" est
le suivant :

1
L(xy) =5 | c—x|* T (Ax-b). (2.2.10)
et la fonction concave dual correspondante qui doit étre maximisée est :

6(y) := min L(x,y). (2.2.11)

Observez qu’il n’y a plus de contrainte affine dans 1’expression (2.2.11)
Notons par P¢ l'opérateur de projection sur £ . On peut prouver [25
,théoréme 3,1 | que (2.2.11) ayant un unique point qui atteint le minimum
a savoir

x(v) := Pe(c+ ATy). (2.2.12)
donc nous avons

0(y) = llx(y) I? +b7y. (22.13)

Il est facile de montrer [25, théoréme 3,2] que la fonction 6 est différen-
tiable sur IR et que son gradient

vO(y) = Ax(y)+b (2.2.14)

est lipschitz continue, comme toutes les fonctions qui a un gradient de
lipschitz , 6 est deux fois différentiable presque partout ( par propriété
de la dérivabilité du projection)

donc le probléme dual est le suivant

min&(y)
{ R (2.2.15)

sous ’hypothése d’optimisation convexe standard , disons I’hypothese (faible)
le probléme (2.2.15) a une forte dualité c’est -a-dire 3x € ANintKC donc
elle donne en plus qu’il existe des solution a (2.2.15) .
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Autrement dit pour calculer la projection de ¢ sur € AN K, il suffit de
résoudre le probleme dual (2.2.15) , plus profondément , les contraintes
de simples contraintes de positivité et la fonction dual est concave , diffé-
rentiables a gradient de lipschitz .
L'importance pratique de cette régularité est d’ouvrir la voie a 'utilisation
d’algorithmes d’optimisation sans contraintes .
par conséquent nous pouvons utiliser I'une des méthodes numériques sui-
vantes :
— Les méthodes de gradient : gradient standard,gradient évoluées par
exemple méthode de Nestrov
— Les méthodes de type Newton : quasi Newton , le Newton généralisé
tranqué, Newton inexact Newton - CG ,les méthodes semi-lisses de
Newton
Nous pouvons donc attaqué le probléeme dual (2.2.15) avec des outils clas-
sique ou avec des technique plus évoluées .
Nous mentionnons également que le choix des méthodes de résolution dé-
pend du niveau de sophistication ou de la structure du probleme.
Notre travaille est concentré sur la méthode du gradient pour considérer
I'interprétation des projections alterné.
d’autre coté la solution du probleme dual y* peut étre obtenue avec des
outils classique car x* = x(y*) ainsi la solution primal x* de (2.2.5), donc
pour résoudre le probleme nous avons la méthode dual suivante :

Algorithme 1

Nous présentons 'algorithme qui calcule la projection sur l'intersec-
tion , cet algorithme maximise la fonction 6 sur R™ et ceci en utilisant
des fonctions a gradient de lipschitz afin de générer une séquence maxi-
misant (y); ainsi que

- Xk = X(Yg)-

. VE)(yk) = —Ax; +D.

0 =5 x|+,
L'algorithme calcule la solution approchée y; al’itération k (sila solution
dual y; existe) , donc x; est une approximation de l'unique solution du
projection (2.2.5) dans le sans ou

Silly-vkli<e alors || x—xlI<[|Alle

La résolution du probleme (2.2.5) nécessite d’'une hypothese qui assure
I'existence de la solution dual qui détermine l'intérét de l'algorithme ci
dessus , cette hypothése est connue par la condition (primal) de slater
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supposons qu’il existe un point strictement réalisable a I'intersection ,i e
dxeR": Ax=b, xcint

Notons que cette hypothése assure le bon comportement de l'algorithme
aussi un attrait géométrique naturel dans le contexte des méthodes pro-
jection , alors que forte condition de complémentarité ou la condition dual
de slater n’a pas un tel role

L’intersection réguliére et la condition de slater

Dans cette partie nous étudions le role de la condition de slater dans
la programmation conique (voir le manuel [57]. et la revue [36] pour plus
d’information) , ainsi que dans les méthodes projective , puis en présen-
tant des résultats alternatifs de type Farkus et les relier avec des algo-
rithmes de projection et de régularité, enfin en énoncant la signification
géométrique de cette condition

L'intersection réguliere
Nous avons d’abord besoin des notation suivantes

Etant donné un cone K dans RR”, le cone polaire de K noté par K°
est 'ensemble des point de IR" tels que la projection de ceux-ci sur K soit
0, on terme mathématique

Ke:={yeR": pTx<0, xek}.

Soit x € K , le cone normal de K en x est noté par Ni(x) et le cone tan-
gente de K en x est Ty(x).
ainsi

Nic(x) = (T (x))°.
On dit que K et A peuvent étre séparés si

Jvz0eR", acRVkeK,aeA:vk<a<vla
est strictement séparés si I’'inégalité ci-dessus est strict.
Nous soulignons que la condition de slater garantit le bon comporte-

ment de l'algorithme dual , elle réalise pour le probleme de réalisabilité
que 'on considére un sens géométrique intrinseque .

48



Proposition 2.2.1 (I’hypothése de slater)
Les propriétés suivantes sont équivalentes

1) intKNA=Q.

2) Ti(x)+KerA=R", Vxe KNK.
3) Ni(x)NspanAT ={0} Vxe KN A.
4) 0eint(—-A).

IC et A ne peut pas étre séparé

Preuve 2.2.1 voir [37][9], et [51]section 16.4.2 (projection méthods for conic
problemes)

Un point de vue géométrique , les propriétés ci-dessus signifient que le
probleme de réalisabilité est bien posé , d’autre part elle joue un role im-
portant dans les probleme de réalisabilité convexe .

Lewis et al [2] ils relient la régularité métrique et la distance au mal-posé
a l'intersection qui disent qu’elle est linéairement réguliere.

Dans notre position la condition de slater est équivalent a la régularité
linéaire de l'intersection X N.A , vue que K et A ne peuvent pas étre
séparé par un hyperplan , cette régularité s’avere avoir des effets algorith-
miques intéressantes pour les méthode de projection de base , donc c’est
un outil pour avoir une convergence linéaire entre les projection alternées
et moyennées , comme nous l’expliquerons plus tard .

Projection Alternative

Pour confirmer que ’hypothése de slater est naturelle dans notre si-
tuation nous créons un liens entre l'algorithme de projection duale et le
schéma de projection alterné , plusieurs travaux ont été réalisé pour cette
méthode en citant les travaux de Helmke , Ait Rami et Moove [37] qui
présentent un algorithme de projection alterné pour certains problemes
réalisabilité conique .

La méthode de projection alternée

Cette méthode consiste a projeter un point initial sur le premier en-
semble disons A , ensuite elle projette le nouveau point sur le second
ensemble K, puis reprojeter le nouveau point sur le premier c’est a -dire
continue a projeter alternativement , afin de trouver un point dans l'inter-
section de deux ensemble .
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Donc la méthode de projection alternée est un schéma algorithmique in-
tuitif .
Autrement dit, il consiste a répéter 'opération

Pe(P4(X)) — X. (2.2.16)

Cette algorithme converge linéairement vers un point de KN A si les en-
sembles précédent est une intersection réguliere , et avec cette condition
nous estimons la vitesse de convergence.

Pour le cas général voir [2], et pour le cas des ensembles convexe voir [19]
Dans notre cas , nous avons une projection explicite car I’'un des sous -
ensemble est affine , alors la projection de x sur A est la suivante

Pe(x) =x—AT[AAT] Y (Ax - b). (2.2.17)

Comme rang(A) = m (par hypothese),dés qu’on connaitra projeter sur le
cone K, on appliquera le schéma de projection alternée ,c’est particulie-
rement le cas pour le cone du second ordre , I'orthante positive et le cone
SDP.

Or la convergence de cette méthode est linéaire avec un taux proche de
1, c’est -a- dire qu’elle est lente , avec la correction de Dykstra [16] qui
rajoute avant le projeté sur le cone K on affirme la convergence vers la
projection de c sur l'intersection , afin de compense la courbure de K .

Algorithme 2 : (La projection alternée corrigée)

posons 0¢ =0, ayg=c, xyg = Pc(c), alors

pourk=1,2, ...

ap = ag_1 — o1 ( Dykstra’s correction)
X = P (a)

O = Xy — Ay

ax = P(xk)

Fin

L'intersection duale de la méthode de projection alternée est qu’il s’agit
d’un algorithme d’optimisation du gradient plus évoluée avec une taille
de pas constante pour maximiser la fonction dual .

Nous pouvons dire alors que l’algorithme 1 est une généralisation de la
méthode de projection alterné.

La proposition suivante généralise le résultat de [25] sur le probleme le
plus proche de la matrice de corrélation .

Proposition 2.2.2 ( [37])
La suite (xy); générée par l'algorithme 2 est la méme que la suite (x(yg))x de
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Ualgorithme 1 appliquée a la suite (yy)x produite par le schéma

%0 =0, Ye1 =i+ [AAT]T V O(3p). (2.2.18)

Preuve 2.2.2 (pour plus de détail voir [37])
il suffit de prouver par récurrence que dy = c + ATyy est vrai pour k =0
supposons qu’elle vrai pour k est on démontre k+1 alors

dgy1 = ap—Or (Dykstra’s correction)
=ap—x+a, (definitionde o)
= —AT[AAT] ' —(Axp —b)+a, (utilisant ladefinition deay et(2.2.17))
= —AT[AAT]' —(Ax(yy) = b) +c+ ATy, (hypothese de reccurence)

c+ AT (g~ [AAT] ! (Ax(y) - b)

d’ou

Xps1 = Pe(Sp41) = Pe(c + AType1) = X(Vks1)-

cela est complété la preuve

I1 faut maintenant savoir si 'intersection KN A est vide pendant l’exécu-
tion de l'algorithme 1, le probleme de réalisabilité conique suivant

ATy eke, by >o. (2.2.19)

assure l’irréalisabilité du probleme (2.2.1). Si le probleme (2.2.19) possede
une solution réalisable , alors le probleme (2.2.1 ) n’a pa de solution réali-
sable comme nous écrivons dans la proposition suivante

Proposition 2.2.3 (proposition 3.4 dans [37])
(i) Si KNA=0 alors il n’existe aucune solution réalisable de (2.2.19).
(ii) Supposons que ¢ =0 , s’il existe y tel que x(y) =0 , alors KNA =0.

Preuve 2.2.3 pour (i) : soit x e KN A et soit y € R" tel que Ay € K° , on
savait que le fait que x et Ay soient dans K° implique

by =(Ax)Ty=xTATy <0.
(i1) : supposons que ¢ =0 observe qu’on a

ATyeK o Pe(ATy) =0.
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< x(y) = 0.

par suite (ii) est I'énonce inverse de (i)

Cette proposition a deux résultat importante

-le premier résultat : un vecteur y du probleme (2.2.19) affirme l'infissibi-
lité du probleme (2.2.1) .

-le deuxiéme résultat : puisque la modélisation du probleme (2.2.1) ne
donne aucun indice sur le choix de ¢ on prend ¢ = 0 car la vérification
de ce choix pendent I’exécution de I'algorithme 1 ne cout rien numérique-
ment .

par conséquent si ¢ = 0 on a besoin de calculer une projection supplémen-
taire sur le cone pour vérifier si Pc(Ay) = 0 ( nous évaluons la fonction
dual (2.2.19) par le calcule de la norme || x() ||?) .

La proposition suivante montre que si K et A ne se coupent pas alors il
existe toujours un vecteur y satisfaisant (2.2.19)

Proposition 2.2.4 Si K et A peuvent étre strictement séparés alors il existe
une solution réalisable a (2.2.19).

Preuve 2.2.4 La démonstration se fait en deux étapes :

D’abord montrons que u € K°

Soit « € R et u € R", comme 0€ K alors a >0 , utilisant la définition de la
séparation de K et A

onaVkeK,acA:uk<a<ula

pour xeC et t>0 ,ona txe K donc tulX <a, on fait tendre t vers +oo
on obtient uTx <0 ce qui prouve que u € K°.
1l reste a prouver que u € span A’
décomposez u de sorte que u = Ay +z avec Ay € span AT et z € KerA
pour tout a€ A ona
a<ul =yTb+z%a

ainsi pour tout t >0 et ay € A fixé ,utilisant I'inégalité ci-dessus on obtient
a—yTb—szo <—t]z|?.

donc z=0 et u=Ay € spanA
par conséquent u = Ay réside dans K° et 0 <«
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Remarque 2.2.1 Dans cette partie, nous avons introduit un algorithme pour
résoudre des problemes de faisabilité coniques qui tire parti des caractéristiques
géométriques ainsi que des propriétés intéressantes lorsque I’hypothése de sla-
ter est vérifiée. Nous nous intéressons aux algorithmes de projection suivant
le schéma de l'algorithme 1 qui sont encore en cours de développement. Cette
approche par projection pourrait étre considérée comme une alternative a l'ap-
proche des points intérieurs afin d’obtenir des solutions algorithmiques assez
rapides.

2.2.2 Les méthodes prédicteurs - correcteurs

Cette approche est une partie essentielle des méthodes primales-duales,
elle a d’abord été proposée par Kheirfam [3] qui a présenté la méthode du
point intérieur prédicteur-correcteur pour un probléeme de complémenta-
rité horizontale en utilisant la technique de Darvay, puis il a introduit un
algorithme correcteur-prédicteur basé sur la mesure de proximité suivant
un chemin intérieur pour SDO.
dans l'autre sens, Kheirfam [4] a modifié les directions NT pour construire
un algorithme prédicteur-correcteur pour 'optimisation du cone symé-
trique quadratique convexe (CQSCO) et a extrait la limite de complexité.
ces méthodes se concentrent sur deux objectifs principaux pour atteindre
leurs buts, elles ont utilisé deux types de pas, de ce fait les itérations de
I'approche prédicteur correcteur alternent entre ces deux types :

— Les pas prédicteurs : réduire la mesure de dualité (pour réduire yu ).

— Les pas correcteurs : rendre 'itération prés du voisinage du chemin

centrale (pour se centrer).
Avant de représenter ces deux itération nous allons examiner le choix par-
ticulier du parametre o

—caso=0

pour cette condition nous avons seulement réduit la valeur de p,
c’est-a-dire réduit la mesure de dualité pour atteindre l'optimum
(sans s’inquiéter de la centralité des itérés).

L’'inconvénient de ce choix est d’arriver plus vite aux bords de la zone
admissible, ce qui réduit la taille des pas de Newton pouvant étre ef-
fectuer .

—cas o=1
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dans cette situation notre but est de centrer les itérés pour se rap-

procher de la trajectoire centrale, c’est a dire ne pas avoir besoin de

progresser vers la solution optimal.

En d’autres termes, nous essayons de calculer la direction du pas cor-

recteur afin qu’il n’y ait aucune chance de converger vers I'optimum.
Il faut cependant noter que le choix du parameétre o correspond aux ité-
rations proposées par l'approche prédicteur-correcteur donc il faut étre
prudent dans le choix de la valeur de o.

Etude détaillée de la méthode

Considérons le probleme primale (P) et son duale (D) avec le domaine
des solutions réalisables du primale et du duale Fp*Fp, et son intérieur
F3 = F?

P*tD

s

ou

F°(P):={xeJ : Ax=0b, x€intK}.

et
F°(D):={(y,s) eR"x T : ATy+s=c,seintk}.

supposons que l’ensemble de solutions réalisables F°(P)x F°(D) est
non vide, cette hypothese est notée par la condition de (IPC) (condition
de point intérieur).

Il est clair que la recherche de la solution optimale du (P) et (D) est
équivalent a la résolution du systeme suivant

Ax=Db, xek
ATy+s:c, sek (2.2.20)
xos=0

le principe général des méthodes des points intérieurs primaux- duaux
(IPMS) est de remplacer la troisieme équation xos =0 appelée condition
de complémentarité dans (2.2.20) par ’équation paramétrée xos = pe avec
p >0 Par conséquent le systeme devient

Ax =0, xek
ATy+s=c, sek (2.2.21)
Xos=pue
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le fait que les conditions de (IPC) soient vérifiées, alors pour tout x>0
le systeme (2.2.21) admet une unique solution (x(u), p(u),s(p)) (voir [28])
qui est appelé le p-centre,l’ensemble de ces p-centres forme la trajectoire
centrale pour (P) et (D), qui se rapproche de la solution optimale de la
paire du probleme donné lorsque p tend vers zéro.

Lemme 2.2.1 (lemme 28 Dans [55]) Soient x, s et w des élément dans 'algébre
euclidienne de Jordan J , tels que x,s € intKC et w inversible, alors

D=

Xos=pe ssi P(w_%)x oP(w?)s = pe.

La facon la plus courante d’imposer cette approche est de supposer que
l'itération actuelle (x, y, s) est une solution réalisable primale-duale, alors
remplacgons 1’équation paramétrée x os = pe par P(w_%)x o P(w%)s = ue
et appliquons la méthode de Newton, on obtient le systeme de Newton
comme suit

Arx=0
AT Ay +As=0 (2.2.22)
P(w_%) AXxo P(w%)s + P(w_%)x o P(w%) As=pe— P(w_%)x o P(w%)s

On choisit

donc nous avons
1 1
P(w 2)x =P(w?2)s

comme la direction As est symétrique, le probléme est imposé sur la di-
rection Ax qui ne peut pas étre symétrique, de nombreuses méthodes de
symétrisation ont été proposées, nous utilisons dans cette partie la symé-
trisation NT qui donne la direction suivante [72 , 73]

=

V= - - (P(w‘%)x o P(w?)s

[z N/ p &

(2.2.23)

et

,dsi= —— 122 (2.2.24)
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Alors le systéme (2.2.22) devient

Adx =0
AT% +ds=0 (2.2.25)
dy+d,=vt-v

ou

A := \JIAP(w?)

Définissons maintenant la mesure de proximité o(x,s, ) comme suit
2
o(x,s,u):=0(v):=|le-v|g

Alors

2

cv)=0sv :e/;;»P(w_%)xoP(w%)s:;/te<:>xos:ye

notez que nous pouvons utiliser la forme approximative o(v) pour mesu-
rer la distance entre 'itération actuelle (x, y ,s) et le p-centre (x(u), v(u),s(p))
aussi une simple borne aprés une étape prédictive-corrective donc cela
nous aide d’analyser notre algorithme.

Algorithme prédictive-corrective

Nous devons maintenant introduire un voisinage de la trajectoire cen-
trale et proposons un algorithme prédicteur-correcteur de point intérieur
pour le probleme pour le cone du second ordre .
définir le voisinage du chemin central tel que 0 <7 <1 soit un parametre
positif
N(t,pu):={(x,s): Ax=b, x € intK, ATy +s=c¢; seintk, yeR", o(x,s,p) <1}
soit (x,y,s) un point qui appartient au voisinage N(7, ) , notre but est de
générer un nouveau point (xP,y”,sP) en utilisant la nouvelle direction NT.
pour calculer la direction de correction (dx,Ay,ds) a l’itération courante

(x,5,y) avec Nu > €, un des moyens utilisés est de résoudre le systeme
linéaire suivant

- A
ATEY L g = (2.2.26)



tels que :

et
A= \IAP(w?)

on pose aussi

Nl —

AX = [uP(w?)d,

et

Ay = EP(w 2 )d,

Notons que la nouvelle itération x, :=x+Ax, y, ==V + Ay, 5, : =5+ AS
est obtenue en faisant un pas de Newton complet le long de la direction
corrective.

de plus on a

_ 1
P(w,*)x, _ P(wi)s, i 7
V= = , et, AL :=+[UAP(wi)
i o= ypARw:

Par conséquent, la direction prédictive (df, APy,d’) peut étre obtenue par
la solution du systeme suivant

Nf—

Adb=0

-~ A

ATEY L 4P — ¢ (2.2.27)
df +df =—v,

avec

Nf—=

APx:=[uP(w?)d,, et, APy:= \/ﬁP(w_%)ds

Donc on a le point prédicteur
xPi=x,+0 AP x

Y=y, + 4Py
sPi=s, +APs

p = (1-0)p
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Il s’ensuit que le pas du prédicteur réduit la valeur de p d’un facteur
(1-0) qui doit étre choisi de maniere convenable.L’algorithme proposé se
répete jusqu’a ce que nous ayons une valeur inférieur que le parametre de
précision.

L’algorithme générique correcteur-prédicteur de point intérieur pour
SOCO est donné par

L’algorithme prédicteur-correcteur pour 'optimisation du cone de second ordre (SOCO)

Début d’algorithme
Données :

1
Un parametre de seuil 0 <t <1 (par défaut 7 = g).

un parametre de précision € > 0;
Un parametre de mise a jour fixe 6 € (0,1);
Initialisation : soit x := x9; Y= yo s:=5% telle que o(x
début
x:=x%59:=9% s:=50; u=p%;
tant que Ny > € faire
début
I’étape correcteur
résoudre le systéme (2.2.26) puis
X, =x+Ax;
Y+ =y +AY;
s :=5+As;
I’étape prédicteur
résoudre le systéme (2.2.27) puis
xP:=x, + OAPx;
yP =y, +0APY;
sP:=s, +OAPs;
mise a jour
pP=(1-0)u;
x:=xP; pi=yP; s:=sP; pi=pul;
Fin tant que.
Fin.

050 1)< 7;

Figure 3 : Algorithm 3.
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Chapitre 3

La programmation conique du
second ordre et méthodes de
points intérieurs

Notre étude est s’intéresse aux probléemes de minimisation d’une com-
position d’une fonction objectif linéaire soumise a I'intersection d’un en-
semble affine avec le produit cartésien d’'un nombre fini de cones du se-
cond ordre ( de Lorentz ou de glace) Puis , on développe un algorithme de
chemin central de type primal-dual pour résoudre un probleme SOCO et
on termine par ’étude de la convergence de cet algorithme et ’analyse de
la complexité.

3.1 Position du probleme

Probléeme primal

Soient deux entiers naturel m et n avec m < n on partitionne les vec-
teurs x,c € K et lamatrice A € K en conséquence comme x = (x1;x%; ...;xN)
s=(s1;5%..55N), c=(cl;c%..5cN) et A= (AL A2, AN), ou x/,s/,c] e R"
Al e R™i etbheR™
Un programme du cone du second ordre sous forme primal est un pro-
bleme d’optimisation donné par :

min cTx

X
(P) Ax=10
xek
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définissons maintenant I’'ensemble des solutions réalisables(respectivement
strictement réalisables)de (P)

Fp={xeK:Ax=0b, x> 0}.

FY={xeK:Ax=b,x >y 0)

La valeur optimale primal du probleme (P) est donnée par :

val(P) =inf{cTx: Ax=b, x € K}.

X

On dit que x* est une solution optimal primal de (P) si :

x"€F, et wval(P)= Ty,

Probléme dual

Le probléme dual (D) de (P) est considérer en fonction du lagrangienne
L de (P) comme suit :

L(x,y)=<c,x>+<b-Ax,y>.

ainsi la fonction dual associe est donnée par :

inL(x,y) = H(y)).
{}I)Yel%%glel,? (x,9) gelﬂggg, )}

ou

H(y) =minL(x,y), y € R"”
xek

=min{<¢x>+ <b-Ax,y>},ypeR"
xekl

:mi’?{< x>+ <-Ax,y>+<by>},ypeR"
xe

=min{<c-AT, x>+ <b,p>},peR"
xek

Finalement,on obtient :

Y
—00 ailleurs

max < b,y > si. c—ATy>0
(H){
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Donc le probleme dual de (P) s’écrit sous la forme suivante

max b7
VX Y

(D)4 ATy+s=c
sek et yeR"

On note par la suite
Fp={(vs)eR"xK:ATp+s=c,s > 0}.
F) ={(,5) e R"xK: ATy +s=c,5 >, 0).
I’ensemble des solutions réalisables(respectivement strictement réalisables)pour
g)n) définit la valeur optimale dual du probleme (D) comme suit :
val(D) = suﬁ{bTy :ATy+s=c;seKetyeR™).
(s

On dit que (y*;s*) est une solution optimale dual de (D) si :

(v',s*)eFp et wval(D)=bTy"

3.2 Dualité en Soco

La notion de dualité recouvre différents objets et concepts en mathé-
matique tel que 'optimisation , elle permet d’associer a un probleme pri-
mal qui est parfois difficile a résoudre pour différents raisons un autre
probleme liés et qui permet de le résoudre plus facilement , cette notion
n’est pas valable seulement pour les fonction convexes méme s’il convient
a la résolution de problemes convexe mais aussi pour d” autres types de
problémes .

3.2.1 Dualité faible

Théoreme 3.2.1 Soit y une solution admissible pour le probléme conique dual
et x une solution admissible pour le probleme conique primal , alors on a tou-
jours cTx > bTy.

Preuve 3.2.1 1)-ona

Tx—bTy=cTx—(Ax)Ty
=xTc- xTATy

=xT(c-ATy) >0
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et le fait que cette derniere quantité est positive découle de la définition du cone
dual K* et des inclusions x € IC, ¢ —ATy ek
2)-Nous avons

cTx>bTy VxeFPetVyeFp
=c'x'>b"y  VY(ys)eFp
zp*:ch*>bT =47
:>p>e > d*
On a aussi
pr=—c0=>d" =-coetd =+o0=p"=+00

3.2.2 Dualité forte

Définition 3.2.1 Une solution admissible x du probléme conique primal est
dite strictement admissible si elle appartient a Uintérieur du cone primal K
cest-a-dire si Ax=b et x > 0.

Une solution admissible y du probléme conique dual est dite strictement admis-
sible si elle satisfait strictement 'inégalité impliquant le cone dual K* c’est-d-
diresi ATy <xc.

Définition 3.2.2 Un probleme conique(primal ou dual)est dit strictement ad-
missible si il admet au moins une solution strictement admissible .

avant de donner la notion du dualité forte on a les deux théorémes
suivants

Théoreme 3.2.2 Si le probléme dual est strictement admissible, on a soit

- un probleme dual non borné :
dans ce cas d* = +oo = p* et le primal n’est pas admissible .

- un probleme dual borné :
dans ce cas le probléeme primal est forcément borné, soluble et satisfait p* = d*
(il existe donc au moins une solution primale admissible x*telle que cTx* =

p*=d’).

Théoreme 3.2.3 Si le probléme primal est strictement admissible, on a soit
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- un probleme primal non borné :
dans ce cas p* = —oco =d* et le dual n’est pas admissible .

- un probleme primal borné :
dans ce cas le probléeme dual est forcément borné, soluble et satisfait p* =d* (il
existe donc au moins une solution dual admissible y* telle que bTy* = d* = p*).

Enfin , on peut en déduire aisément le corollaire suivant :

Corollaire 3.2.1 Si le probleme primal et le probleme dual sont tous deux
strictement admissibles, les deux problemes sont bornés, solubles et satisfont

p* = d* (il existe donc des solutions admissibles x* et v* telles que bTy* =
d"=p*= cTx).

Exemple 3.1 considérons le probléme conique suivant :

IC:LZ,A:(_(l) _01 é),b:(o 1) ete=(000)

Le probleme primal peut s’écrire

minQ

—x1—x3=0

—x, =-1

(x11x2fx3) € ‘CZ
mais cette derniére contrainte ne peut étre satisfaite,en utilisant, x, = -1 x3 =
—x1 la contrainte conique x§+x§ < x% devient 1 +xf < xf, une contradiction.
Par conséquent, le probléme primal est non admissible et p* = +oo, Le probléme
dual peut s’écrire

maxy,
(Xl,XZ, X3) [S [:2

Toutefois, I'inclusion dans L2 implique yi +y5 < y3 ce qui implique y3 = 0
et par conséquent la fonction objectif du dual est identiquement égale a 0 pour

toutes les solutions admissibles : d* = 0. En conclusion, ce probléme posséde
un dual admissible et borné et pourtant son primal est impossible.

3.2.3 Complémentarité en Soco

On peut exprimer la condition pour x* et y* d’étre des solutions opti-
males de (Soco) et (DSoco), sous forme d’une condition dite de complé-
mentarité.
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Théoreme 3.2.4 Soient x* € F, et (y,s) € Fp le saut de dualité
(x*,s")y ={c,x")y - bTy*

Alors x* et (y*,s*) sont des solutions optimales pour (Soco) et (DSoco) res-
pectivement si et seulement si x*s* = 0.

Le probleme de complémentarité est le suivant :

Ax=b, x> 0
(Pc)d ATy+s=c, s>, 0
xs=0

3.3 Meéthodes de points intérieurs pour le pro-
bleme Soco

Les méthodes de points intérieurs forme une classe d’algorithme effi-
caces et plus utilisable pour la résolution de type de probleme de cone de
second ordre , cette méthode permet de résoudre une série de probleme
approchés c-a-d génere une suite de points appartenant a 'intérieur re-
latif du domaine réalisable et converge vers la solution optimale . Cette
méthode se décline en trois type :

— Les méthodes affines.

— Les méthodes de réduction du potentiel.
— Les méthodes de la trajectoire centrale.

1)Les méthodes affines

Les algorithmes affines sont des algorithmes de point intérieur, c’est-
a-dire des algorithmes qui progressent tout en demeurant strictement a
I'intérieur du domaine réalisable . Ces méthodes ont été introduites pour
la premiere fois par Dikin en puis par Barnes, al. Kortanek et Shi . Ils
ont ensuite été prouvé que les algorithmes convergent sous I’hypothése de
non dégénérescence . Récemment , Tsuchiya,Terlaky et Muramatsu , Tseng
et Luo ont pu montre que la méthode converge méme dans le cas de la
dégénéré , Cependant , aucune borne de polynomialité n’a été démontrée
jusqu’a présent ces méthodes ont été mises en oeuvre par de nombreux
chercheurs, notamment Morton et al.
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2)Les méthodes de réduction du potentiel

Le premier algorithme de ce type a été proposé par Gonzaga puis une
extension de ceci a été proposé par Freund , le résultat est entierement
semblable a la forme standard de I'algorithme projectif(basé sur le fait,qu’on
progresse tout en restant strictement a l'intérieur du domaine réalisable
d’ou la connotation " intérieur" ). Indépendamment, Ye a derivé un algo-
rithme similaire qui utilise une fonction de potentiel primale-duale pour
obtenir un algorithme de complexité par un facteur de y/n. Derniérement,
Anstreicher et Bosch ont proposé un algorithme dont la complexité est
meilleure que celle des algorithmes mentionnés précédemment.

3)Les méthodes de la trajectoire centrale

Ces méthodes attirent une grande attention par plusieurs chercheurs
,Ja méthode de la trajectoire central a été développée la premiere fois par
Barnes au début des années 90 . Ensuite en 1997 Monteiro présente une
méthode de trajectoire central primal-dual et prouver la convergence po-
lynomiale de l'algorithme a long et a petit pas puis les deux chercheurs
Monteiro et al montre la convergence polynomial de la méthode du trajec-
toire central primal-dual , en 1999 Ji et al ont introduit la convergence de
type prédicteur correcteur de la méthode trajectoire central , les recherche
sur cette méthode sont continuée jusqu’a maintenant , on trouve en 2002
Koulai et al ont extendée l'algorithme prédicteur correcteur de mohrotra
basé sur les direction de Nesterov et Todd (NT) , ensuite les année 2009
Wang et Bai ont proposé Un algorithme de point intérieur primal-dual
pour l'optimisation du cone de second ordre avec une direction de Neste-
rov — Todd complete.
L’idée principale de cette méthode est de suivi une trajectoire central c-a-
d restreintes le plus max des itérés dans un voisinage du chemin central
, afin d’obtenir une complexité polynomiale est une convergence super-
linéaire).

3.3.1 La méthode de trajectoire central primal-dual pour
la programmation du cone du second ordre basée sur
les fonctions noyau

Considérons le probleme primal de (SOCO) et son dual comme suit

(P) : min{c’x : Ax=b, x> 0x)
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(D) max{bTy : ATy+s:c, s> 0k}

ou b= (by,..... bm), veER™, c=(cpyennsCy), X = (X1, ,X,) et A=A;
(Vi=1..... m) sont des matrices dans K.
Tout au long de cette partie nous formulons les hypotheses suivantes :
1) La matrice A a un rang plein
2) les problemes (P) et (D) satisfant la condition de point intérieur
(IPC)
(i.e) dxeFp, (v,5)€Fp

Nous supposons que(P) et (D) satisfont la condition du point intérieur
(IPC) c’est-a-dire qu’il existe (x°,1%,s°) tel que

{Ax_w x% > 0k (3.3.1)

ATy+s0=c, s9>0

Il est bien connu que la recherche d’une solution optimale (X*,Y*,S%)
de (P) et (D) est équivalent a la recherche du systéme suivant

AX—b X>O/C
ATy+s=c, s>0g (3.3.2)
L(x)s 0

L’'idée de base des méthode de point intérieur (IPMs) est de remplacer
la troisiéme équation (la condition de complémentarité) dans le systéme
(3.3.2) par I’équation parametrisée L(x)s = pe avec u > 0. On considere
donc le systeme suivant

Ax=1b R X > OIC
ATy+s=c, s>0g (3.3.3)
L(x)s = pe

Siles conditions de (IPC) sont satisfait par les problemes (P) et (D) alors
pour chaque p > 0 il existe une solution unique (X(p), Y(u),S(u)) pour le
systeme (3.3.3) que l'on appelle p-centre, I’ensemble des p-centre (avec p
prenant plusieurs valeurs décroissantes qui convergent vers 0) construit
la trajectoire centrale de (P) et (D) appelé chemin centra.

Notez qu’au u-centre nous avons

x(/u)Ts(y) = %Tr(x 0s)= %Tr(L(x)s) = %Tr(ye) =Npu (3.3.4)

66



Si y — 0 alors la limite du chemin central existe et puisque les points
limites satisfont la condition de complémentarité ,la limite donne des so-
lutions optimales de (P) et (D).

En fait pour simplifier les contributions théorique , en utilisant la tech-
nique d’intégration auto-dual nous pouvons supposer que x° =s% =e.
Une nouvelle direction de recherche pour SOCO

Les IPMs suivent le chemin central de maniere approprie et trouvent
une solution approximative de (P) et (D) lorsque p tend vers le zéro ,
généralement la direction de recherche (de descente) est obtenue a partir
d’un certain systeme de type Newton ,le systeme de Newton pour(3.3.3)
revient a résoudre le systéme suivant

AAx=Db, x>0
AT ay+as=c, s> 0x (3.3.5)
L(x)As+L(s)Ax =pe—L(x)s
Ce systéme a une solution unique si et seulement si la matrice AL(s)"'L(x)AT
est non singuliere . Malheureusement cela peut ne pas étre le cas , meme
si A a un rang complet cela est dii a la matrice L(s)"'L(x) peut ne pas étre
symétrique .

Différentes méthodes de symétrisation de la troisieme equation (3.3.5)
sont proposées afin que le nouveau systéme symétrisé ait une solution
unique , dans ce chapitre nous basons notre attention sur le schéma de
symétrisation NT [73].

Notons que W est I'unique automorphisme de K qui satisfait Wx = W™1s
pour tout x,s> O et j€]J.

On note par u; le vecteur de NT et WZ{,T la matrice de NT telle que

T A< Lo+ i Qlx]

u._((sj)—Q]S])i wl = Uy ST uQx
1=yt Y T
(x))'Qlx

V2| ()Ts) + )T QI (57)T QTs)

j ]
; wy (w2:nj)T
Wyr=| . V0 ) T
NT w2:nj E”j—l j wZ:nj(WZ:nj)

1
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Ot Q :=diag(1;~1.....;—1) e RV , E, i := diag(1, 1.......... ,1) e RM*M
pour les choix ci-dessus, on a ([voir [15]])
= u Wi px! = u]-_l(WI{]T)_lsj =5 ,je]

Lemme 3.3.1 (proposition 6.3.3 dans[26])
pour tout j€] ona o

1) Tr(x)os!) =Tr(x! 08)

2) u].zdet(x]), u]._zdet(s‘])

3) % = 0 (x> 0g) © % > 0c(% > 0x)

nous définissons

Wx Wl
vi= — =( ).
Vi VE
et
_ 1 w w1
Az — AW, d, = 8% 4 oV AS

N CVE T

dans l'espace réduit de v, le systéme de Newton devient

Ad, =D
AT ay+d,=c (3.3.6)
dy+d,=vi-v

puisque la matrice (A')TA™! est définie positive , ce systéme a une
solution unique.

Nous décrivons "'approche pour obtenir la direction de recherche clas-
sique définie uniquement pour Soco , I'approche consiste a remplacer le
coté droite de la troisiéme équation dans (3.3.6) par ¢’(t) ot (t) est la
fonction noyau.

Nous utiliserons alors le systeme suivant pour définir notre nouvelle
direction de recherche

Ad,=b
AT ay+dy=c (3.3.7)
dx + ds = —z,l)’(v)
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En revenant dans l’espace x et s respectivement , on obtient la direction
de recherche dans 'espace d’origine avec

Ax = \EWd,, as = W,

comme x et s sont orthogonaux , d, et d; sont également orthogonaux
,on a donc:

dy=d;=09P'(v)=0¢Pp(v) =0V (v)=0v=

c-a-d si et seulement si et seulement si L(x)s = pe , c’est a dire ,si et seule-
mentsi x = x(p) et s =s(u), sinon W(v)>0 doncsi (x,9,s) = (x(u), v(p), s(n)), (Ax, Ay, As)
alors (x,y,s) est non nul.

Par conséquent , on peut utiliser W(v) comme fonction de proximité
pour mesurer la distance entre 'itération actuelle et le p-centre corres-
pondant.

L’algorithme qui proposé est déroule comme suit : en prenant un pas par
défaut approprié de taille @ € (0,1) ces directions de recherche construisent
un nouveau triplet (x+a Ax,y+a Ay,s+a As) cette procédure est répé-
tée jusqu’a ce que nous trouvions une itération dans certain voisinage de
(x(u),v(u),5(p)) ensuite nous diminuons y a y=(1-6)u pour 6 € (0,1)
et on appliquons la méthode de Newton ciblant les nouveaux p-centre , ce
processus est répété jusqu’a ce que p est suffisamment petit et a ce stade
nous avons trouvé une solution aux problemes (P) et (D).

Les parametres 7,0 et le pas de déplacement a doivent étre choisi
de telle sorte que l'algorithme est optimisé dans le sens que le nombre
d’itérations produites par l’algorithme sera minimal que possible. Avant
de présenter notre algorithme, nous définissons une fonction barriere en
fonction des variables d’origine x,s et le parametre barriere en fonction de

W(x;sip) =)= ) Tr(p(’))

™=
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Algorithme de point intérieur primal-dual pour 'optimisation du cone de
Début d’algorithme
Données :
Un parametre de seuil 7 > 1
un parametre de précision € > 0;
Un parameétre de mise a jour fixe 6 € (0,1);
Initialisation : soit x := x%; s:=5% p:= py une solution initial vérifiant (IPC);
début
x:=x05 =905 = o
tant que Ny > € faire
début
pi=(1-0)u;
tant que W(x,s,u) >t faire
Résoudre le systeme (3.3.7)pour déterminer (Ax;Ap;As);
mise a jour
x:=x+alAx;
y:=y+aly;
s:=s+als;
Fin tant que .
Fin tant que.
Fin.

Figure 4 : Algorithm 4.

Fonction noyau et ses propriétés

Définition 3.3.1 On dit que 1 : ]0,+00[ —> [0, +o0[ est une fonction noyau
si elle est diﬁ‘érelatiable et vérifié les condition suivantes :

D (1) =¢'(1)=0;

2) P (t)>0, pour t>0;

3) lim;_q1p(t) = lim,_,o ' (t) = +c0

Les deux premieres conditions signifient que 1(f) est strictement convexe
etsi t =1 alors elle admet une valeur minimal avec (1) = 0. A partir de
sa dérivée second 1(t) s’écrit de la facon suivante

pr) = jl f p (v)dxdy.

Tandis que la troisieme condition indique que t(t) est une fonction bar-
riere .
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Définissons la nouvelle fonction noyau (t) par
P(t)=t—2+elr D), (3.3.8)

Les trois premiéres dérivées de (t) par rapport a t sont exprimées de la
maniere suivante :

P(t)=1- t—2€(7_1),
” 2 101

Il est clair que

p)=y1)=0

lim; o §(t) = lim; g9 () = +oo
d’apres(3.3.8) ona ¢”(t) >0 t >0 ainsi 1" (t) est strictement décroissante
pour tout t € (0,00), par conséquent 1(t) est strictement convexe .

Qualification(éligibilité) d’une fonction noyau

Le lemme suivant présente les conditions d’éligibilité d’une fonction
noyau (t) .

Lemme 3.3.2 Soit {(t) définie dans (3.3.8) avec t > 0, on dit que P(t) est
qualifiée si elle vérifie les propriétés suivantes :

(i) 1" (8)+ (1) >0 t> 1.

(i1) t1p () P'(t)>0t<1.

(1ii) 1,b (t)<O t>0.

(iv) 2[p" () =9 ()" (t)>0 < 1.

(v) 9 (19 (B - B (Y (B >0 £>1,6> 1.

Preuve 3.3.1 Pour(i) utilisant ’(t) et ”’(t) on trouve :

1 1
t¢"(t)+¢’(t>:(t—2+t—3) iV 1150 Vi>0

. Pour (ii) on a :

301
(=90 = (5 + t—4)e<%—1> “1>0 Vi<l
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. (iii) est vérifiée a partir de ""'(t):

1
1 6 6 (=1
IP (t):—(t—6+t—5+t—4)€t <0

La condition (iv) est satisfait a partir de :

7 ’ ) 1 6 6 1_ 2 2 1 1_
297 (1) - 9'(t)y (t):(t—6+t—5+t—4)e(f 1)+(t—6+t—7+t—8)ez(t V>0

Finalement pour (v) il est facile a vérifier que

’ , , ” _ (3-1) e(ﬁ%_l) 1 (L-1)
PP (t) = By (t)p(Bt) = 2(e T )z +ler-
ED 1 1 (1-1) (1) 1 -1, D
eﬁ?) )t—4+(g—1)%>2( —E)et ti >0

par suite P(t) est une fonction noyau qualifiée ce qui achéve la preuve

Maintenant, nous présentons un lemme important qui sera utilisé plus
tard

Lemme 3.3.3 Ona

1)
P(t) < %gb/’(l)(t— 12 pour tout t>1
2).
() <t
3)
(=17 < () < 91
2 - -2

7

Preuve 3.3.2 -1) utilisons le développement de taylor avec (1) =1 (1) =0
et
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3 77
Y (1)= 3 et le fait que 1 (t) <0 on trouve :

$(6) = )+ 9 ()= 1)+ 59" (-1 + 587 (0)(©)°

1 4 1 7

=3¢ (N(E=1)"+ 59 (0)(©)’
1 ’” 3

<SP ((E-1)" = (t-1)*

-Pour (2) la preuve est immédiate

-En utilisant (3.3.8) nous obtenons :

w(0)= [} [0 widydx > ! [ 1dydx=2(t-1)2

La seconde inégalité est obtenue de la maniere suivante

p(t) = L L P ()dydx < L L 9" (9" (y)dydx = L B ()P (x)dx

- | wmayeo = e
1

Le lemme suivant montre que toute fonction noyau éligible i(t) est ex-
ponentielement convexe .

Lemme 3.3.4 (lemme 2.1.2 [26]) les propriétés suivantes sont équivalentes
* Y(VIE) < 3((t +P(ty) Vit > 0.
 tYp (t)+ ¢ (t)>0, t>0.
* (e€) est convexe.

Lemme 3.3.5 soit p € [0,+00[—> [1,+00[ la fonction inverse de (t) pour
tout t > 1. Alorsona

s+1<p(s)<1+s+Vs?+2s,5>0.

Preuve 3.3.3 Soit (t) =s pour tout t > 1 alors s =1(t) =t—1+ Py(t) <
t—1,Vt>1
donc

t=p(s)=s+1
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Pour montrer la deuxiéme inégalité , Il est simplement nécessaire de démontrer

que
2
5:¢(t)><t‘2t1)

Soit g(t) = 2ti(t)— (t—1)%, t > 1 nous avons g(1)=21p(1) =0 et g'(t) =
1

—-1

t > 1 ainsid prouver que 2ti(t) > (t—1)2

t
20(t) +2(1 - eT) >0 pour toutt > 1.

comme s = (t) alors 2ts—(t—1)> > 0 = t>-2(1+s)t+1 < 0 par conséquent

1+s—Vs?2+2s<p(s)<1+s+Vs2+25520
d’oti
s+1<p(s)<T+s+Vs?2+25,5>0

Une borne supérieure de W(v) apres chaque itération externe

Il convient de remarquer qu’au début de chaque itération externe de
l'algorithme , juste avant la mise a jour du parametre y , on observe que
W(v) <7 . Aprés avoir réduit le parametre u en le multipliant par un fac-
teur (1-0) : u, =(1-0)u, avec 0< O <1, le vecteur v est mise a jour se-

lon la relation suivante : v, =

Cela entraine généralement une aug-
1-6

mentation de la valeur de W(v) au cours des itération externes,ensuite ,

pendant les itérations internes suivantes , W(v) diminue jusqu’a ce qu’elle

atteigne la premiére valeur inférieure ou égale a v . Pendant I'exécution

de l'algorithme , les valeurs maximales de W(v) se produisent juste apres

les mises a jour de y .

Lemme 3.3.6 (lemme 6.2.9 [26])six,set v e K, vérifier: d(vov) = det(x)det(s)
et Tr(vov)=Tr(xos) alors:

1
WY(v) < E(W(x) +W(s)).
Utilisons maintenant la proximité basé sur la norme suivante o(v) pour

v

R T E T
o) =3 ;nww)n. (3.3.9)

74



Notons que 6(v) > 0 et o(v) =0 si et seulement si W(v)=0.
Théoreme 3.3.1 (théoréeme 3.11 Dans [2]) On a

Nous devons présenter la décroissance de W(v) pour cela nous définis-
sons une borne inférieure sur o6(v) en terme de W(v).

Le lemme suivant est obtenu en utilisant la reformulation du théoréeme
4.8 Dans [63] dont la preuve dépend de la condition ( (iii)du lemme 3.3.2)

Lemme 3.3.7 Pour tout vecteur positive v de R™ ona

P p
&w’w > (0()_($(v))
i=1 ]

utilisons (3.3.9) et (2.1.12) on a

1 N
E Z[l:b/ max +1:b( mzn( ))2]

i=1

et par (2.1.13) on obtient

Mz

max l)b( TI’IZ}’Z( ))]

i=1

Notez que 6(v) et W(v) ne dépendent que des valeurs propres A ax (V)
et A,;,(v") duvecteur v', i =1...N ce qui ameéne a:

5(0)> 39 (W)

[llustrons 'augmentation de la fonction W(v) lors de la mise a jour
Le lemme suivant est représenté en [63] et cela dépend de la condition(v)

Lemme 3.3.8 Soit veR et f>1 alors

\P(v")

)

si \I/( ) T alors

0(zx)

Vv1-6

W(Bv) < 2N(Bol

. . v
Corollaire 3.3.1 Soit 00 <1, N

W(v,) < Ly(N,6,7) < 2N )=L.
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L’analyse de la décroissance de la fonction barriere et la complexité

Dans cette partie on va calculer le pas de déplacement a qui réduit la
valeur de proximité et assure la stricte feasibilité de nouveau itéré durant
les itérations internes .

Pour u fixé, nous commencons avec une paire primale-dual (x,s) puis
nous obtenons les nouvelles itérations avec «a est le pas de déplacement

x"=x+anx, vy =yp+any sT=s+aAs.

donc a est réalisable si et seulementsi x+aAaxe, (¥ +aaxi e,) et
staAseK,(s/+ans’ ek,).

Soit W/ l'automorphisme de K/ qui satisfait Wix/ = (Wj_l)sj et

i Iy
vl = W\/l%‘ donc nous avons :

Wi((x + a ax)) = (vl + adl).
Wil (' +ans)) = \/ﬁ(vj + adg).
comme W/ est un automorphisme alors le pas de déplacement «a est réa-

lisable si et seulement si v/ + ad} € K\ et v/ +ad! € ICZF

utilisons le lemme 2.8 Dans [63] avec X = \/ﬁ(vj +adl) et 5= \/ﬁ(vj + adg)
on obtient

W2det(vl + adl)det(v) + adl) = det(x) + a n x/)det(s + a a s/).
uTr((v! + adi) o (vl + adg)) =Tr((x) +aaxi)o(s/ +aash)).
yzdet((vi)z) =det(x) + a axi)det(s) +a as)).
;/tTr((vi)z) =Tr((x) +aax))o(s/ +aash)).
on déduit que ,pour chaque j

det((v))?) = det(x) + a ax))det(s’ +a as)) (3.3.10)

Tr((vL)?) = Tr((x) +a axl)o (s + a & s)).

utilisant le lemme 3.2 Dans [63] , prendre la somme sur tout j tel que
1 <j <N on obtient

W(v,) < %(\P(v +ad,)+W¥(v+ad))
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Pour tout « , on considere la fonction f(a) qui mesure la différence de
proximité entre I’ancien itéré et le nouveau itéré pour tout p fixé

fla)="¥(v,)-P(v)

nous avons aussi

avec .
fila) = 5(‘1’(1} +ad,)+W(v+ad))-Y(v)

Evidement

f(0)=£1(0) =0.

considérons maintenant les dérivées premiere et seconde de fi(«) par rap-
port a a pour estimer la décroissance de la fonction de proximité dans le
cadre d’un pas

’ 1 ’

fila)=STr(y (v+ ady) o dy+ W (v+ady) o dy). (3.3.11)

” 1 ”

fi (oc):ETr((dxodx)olp”(v+adx)+(ds<>d5)1p (v+ady)). (3.3.12)

utilisant (3.3.11) et (3.3.9) et la troisiéme inégalité du systéme (3.3.7) on
trouve

fi(0)= %Tr(kl/(v) o(dy+dy)) = —5Tr(ip (v) 0 v'(0)) = =26(v)*.

Lemme 3.3.9 (lemme 3.3 Dans [63] ) si gb"(t) est décroissante de maniere
monotone dans t alors on a

14 7

fi (@) < 28(0)*P (Apin(v) = 2a6(v)).
Preuve 3.3.4 Comme d, et d; sont orthogonale et ds+ds = —1,[1’(1)) alors

| dy+ds 1= dy 11> + || ds 1= 25(v)*

par conséquent

| d lI< V26(v) et |l d;lI< V25(v).

77



d’apres le lemme (2.1.4)on trouve

Amax(V +ady) > Ain(v+ady) > Aia(v) = 2a6(v)).
/\max(v + ads) 2 /\min(v + ads) 2 /\min(v> - 2&6(1))).
d’aprés (iii) et la condition 2 de la définition 3.3.1 et le fait que 1’ (t) est stric-
tement décroissante, on obtient
0 <Y (Apax(v+ @dy) S P (Ain(v) = 2a5(v)).
0 <Y (Amax(v +ade)) S P (Apin(v) = 2a3(v)).

En appliquant le corollaire (2.1.2) , et en utilisant le fait que Tr(z o z) =
22Tz =|| z||? alors on a

7

Tr((dyody) o (v +ady) P (Ayin(v) - 2a5(v)).
Tr((dy o dy) = 20 (Apin(v) = 2a0(0)) || dy |I* -

et

Tr((dyods) o (v+ad) <P (Apin(v) - 2a8(v)).
Tr((dy o dg) = 20" (Ain(v) — 2a8(v)) | d; || .
la substitution dans (3.3.12) donne que

(@) <9 Ain(v) = 200N d 1P + 1 s 1)
= 25(0)2))p" (Ain(v) - 2a5(v)).
ce qui compleéte la preuve
Lemme 3.3.10 (lemme 4.2 Dans [68]) Si a satisfait 'inégalité
) (Ain(0) = 205(0)) +  (Lyuin (0)) < 26(0). (3.3.13)
alors fl'(O) <0

Lemme 3.3.11 (lemme 4.3 Dans [68]) La plus grand valeur de «a vérifiant
(3.3.13) est donné par

a:= . (3.3.14)




Lemme 3.3.12 (lemme 4.4 Dans [68]) Soient p et & définis dans (3.3.14)alors

1
P (p(26(v)))

a >

par la suite on note par

1
R — (3.3.15)
P (p(20(v)))
et on utilisons a comme taille de pas par défaut d’apres le lemme(3.3.12) nous
avons & <

Le lemme suivant montre que la proximité W est décroissante,pour plus
de détaille voir[24]

Lemme 3.3.13 (lemme 3.12 Dans [24]) On suppose que h(t) est une fonction
convexe et deux fois différentiable telle que

7

h(0)=0, K(0)<0

et atteint son minimum globale en t* >0 et W' (t) est croissante sur U'intervalle
[0;t*] alors on a

th'(0)

h(t) < >

pour tout te[0,t"].

Par suite le lemme suivant présente une borne supérieure pour la va-
leur de décroissance de la proximité a une itération interne

Lemme 3.3.14 (lemme 4.5 Dans [68])Si le pas de déplacement a vérifie a <
a alors
fla) <-ad®.

En combinant le résultat du lemme(3.3.12) et (3.3.14) on obtient le théo-
reme suivant

Théoreme 3.3.2 avec a étant la taille de pas par défaut donné par (3.3.15)
ona

2w
N <= os (o)

Corollaire 3.3.2 Le menbre droite de I'expression (3.3.16) est strictement dé-
croissante par rapport a o

(3.3.16)
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La borne d’itération

Nous devons compter le nombre d’itération internes nécessaires pour
revenir a la situation ot W(v) <t

Nous notons par W, la valeur de W d’apres la mise a jour de p et
par W, : k=1.....K les valeur dans la méme itération externe avec K dé-
signe le nombre total d’itérations internes produites durant une itération
externe

Lemme 3.3.15 (proposition 1,2,3 Dans [25] )Supposons qu’'un séquence tj >
0,k=1..... K satisfaisant l'inégalité suivante

teor < ti—Bt, 7, B>0, y€[0,1[, k=T...K—1.

Alors
tV
K<[-1]
By
Lemme 3.3.16 Soit K le nombre d’itération internes entre deux itérations ex-
ternes successive alors I
K< —.
By
Le lemme suivant présente le nombre d’itération externes a partir duquel
l'algorithme 4 converge

Lemme 3.3.17 Soit K le nombre d’itération externes nécessaire pour que l’al-
gorithme 4 converge vers une solution optimale primale-duale alors on a

1 2N
K> —-log(—).

glog(——)
Le nombre total d’itérations produites par l'algorithme 2 est obtenue en
multipliant le nombre d’itérations internes par le nombre d’itérations ex-

ternes comme suit

Le schéma pour analyser l’algorithme basé sur une nouvelle fonction
noyau

Pour analyser 'algorithme générique basé sur une fonction noyau nous
allons besoin de suivi le schéma donné par Bai et al [68]
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1
Etape 1. Résoudre 1’équation —Egb’(t) = s pour obtenir p(s), la fonction

. 1 iy . e 1N s
inverse de —Egb’(t) pour t < 1. Sil’équation est difficile a résoudre,trouver

une borne inférieure pour p(s).
Etape 2. Calculer la décroissance de W(v) en terme de 6 = 6(v) pour la
taille de pas par défaut a tel que:

52
¥ (p(20))

Etape 3. Résoudre I’équation i(t) = s pour obtenir p(s), la fonction in-
verse de (t), t > 1 . Si I’équation est difficile a résoudre , trouver une
borne supérieure pour o(s).

Etape 4. Déduire une borne inférieure pour 6(v) en terme de W(v) de la
forme :

fla)<-

o(v) 2 S9'(o(W(v)).

Etape 5 : Utiliser les resultats des étapes 3 et 4 pour obtenir les constantes
positives 8 et y, avec ¥ €(0,1], et telle que :

fla@) < -pP ().
Etape 6 : Calculer une borne supérieure ¥, pour W(v) sachant que

o(3x)
Vi-6

Etape 7. Déduire une borne supérieure pour le nombre d’itérations totales
sous la forme :

W) < Ly(N,0,7) = 2N i( ).

Etape 8 : Si 7 = (n) et 6 = ©(1) on obtient une borne d’itérations pour
les algorithmes a grand pas.Si v = O(1) et 6 = ©(n) on obtient une borne
d’itérations pour les algorithmes a petit pas.

1
Preuve 3.3.5 Etape 1: soit s= —Egb’(t) pour t €]0,1], par la définition
de p(s)=t, t€]0,1], et s>0ona:

2s=—'(t) =1+, (t)
— =25 = /() = 1 + Py (1)

81



ensuite nous avons

—py(t) =1+ 2s =1, (p(1 + 2s))

comme Y
+ . . .
—p(t) = —t—4€ , est strictement croissante avec t €]0,1]. A partir du

-l

définition de t = p(s) > p(1 + 2s) nous obtenons

e%—st2<s=>'(s)—t> !
- =12 Tog(s)
Cela nous mene a
1
>p0(1+25) > ———. 3.17
p(s) 2 p1+ S)_log(1+2s) (3.3.17)
Etape 2: La fonction (" (t) est strictement décroissante , alors
2 _52 1
J@) <=y < T2t = (17 20(1 + 40)(1 + log(1 + 40))%
VORI " (LH2) | gy (1201 40N +log(1 + 40)
donc
fla) < ! (3.3.18)

3(1+46)(1 +log(1 +46))*

Etape 3 : D’apres le Lemme 4.2 la fonction inverse de (t) pour t € [1,00)

satisfait
Y1)+ 1 <p((t) <1+ (t)+ A /¢2(t) +2(t). (3.3.19)

1
Etape 4 : En utilisant 6(v) > Eyb’(p(‘l’(v))) , NOUs avons

o) > WOV 0)) 2 51~ ) 2 50—y 2 50—
comme p(s) > 1+s alors
o(v) %( _1jw)2 i (3.3.20)

Etape 5: Yy >W >t >1 del'expression (3.3.20) , on déduit que 1 <49 . et
de (3.3.18) , nous avons
52 o 1

JO) = 1551 +Tog(1+40)7 = 15(1+log(1+ 3] ~ 60(1+log(1 + 43"
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par conséquent

fla)<- (3.3.21)

Il s’ensuit donc que
W W - (W), k=1,..,K-1
oul
p= ! =1
T 60(1+log(2))2 VT

Etape 6 : D’apreés lelemme 4.2, 0na p(55) < 1+55+ % + 1y Par conséquent

T 2
0(3%) Lt tyintw
W, < L,(2N,0,t)=2N ) < 2NY(
Since P(t) < g(t—l)2 for t>1,
p(ﬁ) 2 T T2 2
Y, <3N -1)=——(N+= —+Nt-N6). (3.3.22
< IN(EL 17 = P (N 5y NT- N (33.22)

Etape 7 : Par l'inégalité (3.3.21), le nombre total d’itérations internes est
donné par :

\Iﬂ’
K < /3—;’/ = (60(1 +log(2))?)%,.

En substituant (3.3.22) dans cette inégalité , on obtient

(180(1 +log(2))?) T T2 1. N
K< — 4 — - —log—. (3.3.2
< N{I-0) (N+2+ 4+NT NO) 5108 — (3.3.23)

Etape 8 : Pour les algorithmes a grand pas,on considére © = O(n) et 6 = O(1).

Par conséquent
W< (N+T+\/T2+NT NO)?
"= N(1-0) 2 4 '

ainsi la borne d’itération devient

O(Nlog(g

))-
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Conclusion

Dans ce travail , on s’est intéressé a la résolution d’un probleme de pro-
grammation conique du second ordre par la méthode des points intérieurs
de suivi de chemin central (primales-duales) . Nous nous concentrons sur
la nouvelle technique de Nesterov et Todd (schéma de mise a I’échelle NT)
afin de trouver les directions de recherche , ce choix peut étre justifié en
soulignant que jusqu’a présent , les méthodes primales-duales par itéra-
tions intérieures (IPM) a grands pas , basées sur la direction de recherche
(NT) , a donné les meilleurs résultats. Notre objectif dans cette étude est
de présenter une nouvelle fonction noyau , nous avons établi que la com-

Ny,

plexité de cet algorithme a grands pas est d’ordre O(N log( =

Perspectives

Notre prochain travail pourraient se concentrer sur deux aspects. La pre-
miere consiste a concevoir une méthode du point intérieur (IPM) irréali-
sable basée sur la nouvelle fonction du noyau. Le deuxiéme aspect concerne
la réalisation des tests numériques, qui constituent un travail intéressant
pour étudier le comportement des algorithmes afin de les comparer a
d’autres existants.
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