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dérivée partielle par rapport au variable de temps.
dérivée partielle par rapport au variable d’espace.
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la transformé de Fourier de u.
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Introduction

La problématique du travail de la theése consiste a faire une étude en direction des
systemes d’équations aux dérivées partielles linéaires du premier ordre de type hy-
perbolique, en multi-dimension d’espace, dans un ouvert a bord que I'on couple avec
des conditions homogenes et non homogenes sur le bord de I'ouvert ainsi que des
conditions initiales sur ’hypersurface {t = 0}. Le cas traité est celui ou l'opérateur
des équations de l'intérieur est symétrisable au sens de Friedrichs et est caractéris-
tique par rapport au bord de 'ouvert.

On considere L l'opérateur différentiel linéaire du premier ordre a coefficients va-

riables dans le cas des systemes de la forme suivante :

d
L(t,x,0;, 0. )u = dpu+ Z Aj(t,x)0ju = F,
j=1

ot la variable d’espace z vit dans un ouvert régulier Q de R? situé localement d’un
seul coté de sa frontiere of).
Pour simplifier 'exposé, par transport par cartes locales, on se place dans le cas ou

I'ouvert €2 est le demi-espace
Q: ={x=(y,zq),y = (T1,...,24-1) eR 2y > 0},

o0 ={zeR? :z,=0}

Les coefficients Aj = A;(t,z) pour j =1...,d, sont des fonctions définies dans R x Q
a valeurs dans l'espace des matrices réelles N x N . L’inconnue u(t,z) et le terme
source F(t,z) sont & valeurs dans C.

Selon 'inversibilité de la matrice Ay(t,x) sur le bord 2 il y a deux cas :

- Le cas non caractéristique si la matrice est inversible pour tout (¢,z) € R x Q.

- Le cas caractéristique si la matrice est singuliere qui est le cas traité dans cette

these.
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On s’intéresse ici a des conditions de bords générales de la forme
Bujy,—0 =G sur R x 09,
et des conditions initiales de la forme
Ujt=0 = U0 dans €,

ou B = B(t,y) est une matrice p x N a coefficients réels (I'entier p sera précisé
plus loin) et G = G(t,x) , ug = up(x) sont a valeurs vectorielles dans CP et CV
respectivement.

Dans ce manuscrit on s’intéressera a des problemes mixtes de la forme

Lu=F  dans [0,7]xQ,
Bu=G  sur [0,7]x 09, (0.1)

Uj=0 = U0 dans €,

Cette these se divise en deux majeures parties, qui sont autant de travaux menés a

terme .

1. La problématique de la premiere partie est d’étudier les questions d’existence
locale, d’unicité pour des problémes mixtes Friedrichs symétrisable, caracté-
ristique de multiplicité constante lorsque les coefficients de I'opérateur des
équations de l'intérieur sont a régularité Lipschitz et la matrice de bord B
satisfait une condition de structure minimale pour les problémes mixtes, dite
condition de Lopatinski uniforme (UKL) [13] qui joue un role crucial dans
I'étude des problémes mixtes hyperboliques. En effet, Kreiss [13] a démontré,
dans le cas ou l'opérateur est strictement hyperbolique avec des coefficients
de classe C®, et des conditions aux limites non caractéristique, que la condi-
tion de Lopatinski uniforme (UKL) est nécessaire et suffisante pour que le
probleme (2.1) soit fortement bien posé dans L? (voir la Définition 1.3.2).
Par fortement bien posé, on entend que le probleme admet une unique so-
lution qui vérifie une estimation d’énergie L? sans perte de dérivées avec les
termes sources F', G , et ug en utilisant une outil algébrique appelé depuis
“symétriseur de Kreiss "[13].

Ces questions ont également obtenu des éléments de réponse dans le cas non
caractéristique avec des coefficients peu réguliers avec les travaux de Benzoni-
Gavage et Serre [1], Coulombel JF [4] et Mokrane AZ [21] ou plus récemment,
G.Métivier [20] . Les obstacles inhérents a ce type de probleme proviennent

de la difficulté & établir que le probléme soit bien posé dans L2, car il faudra,



d’une part, justifier les produits des coefficients avec les dérivées des solutions
dans les espaces de distributions appropriés, et d’autre part, établir des esti-
mations a priori sans perte de dérivées. Pour affronter ces contraintes, nous
devons faire appel a des techniques fines d’analyse fonctionnelle comme la
théorie des opérateurs paradifférentiels de J.M. Bony [2] qu’il faudra adapter
au contexte particulier envisagé.

Dans le cadre de la problématique de la premiere partie de la these, les ré-
sultats obtenus ont fait 'objet d’'un article publié intitulé A Well-Posedness
Result of a Characteristic Hyperbolic Mixed Problem (cf.[22]).

2. La seconde partie est consacrée a 1’étude des questions d’existence locale,
d’unicité pour un probleme mixte caractéristique a coeflicients constants pour
lesquels la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme n’est plus vérifiée . Plus
particulierement on s’intéressera a des problemes mixtes qui satisfont a une
version faible de cette condition. En effet, il a été montré notamment par
Sablé-Tougeron [29] et Coulombel [5, 7] que, malgré le fait que la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme ne soit pas vérifiée de facon uniforme, le probleme
aux limites peut étre faiblement bien posé dans L?. Par faiblement bien posé,
on entend que la solution u du probleme aux limites admet une estimation
d’énergie avec perte de dérivées (la solution est moins réguliere que les termes
sources).

Les probléme aux limites de la classe WR (cf.la référence [6] pour la définition)
sont des probleme faiblement bien posés (dans la classe WR la différence de
régularité est d'une dérivée sur le bord et d'une dérivée a I'intérieur).

Le premier but fixé dans cette partie a été de généraliser le résultat obtenu par
M.Eller [8] qui a considéré le cas des probléme aux limites non caractéristique
ou l'opérateur L est hyperbolique a multiplicité constante. Notre résultat
s’étend au cas caractéristique dans le cas ou 'opérateur est symetrisable au
sens de Friedrichs.

La nouveauté réside dans le fait que en utilisant les idées de [16, 5, 10],
nous n’invoquons pas de techniques supplémentaires comme le symetriseur
de Kreiss.

Le second but dans cette partie a été de prolonger ’analyse a un probleme
mixte avec une donnée initiale non nulle ou la variable du temps vit dans
[0,7]. Ce résultat a fait 'objet d'un article publié intitulé Weakened Well-
Posedness of a Hyperbolic Characteristic Boundary Value Problem (cf.[23])

et beaucoup d’aspects de ce theme restent des questions encore ouvertes .

Notre travail de these se présente en trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous

introduisons les espaces fonctionnels utilisés dans les différents chapitres; nous rap-
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pelons le calcul paradifferentiel de J.M. Bony [2], et enfin nous présentons quelques
notions et des résultats préliminaires ; essentiellement des rappels de techniques uti-
lisées dans les chapitres suivants.

Le deuxiéme chapitre comporte deux principaux résultats. Dans le premier résultat,
nous donnons une démonstration complete du caractere fortement bien posé pour des
problémes mixtes a coefficient Lipschitz qui satisfont la condition Kreiss-Lopatinskii
uniforme. Cette démonstration se décompose en quelque étapes. On établit d’abord
des estimations a priori pour des solutions régulieres du probléme (0.1) sans condi-
tions initiales. Ensuite on construit une solution faible du probleme aux limites et on
conclut que la solution faible est en fait une solution forte au sens que I'on précisera
par la suite et enfin la résolution du probleme mixte (0.1) homogene (ug = 0) et non
homogene (ug # 0).

Dans le second résultat, nous montrons en outre que les problemes mixtes a coeffi-
cient Lipschitz qui satisfont la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme est fortement
bien posé méme pour F e LY([0,T], L?(5)).

Dans le troisiéme chapitre, nous abordons la deuxieme partie de notre travail. Elle
concerne 1’étude du caractere faiblement bien posé pour des problemes mixtes a
coefficients constants qui satisfont une version affaiblie de la condition de Kreiss-
Lopatinski uniforme, notée s-WKL ( voir Définition 3.1.1).



1 Préliminaires

1.1 Espaces fonctionnels utilisés

Dans toute la suite, on considérera 1’ouvert
Q: ={x=(y,zq),y = (T1,...,24-1) eR" > 0},
de bord
o0 ={zeR? :z,=0}.

On notera @ = R x Q et X =R x 0Q. Pour T' > 0 fixé, on définit aussi Q7 = [0,T] x 2
et X7 =[0,T] x 0.

Definition 1.1.1. (Espace de Sobolev) Pour s€ R et v =1 on définit l’espace de

Sobolev H*(R?) des distributions tempérées u muni de la norme

1
llli = e fRd NV Pde,  A(€) = (7P +[¢[*),

ou U désigne la transformé de Fourier de u .

X étant @ ot ¥, on définit 'espace de Sobolev H3(X) = €7 H*(X) muni de la norme

lull 73 sy = le™ " uls -
On définit aussi 'espace L?(R4, H*(X)) muni de la norme

o

- :J Ju(.,zq)|?,dzq. (1.1)
Ry

Dans le cas s = 0, on note par L%(E) 'espace HQ(E) = et par L%(Q) 'espace
L*(Ry, HY(X)).
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On considere 'opérateur différentiel L défini par

o

e (1.2)

0. &
L(t,l‘,ﬁt,a@) = a + Z A](t,l‘)
j=1

Pour tout v > 0, on définit L, I'opérateur différentiel eMLe™ = L4+~Iy.

Tout au long de cette theése, nous utiliserons 1’espace

Q) = {ve L3(Q): Lyve L*(Q)}.

Nous rappelons un résultat qui sera essentiel pour la suite.

Lemme 1.1.2. L’espace C°((Q)) est dense dans F2,(Q) et l'opérateur de trace u —
Agquys, est bien défini et continu de 7,(Q) d valeurs dans Hy_lp(E).

On renvoie a [3, 28] pour une démonstration dans le cas v = 0.

1.2 Calcul paradifferentiel a parameétre

Comme la régularité des coefficients est limitée, nous allons utiliser le calcul paradif-
férentiel de J.M. Bony [2]. Nous rappelons dans ce qui suit I’essentiel des résultats
a utiliser de la théorie inspirés de la version du calcul symbolique a parameétre que

I'on pourra trouver dans les références [21, 17].

1.2.1 Calcul paradifferentiel & paramétre dans R

Definition 1.2.1 (Classe des symboles paradifferentiels I'7*(RY), k = 0,1).
Soit m € R, on désigne par TERY) (resp. TT(RY)) lespace des fonctions
a:RYx R x [0, 400 = C, (x,6,7) — a(z,&,79) qui sont C° en € € RY et véri-
fient : pour tout ace N¢, il existe Cp, > 0 pour lequel :

V(€7 eRIXRY  [0ga(,&,7)] o < CaX™ T4 (), (1.3)

resp : H@g‘a(.,g,v)le < Co A= loly ().

,O0



1.2 Calcul paradifferentiel a

parameétre

Definition 1.2.2 (Classe des symboles paradifférentiels ¥7*(RY), k = 0,1). On
désigne par YT (RY) (resp. LTHR?)) Uespace des fonctions a € TJH(RY) (resp. a e
I7(R?)) telles que pour € € 10,1[ satisfont d la propriété

V(7). SwpFra(.€,7) < {CeRYICI < (P +1¢P)2}.
ou F, désigne lopérateur de Fourier relativement a la premiere variable.
Remarque 1.2.3. Les symboles a € X' (R?) sont de classe C* en (x,€) et par

conséquent a appartient a la classe de symboles de Hormander ST [11] et on peut

définir Uopérateur pseudo-différentiel Op”(a) associé a a par la formule :

Yue S(RY), VYreR? Op(a)u:= (271T)dfRdeiw'ga(%fﬁ)a(f)df-

Definition 1.2.4. Soit me R et v > 1. On dira que la famille d’opérateurs {P7}
est d’ordre <m st :

Pour tout s e R, il existe une constante Cy telle que

Vy=1, Vue HTRY),|PTu

sy S CSHUHS-HM’Y'

Théoréme 1.2.5. Pour ae SR, meR, la famille des opérateurs {OpY(a)} est
d’ordre <m .

Etant donné un symbole dans la classe e (]Rd), il est possible de réaliser un symbole

dans la classe E}:‘(Rd) a travers la construction suivante :

Definition 1.2.6. Soit ¢ : RY x R x [1,+o0[ — [0, +oo[ fonction de classe C* telle
que pour tout o, B € N¢ -

V(CE) |EOV(GE)|,, < Capr ().

On dit que v est admissible si il existe €1,e9 tel que 0 < g1 < eg < 1 vérifiant

WG &) =1 si [¢<AM(©E)
P(C,67) =0 si [¢]=AM(9).



1 Préliminaires

10

Proposition 1.2.7. Soit a € " (R?) et 1) une fonction admissible. Posons
oo (2,6,7) = JRd K¥(z —y.7)aly.&7)dy

ot KV est la transformée de Fourier inverse de ¥(.,&,7). Alors
1. oX e S (RY).
2. Si TT(RY), alors a—oX e TOYRY) et si by et o sont deus fonctions ad-

missibles alors X! —oX2 € ¥ 1(RY)

Definition 1.2.8. Soit a € I'7"(RY) et 1) une fonction admissible. On définit 'opé-

rateur paradifférentiel T7)X par la formule
T X = Op™(03).

L’opérateur T,)'X est d’ordre < m.

Proposition 1.2.9. Pour a € IT"(R?%) et x1,x2 deuz fonctions admissible, on a
ToX1 —T7X2 d’ordre < m — 1.

Compte tenu la proposition ci-dessus, nous fixons sans perte de généralité, la méme
fonction admissible pour tous les opérateurs paradifférentiels considérés et par la
suite, on omettra donc 'exposant chi dans T)°X.

L’intérét de I'utilisation du calcul paradifférentiel de J.M. bony, dans ce cadre vient

du fait que I'on dispose d'un calcul symbolique résumé dans la proposition suivante

Proposition 1.2.10. 1. Soient a€ T et be T (RY), alors abe FT’LmI (RY) et
T)oT,) —T), d ordre <m+m'—1.

2. Soit ae T'T(RY), alors (T))* — T2 d’ordre <m—1.

Remarque 1.2.11. Chaque fonction a dans Wh® peut étre considérée comme un
élément du classe T, et la multiplication avec a définit un opérateur linéaire borné
dans L?.

De plus, si I'on compare 'opérateur de multiplication avec a et T, et nous avons le

résultat trés important suivant :



1.2 Calcul paradifferentiel a parameétre

Théoréme 1.2.12. II existe C > 0 tel que pour tout a € WH*(R?), u e L*(RY),
vy=1, on ait :

C
law— T ul| 2 (gay < ;||a||W1,w(Rd)HuHLz@),

H(lﬁka_TJ&kaHL%Rd) <C||a||W1,x:(Rd)HUHLZ(Rd) kZO,]_, ,d—l, 5$0 = 51}.

1.2.2 Calcul paradifférentiel a parametre dans le demi espace
R xQ

Le calcul paradifférentiel présenté ci-dessus est attaché aux symboles définis par
rapport aux variables tangentielles (¢,7) € ¥ = R x R4~!. On I'étend au demi-espace

Q) =R x Q, en introduisant la variable x4 jouant le role de parametre [21, 17, 4]).

Definition 1.2.13. Soit m e R, on désigne par I''(Q), pour j = 0,1 Uespace des
fonctions a(t,y,xq,n,7) qui définit sur Q x R% x [1,+oo[ tel que Uapplication xq —
a(.,zg4,.) est bornée dans T (RY).

On définit 'opérateur paradifférentiel 7} par la formule

VueCP(Q), Vg =0, (TJu)(.,xq) := TV(.@d)u(.,xd).

a

En utilisant le Théoreéme 1.2.12 et en intégrant par rapport a x4 = 0, il vient

Théoréme 1.2.14. II existe C' > 0 tel que pour tout a € WHP(Q), ue L*(Q), vy = 1,

on ait :

C
lau =T u|p2(q) < ;HGHWL%(Q) lullz2(q),

||a5mku—Tgﬁmku||L2(Q) < OHGHWLX(Q)HUHL%Q)? k = 0,1, T ,d— ]_, 63:0 = 5t.

Remarque 1.2.15. Les opérateurs paradifferentiels utilisés s’étendent de facon na-
turelle aux fonctions a valeurs vectorielles ou matricielles. On adoptera sans perte

de généralité les mémes notations pour ce type d’opérateurs.

11
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1.2.3 L’inégalité de Garding

Enfin, on aura besoin de l'inégalité de Gdrding. On présente ici dans la version a

parametre dans le cas matriciel.

Proposition 1.2.16. Considérons la fonction matricielle (x,£,v) — a(x,£,7) d va-
leurs dans espace des matrices My (C) de régularité TT(RY). Supposons que il
existe Cy > 0 tel que :

V(x,&,7) e RYx R x [1,+o0]

Rea(r,€7) = 3 (a(e,7) +a"(2,6,7)) > CN™ () Lo

Alors pour 0 < C' < Cy il existe v9 = 1 tel que

¥y =90, Yue CPRY)  Re(Tu,uype = Clully, o, -

1.3 Les problémes mixtes fortement bien posés et

faiblement bien posés dans L?

En premier lieu on introduit la notion de fortement bien posé pour des probléemes

mixtes non caractéristiques (cas ou la matrice Ay est inversible).

Definition 1.3.1. On dit que le probléme (0.1) est fortement bien posé dans L? dans
le cas non caractéristique si l’estimation suivante est satisfaite pour toute solution

u assez réquliere et pour un parametre v assez grand

—24T
7”“”%3(%) + Hu|xd=0|‘%?y(2T)+e 2 HU(T)H%Q(Q)

1
< C (V(HLUH%%(QT) 1 Buge,=ollz ) + ”“0”%2@) |

Par contre, dans le cas caractéristique (cas ou la matrice Ay est singuliere) avec
kerAg < kerB, la trace de la solution sur le bord n’est pas assurée dans L?. Le
meilleur contréle que nous pourrions avoir est celui de la trace de Agu (le controle
de la composante de u relativement au noyau de Ag). Par conséquent, nous devons

adapter la définition comme suit :



1.4 Les probléemes mixtes caractéristiques a coefficients Lipschitz de bord strictement
dissipatif

Definition 1.3.2. On dit que le probléme (0.1) est fortement bien posé dans L?
dans le cas caractéristique si l’estimation suivante est satisfaite pour tout u assez

réquliere et pour un parameétre v assez grand

VHUH%g(QT) + |’Adu|xd=0||%g(zT)+6_27THU(T)||%2(Q)

1
< C (7(||Lu||ig(QT) + ||Bu|md:o||%g(ET) + ||u0||%2(9)> ,

La notion de probleémes faiblement bien posés dans L? dans le cas caractéristique
signifie que le probléme (0.1) admet une unique solution u dans L?, moins réguliére
que les données du probleme F,G et ug ou seulement la trace AdU|$ ,=0 ) reste
dans L? et satisfait une estimation avec perte des dérivées par rapport aux termes

sources.

1.4 Les problémes mixtes caractéristiques a
coefficients Lipschitz de bord strictement

dissipatif

Le probleme que l'on va considérer dans le paragraphe suivant s’écrit sous la

forme : ) .
Lu = dpu+ Z Aj(t,x)0ju=F dans [0,7] x Q,
/ = (1.4)
B(t,y)u=G  sur [0,T]x 0%,
[ Ujt=0 = U0 dans €,

ol B est une matrice de type px N .

Il existe un cadre particulier pour lequel I’étude du probléme (1.4) est grandement
facilité. Ce cadre est celui de systemes symétrisables et qui admettent des conditions
de bords strictement dissipatives, voir par exemple [14, 18, 1]. On fait les hypotheses

suivantes :

Hypothese 1.4.1. On dit que ['opérateur L est symétrisable au sens de Friedrichs
(ou simplement Friedrichs symétrisable) si pour tout (t,x) € Q, il existe une matrice
So(t,x), définie positive et symétrique telle que les matrices So(t,z)A;(t,x), pour
j=1,....d , soient aussi symétriques
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Hypothese 1.4.2. Pour tout (t,y) € X la matrice B(t,y) est de rang mazimal p x N
ou p est le nombre des valeurs propres positives de la matrice Ay, et satisfait ker Ag <
ker B.

Hypotheése 1.4.3. Le probléme (1.4) est caractéristique , c’est a dire que la matrice

Agy(t,z) est singuliére sur 3.

On précise dans la définition suivante ce que 'on entend par strictement dissipatif

pour une condition de bord.

Definition 1.4.1. La matrice de bord B est qualifiée de strictement dissipative pour

Y du probléme (1.4) si elle vérifie les trois propriétés suivantes :
1. Yweker B,w # 0,{Aqw,w) < 0.
2. ker B est maximal (au sens de l'inclusion) pour la propriété 1.
3. La matrice B est surjective de CV dans CP o1 p est le nombre de valeurs

propres positives de Ag.

Dans la suite de cette theése, on utilisera aussi la formulation équivalente suivante

de la stricte dissipativité :

Proposition 1.4.2. La matrice de bord est strictement dissipative, si et seulement
si, il existe « =0 et 3= 0 tel que pour tout (t,y) e R? et we CN :

alw|? +(SoAquw,w) < B|Bw|,

voir le Lemme 3.3 de [1] pour une démonstration dans le cas non caractéristique .

Hypotheése 1.4.4. Pour tout (t,y) € X' la matrice de bord B(t,y) est strictement

dissipative .



1.5 Les probléemes mixtes non caractéristiques a coefficients Lipshiz de bord satisfait la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

Maintenant nous rappelons le théoreme suivant :

Théoréme 1.4.3. Supposons que les matrices Aj,So€ WH®(Q), et Be WL®(Q).
Supposons que les hypothéses 1.4.1-1.4.4 soient aussi satisfaites. Alors pour tout
T > 0, il existe des constantes vg =1 et C > 0 tels que pour tout F € L%(QT),
Ge L%(ET) et ug € L?(Q), le probléme (1.4) admet une unique solution u € L%(QT)
telle que uj,,—o € L,QY(ET). En outre, u € CO([O,T],L?Y(Q)) et pour tout 0 <t <T on

a !

_ 1
o) ey + 23 g+ MAateg-olis iy < (T1F gy +IG Ry + ol )
(1.5)

On pourra trouver une démonstration de ce théoreme dans [18] dans le cas a coeffi-

cients constants, et dans [1] dans le cas & coefficients variables peu réguliers.

1.5 Les problémes mixtes non caractéristiques a
coefficients Lipshiz de bord satisfait la condition

Kreiss-Lopatinskii uniforme

Benzoni-Gavage-Serre [1] a montré que les problemes mixtes symétrisables au sens
de Friedrichs a coefficients Lipshiz, de bord strictement dissipatif ne sont pas les
seuls a vérifier une estimation de la forme (1.5). En d’autre termes on étudie des
problémes mixtes ou la matrice de bord B satisfait une condition de structure mi-
nimale, dite la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme (UKL) dont nous allons
donner une définition dans le sous paragraphe 1.5.1.

Dans cette section on considere le probléme (1.4) satisfaisant aux hypotheses sui-

vantes :

Hypothése 1.5.1. La matrice Ay est inversible sur X.

On suppose aussi que le probleme (1.4) est Friedrichs symétrisable (I’hypothese
1.4.1).

15
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Hypothése 1.5.2. La matrice de bord B(t,y) satisfait la condition Kreiss-

Lopatinskii uniforme.

1.5.1 La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme

Soit & = (n,&y) la variable de fréquence d’espace et o la variable de fréquence du

temps. On introduit les espace de fréquences :
== {Z = (t7$,7,77) : (t,[L’) € Q> (7_777) € C+ X Rd_l\(oao)}a

o= {Z = (t,y,7,n): (t,y) €%, (1,n) e CT x Rd_l\(0,0)}.
Ct:={r=~+iceC:Re(r) =7 =0}, (1.6)

On introduit aussi =1,

Z1=Z=Zn{y =0},
On aura besoin de considérer le problemes aux limites globaux en temps :

d
Lu = dpu+ Z Aj(t,x)0ju=F dans @,
=1 (1.7)

B(t,y)u=G sur X

En opérant une transformation de Fourier relativement aux variables d’espace tan-
gentielle (¢,y) et une transformation de Laplace relativement a la variable temporelle
t, le systeme (1.7) s’écrit sous la forme d’une équation différentielle ordinaire relati-

vement a la variable normale x4

oqu=o (z)v+AJ'F dans @, (1.8)

B(t,y)v=G sur X, .
avec pour tout z € = la matrice résolvante est définie par

o (2) = —A7 N (TN +iA(t,2,m)). (1.9)

d—1
oit A(t,x,m) = Y Aj(t,2)¢
j=1

Pour z € =, on notera E_ (z) (resp. E4 (2) ) le sous-espace stable (resp. instable) du

systeme différentiel (1.8) pour F' = 0.



1.5 Les probléemes mixtes non caractéristiques a coefficients Lipshiz de bord satisfait la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

Definition 1.5.1. La matrice de bord B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii

uniforme (UKL) pour le systéeme (1.7) si

1C>0,Y2€Z) (veE_(z)) = |v]|<C|B(t,y)v]).

Lemme 1.5.2. [12] Pour tout z € Z\Z1, la matrice résolvante </ (z) n’admet pas de
valeur propre imaginaire pure. De plus, le sous-espace stable E_(z) est de dimen-
sion p. Le sous espace instable est lui de dimension N —p et on a la décomposition
suivante :

VzeE\E; E_(2)+E,(z)=CV.

Cependant dans le cas, z € =1 le lemme précédent n’est plus suffisant pour décrire
la forme de matrice 7 (z). On a besoin d'un autre résultat. Ce dernier est initiale-
ment di a Kreiss puis a été généralisé par Métivier aux systémes hyperboliques a

multiplicité constante [19] (Pour notre probleme L est Friedrichs symétrisable ).

Théoréme 1.5.3 ( Condition de structure par blocs,[19]). Si le probléme aux limites
vérifie les hypotheses 1.4.1 et 1.5.1, alors pour tout z € =, il existe un voisinage ¥V de
z dans =, un entier positif p, des entiers v1,--- v, positifs vérifiant N = v +---+ 1

et enfin une matrice T(z) inversible et réguliére surV tels que
VzeE T '(2)4 (2)T(2) = diag (Q1 (), ,Qp(2)),

ot les ()j sont des matrices de taille v; satisfaisant 'une des alternatives suivantes :
i) Tous les éléments dans le spectre de Qj(z) ont une partie réelle strictement né-
gative.
ii) Tous les éléments dans le spectre de Q) (z) ont une partie réelle strictement po-
sitive.
W) vij=1,Q;€iR et

6,Q; (2) € B\ {0}

w) vj > 1, il existe (j € iR tel que la matrice Q;(z) s’écrit sous la forme :

G ¢ 0
0 Gj

ot le coefficient en bas a gauche de 04Q; (2) est un réel non nul.

17
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Nous rappelons le théoreme suivant :

Théoréme 1.5.4. [1] Supposons que les matrices A;,S) € Wh*(Q), et B e
WL(Q). Supposons que les hypothéses 1.4.1-1.5.1-1.4.3 et 1.5.2 soient aussi satis-
faites. Alors pour tout T' > 0, il existe des constantes vg =1 et C'> 0 tels que pour
tout F e L%(QT), Ge L%(ET) et ug € L*(Y), le probleme (1.4) admet une unique
solution u € L%(QT) telle que up,,—o € L%(ZT). Par ailleurs, ue C’O([O,T],L%(Q)) et
pour tout 0 <t <T on a :

_ 1
e () |2y + 3 g+ ltpogmolZz sy < C <7Fllig@t) FIG sy + ||uo|%z<9>) ,
(1.10)

Maintenant, on précise les grandes lignes dans la démonstration pour faciliter la
compréhension du chapitre 2 qui traite le cas plus difficile (le cas caractéristique) .
e [’établissement d’une estimation d’énergie a priori sans perte de régularité pour

des solutions régulieres u du probleme c’est a dire pour tout u e C°(Q)) on a :

1
Wil g+ esmolis < € (S 1Eul g+ 1Bupmolis ) (11D

Cette estimation a été établie par plusieurs auteurs. On peut citer H.O.Kreiss [13]
(voir aussi Chazarain- Piriou [3]) pour des opérateurs L strictement hyperboliques
a coefficients de classe C* o la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite.
En un certain sens, Kreiss se ramene au cas symétrique a conditions de bord stricte-
ment dissipatives c’est-a-dire qu’il construit un outil appelé “symétriseur de Kreiss",
S qui permet de compenser le manque de dissipativité des conditions de bord et la
symétrie des matrices A; .

AZ. Mokrane [21] a amélioré ce résultat en supposant que les coefficients va-
riables peu réguliers (A; € WL®(Q), Be WH®(X) ) et en utilisant paradifférentiel
de J.M.Bony [2] qui a 'avantage de mieux contrdler le manque de régularité.
G.Métivier [17] a étendu le résultat de Kreiss [13] a des opérateurs L a coefficients
de classe C* ou la matrice résolvante (1.9) satisfait la condition de structure par
blocs (Théoreme 1.5.3 ).

Benzoni-Gavage et Serre [1] a amélioré le résultat de [17] en supposant que les coef-
ficients variables peu réguliers.

Sans entrer dans les détails de la preuve de I'estimation qui est assez technique (voir
Théoreme 9.6 de [1]).

e La construction d’une solution faible et on conclut que la solution faible est une

solution forte (voir Théoreme 9.17 de [1]).
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1.5 Les probléemes mixtes non caractéristiques a coefficients Lipshiz de bord satisfait la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

e La résolution du probléme mixte (1.4) homogene et non homogene (voir Théoreme
9.19 de [1]).

1.5.2 Symétriseur de Kreiss

Maintenant, on précise les hypotheses qui permettent de construire ce symétriseur
dans sa version globale dans les cas des coefficients a régularité Lipschitz. On renvoie

aux références [21, 1] pour une démonstration détaillée.

Théoreme 1.5.5 ([21, 1]). Soit z € =. Sous les hypothéses suivantes :

1. La matrice symbole </ (z) satisfait la condition structure par blocs (théoréme
1.5.3).

2. La matrice B est de rang mazimal p ot p nombre de valeurs propres positives

de la matrice Ay.
3. La condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite.

Alors il existe un symbole matriciel symétrique S(z) de degré O et régularité 1 |
appelé symétriseur de Kreiss ayant les propriétés suivantes

Il existe une ensemble fini des matrices (Vi(2)); , telles que

Re(5(2)A(2)) = ;Vi (2) ( 0 Ei(z)> Vi(2), (1.12)

ou Vi(z) et Hi(z) sont des symboles homogénes de degré 0 en (1,n) et de régularité
I'Y), E;(2) sont des symboles homogénes de degré 1 en (7,n) et de régularité I'}. En

outre, on a les inéqgalités

YViH(2)Vi(z) = CI, Hi(z) = CI,,  Ei(2) = C(y* + )/ In_y,. (1.13)

De plus, il existe des constantes C' > 0,C" > 0 telles que, pour tout z € 2y on ait

S(z) = Cly —C'B*(t,y)B(t,y). (1.14)
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2 Problemes mixtes caractéristiques

avec la condition Kreiss-Lopatinskii

uniforme

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Journal of Pseudo-
Differential Operators and Applications (JPDO), [22]

2.1 Description du probleme.

Nous allons étudier le probleme mixte de la forme :

r

d
Lu = dpu+ Z Aj(t,x)0ju=F  dans Qr,
j=1

(2.1)
Bu=G sur X,

Ujp=0 = U0 dans €,

ou les données F'(t,x),up(z) ainsi que 'inconnue u(t,z) sont a valeurs vectorielles

dans CV. B est une

matrice de type px N et G(t,x) est a valeurs vectorielles dans CP.

2.1.1 Hypotheses

On fait les hypotheses suivantes :

Hypothese 2.1.1.

L opérateur L est Friedrichs symétrisable, c’est a dire que pour
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tout (t,x) € Q, il existe une matrice Sy(t, ), définie positive, symétrique et telle que

les matrices So(t,x)A;(t,x), pour j=1,...,d , soient aussi symétriques.

Hypotheése 2.1.2. Le probléme (2.1) est caractéristique de multiplicité constante
, c’est a dire que pour tout (t,x) € Q la matrice Ay(t,z) est singuliére et de rang

constant N —m. Moyennant une transformation linéaire, on supposera que Aq(t,x)

Ad(t,x)=<0m ¥ ) (2.2)

0 aq(t,z)

est de la forme

ou aq(t,r) est une matrice inversible sur Q.

Correspondant & cette représentation, l'inconnue u s’écrit sous la forme (u!,u’!),
ott u!!l est & valeurs dans CN=™ qu’on appellera la partie non caractéristique de u

et u! est & valeurs dans C™, qu’on appellera la partie caractéristique de w.

Hypothése 2.1.3. Pour tout (t,z) e Q et £ € R xR, avec £ # 0, la matrice

symbole

d
A(t,,) =) Aj(t,x)&5 = At x.m) + Agt, )&,
j=1

admet une valeur propre A= 0 de multiplicité m.

d—1
L’hypothese 2.1.3 implique que la matrice A(t,z,n) = Z A;(t,z)€; admet une dé-
j=1
composition par blocs de la forme
0 t
moaban) ) 0 e i (2.3)
CLle(t,.T,ﬂ) GQ(t,.T,n)

(voir Benzoni Gavage et Serre [1] pour davantage de détails.)

Hypotheése 2.1.4. Pour tous (t,x) € X la matrice B = B(t,y) est de rang mazimal
p ou p est le nombre des valeurs propres positives de la matrice Ag, et satisfait
ker Ay < ker B. Pour cela aprés une transformation linéaire on suppose que la matrice

B sous la forme B = (0pxm,B1) avec By est une matrice de type px N —m.



2.1 Description du probléme.

Comme mentionné dans l'introduction, on supposera que le probleme (2.1) satisfait
la condition de structure minimale, dite la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme.
Avant de donner la définition de cette condition dans le cas caractéristique (voir la
Définition 1.5.1 dans le cas non-caractéristique) on introduit quelques notations :

Pour z € Z on introduit E_(z), le sous-espace stable associé au systeme singulier
(TIn +iA(t,z,n))v+ Ag(t,x)0qv =0, (2.4)

obtenu par transformation de Fourier-Laplace par rapport a la variable d’espace
tangentielle (¢,y) dans les équations de 'intérieur du probleme (2.1) avec F' = 0.
Le sous-espace stable E_(z) est obtenu apreés découplage du systéme singulier (2.4)

en deux systémes relativement & la composante non carctéristique u!!, (voir [1]).

Definition 2.1.1. La matrice de bord B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii

uniforme, si

1C>0,V2eZ) (veE_(z)) = [A4(t,y,0)v| < C|B(t,y)v]).

Hypothése 2.1.5. Le probléme (2.1) satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii

uniforme.

2.1.2 Les principaux résultats

Le premier résultat de ce chapitre se formule comme suit :

Théoréme 2.1.2. Supposons que les fonctions matricielles Aj, Sy € Whe(Q), et

BeWbH®(X). Supposons que les hypothéses 2.1.1-2.1.5 aussi soient satisfaites. Alors

pour tout T' > 0, il existe des constantes v9 =1 et C' > 0 tels que pour tout F €

L%(QT), Ge L%(ZT) et fe L*Q), le probléme (2.1) admet une unique solution

u€ L,QY(QT) telle que uﬁd:O € L%(ZT). Par ailleurs, u € CO([O,T],L%(Q)) et pour

tout 0 <t<T on a :

Tl g+l olla oy + e ey <€ (S0P g +IG 3 s,y + ol
(2.5)

23



2 Problemes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme

24

Le deuxieme résultat de ce travail est une amélioration du résultat précé-

dent, en supposant la donnée des équations de l'intérieur seulement a régularité
LY([0,T], L*(2)).

Théoréme 2.1.3. Sous toutes les hypothéses du Théoréme 2.1.2 et pour tout T >0,
il existe une constante C' > 0 telle que pour tout F e L'([0,T],L*(Q)), G € L*(Xr)
et ug € L*(Q), le probléeme (2.1) admet une unique solution u e L*(Qr) telle que
uﬁdzo e L2(X7). En outre, la solution ue CY([0,T],L?(2)) et vérifie pour tout 0 <
t<T ona:

t
lf? _oll sy + ()l 2y < C ( fo VE ) 2 yds + Gz + ||uo||Lz(Q>) .
(2.6)

La démonstration du Théoréme 2.1.2 se fait en plusieurs étapes : d’abord, on com-
mence par ’étape la plus importante qui est ’établissement d’une estimation d’éner-
gie a priori vérifiée par toute solution assez réguliere du probléme (2.1) sans condi-
tion initiale de bord caractéristique satisfaisant la condition de Kreiss-Lopatinski

uniforme 2.1.5, cette estimation est de la forme :

1
Wil g + Il molia <€ (S 1Lulsig) + Buesmolisy ) (2

Cette estimation a été obtenue par plusieurs auteurs mais avec des hypotheéses
différentes, on peut citer :

o Majda et Osher [16] dans le cas caractéristique ont démontré que si la matrice de
bord B satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme, et la matrice symbole
A(t,x,n) satisfait la condition de structure par blocs avec coefficient variable de
régularité C®, alors le probléme aux limites admet une symétriseur de Kreiss et par
suit 'estimation (2.7) (H.O.Kreiss [13] et Chazarain- Piriou [3] ont supposé que L
est strictement hyperbolique).

o A.Morando et D.Serre dans [24, 25] ont montré I'estimation ci dessous pour des
systeme d’élasticité a dimension 2 et 3 seulement (voir I’exemple dans le paragraphe
4.1).

o Le travail plus récent est celui de Bezoni-Gavage et Serre [1] qui ont construit un
symétriseur de Kreiss pour des probleme hyperboliques symétriques a coefficient
constant de bord caractéristique satisfaisant a la condition condition de Kreiss-
Lopatinski uniforme UKL, avec une hypothese particuliere que la matrice A(n) se
présente sous la forme (2.3) avec az(n) =0.

Pour pour notre probleme, il y a quelques difficultés pour prouver l'estimation



2.1 Description du probléme.

(2.7), le probleme étant caractéristique, 'opérateur L est Friedrichs symétrisable a
coefficients variables de régularité Lipshiz et la matrice A(t,z,n) (2.3) avec ag # 0.
En utilisant la théorie des opérateurs paradifférentiel de J.M.Bony [2], A.Mokrane
[21] et le résultat de Metivier qui montre que la structure par blocs reste valable
pour des problemes caractéristique et Friedrichs symétrisables, il est possible de
construire une symétriseur pour un probleme paralinéaire qui joue un role crucial
dans la démonstration de l'estimation (2.7).

Pour la seconde étape, en introduisant un probleme dit dual qui satisfait les mémes
hypotheses que le probleme (2.1) ce qui donne la méme estimation. En utilisant des
résultats d’analyse fonctionnelle, on obtient une solution faible du probleme aux
limites.

Puis on conclut que la solution faible est une solution forte, en utilisant des opé-

rateurs de régularisation tangentielle J. , on établit le caractere fortement bien

11

log—0 Sont de méme régularité que les

posé du probleme (la solution u et la trace u
données).

Pour la résolution du probléeme mixte (2.1) homogene (avec une condition initiale
nulle ) en utilisant le principe de causalité et que le probleme aux limites soit bien
posé dans L2.

La derniére étape, pour la résolution du probléeme (2.1) non homogene on utilise le
fait que L est symétrisable au sens de Friedrichs et suivant des idées puisées dans
les références [16, 10], on introduit un probléme mixte auxiliaire avec condition
aux limites strictement dissipative. On scinde le probleme mixte original en deux
problémes mixtes :

- Un probleme mixte avec une condition initiale non nulle et une condition aux
limites de type strictement dissipative.

- Un probleme mixte avec une condition initiale nulle, avec une condition aux limites
de type Kreiss-Lopatinskii uniforme.

Pour le deuxiéme résultat de ce chapitre, nous montrons que le théoreme 1.8 de [20]
dans le cas non caractéristique, reste vrai pour des probleme mixtes caractéristiques
c’est & dire que 'on va démontrer que le probléeme (2.1) reste bien posé dans L?
méme pour F e L1([0,T],L?()) avec la solution satisfait une estimation de type “le
semi-groupe “en utilisant le principe de Duhamel. La démonstration de ce résultat

occupera la fin de ce chapitre.
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2.2 Estimations a priori L’

On commence par démontrer I'estimation d’énergie a priori.

On considere le probléme aux limites

(2.8)

Lu=F dans (@,
Bu=G sur .

Posant @ = e et Fy = e NF, G, = e G, le probleme (2.8) est équivalent au

probleme

(2.9)

Sous les hypotheses du Théoréme 2.1.2, nous allons démontrer l'estimation sui-

vante :

Théoréme 2.2.1. II existe C et g =1 tels que pour tout v = vy et ue CL(Q) on

ait :

_ _ Lo _
’Y||U||%2(Q) + \|U|Ig{d=o||%2(z) <C (,YL’YUH%Q(Q) + ||Bu|xd=0%2(2)> : (2.10)

La démonstration du Théoreme 2.2.1 se fait en deux étapes. D’abord, en utilisant
I’hypothese 2.1.1 de Friedrichs symétrisable satisfaite par 'opérateur L, et apres

intégration par parties, on a la proposition suivante :

Proposition 2.2.2. [l existe C et vy = 1 tels que pour tout v = et ue CP(Q) on

ait :
_ - _
alZag) < ;”LVU”%?(Q) + Clfy,—o|72(sy. (2.11)
Démonstration. On a .
j:
Lyii =i+ 0yt + Y Ajojil. (2.12)
j=1

Comme L est Friedrichs symétrisable, on multiplie (2.12) par Sy et en prenant le
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produit scalaire avec 1, il vient

j=d—1

(vSoi(t, ), i(t, x))en + (Sodsii(t, ), it x))en  + Y, (Sod;djilt,x),a(t,z))en
j=1

+ (S()Adadﬁ(t,x),ﬁ(t,x))@N = (S()L’yﬁ,ﬂ(t,x))(cN,

En intégrant ’équation ci-dessus par rapport a (¢,2’), on trouve

Il
&

J
2Re(ySotu(xq), u(rq)) 2 R4 T 2Re(Sodrt(zg),u(xq) )2 (Rd) T §R€<S(]A 0 u(md) W(g))r2 (R)

M
»—l

+ 2%6<S@Adadu(£l:d) (:L’d)>L2 (Rd) = 2 €<S()L7ﬁ,ﬁ(l’d)>L2(Rd).
Comme les matrice Sp,SpA; sont symétriques on a

j=d—1
2Re(ySoi(xa), Wwa) 2y — (@So)a(wa) @lza)yraimy— D, {(95S0A;)a(wa) lxa))p2(s)

=1
+ 2Re(SoAdlati(xa), i(xa)) 12y = 2Re{So LU, W(Ta))12(x)

<.

Maintenant en intégrant I’équation ci dessus en x4 on trouve

j=d—
2Re(ySot, W2y — (S0)t, W2 Z (3 S0A;)t, W12 (g

+ 2%6<S{)Adﬁdu, u>L2 = 2§RG<SQLVU, a>L2(Q)

La matrice SgAy est aussi symétrique, on a

+00
2%6<S@Adadfb,’&>L2(Q) = J;) 28%€<50Adadu(xd) (xd)>L2 (R4) dxq

- fo Ooﬁd<SoAda(xd),ﬂ(xd)>dxd— ) OO<6d(SoAd)a(xd),@(xd>>L2<Rd)dxd

= —(SoAqi(0),a(0))r2(xy — (Pa(SoAa)T, Ty L2 ()

et par suite

2%6<’75’01~L,1~L>L2(Q) = <(at8() U U>L2 Z 5 SA u u>L2 +<SOAdﬁ|xd=O7a|xd=0>L2(Z)

+ <ad(S()Ad)U,u>L2 6<S()Lfyu,u>L2(Q)
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En utilisant I'inégalité de Young et la continuité L? des opérateurs, on obtient

{(@80) @, W2 () < C’||u||i%(Q). (2.13)
Jj=d—
Z (0580 A)il, Wy 2y C’||u||%%(Q) (2.14)
<ad(SOAd)ﬂ,ﬂ>L2(Q) < OHUH%’%(Q) (2.15)
(S0Adlgy=0sTUjzy=0)12(x) < Cl||u|xd=0”%,2y(2) (2.16)
- C
2Re(So L, @y 12 () < 71 |Lul 32 ) +evluliz o) (2.17)

Maintenant en utilisant le fait que la matrice Sp e I'{ est définie positive, d’apres la

proposition de Garding 1.2.16 on a
2ReySot, W) 2(q) = CQVHUH%%(Q)‘ (2.18)

Finalement, en utilisant (2.13), (2.14), (2.15), (2.16), (2.17) et (2.18) on obtient

Colulla ) < Clula )+ C'luz,molla ey + “HLula )+ <rlulia

(Coy = C—enulzz (g < C'lupgymoll T2 sy + *HL ul72 o)
et pour choisir €, on conclut que
Tl gy < SILulZa gy + ClmmolZagsy (2.19)
v 5 o
pour v assez grand. Ce qui démontre la Proposition 2.2.2. O]
La deuxieme étape dans la démonstration du Théoreme 2.2.1 est de fournir une

estimation pour la partie non caractéristique u!! du probleme (2.8). Plus précisément

on a

Proposition 2.2.3. Il existe C et g = 1 tels que pour tout v = et ue CP(Q) on

ait :

1 ~ . c, .
1z =01 T2 <C<7||L7U||2L3(Q)+||BU||%2(E)) +;HUH%2(Q)' (2.20)
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La démonstration de la Proposition 2.2.3 va occuper le prochain paragraphe.
Une fois I'estimation (2.20) obtenue, il est maintenant évident que l'estimation (2.10)
suit pour vy assez grand comme conséquence des estimations (2.20) et (2.11) de la

Proposition 2.2.2. Ainsi s’acheve la démonstration du Théoreme 2.2.1.

2.2.1 Démonstration de la proposition 2.2.3
Transformation préliminaire

Pour obtenir l'inégalité a priori (2.20), il faut transformer le probléme (2.9) en un
probléme avec la matrice relative a la variable normale de bord soit constante et
diagonale. Pour ce la on introduit la matrice Ag(t,x) inversible qui joue un role

principal dans la démonstration

I, O
Ay = . 2.21
0 ( 0 agl ) ( )

On multiplie la premiere équation dans le probleme (2.9) par Ap et comme la matrice

Ag sous la forme d’une structure par bloc (2.2), on obtient

d—1
L'ti:= AgLyii = Ag(y + )i+ > AgAj(t,2) 0+ Ty Ol
j=1

avec Age Wh*(Q),A; e WhP(Q) et Iy_p, := (O(;n / 0 )
N—m

Paralinearisation

Compte tenu de la faible régularité des coefficients de type Lipschitz, il est nécessaire
d’utiliser le calcul paradifférentiel qui rappelé dans le paragraphe 1.2 .

On fixe x4 = 0 comme un parametre et on observe que les matrices symboles 7Ap(z4)
avec T = +10 € CT et njAo(zq)Aj(xy) (pour j =1,2,---,d—1) sont de classe
(R x RI1)).

Comme les matrices Age Wh(Q), A; € WH®(Q), en utilisant la Proposition 1.2.10

et le Théoreme 1.2.14 | le calcul symbolique paradifférentiel implique que nous dis-
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posons des estimations suivantes :

IvAot = T7 it 2(q) < Cllillr2(),

| Aol — Ty 4,0l r2(0) < Cl] r2(q),

| 404050 = Tjy, a8l r2) < Cltl12(g)-

7

En considérant probleme paralinéaire le suivant :

Y ~ N
TTA0+Z'Z?;i ﬁjAOAju " IN—mﬁde =k dans @ (2_22)

Thi:=G sur >,

Revenant aux estimations ci-dessus, on obtient une estimation de comparaison es-
sentielle

I~ (Y _ ~ ~ < ~
||L u (TTA0+iZ;z§l71A0Aj77ju+IN_madu)HL2(Q) S CHUHLZ(Q) (223)
En utilisant hypothése 2.1.4, on a Bt = B1@!! et en appliquant le Théoreme 1.2.12,
on a 'opérateur (B — T%) uniformément borné dans L?(R x R4™1) c’est a dire

_ _ .
1T3p,=0 — Bijg,—oll r2(x) < ;Huffd:oﬂm(z), (2.24)

olt C' une constante dépendant uniquement on les normes Wh® des coefficients de
L.

Compte tenu de ces estimations, pour prouver 'estimation (2.20) il faut d’abord
démontrer la méme estimation pour le probleme paralineaire (2.22).

Plus précisément, on a

Proposition 2.2.4. [ existe des constantes C' >0 et vy =1 tels que pour tout v = o
et ue CP(Q) on ait :

- 1 C, .
[l o2y < C (7||IF||%2<Q> " ||G||2L2(z)> il (229

Admettons pour le moment ce résultat. On peut alors prouver la Proposition 2.2.3

en utilisant les estimations paralineaires .
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En utilisant (2.24) et (2.23), on a

IFl 2y < ILl12(g) + Clal r2q).

C
_I1 T
Gl r2(x) < 1Bitijz,—olr2(s) + ;Hu|xd=0HL2(z)-

et 'estimation (2.25) fournit donc, pour 7 assez grand

- 1 5 5 C.
Hufxldzo“%Q(Z) <C (7|LIU2L2(Q) + Bl“fé:o”%%z)) + ;HUH%Q(Q)'

Enfin, Pestimation (2.20) obtenue grace a la définition L'a = AgL~a et B!l = Ba.

0.

2.2.2 Démonstration de la Proposition 2.2.4

Avant de prouver 'estimation (2.25), nous aurons besoin du lemme suivant

Lemme 2.2.5. Pour tout z € Z, le systéme (2.22) se met sous la forme d’un systéme
d’ordre 1

Ot =T, @'+ Rju+ R F' + RiF dans Q, (2.26)
Tglﬁn =G sur X,
avec .
As(z) = —a;l (TLn—m +1ag + ;ag,lam).

Démonstration. De I'hypothese 2.1.3, on sait que la matrice A(t,x,n) admet une

décomposition de la forme

Om Cllg(t,ﬂf,?”])
a1

) (t,x)EQ,UERd_l,
(taiU:W) a2(t7$777) )

et d’apres (2.21), on obtient

j=d—1 .
,J T[m tay 2
TAy+1 Z A()Ajnj = .1 .1 1 .
iz 10, G21 4, a2+ Ta,
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De hypothese 2.1.4, on sait que la matrice Bu = Byu'!, alors le probleme (2.22)

s’écrit sous la forme

T’Y ~[+T”Y ~II ]FI7

iago W
v ] gy 17 _ Il
Tiaglaz,lu +Tzad az+Ta ;1u +amdu F, (2'27>
Y ~I1
TBlu =G.

Dans toute la suite R7 ;7 =0,—1 désignent des opérateurs de reste issus du calcul
symbolique d’ordre < j.

Appliquant 'opérateur T} 1 a la premiere équation dans le systéme (2.27), on trouve

Yooy Sl YooY & I
Ty, T, + 11, T, =17, F,

Za]_ 2

et par I'application de la Proposition 1.2.10, on obtient :

TlImIFI—T7 a'l + RY |a. (2.28)

7012

On remplace I'expression (2.28) dans la deuxiéme 1'équation de (2.27), on trouve

g, 11 Fl-70, 717 a'+17 (RLia+ T, Lt o, at =R

ia, 1a21 ia, agl 7012 tay, a iay a2+7'ad
(2.29)
Le calcul symbolique montre qu’il existe deux opérateurs R} et R’ tels que

Y I 1 Y ol
Tm;lanTlIm]F =T} ity B RLE
77, T] =77 all + Rya'l,

_1 ~1
iay a1 zai, 2 Lo tag a1

En utilisant les équations ci-dessous et (2.29), on conclut que

T al+17_,  _allya, ~”+T7 vy JOARLF + R{a+T) ., RLja=F'".

1 -
TG, 02,1012 a4, az+Ta d a4 a 4 2,1

1

Sachant que ia;lam € F% et %a; as,1 € I ,on a

~II _ Y ~IT Y~ Y ol 2
Op U = T—agl(TIn,m+ia2+$a2,1a1,2)u + Ryu+ R, F + RyF.
Si on pose
1
-1 .
Ao(z) = —ay (TIn—m +iaz + ;a271a172),
pour z € =, le lemme est démontré. O

Le Lemme 2.2.5 a montré que le systéme (2.22) s’écrit sous la forme d’une équation
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différentielle ordinaire par rapport a la variable normale 24 comme le systeme (1.8)
pour des problémes non caractéristique (paragraphe 1.5) .

Alors si le systeme (2.26) vérifie toutes les hypotheses du Théoreme 1.5.5 on peut
construire un symétriseur de Kreiss S(z) et par suite l'estimation (2.25) est satis-
faite.

Pour z € Z; on introduit e_(z), le sous espace stable associé au systeme (2.26) qui
est la projection de E_(z) correspondant la composante u!? ([1]).

D’autre part le systeme (2.26) satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii uniforme
au sens la Définition 1.5.1 dans le chapitre précédent. En vertu de I'analyse faite par
Benzoni-Gavage et serre ([1], chapitre 6) la matrice Ax(z) est hyperbolique par le
lemme de Hersh 1.5.2

(1) La matrice As2(z) n’admet pas de valeur propre imaginaire pure.

(2) Le sous-espace stable e_(z) est de dimension p.

Nous rappelons aussi le crucial résultat de Métivier [19] pour la condition de struc-
ture par bloc ( Théoreme 1.5.3) pour des probléme caractéristique (section 3, p.697

), ot la matrice Ax(z) est identique & la matrice @ (3.3) évoquée dans [19] .

Théoréme 2.2.6 (Métivier [19]). Supposant que L soit symetrizable aux sens de
Friedrichs. Alors, pour tout z € Z, la matrice As(2) satisfait la condition de structure

par bloc au voisinage de z .

Alors par le Théoreme 1.5.5, il existe un symétriseur de Kreiss du systeme (2.26)

avec une différence dans les dimension des matrices :

Théoréme 2.2.7. Pour tout z € Z, il existe une symbole matrice symétrique S(z)
de dégrée 0 et régularité 1, et il existe une ensemble fini des matrices (Vi(2)); , ¢®

en z telles que
_ * PYHZ(Z) 0 :
Re(S(2)42(2) = 1V (2 ( - Z)> Vi), (2.30)

ot V; et H; sont homogéne de degré 0 en (1,m) (et I'Y), E;(z) sont homogéne de
degré 1 en (1,n) (T1 ), et on a les inégalité :

SNV (Vilz) = CI, Hi(2) 2 Cly,  Ei(2) = COP+ )2 Iy (231)
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En outre, il existe des constantes C > 0,C" > 0 telle que, pour tout z € Zy on a

S(Z) = C[N—m_C/BT(ay)Bl(tay)' (232)

On considére la famille d’opérateurs paradifférentiel {S7(z4)}, définie par :

1 ES
*((Tg(xd)) +T§(xd)), (2.33)

$7(24) = 5

comme S(z4) € TY, {S7(z4)} est famille d’opérateurs Lipschitzien autoadjoint ,

bornés de L?(R?) dans L?(R%) (sa norme est uniformément bornée par rapport a x4

ds”
et 7). Ceci reste vrai également pour les opérateur drg

Dans la suite, (.,.)r2(x) et {.,.)p2(q) désignent le produ1t scalaire sur L2(X) et L2(Q)
respectivement.
Soit u € C(Q). En effectuant la dérivation en z4 de la fonction

Tq— <SV(:L'd)'&H(xd),'ZLH(:Ud)>L2(E) on trouve

dS”
II(

y <SV(Id) (fﬁd)vﬂn(l'd)>=<d7ﬂ zq), @' (2q))+2Re(S (040" (24)), @' (x4)),
T4 Tq

De la premiere équation du systéme (2.26), on a
N~ IT 11 dSY iy _T1 v v . _T1

dig <S ' (zq), 1 ($d)>L2 = <Eu (z4),u (xd)>L2 +2§R€<S Ty (z) (xd)ﬂi (xd)>L2(Z)

+ 2Re(S" R}, uH>L2 )+ 2Re(STRY F! at! (Ta))r2(x) + 2Re(ST RYF, ~H($d)>L2(E)

ou dx ,S’y dépendant la variable x4, puis en intégrant en x4, on obtient

—dS”
(ST(0) iy =1 iy () + 2R(S T 00! 2y = (— =" a2
) dxd

+2Re( =S Ry, @'Y 2 () + 2Re(—S R F i) ) + 2Re(—STRIF, ') 2 )
(2.34)

En utilisant I'inégalité de Young et la continuité L? des opérateurs, on obtient

i C i
2Re(—STRIF, i)z < ;H—SVRg]FH%Q(Q)+w||u”\@2@)

N

C -
;HFH%%Q) +€’7HUII”%2(Q)7
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2Re(—S" R}, uH>L2

N

C . -
;H - SVR&“”%%Q) + 5’Y||UHH%2(Q)

C, . _
;HUHZLQ(Q) + S’YHUH”%Z‘(Q)

—dS”? —dS"7 as”
5 all it Gl il < 11 11
e—— g PL2( <dx U 12(Q) 2 lle’ e )
< Cla" |32

C

2Re(—STRY | F a2 ) < ~ |- S’szlﬁIH%Q(Q) +evla 1720
C -
< ;HRleH%Q(Q) +5'7HUH”%2(Q)'

Comme R?; d’ordre inférieur ou égale & -1, alors

C
|RY (B! 2y < ;HFIHB(Q)

et le parametre v = 1, on déduit que

_ C N
2Re(—S R F i)y < ?HFI”%?(Q)+€7||UHH%Q(Q)
C -
< ;”FIH%Q(Q) +57||UH||%2(Q)
C -
< ;”FH%P(Q) +ev@ 172

Revenant a les inégalités ci-dessus ainsi que (2.34) on obtient

N C
(ST(O)afg, =0 U y—o)12(x) + 2Re(S T, @7 2y < (C+3e7) @72 ;HFHQL?(Q)
+ s
il
(2.35)

Il reste maintenant a estimer le terme de bord (S7(0 )uﬁd _o» U|xId:o>L2(E)

I'inégalité de Gérding (Proposition 1.2.16). C’est 'objet du lemme suivant

en utilisant

Lemme 2.2.8. [l existe C,C" >0 et 9 =1 tels que pour tout v =y et ue CP(Q)
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on ait :

(87(0) gm0, Uz =07 22(3) = Clijg,—ol72(s) — C'NTH, Uy =0l T2 (s, (2.36)
(%) ()

|zq=0> 1 Yzg=0

Démonstration. En utilisant (2.32) et par I'application de la Proposition 1.2.16, on

conclut que

Re(Tg( u|CCd 0:Ufry=0)12(5) + C"Re(T}) BT B, U0+ Uzg=012(2) = Cllifz,—oll72(s)
(2.37)

En utilisant (2.33) et par I'application de la proposition du calcul symbolique 1.2.10,
on écrit

ce qui implique que

11 11 11
<S,y(0)u|md 0>u|xd=0>L2 = <T u|:rd 07u|xd=0>L2( Hu|xd OHLQ(E)
Donc (2.37) entraine

<S’7(O)u|1l‘[d O7u|a:d 0>L2 +CR€< BTB ’EL|ICL‘Id=()7€L|]:CId=O>L2( C||u|xd O||L2(2)
(2.38)

pour ~ assez grand. Réappliquant la Proposition 1.2.10, on écrit
Y _ (7Y \T 7Y 2
TB?Bl - (TBl) TBl + R—la
et par suit

”’Y ~11

A0
Re(T, BT B, Uaa=0: Ueg=0)12(3) < |15, Ujz,— ol Z2(z) + ||U|:cd ol Z2(x)

Enfin en utilisant 'inégalité ci-dessus et (2.38), pour v assez grand on obtient (2.36).
[

Pour compléter la démonstration de la Proposition 2.2.4, il reste a prouver le lemme

suivant en utilisant les méme arguments que pour le Lemme 2.2.8 .

Lemme 2.2.9. [l existe C,C" >0 et 9 = 1 tels que pour tout v =y et ue CP(Q)

on ait :

Re(S T, @0 ) 12y = Cylla' |22 (2.39)



2.2 Estimations a priori L?

Démonstration. L’identité (2.33) et la Proposition 1.2.10 montrent qu’il existe un
opérateur R tel que
YY) 8
5T a5) = Tre(s )zt T o

ce qui implique
Re(STT 4, 0@ 3" 1) = Re(T sy apoy@ 8 Dr2i) = Cla 72y (2:40)

D’autre part, en revenant a la représentation (2.30) de Re(S(z).A2(z)) et en appli-

quant la méme proposition, on trouve

« [ T, 0
Tie(srante) = 24T ( TR 241
i Ei(z)
Pour u € C°(Q) posons w; = T&i(z)un = (w},w?), ou w} désigne la projection du

vecteur w; sur CP, correspondant a la dimension du bloc VT]Z;, (2) et wi2 a celle cor-
3

respondant au bloc Tgi(z). De (2.41), on écrit
+O(la"72 ()
et donc (2.40) entraine

3%6<S”T112 (Z)ﬂH, ally . Q) = Z §Re<<7TZ,i(2)wil wH + Z §R6<Tgi (Z)w?, w32 @ —C |att|2, Q)"

(2.42)
On utilise maintenant le fait que H;(z) € ', définie positive et E;(z) € I'}, définie
positive. L’application de I'inégalité de Gérding (la proposition 1.2.16 ) fournit donc

Re(Y T,y wiswidrz(Q) = Crllwil72(). 2.43)
Re(T, ywiwdpag) = Cluf 3 o)

grace aux propriétés des normes de H7 (Rd), on peut vérifie facilement que

0?1720y = 710?320y

il s’en suit que

7||w¢1||%2(Q) + ||w¢2||§{1/2@) = ’Y(szl”%?(q)) + Hw?”%%@) = ’YHT%?]H”QL%Q)-
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et en revenant a (2.42) et (2.43), on obtient

Re(STT ), @02y = C’YZ 1Tv,a" |22y — Clla" [72(g)- (2.44)

Par ailleurs, sachant que ) V;*V; e I, est définie positive, I'inégalité de Garding
donne
_IT ~IT _IT)2
Z%€<T1*V¢u ) = Clat 72
i

et la Proposition 1.2.10 du calcul symbolique montre qu’il existe un opérateur R’
tel que
T‘j;-*vi - (T%)*T% + R,

il s’en suit que
Y TIy2 112 ~ 112
2708 Vi) + = 18" 22y > Clla" 12 g).
i

En combinant l'inégalité précédente avec (2.44) et en prenant «y assez grand, on
obtient (2.39).
O

Finalement, en utilisant (2.35), (2.36) et (2.39) et pour un choix convenable de ¢ ,

on conclut que

. - 1 C. .
7“UII‘|%2(Q) + Huﬁfo\\%%z) <C (,YHF%%Q) + G2L2(2)) + ;”UH%%Q),

pour v assez grand. Ce qui démontre la Proposition 2.2.4. o.

2.3 Résolution du probléme aux limites (2.8)

Sous toutes les hypotheses du Theoréme 2.1.2, on va établir le résultat suivant :

Théoréme 2.3.1. Soit F'e L%(Q),Ge L%(E) alors, pour v assez grand, le probléeme

(2.8) admet une unique solution u € L,ZY(Q) telle que U|Ix1d=0 € L%(Z). De plus on a

[’estimation

lzq

1
WelZ2 gy + i 725 <€ <,V|F||%2Y(Q) + Gig(z)) : (2.45)



2.3 Résolution du probléeme aux limites (2.8)

2.3.1 Le probleme dual

La démonstration du Théoréme 2.3.1 est basée sur des argument de dualité. Pour

cela, nous avons besoin de construire un probleme aux limites adjoint

{ L*v=f dans @, (2.46)

C’v|zd:0 =g sur  X.

L’opérateur adjoint L*(adjoint formel de I'opérateur L ) est défini par

d d
L*. = —0n.— Y A3y, — > (00, 4))",
j=1

J=1

au sens des distributions.
Dans un premier temps, nous rappelons le lemme 9-4 de Benzoni-Gavage et Serre [1]
dans le cas ou la matrice A, est inversible. Nous allons démontrer le méme lemme

sous I’hypothese 2.1.2.

Lemme 2.3.2. Supposons que AgeC® (Z;MNxN(]R)) et Be(C® (Z;./\/lpr(]R)).
Si B de mazimal rang p et ker B < ker Ay, il existe une fonction matricielle N €
C®(3; Mn—pxn(R)) telle que

RY = ker B@ker N.
De plus, il existe C € C*® (E;Mpr(R)) et M e COO(Z;Mpr(]R)) telle que

kerC' =ker (Agker B)™ et Ag= M*B+C*N.

Dans notre cas (cas caractéristique)

Lemme 2.3.3. Sous les hypothéses 2.1.2 et 2.1.4, il existe une fonction matricielle
N e Wl’OO(Z;MN_pr(R)) telle que

R = ker B@ker N.
De plus, il existe C'e WH® (E;Mpr(R)) et M e Wh® (Z;MN_pr(R)) telle que

kerC' = ker (Agker B)" and Ag=M*B+C*N.
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Démonstration. De 'hypothese 2.1.2 la matrice A4 sous la forme

Ag= O ’ ,
0 aq(t,z)

ou la matrice a4(t,z) est uniformément inversible et par ’hypothese 2.1.4 la matrice

de bord B = (0pxm, B1) telle que ker Ay < ker B, ce qui donne keray < ker By.

Alors par I'application du Lemme 2.3.2, il existe C1, N; € W (5, M(N—m—p)x (N=m) (R))
et My e Wh®© (E7Mp><(N—m) (R)) tels que

RY™™ = ker B @ker Ni, RY™™ =kerC; @ker M,

et
kerClzker(adkerBl)L et aqg= M{B;+C[Nj.

Si on pose

Om O
C:= ( 0 c ) € Wl’oo(E,MN_pr(R)) M = (opxm Ml) € WLOO(Z,MM(R))
1

N <0m 0 ) e W (S, My—pn (B)),
(2.47)

les matrices satisfont a la décomposition
Ag=M*B+C*N et kerC = ker (Agker B)™.

La formule de Green montre que pour (u,v) € C°(Q) :

<LU7U>L2(Q) = (u, L*U>L2(Q) - <Adu|xd=07v|xd=0>L2(E)a

et par suit, on a
(Lu,vyr2(qy = L ) 120y = (BYYry=0, MUz =00 12(x) — SV Uary=05 CVjwy=0)12(5) -

(2.48)
0
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Propriétés du probléeme dual (2.46).

Sous les hypotheses de la Théoreme 2.1.2, il faut prouver la méme estimation (2.7)

pour le probleme dual (2.46) :

Théoréme 2.3.4. [l existe C et 9 =1 tels que pour tout v =~y et veCL(Q) on

ait :

1
2 11 2 #0112 2

Démonstration. 1l est nécessaire de vérifier que le probleme dual satisfait les méme

hypotheses que le probleme (2.8).

e Comme L satisfait a ’hypothese 2.1.1, Métivier [18] a montré que pour tout

(t,x) € Q la matrice Sy '(t,z) est définie positive et les matrices So_l(t,x)A;f (t,z)

sont symétriques pour j =1,---,d, ce qui montre que 'opérateur L* aussi satisfait

a I’hypothese 2.1.1.

e Le fait que les hypotheses 2.1.2 - 2.1.4 soient satisfaites par le probleme dual (2.46)

est une conséquence directe de la définition de L* et la forme de la matrice C .

o Le théoreme 4-2 de [1] montre que le probleme (2.46) satisfait la condition de

Kreiss-Lopatinski uniforme .

Alors si on reprend tous les arguments de la démonstration du Théoreme 2.2.1, on

obtient que l'estimation d’énergie a priori (2.49) est satisfaite par le couple (L*,C).
]

2.3.2 Existence d’une solution faible pour le probleme aux
limites (2.8)

Les résultats des Théoremes 2.2.1 et 2.3.4 permettent d’obtenir le résultat d’existence

faible suivant

Proposition 2.3.5. [l existe vy = 1 tel que pour v = vy, F € L%(Q) et G e L%(Z),
il existe u € L%(Q) telle que e‘”tuﬁdzo € H_%(E) ot u est la solution du probléme
(2.8) (au sens des distributions).
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On utilise ici de maniere standard les estimations a priori pour le probléme dual
et le théoreme de Hahn Banach pour obtenir I'existence d’une solution faible du
probleéme (2.8).

Démonstration. Sachant que l'espace LQ_7 est le dual de L%. La preuve se fait en
utilisant des arguments de dualité, des résultats d’analyse fonctionnelle et les idées
de [3, 21, 17, 1, 5].

On définie les sous espaces :
2 ={veCP(Q): Cvymo=0} et #=L"2"

Gréace a 'estimation a priori (2.49), on déduit que l'application L*: 2" — % est
bijective et soit & application inverse de L* . Par conséquent, on peut définir une

application linéaire [ sur % par
Ww) :=(F, P(w))2() +{G, M P (W)py=0)12(5), WEX. (2.50)

De la structure par bloc de M (2.47), on remarque que M (w) = M1 22 (w)!!. Alors

1) < NFl 2 )| 2 (W) 12 i) + 1G] 2 () | Ml 5y | 2 (W) o 12 _ -

D’autre part en utilisant la définition de & et 1’équation (2.50), pour tout w € %

on a
1 1

l(w)] < C(; + ﬁ)HwHLg@w

ce qui signifie que la forme linéaire [ est continue sur % (pour la topologie de
L2.(Q)).

Par le théoreme de Hahn-Banach, [ se prolonge donc en une forme linéaire continue
[ sur LQ_V(Q) , et d’aprés le théoréme de Riesz il existe u € L?Y(Q) tel que, pour tout
ve X .

[(L*0) = {u, L*v)12()-

En injectant la définition de { dans I’équation (2.50), on voit que u satisfait
(uy L¥0) 2y = (B 0) 2y (G, MUz ,—0)12(5)- (2.51)
En particulier pour v dans CF°(Q) < £ on a
(u, L*0) 20y = (B 0) 12

et en utilisant la formule de Green (2.48), on obtient Lu = F' au sens des distribu-
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tions.

Pour conclure la démonstration et montrer que u est en fait une solution faible du
probleéme (2.8) il suffit donc de montrer que “|led=0 vérifie les conditions de bords.
D’apres le théoreme 7 de [28], et 'hypothese 2.1.2 la trace Aqu),,—o € H=2(%). Par

la densité on a la formule de Green (2.48) se prolonge pour ve 2~

Y

(u, L*0)12(q) = {F v)12(g) +<Bu|xd:0’Mv|xd:0>H;%(z)xH§ -

et d’ou I'égalité (2.51), on déduit que (Buy,,—o— G, Mv|;,—o) 1 =0.
H’Y

()% (2)
Puisque RY = ker C' @ker M la matrice M: kerC +— CP est bijective . Alors, pour
tout ¥ € CP(X) il existe ¢ € CP(Q) tel que Moy ,—0 = 9. Ce qui implique que
Buy,,—o = G au sens des distributions.

Ainsi u est une solution faible du probléme (2.8) et la Proposition 2.3.5 est démon-

trée. O

Maintenant que l'existence d’une solution faible est démontrée, il reste a établir
I'unicité de cette solution faible,a établir que la trace de la partie non caractéristique
de u c’est a dire u'! est dans L?Y(E) sur le bord {z4 = 0} et enfin que cette solution
vérifie 'estimation d’énergie a priori (2.45). La fin de la démonstration du Théoréme
2.3.1 consiste a établir le théoreme suivant qui démontre que la solution du probleme

(2.8) est une solution forte.

2.3.3 Le théoréme “faible=fort™

Nous montrons que la solution faible qui est donnée par la Proposition 2.3.5 est limite
d’une suite régulieres des solutions du probléme (2.8) en utilisant des opérateurs de

régularisation.

Théoreme 2.3.6. Soit F' e L%(Q),G € L%(E) et u e L%(Q) Alors, pour v assez
grand , u est une solution forte du probléme (2.8) s’il existe une suite (u%)p<e<1
L*(Ry, H! (]Rd)) telle que

€ 2
u o dans  L7(Q),
2
Luf — F dans  L3(Q),
Buj,,_ — G dans L%(Z).
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17

En particulier Ujz,=0

€ L2(X) et lestimation suivante est satisfaite

1
Wilds g+ Il Bae) <€ (D1F B+ 1GBa )- (252)

Avant de prouver le Théoreme 2.3.6 nous aurons besoin d’introduire une famille

d’opérateurs de régularisation tangentielle (j:)o<e<1 (voir [21, 17]).

Opérateurs de régularisation tangentielle

On consideére une fonction j € C(R x R R ) telle que f j(t,y)dtdy = 1, a sup-
R4

port inclus dans {(¢,y) € R?: |t| + |y| < 1}. Pour tout € € ]0,1[, on définit j. par

je(t,y) = e~ 4(=, Q) ainsi que l'opérateur de convolution J. de noyau j..

Les résultats suivants sont bien connus. On renvoie a la référence [14] par exemple

pour les détails .

Lemme 2.3.7. La famille des opérateurs (J:)o<e<1 est uniformément bornée dans
L*(R%) et pour tout ve LA(R?), la suite (Jv)
L2(RY).

0<e<q COMUETgE fortement vers v dans

Remarque 2.3.8. Notons que les résultats du lemme restent valables quand [’opé-
rateur de convolution J. agit dans L%(Q).

On notera [Py, Po| := Py Py — P, Py le commutateur de deux opérateurs linéaire P;.
Nous rappelons le Lemme de Friedrichs (voir par exemple [3, 21]) qui établit une
propriété de commutation entre l'opérateur J; et 'opérateur de multiplication d'un

élément de W1 (Q) avec I'opérateur de dérivation tangentielle.

Lemme 2.3.9 (Lemme de Friedrichs). Soit a € WH®(Q). Il existe une constant
C >0 tel que, pour tout v =1, €€]0,1[, ke {0,...,d—1} et ve L*(Q) on a :

[{a0sy, Je] vl 2 (@) < Clalwrn@)vlirag) et lim|[[ads, Je]vlpzg) =0. (2.53)
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Démonstration du Théoréme 2.3.6

Considérons 7 € L%(Q) la solution faible du probléme (2.9) donnée par la Proposition
2.3.5. On définit
@€ = Joie L*(Ry, HT®(RY)).

En utilisant les propriétés de .J., la suite (i), < L?>(Ry, HY®(R%)) converge forte-
ment vers @ dans L?(Q).
Appliquons la matrice Ag définie en (2.21) au vecteur Fy := L, = (L+vIn)u et

composons a gauche par 'opérateur J., on obtient

JE(A()FY) = A0L71~L€ + R,

d—1
ou R.t =~y [Ao, Je]u+ [Agds, Je]u+ D] [A()Ajﬁxj, Jg] U+ [In—mamda J:] .
j=1
On sait déja que Age WL®(Q), AgAj e WhP(Q), et F, e L*(Q), on peut donc

appliquer le Lemme 2.3.9 aux différents commutateurs, ce qui permet de déduire
qu'il existe une famille des opérateurs (R.). € 2 (L?(Q)) uniformément bornés tels

que
AQLVfLE - A()ny = (JE(AOFV) - A()ny) + Rgﬂ, ou ”RE[L”Lz(Q) — 0. (254)

En passant & la limite dans (2.54) on constate que la suite (AgL+i). = L*(Q))
converge fortement vers AgF, dans L*(Q) et en tenant compte I'inversibilité de la

matrice Ag , on a
Lyif — F, dans L*(Q). (2.55)

e—0
Maintenant on utilise les méme arguments pour les conditions au bord en . On
sait que ﬂ|IxId=0 € H_l/Q(E) satisfait Bi,,—o = Gy € L%(%). Appliquant 'opérateur
J. on obtient
Jg(Gry) = [B, Jg]akcdzo + Bﬂe,

et par suite on a

Bafmd=0 - GV = (JEG’Y - G’Y) + [Bv JE]a|$d=07 ou ”[B? Js]a|xd=0”L2(E) — 0.

(2.56)
En passant a la limite dans ’égalité (2.56) on trouve
(B, —0)e — G dans L*(X). (2.57)
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De plus, utilisant la continuité de l'opérateur de la trace w — Aqw),,—o de 7,(Q)

dans H~'/2(%) (Lemme 1.1.2), la suite (Adﬁfxdzo)s converge fortement Agi,,—o

dans H~1/2(%) et en utilisant le fait que la matrice Ag sous la forme (2.2), on déduit

que

— s al! dans H™%(X) (2.58)
|zq=0 ' :

() m)e —

Maintenant on montre que ﬁﬁd:O € L*(X) et que I'estimation (2.52) est satisfaite.

En utilisant aussi des argument de densité et continuité, I'estimation (2.10) donnée

par le Théoreme 2.2.1 reste vraie dans J2(Q).

Appliquant I'estimation (2.10) pour @° € 72, (Q) on déduit que il existe une constante
[

C > 0 tel que 7 assez grand et pour ¢ €]0, 1
- . 1 . .
@ 720y + @)z =0l 72y < C (,YLVUEH%Q(Q) + ||Bu|€xd:o%2(z)) - (2.59)

En appliquant Iestimation (2.59) a la différence 4° — @ on obtient

N

N 2 N ~e'\IT 2
@ =" 72 @) + 1(@)jz,=0 = (@ jzu=ol 22z,

(an L oy + B, —Bafmd:on%m) |

En tenant compte des convergences (2.55) et (2.57), on déduit que la suite
((u® )|Ix]d:0)E est de Cauchy qui converge fortement dans L?(X). En vertu de la conver-
gence (2.58), cela implique que u|H dans L?(¥). De méme, on obtient (2.52) par
la passage a la limite dans (2.59). a.

2.4 Résolution du probléeme mixte (2.1) avec

condition initiale nulle

Dans ce paragraphe, on se place dans Qr = [0,7] x Q de bord X7 = [0,T] x €.
Nous montrons que le probléme mixte (2.1) avec la donnée initiale ug nulle est
fortement bien posé dans L? aux sens de la Définition 1.3.2. On considére le probleme

homogene
Lu=F dans Qr,

Bujy,—o =G sur X, (2.60)
ujp=p =0 dans €.

On établit résultat suivant
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Théoréme 2.4.1. Sous les hypothéses du Théoréme 2.1.2 et pour tout F' € L%(QT)
et G e L%(ET), le probléme (2.60) admet une unique solution u € L%(QT) telle que
uﬁd:O € L%(ET). Par ailleurs u € C’O([O,T],L%(Q)) et pour v assez grand et pour

tout 0 <t<T ona:

1
2 II 2 2 2 2
s g+ et ol sy + 0012 o) < (1FI33 ) + G B, ) - (261

Avant de prouver le Théoreme 2.4.1, nous aurons besoin de rappeler le théoreme de

support suivant bien connu sous le nom de principe de causalité .

Théoréme 2.4.2 (Chazarain Piriou [3]). Si F e L%(Q) etGe L%(E) s’annulent pour

t <to, alors la solution du probléme auz limites (2.8) aussi s’annule pour t <ty.

On renvoie a Chazarain Piriou [3], théoréme 6.11, p 402 pour la démonstration de
ce résultat dans le cas ou les coefficients de classe C*. La régularité de coefficients
ne jouant aucune role dans la démonstration, le théoreme 2.4.2 reste vrai pour des

coeflicients Lipschitz.

2.4.1 Démonstration du Théoreme 2.4.1

Considérons les données F € L%(QT) et Ge L?Y(ZT). Dans un premier temps pour
démontrer l'existence de la solution u, on prolonge F', G par 0 pour ¢t <0 et pour
t>T . Notant F et G les résultats de ces prolongements, alors par construction
Fe L%(Q) et Ge L%(E). Par conséquent, pour « assez grand et par le Théoreme
2.3.6, il existe unique 1 € L%(Q) tel que

et d’apres le Théoreme 2.4.2 la solution u € L%(Q) s’annule pour ¢t < 0.

D’autre part, on sait que @ € J2,/(Q) et le bord {t = 0} est non caractéristique pour
l'opérateur L (due & 'hyperbolicité de L en direction du temps t ), alors la trace
U= € H —1/2(Q)). En utilisant la formule des sauts

Lit® = (Lit)° + ity ® d0, (2.62)
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ou u° désigne le prolongement de @ par 0 pour ¢t <0 et comme F s’annule pour t <0,
on déduit que Lu°® = (Lu)° et par suite Up=g = 0 . Alors la restriction u de @ sur Qr

est une solution dans L%(QT) du probleme (2.60) qui satisfait

Ml gy + ety <€ (F1F s g + Iy ) (269

Pour 'unicité de la solution wu, il faut démontrer que la solution nulle est I'unique
solution du probleme
Lu=0 dans @,
Buyg,—o=0 sur X, (2.64)
u=o =0 dans €.

Supposons que u soit une solution. En utilisant la méme notation qui utilisée au

début de la démonstration et la formule des sauts, @ la solution du probleme

Lu=0 dans |—o0,T] % Q,
(2.65)

Bujg,—0 =0 sur | —o00,T] x 0.

Maintenant on introduit une fonction réguliére 6 tel que =1 sur |—co, 7|, 7 < T et
0 =0 sur [T,+o0|.

Alors 0t et L(0u) dans L?(Q) , BOu dans L?(X). De plus L(04) =0 et Bot =0 pour
t < 7. D’aprés le Théoreme 2.4.2 on a 6u =0 pour ¢t < 7.

11 reste juste & démontrer que la solution du probléme (2.60) est continue en temps
et satisfait (2.61) pour conclure le Théoreme 2.4.1. Pour cela utilisant le fait que
L est un opérateur symmetrisable au sens de Friedrichs, il faut d’abors démontrer

proposition suivante :

Proposition 2.4.3. [21, 18] Il existe C' et v9 = 1 tels que pour tout v = 7o et
p € 65 (Q) tel que Py =0 on ait :

e lp®)72) <C (He_”thoHLz oy P e ellZ2 g, + lle el ol T2y
(2.66)
pour tout 0 <t < T,

Admettons pour 'instant cette proposition .
Par densité, 'estimation (2.66) se prolonge pour ¢ € #4(Q) telle que w9 =0) .

Par le Théoreme 2.3.6, on considére la suite regularisante (v°) dans
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L2(Ry, HY®(RY)) tel que Uji<o = 0 et satisfait

v° 0 e dans LZ(Q),
E—>
(Vo) —> ¢ (i)’ dans LA(D),
Lv*® 7 e M dans LQ(Q)7
e—
€ —~t A 2
Bujz,—o 0 & "G dans L*(X).

En appliquant Destimation (2.66) a la différence ¢7*(v° —v¢') on obtient
T2
[o°(@) = v* (D20

1 / / II d II
< C(y”[’“g—ﬂve 220 + 71" =07 2@y + 10fa,=0)" = (=) lz2sy )

ce qui implique que la suite (v°) = €O(R, L2(R%)) est de Cauchy.

Par le passage a la limite et en utilisant le fait que la solution est unique, on obtient
ue ¢ (R, L,Qy (RZ)). Alors si on pose u = i, on trouve que la solution u du probleme
(2.60) dans €°([0,T],L2(R%)).

Maintenant on applique I'estimation (2.66) a v°, on obtient

1 €
||Ua(t)||%2(ﬂ) <C (,VHLUEH%Q(Qt) +’7||U H%Q(Qt) + ||(U|E:cd:())[[||%2(2t)> .

Par le passage a limite, on a

o 1 e vyt 11
lle Vtu(t)H%z(Q) <C(7H€ 7tF|\%2(Qt)+fy||e 7t“”%?(Qt)—i_He 7t(“|$d=0) ”%Q(Et))’

et en utilisant le fait que u = )@, on obtient

_ 1
e u(t) 130y <0(WnFnig(Qﬂ+v||u||ig@t)+||u{;d=0||i%@t)). (2.67)

En utilisant Uestimation ci dessus et (2.63), on obtient la solution u satisfait (2.61)

. Ce qui démontre le Théoreme 2.4.1. o.
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2.4.2 Démonstration de la Proposition 2.4.3

Soit ¢ € 65°(Q) tel que o = 0. Si on pose @ = e ", alors
j=d—1
Lyg=1@+0p+ Y, Ajd;p+ Aqdup. (2.68)

j=1

Comme L est Friedrichs symétrisable, en effectuant la dérivation en ¢ de la fonction
t— <S¢(t)7 <)b(t)>l)2((2)7 il vient

S0P, P r2(q) = 06509, P r2(q) + 2Re(S00 B, B r2(0)

ou ¢ dépendant la variable ¢. De 1'égalité (2.68), on a

oSoB, Pyr2) = {050, P)r2(q) +2Re(SoLA@, B)r2(a) + 2Re(vS08, 812 ()
j=d—1
+ 2Re(SoAdla®, D2+ D, 2Re(S0A 0%, P12 (q)
j=1

Il est clair que

+00
2Re(SoAabap: Pr2(0) = J 2Re(SoAa0ap(t,x4)), (¢, 24)) 12(ra-1)dTa.
0
Comme la matrice SpA, est symétrique, on a

2Re(SoAalap, P)r2mi—1) = —(S0AdP(8)|2y=0: P(8) jg=0) L2 (RA-1) —{2a(S0Aa) B(1)), 2(1)) 12(02)

Les matrice SpA; étant aussi symétriques, on a

2Re{S0 A0, P)r2(0) = =i (So4;)@(t)), (1)) r2(0)
et par suite

S0P, Prr2) = (0S0B.Byr2(a) +2Re(SoLy B, 8)r2(q) +2Re1S08, 8)12(0)

+ Re{—S0AdP|r,=0 Plag=0)r2(rd-1) — Re{Pa(SoAa) P, 90>L2(Q)
j=d—1

+ > (=0(S0A)B, B2y
j=1

20
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En utilisant le fait que ¢—o = 0, puis en intégrant 'équation ci-dessus en ¢, on
obtient

Sop(t), 6112 = {06S0@, P r2(q,) +2ReXS0Ly @, B)12(q,) + 2ReVSE, P 12(qy)

— (S0AdP|2y=0 Pleg=0r2(x) — $Pa(S0Ad) P, P 12(q))
j=d—1

+ Y (—0(SANB, B12(q);
j=1

pour tout 0 <t < 7. En utilisant I'inégalité de Young et la continuité L? des opéra-

teurs, on obtient

{(080)8, 212y < ClEI2q,)- (2.69)
2%6<750S5795>L2(Qt) < CY@lZ2 (0, (2.70)

Z —0jS047)%, 21201 < Cl el 720, (2.71)
(=0a(SoAa)T, @120, < Cl &l 720, (2.72)
<—50Ad%5|xd=0795|xd=0>L2 5 S O'HS5|a:d=0H%2 () (2.73)
2Re(So LA, P)r2(00) HL%OH 22000+ @l22 (0, (2.74)

Maintenant en utilisant le fait que la matrice Sy e I') est définie positive, d’apres

Proposition 1.2.16 de Garding on a

2Re(So@(1), () r2() = Cal 2(1) 720y (2.75)

Finalement, en utilisant (2.69), (2.70), (2.71), (2.72), (2.73), (2.74) et (2.75) on a

. . . C1 . .
Col| (D) 720 < Cll72(0,) + C' | Plea=olT2(zy) + 7”%@\\%2(@) +(e+ Nz (00

et pour choisir €, on conclut que

. Lo . .
[ 72 <C (,YLWH%z(Qt) +12l72 (g + ‘P|xd=0”%2(z)t)) : (2.76)

pour 7 assez grand. Ce qui démontre I'estimation (2.66). o

o1
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2.5 Résolution du probléeme mixte (2.1) avec

condition initiale non nulle

Dans ce paragraphe, nous donnons la derniere étape dans la démonstration du théo-
reme principale 2.1.2.

Pour la résolution du probléme (2.1) non homogene avec ug € L?(£2), on utilise le
fait que L est symétrisable au sens de Friedrichs et des idées prises des travaux
de [10, 16]. Il s’agit décomposer le probléme en deux problémes, le premier serait
un probleme mixte avec une condition initiale non nulle, mais avec une condition
aux limites strictement dissipative. Quant au second probleme, il serait un probléme
mixte avec une condition initiale nulle, du méme type que le probléme mixte consi-
déré dans le paragraphe précédent.

Par ’hypotheses 2.1.1 et 2.1.2, il existe une matrice définie positive Sy(t,z) tel que
SoAg4(t, ) est une matrice symétrique ot A,4(t,z) sous la forme (2.2). Ce qui implique

que il existe une matrice (N —m) x (N —m) définie positive Sy(t,x) tel que

SoAy(ta) — (06” 0 ) | (2.77)

Sdad(t7 ZL')

ou la matrice Syaq(t,z) est aussi symétrique.
Comme la sous matrice aq(t,z) est uniformément inversible, en utilisant la remarque
1.3 de [10] et L est Friedrichs symétrisable, il existe une matrice My(t,x) de type
px (N —m) telle que la matrice Sgaq(t,x) soit définie négative sur ker My(t,x). Si
on pose

M(t,z) = (opxm Md(t,x)) , (2.78)

alors la matrice SpAg(t,x) est définie négative sur ker M (t,x).

Avec les mémes notations, on considere le probleme mixte suivant :

Lyw: =F, dans Qr,
Mw=0 sur X, (2.79)

U~)|t=0 = Uug dans Q.

On remarque que le probléme (2.79) vérifie toutes les hypothéses du Théoreme 1.4.3
et comme la matrice Ay est sous la forme (2.2), alors ce probléme admet une unique
solution w € L?Y(QT) tel que la trace wil _ e L?Y(Z). En outre w e CO([O,T],L%(Q))

|z
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et satisfait pour tout v assez grand l'estimation

— 1
Ol + 10l + etz ey <€ (1 1F B2y + ol
(2.80)
pour tout t € [0,7"]. Considérons maintenant w la solution du probléme (2.79) et on

considere le probleme homogene

L,v=0 dans @,
B?~}|xd:0 = GW—B’UNJMd:O sur ET, (281)
Ojt=0 =0 dans .

On peut remarquer que le probleme (2.81) vérifie tous les hypotheéses du théoreme
2.4.1, alors il admet une unique solution v € L2(Qr) tel que U|Ixjd=0 € L2(37). De

plus v e CO([0,T7], L2(Q)) et satisfait 'estimation a priori de la forme

~IT
YolIZ2 g + 1via=oll72 sy T I0ON720) < CIG, = Bawfy,—ol 72 (s,

et par suite, on a

Mol + 1t mol22 0 + 101320y < € (G132, + Il 1225 )
(2.82)
Il est clair que u :=v+w est la solution du probleme mixte (2.1) dans L%(QT) tel
que u{; o€ L%(ZT). De plus u e C’O([O,T],L?Y(Q)) .
Il reste a montrer que la solution u du probléeme (2.1) satisfait I'estimation (2.5).
On sait que u € JH(Qr) et la trace uﬁd:O est bien définie dans L,QY(ET), alors si on
répete les méme arguments de la Proposition 2.4.3 pour un probleme mixte avec

U= # 0 on obtient

6_2%”“(75)”%2(9) <C <||U|t=o||%2(9) + iHLUH%g(Qt) +7||U||2Lg + Hu|xd 0||L%(Et)) :
(2.83)

pour tout t € [0,T7].

Finalement, en combinant les estimations (2.80),(2.82) avec (2.83), on obtient l'es-

timation (2.5) pour 7 assez grand. Ce qui démontre le théoréeme principal 2.1.2.

O
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2.6 Démonstration du Théoréme 2.1.3

Dans ce paragraphe, nous présentons la démonstration du Théoreme 2.1.3, le second
théoreme dans ce chapitre en utilisant les méme arguments déja utilisés par Métivier
[20] dans le cas non caractéristique..

Théoreme 2.6.1. Sous tous les hypothéses du Théoréeme 2.1.2, il existe constante
C' > 0 tel que pour tout F,G et ug régulieres qui s’annule au voisinage de {t = x4 = 0},
le probleme (2.1) admet une unique solution ue L?(Qr) tel que U|I:z1d=0 e L*(X7). De
plus ue C°([0,T], L2(Q)) et satisfait pour tout 0 <t < T

t
)2y + .o 2y < € (fo 1F ) L2y ds + |Gl + ||uo||L2(Q>) .
(2.84)

Il est clair que par des arguments de densité-continuité, le théoreme 2.1.3 est la

conséquence direct du théoreme ci dessus. Donnons dans ce qui suit la démonstration
du Théoreme 2.6.1.

Démonstration. Supposons que F e L*(Qr), G € L*(31) et ug € L*(Q). Par le
Théoréme 2.1.2 le probléme (2.1) admet une unique solution u e L?(Q7) telle que

uﬁd:O e L2(Xr) qui satisfait 'estimation

_ 2 —t, IT 2 —29T 2
vl 7tU||L2(QT)+||€ ’Ytu|xd:0||L2(ET)+€ K ||“(T)||L2(Q)

1 _ _
<C (20 FlBaigry + e Gl + ol )

Considérant le parametre v := %, on trouve

s —ollz2(mpy + 1u(D) 2y < C (ﬁHF”LQ(QT) + |Gl resp) + HUOHL2(Q)) :
(2.85)

La démonstration consistera a remplacer la norme L? de F par la norme
LY([0;T]); L?) dans I'estimation ci dessus pour trouver (2.84).
On considere les deux problémes

Lu=0 dans @,
Bu=G sur Y,

Ujp=0 = U dans €,
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Lu=F dans Qr,
Bu=0 sur Yo, (2.86)
U= =0 dans €.
On peut remarquer que ces deux problemes sont la décomposition du probleme
(2.1), alors par linéarité il faut vérifier que la solution de chaque probleme satisfait
I'estimation (2.84). Pour le premier probleme, la solution u satisfait (2.85) pour tout
T > 0 et par suit I'estimation (2.84).
I reste donc & montrer que la solution du probleme (2.86) satisfait I’estimation

(2.84) pour terminer la démonstration du théoreme.

En premier lieu, nous rappelons la Proposition 5.14 et le lemme 5.15 de [20].

Proposition 2.6.2. [20] Il existe une famille des opérateurs bornée E(t,s) de L?(R)
vers L?(Q)) pour 0 <s <t <T , tel que pour tout s € [0;1[, u(t) = E(t,s)uq est la

solution unique du probléme

Lu=0 dans Qr,
Bu=0 sur X,

Ujy=0 = U dans €.

Lemme 2.6.3. [20] Soit F' réguliére s’annule au voisinage du coin {t = x4 =0}, la

solution du probleme (2.86) est donnée par le principe de Duhamel

u(t) = L E(t, 5)F(s)ds, (2.87)

on 0<s<t<T.

On consideére le probléme

Lv=0 dans [0,7] x Q,
Bv=0 sur [0,7] x 09, (2.88)
V=g = F'(s)  dans (.

D’apres la Proposition 2.6.2, v(t) = £(t,s)F(s) est la solution unique du probléme

ci dessus, par conséquent v satisfait I'estimation (2.85)

ofg=oll 2y + 0Ol L2() < CIF ()l 20 (2.89)

5}
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ou 0 <s<t<T. En intégrant par rapport a s on trouve

t t t
[ 1ot calizcsyas + | Hv(t)||Lz(Q>ds<c( | ||F<s>uLz<mds). (2.90)

D’autre part, d’apres le Lemme 2.6.3, la solution du probleme (2.86) est s’écrit sous

la forme
u(t) = J v(t)ds, (2.91)

et par suit, on a

t
g —oll z2(my) + e 220 f [Er 0HL2(Et)d3+L [v(®)ll z2()ds

Finalement, en utilisant I'estimation ci dessus et (2.89), la solution du probléme
(2.86) satisfait

il _oll e + le(®)l 2y < (j 1FO) 2 )

c’est a dire 'estimation (2.84) est satisfaite. Ce qui démontre le Théoreme 2.6.1. [



3 Problemes mixtes caractéristiques

avec la condition Kreiss-Lopatinskii
affaiblie

Les résultats de ce chapitre ont été publiés dans la revue Annales Polonici Mathe-
matici, [23].

Dans la deuxieme partie de cette these, on considere un probleme aux limites pour
un systeme du premier ordre d’équations aux dérivées partielles hyperboliques a co-
efficients constants ou l'opérateur différentiel L est supposé Friedrichs symétrisable
(hypothese 3.1.1) a frontiere caractéristique (hypothese 3.1.2) et satisfait une version
affaiblie de la condition dite Kreiss-Lopatinskii uniforme (voir la Définition 3.1.1).
Ce chapitre contient deux importants résultats. Dans le premier, on montrera que le
probléeme est faiblement bien posé dans L? au sens ot il admet une solution unique
satisfaisant une estimation d’énergie avec une perte de régularité par rapport a les
données. Le cas ou les coefficients constants permet d’utiliser ’analyse de Fourier-
Laplace.

Pour le second résultat, on prolonge I’analyse a un probléme mixte avec la donnée
initiale non nulle ou la variable du temps est localisée dans [0,77]. On démontre que
le probléme est fortement bien posé dans L? sous toutes les hypothese du Théoréme

2.1.2 sans utiliser I'outil algébrique symétriseur de Kreiss.

57



3 Problemes mixtes caractéristiques avec la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie

o8

3.1 Description du probleme

On considere le probleme aux limite a coefficients constants suivant :

0 & ou
Lu=—u+» Aj— =F, dans (),
ot ]2:1 10 (3.1)
Bu=G sur 2,
ou A, As,---, Ay sont des matrices de type N x N a coefficients réels. L’inconnue

u(t,x) ainsi F(t,x) sont & valeurs vectorielles dans CV. La matrice B est de type

px N et G(t,x) est a valeurs vectorielles dans CP.

3.1.1 Hypotheéses

On fait les hypotheses suivantes :

Hypothese 3.1.1. L’opérateur L est Friedrichs symétrisable, c’est a dire qu’il existe
une matrice symétrique, définie positive Sy telle que les matrices SoA; , pour j =

1,...,d, soient aussi symétriques.

Hypotheése 3.1.2. Le probléme (3.1) est caractéristique de constant multiplicité,
c’est a dire que la matrice Ay est singuliere et de rang constant N —m. De plus,

nous supposons que Ag sous la forme
0 0
< " > , (3.2)
0 Qaq

Correspondant & cette représentation, I'inconnue u s’écrit comme (u!,u!D)T, ot u!!

avec ag est une matrice inversible.

s’appelle la partie non caractéristique de u et u! la partie caractéristique.

Hypotheése 3.1.3. Pour tout £ = (£1,....64-1,&q) := (1,&7) e R X R, avec € #
d

0, le symbole matrice Zngj = A(n) + &4Aq admet une valeur propre A =0 de
j=1



3.1 Description du probléeme

d—1
multiplicité m, alors la matrice A(n) = Z §jAj admet une décomposition par blocs
j=1

de la forme

o Om a172(77) c R41
Al <a2,1(17) () ) meRe 33

Hypothese 3.1.4. La matrice B est de rang mazximal p ou p est le nombre des
valeurs propres positives de la matrice Ag et satisfait ker Ay < ker B. Pour cela apreés

une transformation linéaire on suppose que la matrice B prend la forme

B= (opxm ,Bl), (3.4)

avec By est une matrice de type p x (N —m) .

Comme mentionné dans l'introduction, on supposera que le probleme (3.1) satisfait
une version affaiblie de la condition Kreiss-Lopatinskii uniforme, voir par exemple
[8, 18, 1]. Avant de donner la définition de cette condition dans ce cas, on introduit

les variables de fréquence
C=(rn) T=7+iceCy: Re(r)=~v>0,Im(r)=ceR, neRL
et I'espace de fréquences
=, = {(T,n) e CxREIN0,0): |2+ 5> =1,y > o}.

On introduit aussi E_(7,7), le sous-espace stable associé au systéme singulier

(T[N+iA(77))¢+Ad67¢ =0, (3.5)
5xd

obtenu apres transformation de Fourier-Laplace en la variable d’espace tangentielle

(t,y) dans I’équation de U'intérieur du probleme (3.1) avec F' = 0.

Definition 3.1.1. Soit s nombre réel positif. On dit que le systéme (L, B) vérifie la

condition s-Kreiss-Lopatinskii faible si

3C >0,V (r,n) ezt (veE_(r,n)) = |Aq|<Cy~°|Bv]). (3.6)
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Hypotheése 3.1.5. Le probléme aux limites (3.1) satisfait la condition s-WKL et

pour tout s = 0.

Remarque 3.1.2. Grace a la Définition 3.1.1, on peut remarquer que la condition
(3.6) est la formulation standard de la Condition Kreiss-Lopatinskii Uniforme(UKL)

dans le cas s = 0.

3.1.2 Les principaux résultats

Le premier résultat de ce chapitre se formule comme suit :

Théoréme 3.1.3. Supposons que les hypothéses 3.1.1-3.1.5 soient satisfaites pour
un indice s = 0. Il existe constant C' > 0 tel que pour tout ~v > 0, pour tout I €

L? (Ry,H3(X)), Ge H3(X), le probléme (3.1) admet une unique solution u e L,QY(Q)

11

telle que Uy =

0 € L%(Z). Par ailleurs, w satisfait une estimation d’énergie de la

forme

1 1
- 2 —yt, IT 2 - 2 - 2
e ullZ2 gy + lle™ uiz =0l 725y <C(725+1 lle ”tFHls,ﬁ@He ”tGHs,y)-

(3.7)

Benzoni-Gavage et Serre [1] ont construit un symétriseur de Kreiss sous la condition
Kreiss-Lopatinskii uniforme pour des systéme hyperbolique symétrique avec des co-
efficients constants et de frontiere caractéristique, avec I’hypothese particuliere que

la matrice symbole A(n) (3.3) sous la forme par bloc

A(U)Z( O a2, ), neR&L

az,l(ﬁ) az(n)

avec az(n) = 0. Ainsi, dans le chapitre 2 de notre travail, nous montrons que le
probléme (3.1) est bien posé dans L?. En effet dans ces résultats, on peut fournir
une estimation d’énergie a priori sans perte de régularité de la solution par rapport
aux données.

Cependant, dans de nombreux exemples physique comme ['élasticité linéaire ou
les équations d’Euler de la dynamique des fluides, la condition Kreiss-Lopatinskii

uniforme dégéneére sur certains points de Z; on peut citer [24, 25, 5, §].
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Récemment, certaines formes affaiblies de la condition de Kreiss-Lopatinskii uni-
forme ont été traitées. J.F. Coulombel et P. Secchi [5] ont étudié la stabilité linéaire
d’une compressible vortex sheet. Ils ont pu fournir une estimation d’énergie a priori
similaire & (3.7) dans le cas ou s = 1.

M.Eller [8] a prouvé sous l'hypothese 3.1.5 le Théoreme 2.1.2 dans le cas non
caractéristique ou l'opérateur est constamment hyperbolique .

Dans notre travail, en utilisant une approche différente et des idées de [16, 5, 10],
on donne une autre preuve du théoreme 2.1.2, et malgré les conditions aux limites
non nulle sans invoquer le symétriseur de Kreiss [1, 3, 13].

En effet, la stratégie de la preuve consiste a scinder le probleme original en deux
probléemes aux limites. Dans le premier probleme, grace a I'hypothese Friedrichs
symétrisable, I’équation de l'intérieur du probléme est couplée a une condition aux
limites strictement dissipative. Pour ce probleme, nous avons des résultats bien
connus, voir par exemple [14, 18, 1].

Dans le second probleme, I’équation de l'intérieur a un terme source nul, et la

condition aux limites satisfait la condition de Kreiss-Lopatinskii affaiblie.

Motivés par les conclusions du théoreme 3.1.3, il serait utile de prolonger 1’analyse
a un probléme mixte sur un intervalle de temps fini [0,7] avec une donnée initiale
non nulle ou I'hypothese 3.1.5 est vérifiée pour s = 0, c’est-a-dire dans le cas ou la
condition Kreiss-Lopatinskii uniforme est satisfaite pour le systeme (L, B).

Consideére le probleme mixte

0 4 oy
Lu=—u+ Y Aj—=F, dans Qr,
ot o 8a:j

Bu=G sur X,

| Uj¢t=0 = U0 dans ().

avec les données F e L?(Q7), G e L*(X7) et uge L? (R‘i).

Le deuxieme résultat de ce chapitre se formule comme suit :

Théoréme 3.1.4. Supposons que toutes les hypothéses du Théoreme 3.1.3 soient
satisfaites dans le cas s = 0. Pour tout F' € L%(QT), Ge L%(ZT) et ug € L*(2), le

probléme (3.8) admet une unique solution u € L%(QT) telle que uﬁcfd:O € L?Y(ZT). Par
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ailleurs, we CY([0,T],L*(Y)) et satisfait a Uestimation

2 II 2 —2 2
Ml )+ olZ2 g + € Nt By
1
<C (1P gy + 16T, + ol ).

pour tout t € [0,T].

3.2 La démonstration du Théoreme 3.1.3

3.2.1 Le probleme aux limites auxiliaire strictement dissipative

Pour v > 0, posant @& = e u et F:= e MF, G := e "G, le probleme (3.1) est

devient équivalent au probléme
. (3.10)

Par les hypotheses 3.1.1 et 3.1.2 il existe une matrice définie positive Sy telle que
SoAg est une matrice symétrique, Ay de la forme (3.2). Ce qui implique que il existe

une matrice (N —m) x (N —m) définie positive Sy telle que

Om O
SoAy = , 3.11
0Ad (0 Sdad> (3.11)

ou la matrice Sga, est aussi symétrique.
Comme la sous matrice a4 est inversible et en utilisant la remarque 1.3 de [10]
et I'hypothese que L est Friedrichs symérisable, il existe une matrice My de type

px (N —m) telle que la matrice Syag est définie négative sur ker My. Posant

M= (opXm Md>. (3.12)

Par conséquent la matrice Sp A, est définie négative sur ker M. Ce qui implique que
la matrice M est strictement dissipative, c’est a dire il existe des constantes positive

c et C tel que pour tout we CN, on a

—(SoAquw,wHen = clw!!|* = C|Mw|?, (3.13)
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voir la Proposition 1.4.2

On consideére le probléme aux limites suivant :

a+’y w+ZA aw'JrAda—w:F dans @),

Lo
0 =5 dq (3.14)

Mo=0 sur X.

Ce probleme entre dans le cadre des problemes aux limites hyperboliques strictement
dissipatifs qui ont été traités par plusieurs auteurs (voir par exemple [14, 18, 1]) pour
lesquels un résultat de fortement bien posé a été établi. Par conséquent, en adaptant
par exemple la preuve de Métivier [18] dans le cas de frontiére caractéristique pour

un opérateur Friedrichs symétrisable (voir [18], proposition 2.2.13), on a

Théoreme 3.2.1. Sous tous les hypothéses du Théoréme 3.1.3 et pour s =0, il existe
constant C > 0, tel que pour tout v > 0, et pour F e L? (]R+,HS(E)), le probleme
(3.14) admet une unique solution W € L*(Ry, H*(X)) tel que la trace wﬁdzo € H*(X)
et satisfait a l’estimation suivante

C
2
+Hw|xd OH ,’y\;mF S,y

(3.15)

3.2.2 Analyse de Fourier Laplace pour le probleme aux limites

On notera @ la solution espérée du probleme aux limites (3.10) et @ la solution du
probléme (3.14). On introduit aussi

U=1U—W.

On peut remarquer que ¥ est la solution du probleme aux limites

Lyo=A o0 +(6+7)6+§A ov 0 dans @
= Ad 5 A A )
! T4 = on; (3.16)

Apres transformation de Fourier-Laplace dans les variable tangentielle (¢,y), le sys-

teme (3.16) s’écrit sous la forme d’une équation différentielle ordinaire singuliere par
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rapport a la variable normale z; de la forme :

0
Adﬁi<<7xd> AU =0 (TR ap>0 -

B¢ (¢,0)=H() (eCyxR¥™ z;=0,

¢=(1,n) = (y+io,n),

ou I'inconnue ¢ est la transformée de Fourier relativement aux variables tangentielles
(t,y) de © la solution L? du probleme (3.16)

d—1
AQQ) = —(TIn+iA(m)  Al) =D A, (3.18)
j=1

et
H(¢) := F(G)(0,n) — BiF(@'")(0,7,0). (3.19)

La stratégie de l'analyse de Fourier-Laplace est de construire une solution dans
L2(RT) du systeme (3.17) qui satisfait & des estimations d’énergie. Ceci est néces-
saire pour obtenir que le probléme original (3.16) soit bien posé a travers I'utilisation
de la transformée de Laplace inverse et le théoreme de Paley-Wiener.

La non inversibilité de la matrice frontiere Ay induit un systéme singulier d’ODE
(3.17). Gréace a la structure par blocs de la matrice de symbole A(£), on réduit le
systeme singulier a un systeme non caractéristique d’ODE par rapport a la compo-
sante non caractéristique en utilisant la méme méthode dans la preuve du lemme
2.2.5.

Lemme 3.2.2. Pour tout ( € Cy x R¥™1 le systéme (3.17) se met sous la forme

d’un systeme d’ordre 1

0 11
O (Cra) — A9 (G ) =0,
d

Bi¢'(¢,0) = H(C),

A3(C) = —ag" (rIn-m +ias(n) + ~ara(m)ar (). (320)

Démonstration. Grace a 'hypothese 3.1.2, la décomposition (3.2) de matrice Ay
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permet de considérer la matrice inversible

I, O
A = , 3.21
d < 0 a51> ( )

On multiplie la premiere équation dans le probleme (3.17) par A;. La structure par
blocs de la matrice A; implique que

Ty s (G.24) = A AQO(rm.70), (3.22)
d

ot In_p, :=diag(0m, IN—m)-
De I'hypothese 3.1.3, on sait que la matrice symbole A(n) admet une décomposition

de la forme (3.3), on déduit alors que

(3.23)

AM(C)=—< Pl )

iaglagl (n) z'aglaQ (n) + Tagl

En appliquant la décomposition CVN = Cm@(CN " le systeme (3.17) avec 'incon-

nue ¢ = (¢!, ¢!")7T se réécrit sous la forme suivant

71 (C,2q) +iar2(n) o' (¢ x4) =0,

ool (3.24)
(¢,xq) = —iay (az,1()d" (¢ a) + (az(n) +itIn )" ((,2a)).

a’Ed

En utilisant la premiére équation de (3.24), on obtient ¢’ en fonction de ¢!!

6 (Cra) = a2 ()0 (G, ), (3.25)

puis en remplacant dans la deuxiéme équation de (3.24), on obtient un probléme
aux limites pour une équation différenticlle ordinaire paramétrée par ¢ € Cy x R4—1

& valeurs dans CV~" en fonction la partie non caractéristique ¢! de la forme

%07 () — Aa(Q)0 (G, 20) = 0
al'd ybd 2 ytd) = Yy (326)
Big'(¢,0) = H(C),
ot pour tout ¢ € C; x R, la matrice Az (¢) est donnée par (3.20) . ]

Dans tout ce qui suivra, on notera avec un abus de langage, ¢!1(¢,0) la trace de la

solution ¢’7(¢,.) sur ¥. De méme, on notera w!/(.,0) la trace de w!! qui est bien
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définie dans L?(X).

Le probleme (3.26) apparait comme le systéme (2.26) et en vertu de l'analyse faite
dans le chapitre 2, la matrice A3(() est hyperbolique. De plus, on a la décomposi-
tion

CN™" = £_(O)®EL(0),

ou le sous-espace stable £_(() de A2(¢) de dimension p lorsque v > 0.
Soit P_(() le projecteur sur £_(¢) tel que
1 -1
P_(¢) = 7 (zIN—m — A2(Q)) dz (3.27)
T Jr-
avec I'™ est une courbe simple fermée incluse dans le demi-plan complexe de partie
réelle négative entourant les valeurs propres de A2(¢). On introduit aussi I'opéra-

teur

J(¢) := BLP_(().

En vertu la définition de sous-espace stable £_(() et la représentation (3.4) de ma-
trice B, la condition Kreiss-Lopatinskii affaiblie de I’hypothese 3.1.5 est alors réécrite
par :

3C>0,Y¢eZ (veé_(() = |v|<Cy*|B)). (3.28)

Par conséquent, pour tout ¢ € Cy x R4t Popérateur J(¢) est un isomorphisme entre
E_(¢) et CP, ce qui implique que JVH(() e £_(¢).
Comme indiqué au début de ce sous-paragraphe, on peut d’abord énoncer le résultat

crucial suivant

Proposition 3.2.3. Sous tous les hypothéses de Théoréeme 3.1.3 pour s =0, il existe
constant C' > 0, tel que pour tout v >0, et pour F € L? (R+,H5(E)), Ge H5(X), et
e Cy xR e probléme (3.26) admet une solution unique ¢ (¢,.) e L*(Ry) qui

satisfait ’estimation suivante

. 1~ 1 ~
[ o im0y < € (S 1GIZ, + el

gﬁ) . (3.29)

Démonstration. Par le principe de Duhamel, le probleme (3.26) admet une unique
L2(Ry) solution de la forme

o' (¢ xa) = exp (24 A2(€) I (H(Q), (3.30)

et la trace ¢'7(¢,0) = J~'H(¢) appartient & £_(¢).

Par conséquent, en appliquant la condition de Kreiss-Lopatinskii affaiblie (3.28),
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pour tout ¢ € C4 xR on a

2s
91(C0)P < 'C' Bl (CL0) = 'C' CIHOP.
Puis, par I'identité (3.19), il vient
2s
D102 < 'f;' (IF @) o) +|Fi" (0,0,0)). (3.31)

En intégrant I'estimation ci dessus sur R x R%~! | on obtient

. 1 .
JRM”(V o, n,0)[2dodn < 0(725 fRd (42 + 02 + [n2)°|F(G) (0 m) Pdodn+

1
|| 07 WPl o) ) P,

(3.32)
et par suite
II ~ 2 C 2 2 2\s —. 2
0" (v +io,n,0)[Fdodn < —; | (v*+ 0" +n]*)*|F(e77G) (o,m)| dndo
Rd 7 IR

v [ 0P PIF (e ol o) () P

En autres termes, on a

| ot iomoaody < S (161, +laffol2,). 333)

D’autre part, d’apres le Théoreme 3.2.1 la solution @ du probleme auxiliaire (3.14)

satisfait 'estimation (3.15) ,

||w|xd O”2 HF 8,77 (334>
Finalement, par (3.33) et (3.34), on a
[ ionopana<c (- P12, ).
Rd v e ’
ce qui signifie que la proposition est démontrée. O]
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3.2.3 Fin de la démonstration du Théoréme 3.1.3

L’identité (3.25) montre que la composante caractéristique ¢’ est aussi dans L?(R).
On déduit alors que pour tout ¢ € C4 x R4 la fonction ¢(¢,.) = (¢1(¢,.), o1 (¢, )T
est une solution unique du probléme (3.17) qui appartient a L2(R,).

Maintenant on peut considérer ¢((,.) comme une solution de ’'ODE singuliére définie
dans (3.17), mais couplée a la matrice de bord strictement dissipative My définie
dans (3.12),

0
Ad&i(c,m _AOS(Ca) =0 CeCy xR 250, )

Mao™(¢,0) == K(C).

La proposition suivante qui, bien que de démonstration plus que classique, constitue

la clé de votiite dans la démonstration du Théoréme 3.1.3.

Proposition 3.2.4. Il existe C > 0 tel que pour tout v >0 et (e C4 xR on a

Vo) F2m,) + 12" (G0 < CIE Q) = CIMag" (CO)P. (3.36)

Démonstration. Par I’hypothese 3.1.1 de Friedrichs symétrisable , on a pour tout
Jj=1,---,d, les matrices SpA; sont symétriques, ce qui signifie que, pour tout n e

RY~! la matrice SoA(n) est aussi symétrique, ot A(n) sous la forme d’une structure

par blocs (3.3)
o Om arp(n)
A(”>‘<a2,1<n> (1) )

En revenant a I’équation singuliere du (3.17) et en multipliant a gauche par la

matrice Sy, on obtient

0o

SOAdaixd(gaxd) - SOA(<)¢(C7Id) = 0.

De plus, en vertu 'expression (3.18) de la matrice A((), on a

0

SoAdaTCd(C, ) +7509(C,.) + 150 A(n)d(C,.) = 0. (3.37)

En considérant le produit scalaire dans CV de 1'équation ci dessus avec ¢((,.), il
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vient

0

Re(Sodaz ~ o (€;-):0(Cs Den +Re(T506(C, ), 6(C, ) +RediSo A(n)d(C, ), 6(C, - ))en =0,

puis en utilisant la symétrie de matrice SpA(n) , on obtient :

Re(Soa ‘%) B(C ey = —1S0d(C, ) BC e

On integre par parties sur Ry relativement a la variable x4 et en utilisant la symétrie
de matrice SpAg , on obtient :

7(500(C, ), 0(C, ) L2 (ry) <50Ad¢(C 0),¢(¢,0))en- (3.38)

Par 'hypothese 3.1.1, la matrice Sy est définie positive, donc il vient

CA10(C )3y < 5CS0AaB(C.0), (¢, 0

et en utilisant ensuite le fait que l'inégalité (3.13) est vraie puisque la matrice Sgaq

sur ker M, est définie négative, on déduit qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Yo i2w,) < Cl1Mag" (¢ 0)]> =16 (¢, 00

Finalement on conclut l'estimation (3.36). O

Maintenant, on intégre ensuite I’estimation (3.36) par rapport a la variable de Fourier

n et par rapport a la partie imaginaire de la variable de Laplace 7, on trouve
vf L |00y +ion,zq)Pdodndz, +f [0 (7 +i0,1,0)[Pdodn
R++1 Rd
<CIMA [ 61+ i, 0) P,
grice a l'estimation (3.29), on obtient

vf \¢(7+i0,n,xd)l2d0dndxd+f 'L (v +i0,m,0)|*dodn
Ri+1 Rd

)

D’autre part, la fonction 7 +— ¢(7,.,.) est holomorphe dans C; a valeurs dans

(3.39)

1 ~
2 2
<O (5 IGIE + i IF
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L2(R41 x R,) et I'estimation (3.39) montre que

sup f lo(y +io,., )| 2 (a-1xp, ydo < +o0. (3.40)
2%

Grace au théoreme de Paley-Wiener, les propriétés ci dessus montre qu’ils existe
une fonction v: (¢,y,24) — 9(t,y,24) telle que e v := v e L>(R x R~ x R,) pour
~v >0, ou la fonction ¢ est transformée de Fourier par rapport aux variables (¢,y)
de v. Par transformation de Fourier inverse appliquée au probléeme (3.17), on peut
déduire que v I'unique solution de Lo = 0.

De plus, la trace 27|I ! _o est bien définie dans L?(X) et satisfait la condition de bord
Bv| 2g=0 = = G- Bw| =0 SUI Y., ce qui signifie que ¥ 'unique solution du probléme
(3.16) qui appartient & L?(Q).

Comme ¢ satisfait I'estimation (3.39) et d’apres la formule de Plancherel, la solution

v satisfait

e gy + e ol oy < (s (eI, + e

(3.41)

On sait déja que la solution unique w du probléme auxiliaire (3.14) appartient a

L%(Q), avec la trace wgdzo € L?(X) et satisfait I'estimation (3.15), ce qui implique
que @ =+ € L*(Q) la solution du probleme (3.10) telle que ﬂﬁdzo e L2(Y) .

Enfin, on déduit que u := €' est la solution unique du probléme (3.1) et satisfait

I’estimation d’énergie

1 _
L e V’fan,y),

_ _ 1
e ulgy + el ol < € (gl
ce qui permet d’obtenir la preuve du Théoreme 3.1.3.
3.3 La démonstration du Théoreme 3.1.4

Dans ce paragraphe on donne la démonstration du second Théoreme 3.1.4 dans ce

chapitre .



3.3 La démonstration du Théoréme 3.1.4

3.3.1 Les solutions du probléeme aux limites localisé en le temps

Pour T > 0, on introduit les ensembles
Qp:=]—0,T]xQ etlebord wp:=]—0w,T]xN.

On considere le probléeme aux limites (3.1) avec le temps dans U'intervalle | — o0, T7,

{Lu =F dans Qp, (3.42)

Bujg,—0 =G sur - wr.

Le résultat crucial du probleme (3.42) est le suivant

Théoréme 3.3.1. Supposons que toutes les hypothéses du Théoreme 3.1.3 soient
satisfaites pour s = 0. Soit F € L%(QT) et Ge L%(wT) tel que F=0 et G=0 pour
t < 0. Alors, il existe une unique solution u € L%(QT) du probléme (3.42) tel que
uﬁ{d:O € L?y(wT) qui satisfait u=0 pour t <0. De plus ue C°([0,T], L,QY(Q)) et pour
tout v> 0, on a

1
2 II 2 —2vt 2 2 2
WHUHLgy(Qt) + ||u|$d=0||L%(aJt) +e ||“(t)HL2(Q) <C (’7||FHL’2Y(Qt) + HG”L%(%)) )
(3.43)
pour tout t € [0,T].

Démonstration. Soit F e L,%(QT)) et Ge L?Y(WT) tel que F'=0 et G=0 pour ¢t <0.
On prolonge F,G par 0 pour t > T. Notant 7(F') et m(G) les résultats de ces pro-
longements, alors par construction 7(F') € L%(Q) et 7(G) € L%(Z). Par conséquent,

pour v assez grand et par le Théoreme 3.1.3, il existe unique o € L%(Q) tel que
'l e L?V(E) qui est la solution du BVP

Lu=mn(F) dans @, Biijy,—g=m(G) sur . (3.44)
De plus, u satisfait l'estimation (3.7) dans le cas s =0
1
-ty —t Il — —
lle™ I 2 gy + lle ™ tfz,—o I 72 () < © (WHe Mr(F) 72y + e ”tW(G)H%Z(z)) :
Par la Proposition 2.4.2, le principe de causalité reste vrai aussi dans le cadre des

hypotheses du Théoréme 3.3.1, la solution u € L%(Q) s’annule pour ¢t <0 .

Posant u := 1q,,, la restriction de @ sur ()7, on remarque que u € L%(QT) s’annule
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pour {t <0} et u|IxId=0 € L2 (wr).
Il est clair aussi que u est une solution du probleme (3.42)

1

— 2 — I 2 — 2 — 2

e ullZz ) + e vl =ollz2 () <C<7||e Tz + e 7tGHL?(z:t))’
alors

1
ull2a g+ e oll22 ey < C (J'“'i%m» ¥ uauig@t)) , (3.45)

pour tout ¢ € [0,7].
Pour I'unicité de la solution u, on utilise le principe de causalité 2.4.2 et la méme
méthode définie dans le paragraphe 2.4.1 en utilisant la fonction de troncature 6.
Il reste juste a démontrer que la solution u du probleme (3.42) est continue en temps
et satisfait (3.43) pour conclure le Théoréme 3.3.1
Soit 1 € L%(Q), la solution du probléme (3.44). En utilisant des opérateurs de régula-
risation tangentielle je a support inclus dans {t > 0} (déja utilisé dans le paragraphe
2.3.3 ) et I'opérateur de convolution J;, on peut définir une suite régularisante (w®)
par

w® = e e e L(Ry, HI (X)),
Cette suite satisfait (we)ﬁdzo e HF*(¥). Comme @ s’annule pour ¢ < 0 et que j. est
a support inclus dans {t > 0}, w® est s’annule aussi pour ¢ < 0.
De plus, comme l'opérateur L a coefficients constant, w® est la solution du probleme

aux limites
Lw® = f* dans Q Bw‘fmd=0 =¢° sur X, (3.46)

o f¢:= e (e n(F)) € L*(Ry, HI®(X)) et g° := M (e "'n(G)) € HF?(X)).
D’apres le Lemme 2.3.7, on a les convergences suivantes

w® E_)—>0 U dans L%(Q)’ (wfdeO)H — (ﬁlxd=0>n dans L%(E),
Lw*—>a(F)  dans  L3(Q),  Buf,o—>m(G)  dans Li(%).

(3.47)

D’autre part, on remarque que f¢ , ¢° et w® s’annule pour {t < 0}, en utilisant
le fait que l'opérateur L est Friedrichs symétrisable, la Proposition 2.4.3 fournit

I’estimation pour tout € >0

1
—2 2 - 2 - 2 - 2
e 7t||w€(t)”L2(Q)<C(7||e " Lw T2, +lle Wtw€||L2(Qt)+H€ 7t(71)€)|:cd=o||L2(wt)),
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alors
— 1
e w172y < C (,YHfEH%%(Qt) +llw 72 g, + \I(wg)ﬁd:o\!ig(wt)) , (3.48)

En appliquant Iestimation (3.48) a la différence w® — w® on obtient
-2 L2
e Mw (1) — 0 (t)ll72(

1 ’ ' I N
C(Ver—fs H%,zy(gt)Jr’YHwE—wE H%%(Qt)_l_H(wad:O) — (Wiz,=0) HQLg(wt) :

N

On déduit alors que la suite (wTQT) est de Cauchy dans l'espace de Banach
C([0,T],L*(Q)) qui converge dans C([0,T],L%(Q)) et en utilisant le fait que la solu-
tion est unique, cette limite est u la solution du probléme (3.42)

Maintenant en utilisant le fait que u = 4., le passage a limite dans I'estimation
(3.48) donne

- 1 11
e 2WHU(t)H%Z(Q) <C (7||F||%g(gt) +7|’U||ig(gt) + Hu|xd=o||%g(wt)) :

En combinant 'estimation ci dessus et (3.45), on obtient la solution u satisfait (3.43).

Ce qui démontre le Théoreme 3.3.1. O

Remarque 3.3.2. En utilisant la formule des sauts (2.62), on déduit que uj=o = 0.
En effet, on peut considére la solution u du probléme (3.42), solution du IBVP a
condition initial nulle définie dans Qp =[0,T] x Q.

En d’autres termes, en considérant le probleme mixte suivant

Lu=F dans @,
Bujy,—0 =G sur Y, (3.49)

U= =0 dans €,
on a le résultat
Théoreme 3.3.3. Supposons que tous les hypothéses du Théoréme 3.1.3 soient satis-

faites pour s =0. Soit F' € L%(QT) et Ge L%(ET). Alors, il existe une unique solution
u€e L%(QT) du probléme (3.49) tel que ul! _ e L%(ET) . De plus ue C([O,T],L%(Q))

|l’d=0
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et pour tout v >0, on a

—27t

11
YllulZ2 gy + Itfz,=ollzzy sy + e a2

(1 ) (3.50)
<C(ZIFIE30 1G5 5y )

pour tout t € [0,T].

3.3.2 Fin de la démonstration du Théoréeme 3.1.4

Dans ce paragraphe, nous donnons la derniere étape dans la démonstration du Théo-
reme 3.1.4.

Pour la résolution du probléme mixte (3.1) non homogene avec ug € L?(2), on utilise
le fait que L est symétrisable au sens de Friedrichs et les idées qui déja utilisés dans
le paragraphe 2.5.

On considere alors le probleme mixte auxiliaire

Lw=F dans @,
Mw=0  sur Xr, (3.51)

W= = Uo dans €,

ou la matrice M est définie par (3.12).

Théoreme 3.3.4. [l existe constante C' > 0 tel que pour tout F € L%(QT) et ug €
L%(Q), il existe une unique solution w e L*(Qr) du probléme (3.51), for telle que
la trace wﬁdzo € L%(ET). Par ailleurs w € C([0,T], L*()) et pour tout t € [0,T] et
v>0ona:

1
— 2 — 17 2 —2 2 — 2 2
v|le WthLQ(Qt)-i-”e ytw|xd=0HL2(Et)+6 7t||w(t)”L2(Ri) <O(7H6 7tF||L2(Qt)+||u0||L2(Q)) .

(3.52)

On remarque que (3.51) est un probleme mixte de bord strictement dissipative qui
vérifie toutes les hypotheses du Théoreme 1.4.3 et comme la matrice A, sous la forme
(3.2), alors il admet une unique solution w € L%(QT) telle que la trace wﬁdzo € L%(Z)
qui satisfait 'estimation (3.52) pour tout v assez grand.

Maintenant on considere w, la solution du probleme (3.51) telle que wﬁd:O € L%(ET)
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et le probleme mixte homogene suivant

Lv=0 dans Qrp,
Bujg,—o = G — Bwjy,—g sur X, (3.53)
V=0 =0 dans .

La matrice B sous la forme (3.4), alors il est clair que la condition de bord
(G—Bw|xd=0) = (G—Blwﬁdzo) dans L?Y(ET). On peut remarquer aussi que le
probleme (3.53) vérifie tous les hypotheses du théoréme 3.3.3, alors il admet une
unique solution v € L2(Qr) tel que U|Ix[d=0 € L%(ZT). De plus v € C([0,T7],L2(Q)) et
satisfait pour tout ¢ € [0,7"] I'estimation

2 11 2
VHUHL2 Qn T ||U|:cd OHL%(zt) + Hv(t)HL?{(Q) <Gy — Blw|xd=0”L3(zt)v

et par suite, on a

o2y + 1ok molF2 ) + 10O 2@y < € (1172 + Ivlmolliz s, )
(3.54)
I1 est clair que u := v+ w est la solution du probléme (3.8) dans L?Y(QT) tel que
uﬁ _0€ L2(27). De plus ue C°([0,T],L2(€2)) . 1l reste & montrer que la solution u
de (3.8) satisfait I’estimation (3.9).

D’apres 'estimation (3.52), on a

1 2 2
hofl ol < © (2P g + ol ).

Revenant a 'estimation ci-dessus ainsi que (3.54) on obtient v satisfait

01 gy It ol sy 10O 0y <€ (S 2 gy + Nl + Gl )
(3.55)
pour tout ¢ € [0,7]. Finalement, en combinant les estimations (3.55) et (3.52) ,

on obtient lestimation (3.9) pour v assez grand. Ce qui démontre le Théoreme
3.1.4. [
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4 Annexe

Dans ces deux exemples, nous donnons une illustration de la condition UKL (pour
le premier exemple) et de la condition s-WKL (dans le cas s = 1) pour le second

exemple.

4.1 Le probleme d’élasticité linéaire

Morando ,A et Serre .D [25] ont montrés que ce probleme est fortement bien posé
dans L? sous la condition UK L.
On considere le systeme de 1'élasticité linéaire ot la variable d’espace x dans R3
(3D) de la forme

OF+vz=0

(4.1)
Oz + divT =0,

ot z = z(z;t) e R3 (z = (z1,79,73),t > 0) et F = F(x;t) € M3x3(R).
L’inconnue z est la vitesse de la déformation, F' tenseur de déplacement et ou le

tenseur des contraintes 7' est donné par :
T:=XNF+FT) 4 u(TrF)Is,

avec A, des constantes positives (les coefficients de lamé).
Morando A et Serre D [25] ont montrés que le systéme d’élasticité (4.1) peut étre
écrit sous forme d’un systéme symétrique d’ordre 9 x 9 en utilisant de nouvelles

variables u
Lu := 0yu+ A101u + Asdou + Aszds3u, (4.2)

la matrice Az étant sous la forme
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avec a? est une matrice inversible de type 6 x 6.
[25] a montré aussi pour & = (n,&3)7 = (£1,£2,£3)T le symbole matrice A(€) = A& +
Ag&o + A3€s admet décomposition par blocs de la forme

_[ 0s a1,2(n)
A= (%2(77) as(n) +&sa’ ) (43)

avec la forme des matrices et les détails de cette étape peut étre trouvée dans [25].

On considere le probleme mixte défini dans le demi espace
Rijr ={r=(y,23),y = (z1,72) € R2,x3 > 0},

Lu=F x3 > 0,1 >0,
Bu=G x3=0,t>0, (4.4)
up=o=[f 23>0,
ou lopérateur L définie dans (4.2) et la matrice de bord B de type 3 x 9 avec
rangB = 3.
[25] ont supposés que ker Ay c ker B et B = (0pxm, B1) avec By € M3x6(R) de rang
maximal.

Ils ont supposés aussi que la matrice de bord B satisfait la condition UKL 2.1.1,

c’est a dire pour tout (7,7) € R2 x C* il existe une constante positive C' tel que
| As(t,,0)0] < CIB(t.y)l, veE—(r.n)
ou E_(7,n), le sous-espace stable associé au systéme
(7Iy +1A(n,0))v+ Azdzv = 0,

obtenu apres transformation de Fourier-Laplace de (4.2) en la variable d’espace
tangentielle (¢,y).

Par conséquent pour tout F € L?Y(R‘i x[0,T]), Ge L?Y(]R{2 x [0,T7) et fe L*(RY),
le probleme (4.4) admet une unique solution u € L%(Ri x [0,7T]) telle que la trace
A3Uz,—0 € L%(R2 x[0,T]). De plus, ue CO([O,T],L%(Q)) et pour tout 0 <t <7 on

a lestimation (2.5).



4.2 Les équations de Maxwell.

4.2 Les équations de Maxwell.

Eller [8] est montré que ce probleéme entre dans le cadre d’étude du Théoreme 3.1.3.
Désignons par E le champ électrique et H le champ magnétique dans I’espace temps
et soit € , pu des constantes positives qui désignent la permittivité électrique et la
perméabilité magnétique du milieu sous jacent, respectivement.

Le champ électromagnétique satisfait par les équations de Maxwell peut se réduire

au systeme 6 x 6 hyperbolique de premier ordre, dans le demi espace
R = {(t,2) e R*: 23 > 0},

aﬁtE—va:fl

(4.5)
worE+~7 x H = f,
Le terme f = (fi, f2) représente les densités de courant, en général fo =0.
les conditions de bords de la forme
vxE=gq sur  {x3 =0}, (4.6)

Posant v = (0,0,—1)" le vecteur unitaire normal extérieur et

-l

Notant que le bord est caractéristique c’est a dire detAs =0 et on a ker A3z < ker B.

As

Eller [8] a démontré que la condition (3.6) est satisfaite pour s = 1. En effet, il a

prouvé que le systeme

Tee—( xh=0,
T/,Lh+<><€:07 C: (7717n17_i€)T7

admet une valeur propre double a partie réelle négative £ = — |77|2 —ept? et une

base orthogonale du sous espace est donnée par

| ot | exd?
AT x| T e

De plus, il existe deux constants ¢; et ¢y tels que pour tout (7,7) € =

|B(aw + Bws)| = V| As(aws + Bws)|, a,B8eC, |af+|8)* =1,
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4 Annexe

Eller [8] a démontré aussi que pour f e L? (]RJF,H% (R3)), Ge H% (R3), le probléme
aux limites (4.5) — (4.6), admet une unique solution (E;H) € L%(Ri) telle que v x
Hiyy—o € L2(R?).
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Conclusion

Dans cette these, nous nous sommes intéressés d’abord a la résolution des problemes
mixtes caractéristiques pour des systemes d’EDP de premier ordre a coefficients
Lipschitz satisfaisant la condition Uniforme Kreiss-Lopatinskii pour des opérateurs
symétrisables au sens de Friedrichs. L’hypothese minimale de structure adoptée en
premier lieu est celle ou la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme est satisfaite.
Le processus de probleme bien-posé au sens de Hadamard dans le cadre L? a
été completement réalisé par l'utilisation d’outils d’analyse performants comme
le calcul paradifferentiel et un résultat d’existence et d’unicité et de stabilité par

I’établissement d’estimations a priori a été atteint.

Dans une seconde étape de cette étude, la condition de Kreiss-Lopatinski uniforme
n’est plus satisfaite et est remplacée par une hypothese de structure affaiblie, la
condition sW K L. Le choix de cette démarche est motivé par le fait que de nombreux
modeles issus de la physique entrent dans ce cadre la. L’étude réalisée concerne
un probleme aux limites caractéristique pour un systeme d’équations aux dérivées
partielles linéaires du premier ordre de type symétrisable au sens de Friedrichs a
coefficients constants. Le processus de probleme bien-posé au sens de Hadamard
dans le cadre L? a été réalisé et un résultat d’existence et d’unicité et de stabilité par
I’établissement d’estimations a priori a été atteint ou la perte de régularité observée
de la solution par rapport aux données est quantifiée de facon précise par rapport
a la condition de structure en opérant une analyse de Fourier-Laplace judicieuse.
L’intéret de ce travail vient du fait que contrairement au cas des coefficients variables,
nous n’avons pas eu besoin d’utiliser des outils puissants comme les symétriseurs de
Kreiss pour arriver au résultat.

Ces résultats intéressants ont été sanctionnés positivement par deux publications
internationales [22, 23].

A Tavenir, on pense qu'il serait assez intéressant de travailler sur les points suivants :
Le théoreme 2.1.2 montre que le probléme mixte (2.1) est bien posé dans L?, on pense

qu’il il serait intéressant de se pencher sur la question de la régularité de la solution
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du probleme mixte. Plus précisément, on aimerait savoir si une régularité H® des
données du probleme conduit a une régularité H® de la solution.

Un autre sujet d’étude, on voudra étendre le théoreme 3.1.3 au cadre des coefficients
variables qui satisfait sWKL en utilisant les méme arguments du chapitre 3 pour
obtenir des estimations a priori avec perte de dérivées.

Enfin, un dernier point que 'on pense intéressant a étudier les problémes a coins

caractéristique lorsque la condition de Kreiss Lopatinskii uniforme est satisfaite.
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