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Notations

A(m x n)

d(z, A) = inf [la — 2

A = cl(A)
M—l
dom (f)
épi (f)
Sa (f)

Conv(D) = Co(D)

*
#H
FHH
af
o f
f s.ci
f s.cs
De
DH
DHH
v

L’ensemble des élément x qui contient n composants de R.

Intersection des sous ensemble C' et D.

Réunion des sous ensemble C et D.

Interieure de ’ensemble C.

Produit scalaire de deux vecteurs x et y dans R".

Sommation de 1 & m.

Norme d’un vecteur x dans R".

Cone normal de C' au point x.

Matrice réelle de m lignes et n colonnes.

Distance d'un point & un ensemble X de R".

Fermeture d’un ensemble donné A.
Matrice inverse de M.
Domaine effectif d’une fonction f.
épigraphe de f.
I’ensemble de niveau.

Enveloppe convexe d'un ensemble D..
Fonction conjuguée de f.
Quasi-conjuguée de f.
Biquasi-conjuguée de f.
Sous différentiel de f.

Quasi-sous différentiel de f.
f est semi-continue inférieurement.
f est semi-continue supérieurement.
Polaire de D.

Polaire inverse de D.

Bipolaire inverse de D.

L’ensemble des fonctions s.c.s et f(0)



L’ensemble des fonctions s.c.i et f(0) = inf f(z)et
L z€R™—{0}

im g too f(2) = sup f(z).

ri(D) interieure relatif d’'un ensemble D de R™.



Résumé

L’objectif de ce travail est I’étude de la dualité quasi-convexe de trois types de pro-
blémes d’optimisation. On utilise les concepts et les propriétés de la quasi-convexité,
quasi-conjuguée et quasi-sous différentiel d’une fonction définie sur R" et & valeurs
dans R, pour étudier les conditions d’optimalité et la stabilité de la dualité de type Fen-
chel. On présente quelques exemples d’illustration et un probléme d’application concret

en économie.

Mots clés : Optimisation non convexe, Programmation quasi convexe, Dualité

quasi convexe, Conditions d’optimalité.



Introduction

La dualité en optimisation convexe et non convexe a fait 1’objet de plusieurs études.
Citons a titre d’exemple les travaux de Fenchel-Moreau, Rockafellar, Phan thien
thach, etc....[14], [17],[20]
La non convexité de la fonction objectif engendre des problémes d’optimisation non
convexe et I’étude de ces problémes est devenue essentielle et important dans plusieurs
domaines. On peut citer par exemple : problémes de transport, de gestion, de commerce,
ete...
La résolution de ces problémes est généralement difficile, car chaque solution locale n’est
pas nécessairement globale. En général en optimisation, il existe quatre types de pro-
blémes :

- Minimisation d’une fonction convexe sur une partie compacte convexe.

- Maximisation d’une fonction convexe sur une partie compacte convexe.

- Minimisation de la différence de deux fonctions convexes (optimisation diférence -
convexe (D.C)) sur une partie compacte convexe.

- Minimisation d’une fonction convexe sur un complément d’une partie compacte
convexe.
L’étude de ces problémes a été considérée par plusieurs chercheures et engendre plusieurs

approches pour obtenir les problémes duaux des programmes mathématiques donnés.
La question importante qui se pose dans la dualité quasi convexe est comment généra-

liser la conjuguée et le sous différentiel d’'une fonction convexe pour une fonction quasi
convexe, car la classe des fonctions quasi convexes est plus large que la classe des fonc-
tions convexes.

L’objectif de notre travail est ’étude de la dualité quasi convexre de trois types de pro-
blémes d’optimisation. Cette étude est basée sur les travaux de Phan Thien Thach
[16,17,18,19], en utilisant les concepts de la quasi conjuguée et le quasi sous différentiel
de la fonction objective définie sur R et & valeurs dans R, pour établir la dualité de ces

trois probléemes.



La premiere classe des problemes quasi convexes est :
Minimisation d’une fonction quasi convexe sur une partie convexe, compacte.

min f(x) (1)

zeD

La non convexité de la fonction f entraine pour le probleme (1) des minimums locaux
mais qui ne sont pas nécessairement globaux.
Si la fonction f est convexe, fermée et propre, la condition nécessaire et suffisante

pour l'optimalité de z € D est :
0€df(z)+ N (z, D) (2)

ou Jf (z) est ’ensemble des sous gradients de f en z et N (z, D) est le cone normal de
D en z.

Cette derniére condition reste valable dans le cas ol ’ensemble Jf est remplacé par
I'ensemble convexe des quasi sous différentiels 97 f (z) dans le cas ot la fonction objectif

est quasi convexe, c’est-a-dire (2) s’écrit sous la forme suivante :
0€0"f(2)+ N(z D)

La dualité de ce probleme est semblable & la dualité de Fenchel, pour la.minimisation
d’une fonction convexe sur une partie compacte convexe.

La deuxiéme classe est la minimisation d’une fonction quasi convexe sur un complément
d’un convexe :

min f(x),

et la troisiéme est la maximisation d’une fonction quasi convexe sur une partie compacte :

max f(x).

zeD
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Ce mémoire se compose de trois chapitres structurés comme suit :

Le premier chapitre contient 'outil mathématique dont on aura besoin dans la
suite. On présente des rappels sur ’analyse convexe et quasi convexe ainsi que les concepts
de la programmation mathématique et les conditions d’optimalité.

Dans le deuxiéme chapitre, nous présentons les propriétés de base de la quasi-
conjuguée et le quasi-sous différentiel d’une fonction quasi-convexe définie sur R” et a
valeurs dans R. Cette présentation nous raméne & exprimer les relations entre la quasi-
conjuguée et la conjuguée d’une fonction convexe, la bi-quasi-conjuguée avec I’enveloppe
supérieure quasi-convexe et le quasi-sous différentiel avec le sous différentiel d’une fonc-
tion convexe.

Au troisiéme chapitre, on commence par la classification des problémes quasi-
convexes, puis & I'aide des notions des quasi-conjuguées et quasi-sous différentiels, on
présente les conditions d’optimalité en fonction des polaires et la dualité des trois types de
problémes quasi-convexes avec quelques exemples d’illustrations. On termine ce chapitre

par ’étude d’un probléme d’application concret en économie.
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Chapitre 1

Présentation des notions

élémentaires

Afin de rendre facile la compréhension de ce mémoire, nous avons besoin de rappeler
quelques notions et propriétés d’analyse convexe et quasi-convexe qui sont utile pour la
suite et elles sont données sous une forme beaucoup plus adéquate que possible.

Le premier paragraphe est consacré aux rappels de quelques notions de base telles
que :

Les ensembles convexes, les fonctions convexes et quasi convexes, la conjuguée d’une
fonction convexe, et le théoréeme de Hann-Bannach.

Le second paragraphe concerne les propriétés fondamentales du sous différentiel d’une
fonction convexe.

Le dernier paragraphe est destiné a la présentation des résultats d’existence, d’unicité

et des conditions d’optimalité qui sont utilisées tout au long de ce travail.

1.1 Eléments d’analyse convexe

Définition 1.1. [12] Un sous ensemble C' de R™ est dit convexe si et seulement si,

Ve,y e C [yl ={(1—-t)z+ty,t € [0,1]} C C

12



Définition 1.2. [12] Soit S C R™, ’enveloppe convexe de S, notée Co(S) est 'en-

semble des combinaisons convexes finies d’éléments de S c-a-d
Co(S) = {Z)\sz N ERT 2P e SVi=1,2,...,net Z)‘i = 1}
i=1 i=1

De plus, c’est le plus petit convexe qui contient S.

Définition 1.3. [12] Un sous ensemble S de R™ est dit affine si :
Ve, ye S,VAeR: (1 -A)+XeS.

On dit aussi que S est une variété affine( ou linéaire).
Définition 1.4 [12] Soit S une partie de R™. Alors il existe une partie affine unique
F C R" contenant S appelée enveloppe affine de S et notée af f (S), c’est la plus petite

partie affine de R™ contenant S.
aff(S)=F =n{Fs:S C F; et F; affine}.

Théoréme 1.1. [12] Soit S C R", S # ) alors :

aff(S):{xeR": d XM eR z; €8, Vi=Tnet ZAi=1}

i=1 =1

Définition 1.5. [12] Soit C' un ensemble convexe de R". L'intérieure de C' est défini
par :

int(C)={reC:3&>0, x+ecBCC}

ou B est la boule unité euclidienne de R".
Définition 1.6. [12] L’intérieure relatif d'un ensemble C' non vide de R", noté 7i(C)
est défini comme l'intérieure de C' vu comme sous ensemble de af f(C'). Ce dernier étant

muni de la topologie induite
ri(C)={z €aff(C): >0, (x+ecB)Naff(C)C C}

13



Définition 1.7. [2] Soit f : R — R une fonction donnée.
1. L’ensemble
epi (f) ={(z,0) eR" xR: f(z) < o}
est appelé épigraphe de f.

2. L’ensemble

dom (f) = {zeR": f(z) <400}

= {zeR":JaeR, (r,a) cepi(f)}

est appelé domaine effectif de [ ( la projection de epi(f) sur R™).
3. Sidom(f)#0 et f(x)> —o0 pour tout x € R", on dit que f est propre.
4. L’ensemble
Sa(f)={zeR": f(z) <a, a€eR}
est appelé ensemble tranche (ensemble de niveau inférieure).

Proposition 1.1. [12] Soit f: R" — R une fonction. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. f est convexe
2. f(A=t)x+ty) <A —1t)f(z)+tf(y), Yo,y € R*, Vi € [0,1]
3. f ( )\x) < SNF () VA0,

4. epi(f) est un ensemble convexe sur R,

NE

SAi=1Vr'eR" VmeN

1=1

~— =

Remarque 1.1. f est dite strictement convexe sur R"si I'une des deux inégalités
précédentes 2) ou 3) sont strictes dés que = # y, avec t € |0, 1].

Définition 1.8. [9] Soit f: C C R" — RU {400} ou C est un convere de R". On
dit que :

1. f est quasi-conveze(q.c) sur C si :

Ve,y e C v e 0,1 f((1—t)x+ty) <max{f(z),[(y)}

14



2. [ est strictement quasi convexe (s.q.c) si l'inégalité est stricte pour x # y et

t €10,1[.

Définition 1.9. [12]
1. f convexe = f quasi-conveze et [ strictement convexe =—> f strictement quasi-

convezxe.
2. f strictement quasi-convexe = f quasi-convexe et f quasi-convere —> (—f) est

quasi-concave.

Théoréme 1.2. [9] Soit f: C C R* - RU {+o0},0u C est un convere de R™,
alors :

f est quasi-convexe sur C' si et seulement si, S, (f) ={zx € C: f (z) < a} est convexe
pour tout a € R.

Preuve :

Supposons que f est quasi convexe sur R" et montrons que S, (f) est un convexe

pour tout « € R. Prenons z,y € S, (f) on a :
Vie[0,1] f(tz+(1—1t)y) <max{f(z),f(y)} <a, Va eR

alors : tv 4+ (1 —t)y € S, (f) donc S, (f) est convexe.
Supposons que S, (f) est convexe, pour tout

a € R et soit z,y € R™. On pose

ag = max{f (z), f(y)},

alors © € S, (f) et y € Sy, (f) résulte que tz + (1 —t)y € S, (f) Vt € [0,1] donc f est

quasi convexe sur C. W

1.1.1 Propriétés des fonctions quasi-convexes

1. L’épigraphe d’une fonction quasi convexe n’est pas convexe.

2. Si (fi);e; une famille de fonctions quasi convexes, de R™ & valeur RU {+o00} , alors

15



sup f; est quasi convexe car
i€l

Se (sup fz) = 'ﬂISa (f;) (Vintersection des ensembles convexes est convexe.)
iel =

3. la somme de deux fonctions quasi convexes a valeur dans RU {+00} n’est pas quasi

convexe.

Exemple 1.1. Soit f; : R — R ,2=1,2 telles que :

fi(z)=w

2 st |x|<1
fo(2) = _
1, st |z|>1,
alors f et fysont deux fonctions convexes ce qui impliquent que fi, fo sont quasi-convexes

tandis que f; + fo ne l'est pas.
Définition 1.10. [13]

1. Une fonction f définie de R"dans R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i )

en ¥ € R"sq :

V(z,) ER" 12, » 2" = f(2") < lim’i€1>1f f(xk)

ou encore d’une maniére equivalente si :
Ve >0, 30 >0tel que f(z) > f(a*)—edésque |[[z—2a"| <.

2. [ est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en x*si (—f) est( s.c.i) en z*.

3. f est dite continue en x* si et seulement si elle est a la fois (s.c.i) et (s.c.s) en x*.
Définition 1.11. [13] On dit que f est propre sidomf # et f () > —o0, Vo € R™.
Définition 1.12. [15] On désigne par Iy (R") l’ensemble des fonctions convezes,

semi-continues inférieurements et propres sur R™.

16



Définition 1.13. [15] Soit f : R® — R. On considére I’ensemble des fonctions s.c.i

majorées par f
F={g:R"—>R:gscietg(x)<f(z) VoeeR"}

Alors F # (), et contient au moins la fonction identiquement égale o —oo. La fonction

Supfcr, g est la plus grande fonction s.c.i majorée par f et dans ce cas g € I est appelée

la réqularisée de f et on la note f .
Remarque 1.2. Si f est convexe, f est appelée fermeture de f.

Définition 1.14. [15] Une fonction conveze f est dite fermée si
f=r

Définition 1.15. [1] Soit f : R® — R une fonction. La transformée de Legendre-

Fenchel ou la conjuguée (polaire) de f notée f* est la fonction définie comme suit :

vzt e R, f*(2%) = sup {{z,z%) — f(z) }

zeR?

Proposition 1.2. [15] Si f est convexe, la fonction f*est appelée transformation de

Fenchel et on a [inégalité suivante :
Vo,o" €R?, (z,27) < f(2) + f(27)
La fonction conjuguée de f* (biconjuguée de f) qui sera notée [**, est définie par :

f7 () = sup {(z,2") — f* (27)} .

zeR”™

Et nous avons toujours : f** (z) < f(x) VreR™
Théoréme 1.3. [15] Soit f : R* — R : f € T (R"),on dit que f est fermée si et

seulement si

=

17



La fonction f** est appelée aussi la fermeture de f.
Proposition 1.3. [15] Soit f une fonction convexe et fermée. Alors f*l’est aussi, de

plus
f** — f'

Définition 1.16. [12] Un sous ensemble A de R" est appelé un cone si :

Ve e A, Va> 0: ax€ A, cadRLACA.

Définition 1.17. [12] Soit A C R"™ un ensemble et a € A, le cone normal de A en a,
est [’ensemble

N(a,A)={y e R": (y,x —a) <0, Yz € A}

Définition 1.18. [15] Un hyperplan est un ensemble de la forme :

H={zeR": f(x)=a}

ou [ est une forme linéaire continue définie sur R" et a € R.

Théoréme 1.4. [12] Soit A et B deux sous ensembles de R™ non vides tels que :
1) A et B sont converes et AN B =1.

2) Aou B est un ouvert de R".

Alors, il existe un hyperplan H = {f = a} qui sépare A et B au sens large c.d.d

(f,r) < aVzeA
(f,x) > «o,Voe B.

Théoréme 1.5. [12] Soit A et B deux sous ensembles convexes non vides de R" disjoints.
St A et B sont fermés et B est compact, alors il existe un hyperplan H qui sépare

strictement A et B c.a.d

>0, (fir)<a—¢ VzeA
(f,x) >a—¢e, Yz € B.

18



Définition 1.19. [17] Soit D C R™, le polaire de D est l’ensemble D° C R™ défini par :
D°={ye R":(y,x) <1, VxeD}.

Définition 1.20. [17] Soient D1, Dy deux ensembles convexes, fermés et 0 € Dy N Ds,
alors :

Dy C Dy D5 C DS,

Définition 1.21. [17] Soit D un ensemble conveze, fermé et 0 € D alors : (D°)° = D
Définition 1.22. [16] Soit D un ensemble convexe fermé dans R™tel que 0 ¢ D. Le

polaire inverse de D noté DM est défini par :
D ={y e R": (y,2) > 1, Vx € D}.
Théoréme 1.6. [16] Pour tout ensemble convexe, fermé tel que 0 ¢ D, on a :
DHH =l {tz:x € D, t>1}.

Remarque 1.3. Le polaire inverse défini auparavant est un ensemble convexe fermé ne

contenant pas zéro.

1.2 Sous différentiel d’une fonction convexe

Définition 1.23. [2] Soit f une fonction convexe de R"dans R. On dit que g € R™est

un sous-gradient de f en x*si x* € dom (f) et si
f@) = f(@@) =z (x—a"g) VzeR™

L’ensemble Of (x*) de tous les sous-gradients de [ en x* est dit le sous-différentiel de f

*

en x.

19



1.2.1 Propriétés des sous différentiels

Soit f: R™ — R une fonction convexe alors, on a :
1. z* ¢ domf = Of (z*) = 0;
2. gedf(z7) & f(x)+ [ (z") = (g,27);

3. f continue en xz* = Of (x*) # 0. (la réciproque est fausse) ;

4. [ convexe,sci et propre = Jf (z*) # 0 Va* € ri(domf);

(S8

. Si [ est convexe et Of (x*) # 0 = f est sci en z*;

D

. g€ Of (z*) & x* € df*(g.). la réciproque est vraie si f est sci en x*;

N

. Le sous différentiel d’une fonction f : R" — R U {+oo} est une partie convere

fermée de R™.

Remarque 1.4. Si f est différentiable en z*, alors

Of (%) = {Vf(z")}.

1.3 Programmation mathématique

Une programmation mathématique est un probléme d’optimisation (P) défini comme
suit :

min f () . (P)

zeC

Si C'=R", on dit que (P) est un probléme sans contraintes. Si
C={zeR":g(x)<0i=1,...,n}

ou f, g;(i =1,...,n) sont des fonctions continues sur R" et a valeurs dans R. La fonction
f est appelée fonction objectif et C' ’ensemble des contraintes. Dans ce cas le probléme
(P) s’appelle un probléme d’optimisation sous contraintes .

Définition 1.24. [13] On appelle solution optimale(ou optimum globale) de (P) une

solution qui minimise f () sur Uensemble C, c.a.d f (2*) = mingcco f(2).

20



Définition 1.25. [15] On dit que le probléme (P) admet une solution locale x*s'il existe

un voisinage V (x*) de x*dans C' tel que :
Ve eV (z*) :f (x) > f(z¥).

Définition 1.26. [13] On dit qu’un probléme d’optimisation est conveze (resp non
conveze ) s’il consiste & minimiser une fonction convexe (resp mazimiser une fonction
concave) sur un domaine conveze.

Théoréme 1.7. [13] Pour un probléme d’optimisation convexe , tout optimum locale est
un optimum globale.

Théoréme 1.8. [18] (Weirstrass : résultat d’ezistence). Si C' est un compact non vide
de R" et si f est continue sur C, alors le probléme (P) admet au moins une solution
optimale.

Théoréme 1.9. [1] Si f est continue et coercive c.d.d lim f (x) = 400 si ||z|| — 400
et si C est fermé non vide, alors le probléme (P) admet au moins une solution optimale.
Théorémel.10. [1] (résultat d’unicité). Si [ est strictement convexe sur le convexe C
de R" et si le probléme (P) admet une solution optimale, alors cette solution est unique.
Théoréme 1.11. [14] Soit (P) un programme convexe arbitraire et soit I l’ensemble
des indices i # 0 tel que f; n'est pas affine. Supposons que la valeur optimale n’est pas
—o00 et (P) posséde au moins une solution admissible sur ri(C), alors les vecteurs de

Kuhn-tucker ezistent pour (P).

1.4 Conditions d’optimalité

Définition 1.27. [12] Soit C' une partie non vide de R"et x € C, l’ensemble
T(Cizx)={deR",F3a>0:x+ade C pour 0 < a < &}

est appelé cone tangent a C' en x, qu’on appelle aussi le cone des directions admis-

sibles pour C' en x.
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Théoréme 1.12. [12] Soit f: R™ — R une fonction différentiable, alors

1. Si x* € C est une solution optimale du probléme (P) alors :

Vd e T (C,z*) «(Vf(z*),d) >0.

2. Si f et g; sont des fonctions convezes alors * € C est une solution optimale de

(P) si et seulement si

VdeT(C,z*): (Vf(z*),d) > 0.

Définition 1.28. [13] (Condition de Slater)

St g; est convexe pour tout 1 = 1,...,n, alors la condition :

dzg € C': g; (x9) < 0 pour tout : =1, ..,n

est appelée la condition de Slater.

Lemme 1.1. [13] Soit © € C, si la condition de Slater est vérifiée alors :

T(C,x)={deR": (Vg (z),d) <0,iel(x)} (1)

Définition 1.29. [13] On dit que C' est réguliére si la condition de Slater est vérifiée.

Corrolaire 1.1. [1] Soit f :X C R" — R une fonction convexe continue et définie

sur un espace normé X et a valeurs dans R telle que [f < 0] # 0 et soit D = [f < 0],

alors pour tout x € D les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. ZGND(ZL’),

2. Il existe A >0 tel que : 1 € NOf (x) et Af (x) =0.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale

du probléme de type (P) sous les conditions suivantes :

1. la fonction objectif f est convexe
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2. I'ensemble des contraintes C' = {z € R" : g; (x) < 0,i = 1,...,n} est convexe.

Théoréme 1.13. [1] (Kuhn-Tucker) On suppose que C' est réguliére alors une
condition nécessaire et suffisante pour que x* € C soit un optimum global du probléme

convexe de type (P) est qu’ils

existent des nombres \; > 0(i = 1,...,n) appelés multiplicateur de Kuhn-Tucker, tels

que :

0€df (x*)+ > Xdg; (z*)
i=1
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Chapitre 2

Quasi-conjuguée et Quasi-sous
différentiel d’une fonction

quasi-convexe

Nous étudions dans ce chapitre la quasi-conjuguée et le quasi-sous différentiel d’une
fonction quasi-convexe. Les résultats principaux de cette étude seront utilisés dans le
chapitre suivant.

En premier lieu, on commence par la présentation des définitions et quelques propriétés
de la quasi-conjuguée d’une fonction quasi-convexe et la bi-quasi conjuguée. On exprime
la relation entre la conjuguée d’une fonction convexe et la quasi-conjuguée d’'une fonction
quasi-convexe, puis on étudie le lien entre ’enveloppe supérieure quasi-convexe et la bi-
quasi-conjuguée. Dans le dernier paragraphe, on présente quelques notions du quasi-sous

différentiel.
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2.1 Quasi-conjuguée d’une fonction quasi-convexe

Définition 2.1. [18] Soit f : R® — R une fonction. La quasi-conjuguée de la fonction

f est définie par :

() - —ir;f{f(ac):(v,@zl}, si v#0 o)
- —sgp{f(a:):xeR“}, si v=20 .

Remarque 2.1.

Siv#0ona: f7(w)= —iIzlf{f(I) c(v,z) > 1} > —sup {f (z) : z € R"} = fH(0)
Donc {7 (0) = min {fH (v) ;v eR"} c.a.d P posséde un minimum en 0. (2.2)

Exemple 2.1. Soit la fonction f définie par :

L f (@) = ||l
siv#0 fT(v) =—inf{f(x): (v,z) >1}
= —inf {[lo] : (v,2) > 1}
= sup {—||e[?: (v,2) > 1}
On a
1 1
L< (@) < [ollloll = —llall* < 2 = sup {=llall*} =~
Siv=0
f1(0) = —suwp{f(2):x R} = —sup {Jle]* : € R"} = —o0
Donc f# (v) = { WSN}#O
—ocosiv=0

2. f(xz) = C =Constant.

fH(U):—ilu[clf{f(a:) (v, ) > 1}:—ir$1f{c: (v,z) > 1}
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=sup{—c: (v,x) > 1} = —c
Donc f# (v) = —c.
Proposition 2.1. La fonction f est quasi-convexe et vérifie les propriétés sui-

vantes :

Lo(tf)" =tf;
2. (f+a)"=f1—a YaeR;
3. fH(v) > f7(tv), YveR", Vtel0,1]

Preuve :

On montre que f est quasi-convexe. Soient vy, v, € R™\ {0} tels que :

1 < (vy,z) < (vg,z) Vo eR" (1)

FH (tog + (1 — ) vy) :—ir;f {f(x) : ({tvy + (1 —t)ve,x) > 1}
:—ir;f{f(x):t(v1,$>+(1—t)(v2,x>21}

L’ensemble {f (z) : (v1,z) > 1} C {f (z) : (vg,2) > 1} donc

inf {f (z) : (v1,2) > 1} >inf {f (z) : (ve,x) > 1}
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D’ou fH (vy) < 7 (vy)

Ce qui revient a dire que :

maX{fH (Ul),fH (U2)} :fH (v2) (2)
D’apres 'hypothése(1), on a :

1 < (v,z) <t{v,x) + (1 —1t) (vg,x) < (v9,x)

et {f(z):t{v,z)+ (1 —1t)(vy, ) > 1} C{f (x): (vg,x) > 1}

Donc

—inf {f (x) : t{v1,z) + (1 — ) (vo,x) > 1} < —inf {f (z) : (vo,2z) > 1}

D’ou

Sty + (1= t)va) < f7 (vg) = max { f (v1), f7 (v2) }

Pour v; = 0 up = 0,t € [0,1] , f¥ (tvs + (1 —t)wo) < max{f# (v1), f¥ (v2)} est
vérifiée.
1.Siv#0
()" @) = = inf {4 (0) : (0,0 2 1} = —tinf {F ()£ ) 2 1} = 17 ().
Siv=0
(tN)"(0) = —sup{tf (z) : 2 €R"} = ~tsup{f (z) : 2 € R"} = /" (0)
2.Siv#£0
(F+ ) (0) = ~if{(f + ) (@) : (v0) > 1)
= —igf{f(x) v, x) > 1} — «
W) —a
Siv=20
(f +a) (0)= —sup{(f+a)(@): v €R"} = —sup{f(z): z €R"} —a
3. On montre que f¥ (v) > f (tv) Vv e R* Vt € [0,1]
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fH(O):min{fH(v):UG]R”}ﬁfH(O)SfH(v) Yo € R”

Pourt =0 f#(v)> f#(0) Vv e R"
Evidemment pour v =0 on a :

F7(0) > f1(0)

Pour v #0 et t €]0,1] on a:
{f(x):t(v,x) > 1} C{f(x): (v,z) > 1} ce qui montre que :

inf {f (z): (v,z) > 1} <inf{f (z) : t{v,2) > 1} donc f7(v)> f7(tv). W

Définition 2.2. [18] Soit f : R” — R une fonction. Le conjuguée de la fonction

fHnoté par fHH est appelé la bi-quasi conjuguée de f définie par :

—inf {f# (v): (v,z) > 1} si 2#0

HH () —
. —sup{f# (v):veR"} si z=0

Théoréme 2.1. [18] La fonction f7H est quasi-conveze.

Preuve : les mémes étapes de la preuve précédente

2.1.1 Les propriétés de la quasi-conjuguée

Définition 2.3. [18] On dit que la fonction f: R™ — R atteint sa valeur maximale

a Uinfing si :

f(x,) — sup{f (x) : € R"} pour toute suite {x,} telle que : ||x,| — +oo.
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Théoréme 2.2. [16]
Soit f:R" — R une fonction.

1. f est continue en 0 et f(0) =inf {f (z) : € R"} alors fH atteint sa valeur mazi-
male a linfini.

2. f atteint sa valeur mazimale & Uinfini, alors ff est continue en 0 et
f7(0) = inf {f7 (v) : v € R"}

Preuve :

1. Supposons que f est continue en 0 et f (0) =inf{f (x): x € R"} alors :

sup f¥ (v) = sup —inf {f (z): (v,z) > 1}

veER™ vER? r

= sup sup {—f(2) : (v,7) > 1}

r veR”

= swp —f@)=— inf [(a)

zeR” /{0} z€R” {0}

= — inf f(z)=—f(0)

z€eR™

Donc

sup f (v) = —f(0) (2.4)

veER”?

Soit {v,} une suite de vecteurs de R" tels que :||v,|| — +o00 (n — +00) alors :

nt £0) < 1 (T2 ) = £ ) = =R (7 1) (o) 2 1) 2 —f (22

z€R™

Ona |l = o

vn |

— 0 (n — +o00) implique que :

U,

liminf f* (v,) > liminf — f (W) = —limsup f (ﬁ) = —f(0)

Mais —f (0) = sup f (v) donc f# (v) < liminffH (vn) Yo € R™
veERn n—To0
2. Supposons que f (x,) — sup{f () : x € R"} Va, : ||z,|| = +00 (n — +00)
et montrons que f est continue en 0

Supposons que {v,} C R" tel que : v,, — 0 (n — +00)
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Pour tout n, il existe un point z,, tel que :
(Uny ) > 1

f(zn) <inf{f (z): (v, x) > 1}+%

Comme v,, — 0 (n — +00) d’apres(2.5), on a :||z,|| — +oo (n — +00)

En plus : f(z,) — sup{f (z): 2 € R"} d’apres(2.6), on a :

lim |inf{f(z): (vp,z) > 1} — f(z,) |=0

n—-+00

Alors :

lim f7 (v,) = li}ln—irmlf {f(x):(z,v,) > 1} = liTrln —f (z)
= —limf(2,) = —sup{f(z):z € R"} = f7(0)

Donc f# est continue en 0.

Reste & démontrer que f# (0) = min {f# (v):v € R"} . On a:
() =—inf{f(x): (v,2) >1} > —inf{f(2):2 € R"}
> —sup{f(x):x €R"} = f(0)

Alors :

7 (v) > f7(0) Yo e R"

Donc f# (0) = min { f¥ (v) : v € R} (f# posseéde un minimum au point 0) M

Théoréme 2.3. [18]

1. Si f est s.c et atteint sa valeur maximale & Uinfini, alors ff est s.c.s.
2. Si f ests.cs, alors fHest s.c.i.

Preuve :

1. Supposons que {v,} — T. On démontre que limsup f# (v,) < f# (v)
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Vn, dz, tel que :

(vn, ) 2 1

) = —inf{f (@) : (va,2) > 1} = —f ()

Pour toute sous suite {x, } C {z,} telle que :||z,, || — +oc on a :

lim f7 (v,,) = lim—f(z,,) = —lim f (z,,)

= —sup{f(z):zcR"}=f7(0) < f7 )

Donc lim f# (v,,) < f% (v)

D’autre part, pour toute sous suite {x, .} — T on a :
(z,v) > 1
Et comme f est s.c.i on a :

f@) < liminf f(z,,)= —liminf f (z,,) < —f(7)

= limsup—f (z,.) < —f (T)

Mais limsup — f (2,,) = limsup 7 (v,,) < —f (T) < f7 (7)
Dong, il résulte que : limsup f# (v,,) < f¥ (v). Cette derniére inégalité signifie que f#
est s.c.s.

2. (Voir le théoreme 3.3 [18]) W
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2.2 Relation entre la quasi-conjuguée et la conjuguée
d’une fonction

On utilise maintenant les propriétés de la conjuguée, pour présenter quelques relations

entre la quasi-conjuguée et la conjuguée d’une fonction f.

Théoréme 2.4. [16]

1. Soit f:R™ — R une fonction on a :
1) < f (y) =1, vy e R™N {0} (2.7)

2. Si f est une fonction convexe finie, alors on a :

P (y) = f*(toy) —to = inf {f* (ty) — 1}

ou bien f7 (y) = f*(y) = o0

Vy € R™ {0}

Preuve :

1.0na:

i) = —inf {f (@) (ga) 2 1} =sup{—f () : () = 1)
= swpinf {#((y.2) ~ 1) ~ f (@)} = swpinf {t{y.x) ~1 — (@)

< infsup {t(y,x) —t — f(2)} <sup{{y,2) — 1~ f(2)}

= sup{{y.2) — f (2)} = 1= /" () ~ 1

Donc [ (y) < f*(y) =1 Yy e R"™\ {0}

2. f convexe finie. La quasi-conjuguée et la conjuguée sont égales
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D’apres( 2.7), on a :
Si fH (y) = +oo, alors f* (y) = +oo.

Supposons que :

fTy) < +ooe —inf{f(2):(y.x) > 1} < +oo

& inf{f(z): (y,x) > 1} > -0
Alors (d’apres le théoreme(1.9)), il existe to > 0 tel que :
f(y) = —inf{f (@) : {y,2) 2 1} = sup {~f (z) : {y,2) > 1}

D’autre part

[ (toy) —to = sup {toy, z) —to — f (2)} = Sgp;{gg {ty,z) —t = f(2)}

= ggsgp{@y,m) = @) =t} =inf{f" (ty) —t}

Done 7 (y) = f* (toy) = to = inf {f* (ty) — t}. W

2.3 Relation entre la bi-quasi conjuguée et 1’enve-
loppe supérieure d’une fonction quasi-convexe

Dans cette partie on introduit le concept de I’enveloppe supérieure d’une fonction
quasi-convexe pour déterminer la relation de ce dernier avec la bi-quasi-conjuguée.
Définition 2.4. [18] Soit f : R" — R une fonction. Une fonction h est dite ’enve-

loppe supérieure quasi-convexe de f si :

{v: h(z)<a}=comw{z: f(zr)<a} VacR (2.9)
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Proposition 2.2. [18] Pour toute fonction f : R" — R, l’enveloppe supéricure

quasi-conveze de f existe toujours et unique.

Preuve :

Pour toute a, on a: {z: f(z) <a}= Bga {z: f(x) <p},alors:
conv{z: f(x) <a}= Bgaconv {z: f(x) < B}
On obtient la fonction h : R* — R par la définition suivante :
h(x) = inf {7 1x € 5L<chom) {z:f(zx) < ﬁ}}

Supposons que T € {x: h(z) < a} donc h (T) < «

D’apres(2.11), il existe v < « tel que : T € BU conv{z: f(x < B)}
<«

Comme 7 < a, d'aprés (2.10) on a : T € conv{z: f (z) < a}.

Unicité :

Supposons que h et g sont des enveloppes supérieures quasi-convexes de f.

D’apres(2.9), on a :

{z:h(z)<a}={z:9(x) <a} =conv{z: f(z) <a}, Va

Ce qui implique que h(z) =g (z) Ve e R"cadh=g. B

(2.10)

(2.11)

Proposition 2.3. [16] L’enveloppe supérieure quasi-conveze de la fonction f est la

plus grande fonction quasi-convexe majorée par f.

Théoréme 2.5. [16] Soit f : R” — R une fonction telle que f € T'V alors, la

bi-quasi-conjuguée coincide avec l’enveloppe supérieure quasi-convexe de f c.da.d

{z: [T (2) <a} =conv{z: f(z) <a}

Pour demontrer ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.1. [18] Soit f:R™ — R une fonction quelconque. Alors on a :

FH0) = inf {77 (2): 2 € R™\ {0}} (2.13a)
= inf{f(z):2 e R™ {0}} (2.13b)
fHHE () < f(2) Vo e R™N {0} (2.13c)

Preuve :

Soit x € R™\ {0}

A (z) = —il;)lf{fH(v):(U,x>Zl}z—irvlf{—irzlf{f(z):(v,z)Zl}:<v,m>21}
= sup {f {f () (v.2) 2 1} + {v.2) > 1} <swp{f (&) : {v.2) 2 1} = £ (2)

Donc fAH (z) < f(x) Vo e R"™N\ {0}.
D’apres la définition(2.3), on a :

S (0) = ~sup {f7(v):veR"} = —sgp{—igf{f () : (v,z) > 1}} (2.14)
= irgfir;f{f(x) v,y > 1} :i{rlf{f(a:) sz € R™M {0}}

D’apres (2.13c), il résulte :
igf{f (z) 1z € R™N{0}} > inf {77 (z) : 2 € R"™\ {0} }

donc fHH(0) > inf {f (x): 2z € R"™\ {0}} (2.15)

FH0) = inf{f" (z):x e R"} <inf {f"7 () : 2 € R"™\ {0}} (2.16)
donc ™7 (0) < inf {77 (2):2 € R™\ {0}}
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D’apres (2.1),(2.15),(2.1), on a :

SH0) =inf {f (z) : 2 € R\ {0}} = inf { [ (2) : 2 € R"\ {0} }

Démonstration du théoréme :

D’apres le lemme précédent et f(0) = inf {f (z) : € R®™\ {0}} on a :
{z:f(x)<a} C{z: [ (z) <a} VaeR

En plus, f7# est quasi-convexe, I’ensemble {x  fHE () < a} est convexe

Donc conv{z: f(z) < a} C {z: [ (z <a)}

Reste & démontrer I'inclution inverse c.a.d {z : f7# (z) < a} C{z: f(z) <a}.
Supposons que x ¢ conv {z : f (x) < a}, comme conv{x : f (z) < a} un ensemble convexe

ouvert on a :
S0) = inf { f"7 (z) 1z € R"} =inf {f (z) : x € R"} = [ (0)

Si f(0) > o c-a-d (fHH () > ) alors ensemble {z : f## (z) <a} =0

Donc = ¢ {z: f77 (z) < a}.

Maintenant si f(0) < a c’est-a-dire 0 € {z : f () < a} Cconv{z: f(z) < a}
Puisque T ¢ conv{z : f (z) < a} alors, il existe un hyperplan écrit sous la forme :

{z : (T,2) = 1} qui sépare T et conv{z : f (z) < a} ou T satisfait :

(v,7) > 1 (2.17)

(U,2) <1 Vaxe€conv{x: f(r) <a} (2.18)

D’apres(2.18) on a inf {f (z) : (v,x2) > 1} > a. Alors
FHH @) = —inf { £ () (0,7) > 1} > — 77 (@) = inf {f (&) - @,2) > 1} > a

Ce qui implique que T ¢ {z : f7# (z) < a}
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Donc{z : f7# (z) < a} C comv{z : f (z) < a}

Finalement on a :{z : f7 (z) < a} =conv{z: f(z) <a} VacR. N

Théoréme 2.6. [18] Soit f : R" — R une fonction. Si f € T'L, alors f7H est

I’enveloppe supérieure quasi-convexe de f et
{z: f" (z) <a} =cov{z: f(z) <a} (2.19)

Preuve :

On

FU(0) = inf { f7 (2) - 2 € R™N{0}} = inf {f (2) : 2 € R"™N\ {0} = £ (0)

et {z:f(z)<a}C{z: () <a} Va

L’ensemble {x c fHH () < a} est un convexe,ce qui implique que :
conv{z: f(z) <a} C{z: fH¥ (z) <a}.

Reste a démontrer I'inclusion inverse.

Soit x ¢ conv{x: f (x) < a}. L’ensemble{z : f (x) < a} est compacte, alors

conv{z : f(x) < a} est fermé donc il existe un vecteur z*tel que :
(%) >1 (2.20)

(% y) <1 Vy: f(y) <« (2.21)

On a (2.21) implique que inf {f (y) : (z*,y) > 1} > «, alors
fH (@) = —inf {f7 (v) : (v,2) > 1} > = f" (y) = inf {f (y) : (2", y) > 1} > a

Donc {z : f (z) < a} = conv{z: f(z) < a}

Soit h une fonction quasi-convexe majorée par f . Pour toute o on a :
{z:f(x)<a}C{x:h(x) <a}
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Et comme {z : h(x) < a} est un ensemble convexe ,

Donc conv{z: f(z) <a} C{x:h(zx) <a}
mais conv{z : f(z) < a} = {z: f7¥ (2) < a} alors h(z) < fHH7 (z) donc fH# la plus
grande fonction quasi- convexe majorée par f (f7 I’enveloppe supérieure quasi-convexe
de f). N

Corollaire 2.1. [16] Soit f : R" — R une fonction quasi-conveve. Si f € TV Ut

alors fHH = f.

2.4 Quasi-sous différentiel d’une fonction quasi-convexe

Définition 2.5. [16] On dit que f est quasi sous différentiel au point x € R", s’il
existe v € R" — {0} tel que :

(v,2) =1Let f(v) < —f(2) (2.22)

Ou v est le vecteur quasi sous différentiel de [ en x et OF f (x) est I'ensemble des

vecteurs quasi-sous différentiel de f en x.

Remarque 2.2. [16]

1. Si 01 f (x) #0, on dit que f est quasi-sous différentiable en x.

2. Si O f (z) # 0 pour tout x € R™, on dit que f est quasi-sous différentiable sur R".
3. Yo € R\N {0} f# (v) = —inf{f (z): (v,z) > 1}
=sup{—f(2): (v,2) 21} = —f (2)

Done

A W) > —f(x) Vo:(vz)>1 (2.23)

D’apres(2.22) et(2.23) on a :
vedf(x) e (v,x)=1et f7(v)=—f(2). (2.24)

Théoréme 2.7. Si [T est quasi-convexe et 0¥ f (z) # 0, alors O f (x) est convere.
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Preuve :
Ona:0ff(x) A0 Fvedif(z): (v,z)=1et fH(y)=—f(x)

On montre que

O" f (r) est convexe < Vt e [0,1],Vo, v, €07 f(z) tvy+ (1 —t)vy € 07 f (2)

& (toy + (1 —t)vg,z) =1et f7(tvy + (1 —t)v) = —f (2)

Ona: (tvy + (1 —t) vy, z) = (tvr, z) + (1 — t) vo, ) = t{v1,2) + (1 — 1) (va, )
=t+1—t=1(v,vy €0f(2)).

Supposons que
1 < (v1,z) < (v, ) alors (tvy, z) < (tvg, ) ¥Vt >0
Donc (tvy — tvg + va, z) < (vg, ) (*)
D’autre part, on a :

7ty + (1 = t)vy) = —inf {f (z) : (tvy + (1 — t) vy, z) > 1}

D’apres(2.1), on a: fH (tvy + (1 —t)va) > —f ().

Reste a démontrer 1'inégalité inverse

N
—
kﬁ
&
=
v
2

Vv

—_
—

L’ensemble {f (z): (tvy + (1 —t) va,z) > 1}
Implique que inf {f (z) : (tvy + (1 —t) vo,z) > 1} > inf{f (z): (v, z) > 1}
Done f4 (toy + (1= 1) v2) < 4 (02) = —inf { (2) : {02, ) > 1} = —f (2)

Car vy € 0 f (x), finalement il résulte que O f (z) est convexe .M

Définition 2.7. [19] Le vecteur v est appelé quasi-sous différentiel de f en x si :

fly)>flx) = (v,y) > (v,z) (2.25a)
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2.4.1 Propriétés des quasi-sous différentiels

Théoréme 2.8. [16] Soit f: R" — R une fonction. On a :
0" (max{f (.),a}) =0"f(z) Vo< f(z) (2.26)

Preuve :
Soit y € 0% f (z), implique que : (y,z) =1 et —f (z) = [ (y)
=—inf{f(2): (y,2) =2 1}

Pour tout @« < f(z)=1inf{f(2):(y,2z) > 1}, ona:

f(z) = max{f(z),a}Vz:{y,z) > 1

Donc (max{f(.),a})" (y) = —inf{max{f(),a}:(y,.)>1}
= —inf{f(2):(y,2) > 1} = f" ()

Ce qui implique que y € 07 (max{f (.),a}).
Soit y € 0 (max {f (.),«}) alors
(y,2) =1 et —f(z) = (max{f (.),a})" ()
= —inf {max {f (2), o} : (y,2) > 1}
= —inf{f(2):{y,2) > 1}
Ce qui résulte & :max (f (2),a) > f(z) Vz:(y,z) >1
= f(2) 2 f(2) Vz:{y,2) 2 1= —f(x) = —inf{f (2) : (y,2) = 1}
=f"y)=yedf(z)

Donc on a :

0" (max{f().,a})=0"f(z) Va< f(z) MW

Théoréme 2.9. [16] Soit f : R™ — R une fonction. Si f est une fonction quasi-sous

différentiable en x alors, fHH (z) = f(x).
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Preuve :
Soit y € 0" f (x) & (y,x) = Let f(y) = —f ()
On a:
M (y) > inf { {7 (v) : (v,2) > 1}

Done  f(x) = —f" (y) < —inf {7 (v) : (v.2) 2 1} = f77 (2)  (227)

En plus

F (@) = —inf {7 () : v,2) > 1} = —igf{—igf{f(z) v, z) > 1) (v,2) > 1}

= sup {irzlf{f (2): (0,2) > 1} : (v,2) > 1}
< sup {f(x):(v,2) > 1} = f () (2.28)

D’apres(2.27) et(2.28) on a : fHH () = f(z). A

Théoréme 2.10. [16] Soit f € T'V. Pour toute x : f (x) > f(0), st fHH (z) = f (z)
alors f est quasi-sous différentiable en x.

Preuve :

Posons v = fAH (z) = f(z) > f(0) et G ={z: fIH (2) <a},Q={z:f(2) <o}
Comme fHH est la plus grande fonction quasi-convexe majorée par f, ensemble G est
un convexe ouvert qui contient Q).

x ¢ G, d’apres le théoreme(1.2) de séparation (H.B), il existe une forme linéaire (y, .)
qui sépare z et G :

(y,x) > (y,2) Vze€d

Si0e @ CGona:(y,x) >0,

Supposons que (y,z) =1 donc (y,z) <1 pour tout z € G on a alors
(y,2) >1=2¢GE=2¢Q

Ce qui implique f (2) > a > f (z) donc



Il revient que : y € 0 f () équivalent & f est quasi-sous différentiable en z. W
Corollaire 2.3. [16] Soit [ une fonction semi-continue supérieure(s.c.s), quasi-

convexe. Alors f est quasi-sous différentiable en {x : f (z) > f(0)}.

Preuve :

Posons ¢ (z) = max{f(z),f(0)} ona: g € TV et g est quasi-convexe alors ,
g"H = g d’apreés le théoréme (2.11), 0% g (z) # 0 Vz : g (z) > g (0)

donc 0 g (z) = 08 f (z) Va: f(z) > f(0)
Ce qui implique que f est quasi-sous différentiable en {x : f (z) > f(0)} N

2.5 Relation entre le quasi-sous différentiel et le sous
différentiel d’une fonction convexe

Nous étudions dans ce paragraphe la relation entre le quasi-sous différentiel et le
sous-différentiel d’une fonction convexe.

Théoréme 2.11. [16]

1. Si f est une fonction conveze finie , alors pour toute x € R™ tel que :f (x) > f(0)

on a :

oM f () C Utdf (x) (2.29)

t>=0

2. Si f convexe, semi continue inférieurement et 0 € int (domf) alors, pour toute

x € domf tel que

f(x)> f(0)ona:

y€if(z) = <y—1$>y c 0 f () (2.30)

Preuve :
1. Soit y € 9% f (z) alors (y,x) =1 et f(z) = —fH (y)

=inf{f (z): (y,z) > 1} > -0
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Donc il existe ¢t > 0 tel que :

[ y) =—inf {f () : (y,x) > 1} = f*(ty) — ¢
Sit=0ona:

1) =—f(z)=f(0) —0=sup{—f(2) : 2 €R"} = —f(0)

Donc f (z) < f(0) contradiction avec ’hypothése ,ce qui revient que ¢ > 0
On a:

)+ f@) = iy —t+f(x)=0
= [ (ty) —ty,z)+ f(z) =0 ((y,z) =1)
= ty,r) = ["(ty) + f (z) =ty € Of ()
=

y € %8]" () =>ye€ tgotﬁf (x)

2 Soit maintenant y € 0f (x) < f(2) > f(z) + (y, 2z — z)
> f

Du fait que 0 € int (domf) et f(x) (0), il resulte que :

{y,2) >0 (f(0) = f(x) = (y,7))

De méme y € df (x) alors :

f(z2) = f2) +{y,z —x) Vz € R"

Do f () < —inf {f (&) + (g2 = @) 1 (9,2) = (y,2)} = — (@)

D’aprés(2.24) on a ——~y € 07 f (z) W

(y,x)
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Remarque 2.3. [16] Si f est une fonction conveze finie, pour toute x tel que

f(x)>f(0)ona:
Coned™ f (x) = Conedf (z) & R,O7 f (z) = R.Of (z)

ot ConeA={\x:z€ A, \>0}.
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Chapitre 3

Conditions d’optimalité et dualité

Dans cette partie on présente les conditions d’optimalité et la dualité des problémes
quasi-convexes.

Au premier paragraphe, on classifie les problémes quasi convexes en trois types, qui
se distinguent par leurs équivalences. Dans le deuxiéme, on présente les conditions d’op-
timalité pour les trois types de problémes, et en méme temps on présente ces conditions
sous forme de polaires d’ensembles. Le troisiéme paragraphe est consacré a I’étude de la
dualité c’est-a-dire, on raméne chacun de ces problémes sous certaines hypothéses & un
probléme équivalent appelé le probléeme dual. Dans le dernier paragraphe, on présente un

probleme d’application concret en économie.

3.1 Définition et classification des programmes quasi
convexes

.Définition d’un programme quasi-convexe

Soit le probléme d’optimisation suivant :
Min yepf () (P)

ou D= {z:fi(x)<0,i=1n}et f, f; (i =1,n) sont des fonctions continues sur R".
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On dit que ce probléme est un programme quasi-convexe si la fonction objectif est

quasi-convexe et f; sont convexes.

. Classification des programmes quasi-convexes
Evidemment, on ne peut pas traiter d’emblée tous les problémes qui se rattachent
a la classe des programmes mathématiques quasi-convexes. On classifie ces différents

problémes en trois types qui sont :

1. Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un domaine convexe fermé D de R"

min f (z) (Py)

zeD

1. Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un complément d’un convexe D

min  f (z) (P2)

x¢intD

2. Maximisation d’une fonction quasi-convexe sur un domaine compact D

max f (z) (Ps)

zeD

Remarque 3.1.

1. Le probléme min {f (x) : ¢ intD} ou f une fonction arbitraire et D un ensemble

convexe fermé est équivalent au probleme D.C
min{h(x) —g(z) : © € D}

Ou h, g sont des fonctions convexes( ref [17]).

2. Tout les problémes quasi convexes définis précédemment son équivalents, dans le

sens que 'on peut transformer chacun de ces trois types au deux autres.
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3.2 Conditions d’optimalité

3.2.1 Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un domaine

convexe fermé de R"

On considéere le probléme (P;) :

min f (z) (Py)

zeD

Sous ’hypothése que f € I' est une fonction quasi-convexe et D est un domaine convexe
fermé de R™.
Le probléme (P;) admet une solution optimale.

Supposons que :
inf{f(x):x€ D} >inf{f(z): 2 €R"} = f(0)

Alors, la fonction f est quasi-sous différentiable sur D.

Le théoréme suivant donne une condition suffisante d’optimalité globale du probléme
(F1)-

Théoréme 3.1. [16]

Une condition suffisante pour que x* € D soit une solution globale du probléme (Py)

est

0co”f(z*)+ N (2*,D) (3.1)

Preuve :
Supposons que la condition (3.1) est satisfaite, donc il existe y € 07 f (z*) et —y €

N (z*, D).
yedf(x) & (ya") =1let f(z7) = —f"(y)
>

—fT(y) =mf{f (2) : {y,2) 21} < f(2) 1 (y,2) > 1

—y €N (z*,D) & (—-y,z—2")<0 VzeD
S (y,z) > 1 Vze D

47



Ce qui implique que x* est une solution globale de (P;). W

Si on prend D sous la forme :
D={zeR": fi(z)<0,i=1,..,k}
ou f; (i =1,...,k) sont des fonctions continues sur R"et a valeurs dans R, telles que :

k[fz‘<0]7é@

1<i<

alors, d’apres le corollaire (1.1), ils existent des nombres réels positifs \; tels que :
n
N (z*,D) = Cone (Z X0 f; (x*))
i=1
Dans ce cas la condition d’optimalité ainsi présentée est équivalente & :

0 € df(=)+ > Nofi(a")
1<i<k

Remarque 3.2.

Dans le cas convexe, la condition ci-dessus devient :

0 € af(@)+ Y. Nofi(a")

1<i<k

Et cette derniére n’est autre que la condition de Kuhn-Tucker.
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Exemple 3.1.
Soit f : R — R définie par :

t] si  t<1
1
ft) = 1 si 1<t<?2 ,D:{—#

Losi t>2

2.50 T
225 T
2.00 T
1751
150 T
1.25 1
1.00 T
075 T

0.50

X L

|Figure 3.1 : le graphe de la fonction f ‘

La fonction f est quasi convexe et quasi sous différentiable sur D.
Tout ¢ € [1, 2] est une solution locale ( non globale). On va vérifier maintenant la condition

(3.1).

yedf(t) < fy)=—f() et (y,t)=1
() = —inf{f(t): (y,t) >1} et (y,t)=1
= —inf{t: (y,t) >1} et yt =1
=—t=—f(t) et y = 1

Donc 07 f (t) = {1}

N(@z*,D) ={yeR:{(y,z—1t) <0Vze]ll,2]}
={y: y(z—1) <0 Vz € [1,2]}

y=1,t€(l,2] = y>0.
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t est un minimum local, alors : 2 >t Vz € [1,2] = 2—-t>0

y(z—1t) <0
z—1t>0

=y=0= N(t,D)={0}

et la condition d’optimalité globale ainsi définie n’est pas vérifiée.
Tout point ¢ € [1, 2] est une solution locale ( non globale), f admet une solution unique

globale t = 1 sur D = [1,5]. On va vérifiér la condition (3.1) du théoréme précédent.

yed'ftye ffy)=—ft) e (yt)=1

fy) =—mf{f(t) :(y.t) > 1} et (y,1) =1
=—inf{f(t) : yt>1} et yt=1
=—f(t) et y% =1
=—f() et y=2

Donc 97 f (t) = {2}.

ze5,1] =20<z—-t<3
t=34q z€[1,2] =3<z-t<3 =2z-t=>0
z € [2,5] iggz—tgg
Ona:y(z—1t) <0mais (2 —t) > 0 ce qui implique que y < 0.

Donc N (t,D) ={y :y <0}
De plus la condition 0 € 87 f (t) + N (¢, D) est vérifice.
Théoréme 3.2. [16]

La condition (3.1) est satisfaite au moins pour un vecteur x € D .

Preuve :
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Comme f € I'; D un convexe fermé, alors f atteint sa valeur maximale a en D.
max{f(z):z €D} =a <

Supposons que

sup f (z) = o0
zeR?

L’ensemble S = {z : f (x) > a} est un ensemble non vide ouvert,et 0 € S
et M = {z : f(z) = a} un ensemble compact. On note par d (y, S) la distance euclidéenne
deyas:

d(y,S) = inf{[ly —z[| : z € 5}

Soit x € M tel que S Padhérence de S :
d(z,S) = inf d(y,S)

yeM

Sid(z,S)=0alors S =S.
Sid(z,S) >0, alors :

S={z+Xy—2):0<A<1yeS},

et
dz+MNy—=x),5) <d(z,S), YA€ (0,1], Vy € S

En plus SND = . Alors dans tous les cas, on a un ensemble convexe ouvert S satisfaisant :
SND=0etzed (S) nD,

ot cl(S) est la ferméture de S. Depuis 0 € intD et d’apres le théoréme de séparation, il
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existe un vecteur P tel que :

<P7 ‘T> =1 (32&)
(Py) < (P,x) VYyeD (3.2b)
(P,z) > (Pz) VYzeS (3.2¢)

D’apres I'inégalité (3.1), on a :
P(y—z)<0 Vye D= PeN(z,D)
D’autre part, on a :5 C S alors,

(P,z) > (Pz) VzelS. (3.3)
& (Pz) > (Px) Vz: f(z)> f(z)(depuis f(z) =)

I’équation (3.2a) et I'inégalité (3.3) implique que P € 0 f (). A

3.2.2 Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un com-

plément d’un convexe

Soit le probléme suivant :

min_f(z) (P2)

adintD
ot f € I'Y une fonction quasi convexe et D un ensemble convexe fermé de R™ tel que
0 € intD. Alors, le probléeme (P,) admet une solution optimale.
Définition 3.1. [18].

On dit que le probléme (Py) est écrit sous forme standard si :

0eintD et f(0)=inf{f(z):2 e R"™{0}}.

Le théoréme suivant établit une condition pour laquelle z ¢ intD est une solution globale.
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Théoréme 3.2. [16]
Une condition nécessaire et suffisante pour que z ¢ intD soit une solution globale du

probléme (P,) est :

LOHf(z)NnDe #£0
2. fH(y) =sup{f¥ (v) : veD} Vyedif(z)
Preuve : On a

Pour v € D°avec (v,z) > 1 <z ¢ intD (3.4)

sup {f# (v) : veD°} =sup{—inf{f(z): (v,2) >1}:ve D}
= — inf inf{f(x): (v,z) > 1}

veED® x

=—inf{f(x):x ¢ intD} (dapres(34) )

Soit z ¢ intD une solution du (P,).Comme z ¢ intD, il existe y € D° tel que : (y,z) = 1,

alors

—fH(y) =inf{f(z): (y,z) > 1} >inf{f (2): 2 ¢ intD} (depuis y € D°)
= (2)

La définition de 0¥ f (2) implique que 9 f (2) N D° # 0.
Soit y € 0 f (2) on a :

fH(y):—f(z):—inf{f(x):xgémtD}:sup{fH(v):UEDo}

Supposons maintenant que 0% f (2) N D° # 0 et f# (y) =sup { /7 (v) : v € D°}
On doit vérifier que z n’appartient pas a intD.

Comme y € D%t (y,z) = 1 implique que z ¢ intD, donc z est admissible.

f(z)==f"(y)=—sap{f" (v):v € D°} =inf {f (z): = ¢ intD}
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Donc z est une solution optimale de (F). |
- les conditions d’optimalité au sens des polaires :
Théoréme 3.3. [17]
Soit z ¢ intD. La condition

D Cx: fz) < f(2)})° (3.5)

est nécessaire pour que z soit une solution optimale.de (Py) c.a.d

2 est une solution optimale de (P,) = D° C{xz: f(z) < f(2)}°

Si le probléme (Py) est réqulier c.a.d

inf{f (x):x¢intD} =inf{f (z):x ¢ D} (3.6)

Alors, la condition (3.5) est suffisante pour que z soit une solution optimale de (P).
Preuve :

Supposons que z est une solution optimale de (F2), alors :

f(z)< f(x) VxéintD

Donc

{z:f(x)< f(2)} CintD C D
D’apres la definition (1.20), on a :
D Cz: fz) < f(2)}
Supposons maintenant que(3.6) est satisfaite c-a-d :
inf{f(z):x ¢ intD} =inf{f (z) : = ¢ D}
et z n’est pas une solution optimale, alors il existe u ¢ D : f (u) < f (2).
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Comme u ¢ D, D est fermé et 0 € D, Jv € D°: (u,v) > 1.
Du fait que f (u) < f (v), il resulte que v ¢ {z : f(z) < [ (2)}°.
Donc D° ¢ {x: f(z) < f(2)}°. |
Remarque 3.3.

Si [ est s.c.s alors, le probléme (Py) est régulier.

3.2.3 Maximisation d’une fonction quasi-convexe sur un convexe

compact

On considére le probléme :

max f(z) (P3)

zeD

ou f € I'V est une fonction quasi convexe et D est un compact contenant 0. Supposons
que

f0)=inf{f(z):z e R"} =inf{f (x): 2 € D}

Comme f € T'Y et D est un compact, alors le probléme (P;) admet une solution.

Définition 3.2. [18]

On dit que le probléme (P3) est écrit sous forme standard si D contient 0 et f (0) =
inf {f (z):2 € R"}.

Théoréme 3.4. [16]

Le vecteur v € D est une solution globale du probléme standard (Ps) si, et seulement
si f est quasi sous différentiable en z et on a : f*(y) = Min{f¥ (v):v ¢ intD°},
pour toute y € 07 f (2) .

Preuve :

Supposons que z est une solution globale du (P3) , alors :

f(2) =max{f(z):xecD}> [(0)

Alors, d’apres le corollaire ( 2.3) f est quasi sous differentiable en z.
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Soit y € 0 f (z) .Comme (y,2) =1 on a : y ¢ intD°.Soit v ¢ intD° on a :

sup({v,z) > 1
zeD

et comme D est un compact , il existe & € D tel que : (v, Z) > 1,alors :

) =—inf{f(x): (v,2) 21} > —f (&)
> —max{f (z): 2z € D} = —f(2)
= " (y)
Donc

2 (y) = min {7 (v) : v ¢ intD°}

Supposons que [ est quasi sous différentiable en z et il existe y € 0 f (2) tel que

FH(y) = min {f¥ (v) : v ¢ intD°}

Alors, on a :

—fH (y) = _inf{fH (v) 1 vé intDO}

—irl}f{—iréf{f () : (v,z) > 1} v ¢ intDO}

= sup {ir;f {f(x): (v,x) >1}:v ¢ z'ntD"}
> irxlf {f(x): (v,z) > 1} Yo & intD°

Soit # une solution optimale du probléme (Ps) et 1 € 07 f (£) alors 4 ¢ intD° et

F () =—f"(g) =inf{f (z) : (g,2) > 1} (3-8)
D’apres (3.7) et(3.8), ona : f(z) > f (%) donc z est une solution optimale de (P;). W

-Les Conditions d’optimalité au sens des polaires
Théoréme 3.5. [17]
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Soit z € D. La condition

{z: f(x) < ()} CD° (3.9)

est nécessaire pour que z.soit une solution optimale de (Ps)

Si le probleme (P3) est réqulier c’est-a-dire

sup{f(x):x € D} =sup{f(x):x €int (D)} (3.10)

Alors, la condition (3.9) est suffisante pour que z soit une solution optimale.
Preuve :
Si z est une solution optimale, alors D C {z: f(z) < f(2)} .D’aprés la definition

(1.20) du polaire on a :
{z:f(2)<f(x)}"CD°

Supposons maintenant que (3.10) est vérifiée c-a-d :

sup{f(x):x € D} =sup{f(x):x €int(D)}

Et z n’est pas un optimal, alors il existe x*tel que :

et €D —A{x: f(x) < f(2)}
0e{x: f(z) < f(2)}, ce qui implique qu'il existe un vecteur y € R™ tel que :

(y,z*) > 1 (3.11)

(y,x) < 1 Vz:f(x)<f(2) (3.12)

La deuxiéme inégalité (3.1) implique que y € {z: f (z) < f(2)}°.
D’autre part on a :

sup{(y,x) : x € D} > (y,2") > 1

Alors y ¢ D° donc la condition (3.9) n’est pas vérifice. W
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Remarque 3.4.

1. Si f est Sci et int (D) # () alors, le probleme (P3) est régulier(ref[17]).

3.3 Dualité

Cette partie est consacrée a I’étude de la dualité des trois problémes définis précé-
demment.

Le principe de la théorie de dualité consiste & associer a un probléme d’optimisation
primal un autre probléme d’optimisation simple dit dual, dont la résolution est plus
simple nous permet d’obtenir facilement les solutions du probléme dual.

Etant donné le probléme d’optimisation (P;) appelé probléeme primal, nous allons lui
associer un probléme d’optimisation qui admet des relations avec (P) .

Considérons le probléme suivant :

inf [ (y) (D1)

yeDH

Le probléme (D) est appelé le probléeme dual de (P) .

Comme f € I' est une fonction quasi convexe et D est un convexe fermé, alors f#
est une fonction quasi-convexe et D est un convexe fermé. Donc (D;) est le probléme
de minimisation quasi-convexe sur un convexe fermé et admet une solution optimale. De

plus on a :

Sup{fH(y):yeR"}>inf{f(x):xED}>inf{fH(y):yG]R”}

Définition 3.3. [16]
Soit x € D une solution ot la condition (5.1) est satisfaite. Le vecteur y € 0% f (x)N
—N (z, D) est appelé le vecteur général de Kuhn-Tucker du probléme (P;).
Théoréme 3.6. [16]
On a :
inf (P;) = —inf (Dy).

Preuve :
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Pour toute z € D,y € D¥ on a: (y,z) > 1.

—f(y) = inf {f (2) : (y,2) = 1} < f (2)
En passant & la borne inférieure sur x € D, puis sur y € D on obtient :
inf (Pl) 2 —inf (Dl) .

Réciproquement, soient x € D une solution de (P;) et y le vecteur général de Kuhn-
Tucker
<yax> =1let A N<va)

alors y € D et
inf (P) = f(z) = —f"(y) < —inf (D;). W
Théoréme 3.7. [16]

Soit f € I une fonction quasi convexe, alors pour tout ensemble convexe fermé D on

a:
inf{f(m):xeD}:inf{f(x):xeDHH}:inf{f(x):xe{tz:zeD,tzl}}
Preuve :

On a:
DC{tz:zeD,t>1}

Alors :

inf{f(x):xeD}Zinf{f(:r):xE{tz:zGD,tZl}}

Comme f € I', le probléme inf {f (x):xe{tz:ze Dt > 1}} admet une solution v,
ainsi ils existent deux suites {zk} C D et {tk} tF > 1 tels que :t*2F — v et depuis

f0)<f(z*) ona:
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Ce qui implique que :
inf {f () : « € D} < liminf f (2*) <liminf f (t*2*) < f(v). W

Théoréme 3.8. [16]

Soit (z,y) € D x DH. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. y est le vecteur générale de K-T du probléme primal (Py) en z,

2. z est le vecteur générale de K-T du probléme dual (D;) en y.

Preuve :

Soit y le vecteur général de K-T en z alors :

1=(y,2z) <(y,z) VreD
1 y) =—f(2)

Comme f € Test une fonction quasi convexe , alors f## = f (d’aprés corollaire 2.1), on

obtient donc
AR () =—f2(y) et 1=(y,2) < (v,2) Yve D

Ce qui veut dire que z est le vecteur général de K-T en y. W
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Corollaire 3.1. [16]

Le couple (z,y) € D x D est une solution de l'inégalité

f)+ "y <0,

si et seulement si, z est une solution de (Py) et y est une solution de (D).
Corollaire 3.2. [16]

Le couple (z,y) € D x DH est une solution des deux inégalités suivantes :

(z,y) <1
f@)+ 7 (y) <o,

si et seulement si, z est une solution de (Py) et y est un vecteur général de K-T de (Py).
Preuve :
Pour toute (z,4) € D x Df on a :(y,2) > 1 et f2(y) = —inf{f(2): (y,2) > 1}

alors : —f% (y) < f(z). D’aprés les deux inégalités on a :

) =—F(z). et (y,2) =1

qui est équivalent & z est une solution optimale de (P;) et y un vecteur de K-T de (P;) .H

On associé au probléme (P,), le probléme suivant :

sup £ (y) (Dy)

yeD°

(D) est appelé probléme dual. Comme f € 'Y et 0 € intD on a f7 € 'V et D° est un
compact, donc(Ds) est le probléme de maximisation quasi convexe sur un compact et en
plus admet une solution optimale.

Remarque 3.5 :

D est un ensemble convexe fermé et 0 € intD alors D° = D.

Théoréme 3.9 : [18]
On a :
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1. inf (P) = —sup (D7) .

2. Si y est une solution optimale de (Ds) alors tout minimum de f sur l’ensemble

{z : (y,z) > 1} est une solution optimale de (P).

3. Si (P») est réqulier et D est borné alors (Dy) est régulier.

Preuve :
1. Ona:
—sup(Ds) = —sup{f7(y):ye D}
= sup {-inf {7 (2): () 2 1)}
= inf inf {f () : {.0) > 1)
=inf inf {f(2) : (@y) =1}

= inf f(x) (puisque = € intD = intD*° < sup (y,z) < 1)
xdintD yeDe°

2. Soit y une solution optimale de (Ds) et z un minimum de f sur {x : (z,y) > 1},

alors

fz)=inf{f(2): (z,y) 2 1} = —f" (y) = —sup (Ds) = inf (P).

Et comme y € D° et (z,y) > 1,z ¢ intD donc z est une solution optimale de ().

3. Supposons que D est borné et (P») est régulier ¢ .a.d
inf {f (x):x ¢ intD} =inf {f (z):x ¢ D}
Soit {x,} une suite telle que : x ¢ D et
f(x,) =it {f(z):2¢intD} n — +oo
Soit (y,,.) une fonction linéaire telle que :

1 = (Yn, Tn) > sup (Yn, )
zeD

62



Comme D est borné, il existe & € D tel que : (y,, Z) < 1, alors y € intD°. De plus

sup { /" (y) 1y € D°} > 7 (yu) = —inf {f (@) : (Y, 2) > 1} > —f ().

f (@) = inf {f (z): 2 ¢ intD} = —sup {f" (y) : y € D°} (dapres (1))
Donc fH (y,) — sup {f* (y) : y € D°}. Comme y, € intD°, implique que

F7 (yn) :SUP{fH (y):y € intD°} :sup{fH (y):y € Do}

Donc (Dy) est régulier. |

Corollaire 3.3 : [16]
z est une solution optimale du probléme (P) si et seulement si 97 f (2) N D° # 0 et
tout y € 9% f (2) N D° est une solution optimale de (Ds) .

Preuve : La preuve de ce corollaire est une conséquence directe du théoreme (3.2).

Exemple 3.2 :

Considérons le probléme suivant :

: 2 : 2
min ||z min ||z

x ¢ intD x & int {conv{ay,...,ar}}

(P)

ou D = conv{ay,...,a} est lenveloppe convexe de {ay, ..., ax ftelle que aq, ..., ax, soient

des vecteurs de R"

Comme D = conv{ay,...,a;}est un convexe fermé, et 0 € int ({conv{a,...,ax}}), il

résulte que

(conv{ay,...,ar})” = {v:{(x,v) <1Vz € conviay,...,a;}}
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Le probléme dual (D) associé au probléme primal (P) est défini par :

2
”;”2 max — 1”2 max ||v||

l[v
<~
v € (conv{ay,...,ar})° (a;,v) <1 Vi=1,..,k (a;,v) <1 Vi=1,....k

max —

(D)

Donc on peut reécrire le probléme (D) comme suit :
rnauX{HvH2 : (a;,0) <1 Vi=1,...k}
Soit T une solution de (D) alors :

17> = max {||v]|*: v € (conv{ar,...,ar})°}

= ma,x{HvH2 Hav) <1 Vi=1,..,k}
v € (conv{ay,...,ar})” = (x,7) < 1Vzx € conv{ay,...,ax}

(x,7) <1 =7z <1
=z <7 (1)

< _ T
IS T P

Supposons maintenant que z est un minimum de f (z) = ||z||* sur Pensemble {z : (z,7) > 1}

alors :

||| = min{”afHQ : <x/,6> > 1}

On a
(x,7) 21 =Tr>1=m0'r>7T @)
=025 = Rp
D’apres (1) et (2) ona: x = # alors ,
v 721
f(x)=f<_—2> :’ | == =@
ligdl ligdl ligdl
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D’apres la propriété (1) du théoréme (3.9), on a :

f (@)= 1 @) = —

ek

Donc le minimum de probléme primal est z = ﬁ
Exemple 3.3 :

Considérons le probléme suivant :

. 2
min ||z||
g(z)>0

ou g(z) = sup{y'Bx —1:h(y) <0Vy e R™} avec B une matrice de type m x n et h
est une fonction convexe définie sur R™ telle que : {y : h(y) < 0} est borné, alors g est
une fonction convexe finie ¢’est-a-dire g(z) < +o0 et g(0) = —1 < 0.

On note par G = {x : g(x) < 0} .On peut reécrire le probléeme (P) comme suit :
: 2
min_||z||
zdintG

On définit

G = {veR": (v,x) <1 Ve G}

= {v € R": v = By pour toute y satisfait h (y) < 0}

Le probléme dual (D) associe au probléme (P) est :

max — 12 max — 12
llvll o [loll

ve G v=DBTy Yy:h(y) <0
max ||v||2

v=DB"y VYy:h(y) <0
maXHBTyH2

h(y) <0 Yy eR™

=

Ce dernier probléme est un probléme de maximisation convexe sur un ensemble convexe

borné de R™.
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Donc la dimension du probléme primal est n alors que la dimension du dual est m. Si
m << n, la résolution du probléme dual dans R est appropriée a la résolution directe
du (P) dans R™.

Considérons le probléme suivant :

() (Ds)

yintDe
(Dj3) est appelé le probléme dual de (P3). Comme f € T'V est une fonction quasi convexe
et D est un compact contient 0 alors f% € I'l et 0 € intD°, (Ds) est le probléme de
minimisation quasi convexe sur un complément d’'un convexe, qui admet une solution
optimale.
Théoréme 3.10 : [18]

Soit (Ps) le probléme primal et (Ds3) son probléme dual on a :

1. —sup(Ps) =inf (Ds).

2. Si T est une solution optimale de (P3) alors tout minimum de f sur l’ensemble
{veR": (z,v) > 1} est une solution optimale de (Ds) .

3. Si v une solution optimale de (D3) alors pour tout & € N (D°,v) — {0} le vecteur

(z,0)

est une solution optimale de (Ps) .

Preuve :
1. On a:
—sup(P3) =—sup {f (z) : xeD}
= —sup { fHH (:L‘) DT E D} (Comme fHH = f)
= —sup —inf { /7 (v) : (v,2) > 1}
xeD v
=it {f7() : (o,2)>1}
= inf{he% A @ (v,x) > 1}

=inf f# (v)  (puisque v € intD° < sup (v, z) < 1)
€D

= inf (Dg)
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2. Supposons que T est une solution optimale de (P;) c.a.d
zeD f(x)=sup(Ps)

Soit ¥ un minimum de f sur{v € R": (v,z) > 1}. Comme T € D,

I'ensemble{v € R" : (v,z) > 1} C {v: v ¢ intD°} .En plus

inf (Ds) = —sup(Ps) =—f(z) =—f""(7)
> = if {f"(v): (v,z) >1} = f"(v).

Donc v est une solution optimale de (Dj) .

3. Supposons que v est une solution optimale de(Ds3). Soit £ € N (D°,v) — {0} alors :
(z,v—v) <0 YveD.

Comme T # 0 et 0 € intD° ,on a (Z,v) > 0 alors :

Ce qui resulte que << < v> <1 Vv € D°donc % € D. De plus on a :

z,70)’

_z_

oy st une solution optimale de (P;). W

Théoréme 3.11 : [17]

1. Si v est une solution optimale de (D3) alors tout vecteur x € D tel que :(v,z) > 1

est un optimal de (Ps) .

2. Si le probléme (Ps) est régulier alors (Ds) est régulier.
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Preuve :

1. Supposons que v est une solution de (Dj3) .puisque v ¢ intD° et D est compacte, il

existe z € D tel que :(v,z) > 1. Alors,

f(x) >inf{f(2): (z,0) > 1} = —f¥ (y) = —inf (D3) = sup (Ps)

Donc z est une solution de (F3) .

2. Supposons que (P;) est régulier ¢’est-a-dire
sup {f (z):z € D} =sup{f (z) : « € intD}
Soit {x,} C intD tel que :
f(xn) = sup{f(x): x € D} =sup{f(z): 2 €intD} (1)
Comme f7H = f on a:
f ) = f1 (@n) = —inf { f7 (y) : (y,20) > 1}

Soit y,, un vecteur tel que :(y,,x,) > 1 et

SRS
—~
[\)
~

‘fH (Yn) "‘f(xn)‘ <

En effet, pour z,, € intD, On a

SUp (Yn, ©) > (Tn, Yn) = 1
zeD
De plus, (1) et (2) impliquent que

— " (yn) — sup{f (z) : 2 € D} sin — +oo

Mais d’aprés la propriété (1) du théoreme (3.10) on a :
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sup{f (z): 2z € D} =—inf {7 (y) : y ¢ intD°}

ce qui resulte que
inf { f7 (y) :y ¢ D°} =inf { f7 () : y ¢ it D°}

Donc le probléme dual (D3) est régulier. B

Corollaire 3.4 : [16]

Le vecteur z € D est un optimal du (P3) si et seulement si y € 0% f (z) est un optimal
du (Ds) .

Preuve :

La preuve de ce corollaire est une conséquence directe du théoreme (3.4).

Exemple 3.4 :

Considérons le probléeme d’optimisation quadratique suivant :
max ' Ax

zeD

ou A une matrice de type m x n définie positive, symétrique et D = {x : ||z|| < 1}.

Ona:

D° = {z:|z]| <1} ={v: {v,z) <1 Va: |z <1}

intD° = {v:(v,x) <1 Va:|z| <1}
D’autre part on a :

v ¢ intD° < (v,z) >1 Vo |z <1

L < (ua) <zl ol < lvf| (comme f[z]} <1).

Donc v ¢ intD° < ||v]| > 1.

Pour appliquer les résultats obtenus au paragraphe précédent, on doit représenter
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le probléme dual de (P), comme suit :

min vt A v minvt A 1o
=
v & intD° |lv]] > 1

Si o = —— < v'A~'v = —1 donc le probleme (D) peut se réecrire sous la forme :

: 1
I = 2574-1,

[o]} > 1

En plus, si —« est une valeur optimale de min { ———=—: [|v|| > 1} alors 1 est une valeur
optimale
de min {v'A71v : ||v]] > 1} et d’apres la propriété (1) du théoréme (3.10) on a :

1

¢
maxr'Ar=oq = ————
minvtA— 1y

L’égalité précédente implique : si « est la plus grande valeur propre de A alors, é est la

petite valeur propre de A.
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3.4 Application

Dans cette partie on présente une application de la dualité quasi-convexe en écono-
mie qui consiste a trouver un vecteur des prix, pour un échange commercial entre deux
secteurs A et B.

Pour un vecteur des prix donné, le secteur B est intéressé a obtenir une valeur maxi-
male des produits sous une contrainte de dépense.

Le secteur A est intéressé a trouver un vecteur des prix admissible tel que le niveau
d’allocation commerciale par la valeur d'un produit d’unité est maximisé. Le probléme a
I’étude est un probléme de minimisation quasi-convexe. On utilise la dualité quasi-convexe
pour obtenir le probléme dual et les conditions d’optimalité.

Le vecteur des prix peut étre interprété comme un équilibre.

Considérons deux secteurs commerciaux A et B et n produits échangés entre A et B.

L’écoulement des produits de A vers B est noté par un vecteur x avec la convention

de signe suivant :

x; > 0:x; unités de i produit échangé de A a B.

;< 0:x; unités de ™ produit échangé de B a A.

Chaque vecteur x est associée a f () la valeur du gain des produits pour B.
Si I’écoulement passe de A & B, le gain f (x) pour B signifie la perte pour A.

Supposons que f est une fonction continue, quasi-concave et

sup f (z) = 400
rER?

Pour un x donné pour compenser la perte f (x) de la valeur de produits pour le secteur
A, le directeur du secteur A annonce un vecteur P des prix tel qu’il recoit du secteur B

une allocation commerciale :

Px = Pxy+ Pxy+ ...+ Pxy,
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Dans ce cas on donne la convention de signe pour le vecteur P :

P, > 0: A recoit P, unités monétaires de B pour une unité du i**produit échangé
de Aa B
P, < 0 : B recoit — P; unités monétaires de A pour une unité du i“**produit échangé

de AaB.

Définition :

Soit P le vecteur des priz défini par :

F)::(fﬁ,fé,.”,f%)

et soit P un ensemble convexe, fermé et borné de R" avec 0 € int P.

On dit que le vecteur des prixz P est réalisable si P € P.

Pour un vecteur des prix P. Le secteur B est intéressé a trouver un vecteur x pour
maximiser f(z) sous la contrainte de dépense Px < e ou e(e > 0) est une limite de niveau
de dépense.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que e = 1 c’est-a-dire, la contrainte
de dépense est écrite sous la forme : Pz < 1.

Le probléme de secteur B est écrit sous la forme :

sup f (x) (Pp)

Pz<1

On note par h (P) la valeur maximale de (Pg).

Puisque z est une variable de décision du directeur du secteur B, pour un vecteur
donné P des prix, il peut déteminer un produit x sous condition de solubilité, tel que le
secteur B gagne le produit de valeur h(P), ou d’une fagon équivalente le secteur A perd
le produit de valeur h(P).

Maintenant le probléme du secteur A est de trouver un vecteur d’équilibre P des
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prix dans le sens qu’il minimise la fonction de perte h(P) sur I’ensemble P des vecteurs
admissible des prix.

Le probléme de secteur A est :

inf A(P) (P.)

pPcP

o h est une fonction quasi-convexe donc le probléme (P,) est un probléme de type
minimisation quasi-convexe.

Remarque :

1. Dans le cas ou f (x) > 0 pour x > 0, la valeur h(P) est positive et la quantité ﬁ

représente le niveau d’allocation commerciale par une unité de produits.

2. Le probléme (P4) est équivalent au probléme de maximisation de ﬁ c’est-a-dire

1
su
ek (D)

Définition :

L’ensemble X des vecteurs des produits x qui vérifient la condition de dépense pour

tous les vecteurs P des prixz de P est défini par :
X={zeR": Pz <1VPeP}
Le probléme dual de (Py4) est défini par :

sup f(x) (P%)

reX

ou f est une fonction quasi-concave, donc (P4)"est un probléme de maximisation
quasi-concave.

Pour tout PePetz € X ona: Pz <1. Alors

h(P)=sup{f(y): Py <1} > f(z)

Donc

inf A(P) > sup f(x) < inf (P4) > sup (Pa)” (1)
PcP zeX
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Le vecteur P est le quasi sous différentiel de f en x si

fly) > f(x) = Py>Pax
Pz =1

(2) < Py>PxVy: f(y) > f(z)
< Py < Pzx= f(y) < f(x)
< f(y) < flx)Vy Py < Px

D’apres (3) et (4), on a :

f(z) =sup{f(y): Py < Pz}
=sup{f(y): Py <1} = h(P)

Donc

Peco’f(z)= f(x) =h(P)et Pox=1

La condition suffisante pour I'optimalité de = € X est

0€0”f(x)— N(z,X)

(6)

en plus O f (z)NN (x, X) # () et tout vecteur P € 0% f (z)NN (z, X) est une solution

optimale du probléme (P4) c.a.d

0€d”f(x)— N(z,X) = x€ X est une solution de (P,)".
Pedff(z)NN(xz,X) = P est une solution de (P ).

La condition(6) est satisfaite c’est-a-dire, il existe au moins un vecteur x € X vérifiant

(6).

La dualité forte entre les problémes (P4) et (P4)*est une consequence de la condition

(6), on a :

min(P,) = max (P,)"
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Soit x € X ou x satisfait la condition (6) et P € 0% f (x) N N (z,X), on a :

P ¢ 07f(x)= f(x)=h(P) et Pr=1
P € N@,X)=Py<1 YyeX=PcP

. Alors z, P sont admissible, donc z est une solution de (P4) et P est une solution de
(Pa)-

Exemple :

Soient x1, xo deux produits et © = (x1, z2) la quantité d’écoulement de deux produits
1, %9 de Ad B.

On définit la fonction f comme suit :

T1x9 Slxy >0et 29 >0

f (281, x2) =

0 siz; <0ouzqe <0

Figure 1 : le graphe de la fonction f ‘
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Considérons I’ensemble des prix suivant :
P= {(Pl,Pg) €R?*:4P? + P} < 1}
(1)-Pour P = (P, P,) avec P, < 0 ou P, <0 on peut remarquer que :

h(P) = sup{f(x1,22): Pix; + Poxs < 1}

= sup{xixs: Pixq + Pory <1} = 400
(2)- Pour P, >0et P,>0ona:
h(P) = sup{f(x1,22): Pix; + Poxy < 1}
= sup{xixs: Py + Poxg < 1}
P1$1+P21L’2 S 1= (P1$1+P2£E2)2 S 1
On a
Pfl’?—i—ngL’g > 2P Poxixy = Pf.@%‘FP;JIg—f—QPlPQIlIQ > 4P, Poryxy

Mais PPaf + Pixs 4 2P Pyryzg < lLoalors 217y < g

Donc

sup {f (w1, 22) : Pory + Py <1} = o
1£2

400 siPp<0 ou B <0
h(Py, Pp) =

ﬁsi Pr>0et P,>0
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|Figure 2 : le graphe de la fonction h‘

X: {($1,$2)1P1[E1+P2I2 S ]_,V(Pl,Pg) GP}
= {(Il,ﬂfg) . P1I1+P21,’2 S 1,4P12—|—P22 S 1 }

OHaPll’l—f—PQZL'QSl #Pll'lél—Pgll‘g :Pfx%ﬁ(1—P2x2)2:1+P22x§—2P2:1:2
§1+(1—4P12)ZC§—2P21'2

1—=2Pyxy+ (1 —4P)) a3 — Pz} > 0

—2Px5 + (1 — 4P]) a3 — Pla} > —1

—2Pyx9 + 25 — 4P223 — P2a? > —AP} — P5
—2Py1y + a5 — APP23 — Plal + APP + Py > 0

—P? (x% + 43 — 4) + (P, — x2)2 >0

O A A

] +das—4<0= 27 +4a; <4
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Donc

X = {(II,ZL’Q)IP1[E1+P2I2§1,4P12+P22§1}

= {(Il,ﬂlg) l'%"—éll'g S 4 }

Le probléme (P) du secteur A est défini par :

1
inf h(P) = inf P
PeP (P) 4P24P2<1 P>0,P>0 4P Py (P)
Son dual est :
sup f(z) = sup L1722 (D)
zeX xe{(xl,xz):z§+4x§§4 ,x1>0,m2>0}

Pour (x1,z5) avec x1 > 0,29 > 0, on a :

O f(x1,29) = {P=(P,R): Pr=1et f(z) =h(P)}

1
= {P:(Pl,Pg) . P1I1+P21‘2:16t T1Xo = }

4P, P,
Pixi + Poxg = 1 et 2120 = ﬁ = PP = pe— = P = 2951 P2 = ﬁ donc
O f (w1,2) = (P Py) = (5,75 )
De la condition 0 € 0 f (z1,25) — N ((z1,22) , X) avec
71> 0,7 >0et 22 +405 =4 (1)

on trouve

de (1), on obtient

A=38, 11 =+/2, 12 =

Donc la solution du probléme dual est © = (z1,22) = <\/§, %)et on peut calculer la
solution du probléme primal aprés utilisation du quasi sous différentiel de f en x ou x

est la solution du probléme dual. Alors P = (P, P) = (i L) = (2—\1/5, %)

2117 2x90
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Exemple :

Si f est une fonction linéaire c’est-a-dire f(z) = C.xz , C' # 0; on peut remarquer que :

h(P) = sup{f(x): Px <1}
= sup{C.x: Px <1}

SiP=60C6>0.
P.xz@c.x§1:>6’x§%.
Si P¢{0C,0>0.} donc sup{C.z : Px <1} = +o0.
Le probléme du secteur A est défini comme suit :
. ) 1
M) = g
Donc si f est une fonction linéaire avec un vecteur C' des coefficients linéaire , le vecteur
optimal des prix est proportionnel & C.
Dans le cas général ou f est une fonction non linéaire, pour trouver le vecteur optimal
des prix , nous vérifions la condition 0 € 87 f () — N (x, X) pour le probléeme dual (P4)" .
Le vecteur P est une solution optimal du probléme primal (P,) s’il est dans U'intersec-
tion de I’ensemble des quasi sous différentiels et du cone normal & la solution du probléme

dual c’est-a-dire P € 0% f () N N (2, X) ol x est la solution optimale du probléme dual.
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Conclusion.

Dans ce mémoire, on s’est intéressé a I’étude de la dualité quasi convexe de trois types
de problémes d’optimisation.

En utilisant les concepts et les propriétés des quasi conjuguées et quasi sous différen-
tiels pour déterminer les conditions d’optimalité et la dualité de type Fenchel de ces trois
types de problémes :

(1)- Minimisation d’une fonction quasi convexe sur une partie convexe, compacte(MIQC).

(2)- Minimisation d'une fonction quasi convexe sur un complément d’une partie
convexe(MIQCC).

(3)- Maximisation d’une fonction quasi convexe sur une partie compacte(MAQC).

Nous remarquons la stabilité de la dualité utilisée (i.e. la coincidence entre le probléme
primal et dual.) et la dualité symétrique entre le probleme (MAQC) et (MIQCC).

Nous pensons qu'un effort considérable doit étre porté d’un coté sur 'utilisation des
conditions d’optimalité globale, comme critére d’arrét dans certains algorithmes et.d’un
autre coté par la construction et le développement des algorithmes de type primal-dual

qui nous dirigera a résoudre le probléme primal et dual en parallele,
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Abstract

The objective of this work is to study the quasi-convex duality for three types of
optimization problems. We use the concepts and the properties of quasi-convexity,
quasi-conjugate and quasi- subdifferentials of a function defined on R™ whose va-
lues are in R, to study the optimality conditions and stability of Fenchel duality type.

We present some illustrative examples and an application problem in economy.
Key words

Non convex optimization, quasi-convex programming , quasi-convex duality, op-

timality conditions.
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