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Notations
Rn L’ensemble des élément x qui contient n composants de R.

C ∩D Intersection des sous ensemble C et D.

C ∪D Réunion des sous ensemble C et D.

int(C) Interieure de l’ensemble C.

hx, yi Produit scalaire de deux vecteurs x et y dans Rn.
mP
i=1

Sommation de 1 à m.

kxk Norme d’un vecteur x dans Rn.

N (x,C) Cône normal de C au point x.

A(m× n) Matrice réelle de m lignes et n colonnes.

d(x,A) = inf
x∈A

kx− zk Distance d’un point x à un ensemble X de Rn.

A = cl(A) Fermeture d’un ensemble donné A.

M−1 Matrice inverse de M.

dom (f) Domaine effectif d’une fonction f.

épi (f) épigraphe de f.

Sα (f) l’ensemble de niveau.

Conv(D) = Co(D) Enveloppe convexe d’un ensemble D..

f∗ Fonction conjuguée de f.

fH Quasi-conjuguée de f.

fHH Biquasi-conjuguée de f.

∂f Sous différentiel de f.

∂Hf Quasi-sous différentiel de f.

f s.c.i f est semi-continue inférieurement.

f s.c.s f est semi-continue supérieurement.

D◦ Polaire de D.

DH Polaire inverse de D.

DHH Bipolaire inverse de D.

ΓU L’ensemble des fonctions s.c.s et f(0) = inf
x∈Rn

f(x).
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ΓL
L’ensemble des fonctions s.c.i et f(0) = inf

x∈Rn−{0}
f(x) et

limkxk7→+∞ f(x) = sup f(x).

ri(D) interieure relatif d’un ensemble D de Rn.
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Résumé
L’objectif de ce travail est l’étude de la dualité quasi-convexe de trois types de pro-

blèmes d’optimisation. On utilise les concepts et les propriétés de la quasi-convexité,

quasi-conjuguée et quasi-sous différentiel d’une fonction définie sur Rn et à valeurs

dans R, pour étudier les conditions d’optimalité et la stabilité de la dualité de type Fen-

chel. On présente quelques exemples d’illustration et un problème d’application concret

en économie.

Mots clés : Optimisation non convexe, Programmation quasi convexe, Dualité
quasi convexe, Conditions d’optimalité.
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Introduction
La dualité en optimisation convexe et non convexe a fait l’objet de plusieurs études.

Citons à titre d’exemple les travaux de Fenchel-Moreau, Rockafellar, Phan thien

thach, etc....[14] , [17] , [20]

La non convexité de la fonction objectif engendre des problèmes d’optimisation non

convexe et l’étude de ces problèmes est devenue essentielle et important dans plusieurs

domaines. On peut citer par exemple : problèmes de transport, de gestion, de commerce,

etc...

La résolution de ces problèmes est généralement difficile, car chaque solution locale n’est

pas nécessairement globale. En général en optimisation, il existe quatre types de pro-

blèmes :

- Minimisation d’une fonction convexe sur une partie compacte convexe.

- Maximisation d’une fonction convexe sur une partie compacte convexe.

- Minimisation de la différence de deux fonctions convexes (optimisation diférence -

convexe (D.C)) sur une partie compacte convexe.

- Minimisation d’une fonction convexe sur un complément d’une partie compacte

convexe.

L’étude de ces problèmes a été considérée par plusieurs chercheures et engendre plusieurs

approches pour obtenir les problèmes duaux des programmes mathématiques donnés.

La question importante qui se pose dans la dualité quasi convexe est comment généra-

liser la conjuguée et le sous différentiel d’une fonction convexe pour une fonction quasi

convexe, car la classe des fonctions quasi convexes est plus large que la classe des fonc-

tions convexes.

L’objectif de notre travail est l’étude de la dualité quasi convexe de trois types de pro-

blèmes d’optimisation. Cette étude est basée sur les travaux de Phan Thien Thach

[16, 17, 18, 19] , en utilisant les concepts de la quasi conjuguée et le quasi sous différentiel

de la fonction objective définie sur Rn et à valeurs dans R, pour établir la dualité de ces

trois problèmes.
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La première classe des problèmes quasi convexes est :

Minimisation d’une fonction quasi convexe sur une partie convexe, compacte.

min
x∈D

f(x) (1)

La non convexité de la fonction f entraine pour le problème (1) des minimums locaux

mais qui ne sont pas nécessairement globaux.

Si la fonction f est convexe, fermée et propre, la condition nécessaire et suffisante

pour l’optimalité de z ∈ D est :

0 ∈ ∂f (z) +N (z,D) (2)

où ∂f (z) est l’ensemble des sous gradients de f en z et N (z,D) est le cône normal de

D en z.

Cette dernière condition reste valable dans le cas où l’ensemble ∂f est remplacé par

l’ensemble convexe des quasi sous différentiels ∂Hf (z) dans le cas où la fonction objectif

est quasi convexe, c’est-à-dire (2) s’écrit sous la forme suivante :

0 ∈ ∂Hf (z) +N (z,D)

La dualité de ce problème est semblable à la dualité de Fenchel, pour la.minimisation

d’une fonction convexe sur une partie compacte convexe.

La deuxième classe est la minimisation d’une fonction quasi convexe sur un complément

d’un convexe :

min
x/∈intD

f(x),

et la troisième est la maximisation d’une fonction quasi convexe sur une partie compacte :

max
x∈D

f(x).
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Ce mémoire se compose de trois chapitres structurés comme suit :

Le premier chapitre contient l’outil mathématique dont on aura besoin dans la

suite. On présente des rappels sur l’analyse convexe et quasi convexe ainsi que les concepts

de la programmation mathématique et les conditions d’optimalité.

Dans le deuxième chapitre, nous présentons les propriétés de base de la quasi-

conjuguée et le quasi-sous différentiel d’une fonction quasi-convexe définie sur Rn et à

valeurs dans R. Cette présentation nous ramène à exprimer les relations entre la quasi-

conjuguée et la conjuguée d’une fonction convexe, la bi-quasi-conjuguée avec l’enveloppe

supérieure quasi-convexe et le quasi-sous différentiel avec le sous différentiel d’une fonc-

tion convexe.

Au troisiéme chapitre, on commence par la classification des problèmes quasi-

convexes, puis à l’aide des notions des quasi-conjuguées et quasi-sous différentiels, on

présente les conditions d’optimalité en fonction des polaires et la dualité des trois types de

problèmes quasi-convexes avec quelques exemples d’illustrations. On termine ce chapitre

par l’étude d’un problème d’application concret en économie.
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Chapitre 1

Présentation des notions

élémentaires

Afin de rendre facile la compréhension de ce mémoire, nous avons besoin de rappeler

quelques notions et propriétés d’analyse convexe et quasi-convexe qui sont utile pour la

suite et elles sont données sous une forme beaucoup plus adéquate que possible.

Le premier paragraphe est consacré aux rappels de quelques notions de base telles

que :

Les ensembles convexes, les fonctions convexes et quasi convexes, la conjuguée d’une

fonction convexe, et le théorème de Hann-Bannach.

Le second paragraphe concerne les propriétés fondamentales du sous différentiel d’une

fonction convexe.

Le dernier paragraphe est destiné à la présentation des résultats d’existence, d’unicité

et des conditions d’optimalité qui sont utilisées tout au long de ce travail.

1.1 Eléments d’analyse convexe

Définition 1.1. [12] Un sous ensemble C de Rn est dit convexe si et seulement si,

∀x, y ∈ C : [x, y] = {(1− t)x+ ty, t ∈ [0, 1]} ⊆ C

12



Définition 1.2. [12] Soit S ⊂ Rn, l’enveloppe convexe de S, notée Co (S) est l’en-

semble des combinaisons convexes finies d’éléments de S c-à-d

Co (S) =

(
nX
i=1

λix
i : λi ∈ R+, xi ∈ S ∀i = 1, 2, ..., n et

nX
i=1

λi = 1

)

De plus, c’est le plus petit convexe qui contient S.

Définition 1.3. [12] Un sous ensemble S de Rn est dit affine si :

∀x, y ∈ S, ∀λ ∈ R : (1− λ) + λ ∈ S.

On dit aussi que S est une variété affine( ou linéaire).

Définition 1.4 [12] Soit S une partie de Rn. Alors il existe une partie affine unique

F ⊆ Rn contenant S appelée enveloppe affine de S et notée aff (S) , c’est la plus petite

partie affine de Rn contenant S.

aff (S) = F = ∩ {Fs : S ⊂ Fs et Fs affine} .

Théorème 1.1. [12] Soit S ⊆ Rn, S 6= ∅ alors :

aff (S) =

(
x ∈ Rn :

nX
i=1

λixi : λi ∈ R, xi ∈ S, ∀ i = 1, n et
nX
i=1

λi = 1

)

Définition 1.5. [12] Soit C un ensemble convexe de Rn. L’intérieure de C est défini

par :

int(C) = {x ∈ C : ∃ε > 0, x+ εB ⊆ C}

où B est la boule unité euclidienne de Rn.

Définition 1.6. [12] L’intérieure relatif d’un ensemble C non vide de Rn, noté ri(C)

est défini comme l’intérieure de C vu comme sous ensemble de aff(C). Ce dernier étant

muni de la topologie induite

ri(C) = {x ∈ aff(C) : ∃ε > 0, (x+ εB) ∩ aff(C) ⊆ C}
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Définition 1.7. [2] Soit f : Rn → R une fonction donnée.

1. L’ensemble

epi (f) = {(x, α) ∈ Rn ×R : f (x) ≤ α}

est appelé épigraphe de f.

2. L’ensemble

dom (f) = {x ∈ Rn : f (x) < +∞}

= {x ∈ Rn : ∃α ∈ R, (x, α) ∈ epi (f)}

est appelé domaine effectif de f ( la projection de epi(f) sur Rn).

3. Si dom (f) 6= ∅ et f (x) > −∞ pour tout x ∈ Rn, on dit que f est propre.

4. L’ensemble

Sα (f) = {x ∈ Rn : f (x) ≤ α, α ∈ R}

est appelé ensemble tranche (ensemble de niveau inférieure).

Proposition 1.1. [12] Soit f : Rn → Rune fonction. Les propriétés suivantes sont

équivalentes :

1. f est convexe

2. f((1− t) x+ ty) ≤ (1− t) f (x) + tf(y), ∀x, y ∈ Rn, ∀t ∈ [0, 1]

3. f

µ
mP
i=1

λix
i

¶
≤

mP
i=1

λif (x
i) ∀λi ≥ 0 ,

mP
i=1

λi = 1 ,∀xi ∈ Rn ,∀m ∈ N

4. epi(f) est un ensemble convexe sur Rn+1.

Remarque 1.1. f est dite strictement convexe sur Rnsi l’une des deux inégalités

précédentes 2) ou 3) sont strictes dès que x 6= y, avec t ∈ ]0, 1[ .

Définition 1.8. [9] Soit f : C ⊂ Rn → R ∪ {+∞} où C est un convexe de Rn. On

dit que :

1. f est quasi-convexe(q.c) sur C si :

∀x, y ∈ C ,∀t ∈ [0, 1] f((1− t)x+ ty) ≤ max {f (x) , f(y)}

14



2. f est strictement quasi convexe (s.q.c) si l’inégalité est stricte pour x 6= y et

t ∈ ]0, 1[.

Définition 1.9. [12]

1. f convexe ⇒ f quasi-convexe et f strictement convexe =⇒ f strictement quasi-

convexe.

2. f strictement quasi-convexe =⇒ f quasi-convexe et f quasi-convexe =⇒ (−f) est

quasi-concave.

Théorème 1.2. [9] Soit f : C ⊂ Rn → R ∪ {+∞} ,où C est un convexe de Rn,

alors :

f est quasi-convexe sur C si et seulement si, Sα (f) = {x ∈ C : f (x) ≤ α} est convexe

pour tout α ∈ R.

Preuve :

Supposons que f est quasi convexe sur Rn et montrons que Sα (f) est un convexe

pour tout α ∈ R. Prenons x, y ∈ Sα (f) on a :

∀t ∈ [0, 1] f(tx+ (1− t) y) ≤ max {f (x) , f(y)} ≤ α, ∀α ∈ R

alors : tx+ (1− t) y ∈ Sα (f) donc Sα (f) est convexe.

Supposons que Sα (f) est convexe, pour tout

α ∈ R et soit x, y ∈ Rn. On pose

α0 = max {f (x) , f(y)} ,

alors x ∈ Sα0 (f) et y ∈ Sα0 (f) résulte que tx+ (1− t) y ∈ Sα0 (f) ∀t ∈ [0, 1] donc f est

quasi convexe sur C. ¥

1.1.1 Propriétés des fonctions quasi-convexes

1. L’épigraphe d’une fonction quasi convexe n’est pas convexe.

2. Si (fi)i∈I une famille de fonctions quasi convexes, de Rn à valeur R∪ {+∞} , alors

15



sup
i∈I

fi est quasi convexe car

Sα

µ
sup
i∈I

fi

¶
= ∩

i∈I
Sα (fi) (l’intersection des ensembles convexes est convexe.)

3. la somme de deux fonctions quasi convexes à valeur dans R∪ {+∞} n’est pas quasi

convexe.

Exemple 1.1. Soit fi : R→ R , i = 1, 2 telles que :

f1 (x) = x

et

f2 (x) =

⎧⎨⎩ x2, si | x |≤ 1

1, si | x |> 1,

alors f1 et f2 sont deux fonctions convexes ce qui impliquent que f1, f2 sont quasi-convexes

tandis que f1 + f2 ne l’est pas.

Définition 1.10. [13]

1. Une fonction f définie de Rndans R est dite semi-continue inférieurement (s.c.i )

en x∗ ∈ Rnsi :

∀ (xn) ∈ Rn : xn → x∗ =⇒ f (x∗) ≤ lim
n
inf
k≥n

f (xk)

ou encore d’une maniére equivalente si :

∀ε > 0, ∃δ > 0 tel que f (x) ≥ f (x∗)− ε dés que k x− x∗ k ≤ δ.

2. f est dite semi-continue supérieurement (s.c.s) en x∗si (−f) est( s.c.i) en x∗.

3. f est dite continue en x∗ si et seulement si elle est à la fois (s.c.i) et (s.c.s) en x∗.

Définition 1.11. [13] On dit que f est propre si domf 6= ∅ et f (x) > −∞, ∀x ∈ Rn.

Définition 1.12. [15] On désigne par Γ0 (Rn) l’ensemble des fonctions convexes,

semi-continues inférieurements et propres sur Rn.
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Définition 1.13. [15] Soit f : Rn → R.On considère l’ensemble des fonctions s.c.i

majorées par f

F =
©
g : Rn → R : g s.c.i et g (x) ≤ f (x) ∀x ∈ Rn

ª
Alors F 6= ∅, et contient au moins la fonction identiquement égale à −∞. La fonction

supf∈Γ0 g est la plus grande fonction s.c.i majorée par f et dans ce cas g ∈ F, est appelée

la régularisée de f et on la note f .

Remarque 1.2. Si f est convexe, f est appelée fermeture de f.

Définition 1.14. [15] Une fonction convexe f est dite fermée si

f = f

Définition 1.15. [1] Soit f : Rn → R une fonction. La transformée de Legendre-

Fenchel où la conjuguée (polaire) de f notée f∗ est la fonction définie comme suit :

∀x∗ ∈ Rn, f∗ (x∗) = sup
x∈Rn

{hx, x∗i− f (x) }

Proposition 1.2. [15] Si f est convexe, la fonction f∗est appelée transformation de

Fenchel et on a l’inégalité suivante :

∀x, x∗ ∈ Rn, hx, x∗i ≤ f (x) + f (x∗)

La fonction conjuguée de f∗ (biconjuguée de f) qui sera notée f∗∗, est définie par :

f∗∗ (x) = sup
x∈Rn

{hx, x∗i− f∗ (x∗)} .

Et nous avons toujours : f∗∗ (x) ≤ f (x) ∀x ∈ Rn.

Théorème 1.3. [15] Soit f : Rn → R : f ∈ Γ0 (Rn) ,on dit que f est fermée si et

seulement si

f∗∗ = f.
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La fonction f∗∗ est appelée aussi la fermeture de f.

Proposition 1.3. [15] Soit f une fonction convexe et fermée. Alors f∗l’est aussi, de

plus

f∗∗ = f.

Définition 1.16. [12] Un sous ensemble A de Rn est appelé un cône si :

∀x ∈ A, ∀α > 0 : αx ∈ A, c.à.d R∗+A ⊂ A.

Définition 1.17. [12] Soit A ⊆ Rn un ensemble et a ∈ A, le cône normal de A en a,

est l’ensemble

N (a,A) = {y ∈ Rn : hy, x− ai ≤ 0, ∀x ∈ A}

Définition 1.18. [15] Un hyperplan est un ensemble de la forme :

H = {x ∈ Rn : f (x) = α}

où f est une forme linéaire continue définie sur Rn et α ∈ R.

Théorème 1.4. [12] Soit A et B deux sous ensembles de Rn non vides tels que :

1) A et B sont convexes et A ∩B = ∅.

2) Aoù B est un ouvert de Rn.

Alors, il existe un hyperplan H = {f = α} qui sépare A et B au sens large c.à.d

hf, xi ≤ α,∀x ∈ A

hf, xi ≥ α,∀x ∈ B.

Théorème 1.5. [12] Soit A et B deux sous ensembles convexes non vides de Rndisjoints.

Si A et B sont fermés et B est compact, alors il existe un hyperplan H qui sépare

strictement A et B c.à.d

∃ε > 0, hf, xi ≤ α− ε, ∀x ∈ A

hf, xi ≥ α− ε, ∀x ∈ B.
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Définition 1.19. [17] Soit D ⊆ Rn, le polaire de D est l’ensemble D◦ ⊂ Rn défini par :

D◦ = {y ∈ Rn : hy, xi ≤ 1, ∀x ∈ D} .

Définition 1.20. [17] Soient D1, D2 deux ensembles convexes, fermés et 0 ∈ D1 ∩D2,

alors :

D1 ⊆ D2 ⇔ D◦
2 ⊆ D◦

1.

Définition 1.21. [17] Soit D un ensemble convexe, fermé et 0 ∈ D alors : (D◦)◦ = D

Définition 1.22. [16] Soit D un ensemble convexe fermé dans Rntel que 0 /∈ D. Le

polaire inverse de D noté DHest défini par :

DH = {y ∈ Rn : hy, xi ≥ 1, ∀x ∈ D} .

Théorème 1.6. [16] Pour tout ensemble convexe, fermé tel que 0 /∈ D, on a :

DHH = cl {tx : x ∈ D, t ≥ 1} .

Remarque 1.3. Le polaire inverse défini auparavant est un ensemble convexe fermé ne

contenant pas zéro.

1.2 Sous différentiel d’une fonction convexe

Définition 1.23. [2] Soit f une fonction convexe de Rndans R.On dit que g ∈ Rnest

un sous-gradient de f en x∗si x∗ ∈ dom (f) et si

f (x)− f (x∗) ≥ hx− x∗, gi ∀x ∈ Rn.

L’ensemble ∂f (x∗) de tous les sous-gradients de f en x∗ est dit le sous-différentiel de f

en x∗.
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1.2.1 Propriétés des sous différentiels

Soit f : Rn → R une fonction convexe alors, on a :

1. x∗ /∈ domf ⇒ ∂f (x∗) = ∅;

2. g ∈ ∂f (x∗) ⇔ f (x) + f (x∗) = hg, x∗i;

3. f continue en x∗ ⇒ ∂f (x∗) 6= ∅. (la réciproque est fausse) ;

4. f convexe,sci et propre ⇒ ∂f (x∗) 6= ∅ ∀x∗ ∈ ri(domf);

5. Si f est convexe et ∂f (x∗) 6= ∅ ⇒ f est sci en x∗;

6. g ∈ ∂f (x∗) ⇔ x∗ ∈ ∂f∗ (g.) . la réciproque est vraie si f est sci en x∗;

7. Le sous différentiel d’une fonction f : Rn → R ∪ {+∞} est une partie convexe

fermée de Rn.

Remarque 1.4. Si f est différentiable en x∗, alors

∂f (x∗) = {∇f (x∗)} .

1.3 Programmation mathématique

Une programmation mathématique est un problème d’optimisation (P ) défini comme

suit :

min
x∈C

f (x) . (P)

Si C = Rn, on dit que (P ) est un problème sans contraintes. Si

C = {x ∈ Rn : gi (x) ≤ 0,i = 1, ..., n}

où f, gi(i = 1, ..., n) sont des fonctions continues sur Rn et à valeurs dans R. La fonction

f est appelée fonction objectif et C l’ensemble des contraintes. Dans ce cas le problème

(P ) s’appelle un problème d’optimisation sous contraintes .

Définition 1.24. [13] On appelle solution optimale(ou optimum globale) de (P ) une

solution qui minimise f (x) sur l’ensemble C, c.à.d f (x∗) = minx∈C f(x).
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Définition 1.25. [15] On dit que le problème (P ) admet une solution locale x∗s ’il existe

un voisinage V (x∗) de x∗dans C tel que :

∀x ∈ V (x∗) :f (x) ≥ f (x∗) .

Définition 1.26. [13] On dit qu’un problème d’optimisation est convexe (resp non

convexe ) s’il consiste à minimiser une fonction convexe (resp maximiser une fonction

concave) sur un domaine convexe.

Théorème 1.7. [13] Pour un problème d’optimisation convexe , tout optimum locale est

un optimum globale.

Théorème 1.8. [18] (Weirstrass : résultat d’existence). Si C est un compact non vide

de Rn et si f est continue sur C, alors le problème (P ) admet au moins une solution

optimale.

Théorème 1.9. [1] Si f est continue et coercive c.à.d lim f (x) = +∞ si kxk → +∞

et si C est fermé non vide, alors le problème (P ) admet au moins une solution optimale.

Théorème1.10. [1] (résultat d’unicitè). Si f est strictement convexe sur le convexe C

de Rn et si le problème (P ) admet une solution optimale, alors cette solution est unique.

Théorème 1.11. [14] Soit (P ) un programme convexe arbitraire et soit I l’ensemble

des indices i 6= 0 tel que fi n’est pas affine. Supposons que la valeur optimale n’est pas

−∞ et (P ) posséde au moins une solution admissible sur ri (C), alors les vecteurs de

Kuhn-tucker existent pour (P ) .

1.4 Conditions d’optimalité

Définition 1.27. [12] Soit C une partie non vide de Rnet x ∈ C, l’ensemble

T (C, x) = {d ∈ Rn, ∃ᾱ > 0 : x+ αd ∈ C pour 0 < α < ᾱ}

est appelé cône tangent à C en x, qu’on appelle aussi le cône des directions admis-

sibles pour C en x.
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Théorème 1.12. [12] Soit f : Rn → R une fonction différentiable, alors

1. Si x∗ ∈ C est une solution optimale du problème (P ) alors :

∀d ∈ T (C, x∗) :h∇f (x∗) , di ≥ 0.

2. Si f et gi sont des fonctions convexes alors x∗ ∈ C est une solution optimale de

(P ) si et seulement si

∀d ∈ T (C, x∗) : h∇f (x∗) , di ≥ 0.

Définition 1.28. [13] (Condition de Slater)

Si gi est convexe pour tout i = 1, ..., n, alors la condition :

∃x0 ∈ C : gi (x0) < 0 pour tout i = 1, .., n

est appelée la condition de Slater.

Lemme 1.1. [13] Soit x ∈ C, si la condition de Slater est vérifiée alors :

T (C, x) = {d ∈ Rn : h∇gi (x) , di ≤ 0, i ∈ I (x)} (1)

Définition 1.29. [13] On dit que C est régulière si la condition de Slater est vérifiée.

Corrolaire 1.1. [1] Soit f :X ⊆ Rn → R une fonction convexe continue et définie

sur un espace normé X et à valeurs dans R telle que [f < 0] 6= ∅ et soit D = [f ≤ 0],

alors pour tout x ∈ D les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

1. l ∈ ND (x) ,

2. Il existe λ ≥ 0 tel que : l ∈ λ∂f (x) et λf (x) = 0.

Le théorème suivant donne une condition nécessaire et suffisante d’optimalité globale

du problème de type (P ) sous les conditions suivantes :

1. la fonction objectif f est convexe
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2. l’ensemble des contraintes C = {x ∈ Rn : gi (x) ≤ 0,i = 1, ..., n} est convexe.

Théorème 1.13. [1] (Kuhn-Tucker) On suppose que C est régulière alors une

condition nécessaire et suffisante pour que x∗ ∈ C soit un optimum global du problème

convexe de type (P ) est qu’ils

existent des nombres λi ≥ 0 (i = 1, ..., n) appelés multiplicateur de Kuhn-Tucker, tels

que :

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 ∈ ∂f (x∗) +

nX
i=1

λi∂gi (x
∗)

λigi (x
∗) = 0, i = 1, ..., n
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Chapitre 2

Quasi-conjuguée et Quasi-sous

différentiel d’une fonction

quasi-convexe

Nous étudions dans ce chapitre la quasi-conjuguée et le quasi-sous différentiel d’une

fonction quasi-convexe. Les résultats principaux de cette étude seront utilisés dans le

chapitre suivant.

En premier lieu, on commence par la présentation des définitions et quelques propriétés

de la quasi-conjuguée d’une fonction quasi-convexe et la bi-quasi conjuguée. On exprime

la relation entre la conjuguée d’une fonction convexe et la quasi-conjuguée d’une fonction

quasi-convexe, puis on étudie le lien entre l’enveloppe supérieure quasi-convexe et la bi-

quasi-conjuguée. Dans le dernier paragraphe, on présente quelques notions du quasi-sous

différentiel.
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2.1 Quasi-conjuguée d’une fonction quasi-convexe

Définition 2.1. [18] Soit f : Rn → R une fonction. La quasi-conjuguée de la fonction

f est définie par :

fH (v) =

⎧⎪⎨⎪⎩
− inf

x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} , si v 6= 0

− sup
x
{f (x) : x ∈ Rn} , si v = 0

(2.1)

Remarque 2.1.

Si v 6= 0 on a : fH (v) = − inf
x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} ≥ − sup

x
{f (x) : x ∈ Rn} = fH (0)

Donc fH (0) = min
©
fH (v) : v ∈ Rn

ª
c.à.d fHpossède un minimum en 0. (2.2)

Exemple 2.1. Soit la fonction f définie par :

1. f (x) = kxk2

si v 6= 0 fH (v) = − inf {f (x) : hv, xi ≥ 1}

= − inf {kxk2 : hv, xi ≥ 1}

= sup {−kxk2 : hv, xi ≥ 1}

On a :

1 ≤ hv, xi ≤ kvkkxk =⇒ −kxk2 ≤ − 1

kvk2 =⇒ sup
x∈Rn

©
−kxk2

ª
= − 1

kvk2

Si v = 0

fH (0) = − sup {f (x) : x ∈ Rn} = − sup
©
kxk2 : x ∈ Rn

ª
= −∞

Donc fH (v) =

⎧⎨⎩ −1
kvk2 si v 6= 0

−∞ si v = 0

2. f (x) = C =Constant.

fH (v) = − inf
x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} = − inf

x
{c : hv, xi ≥ 1}
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= sup
x
{−c : hv, xi ≥ 1} = −c

Donc fH (v) = −c.

Proposition 2.1. La fonction fH est quasi-convexe et vérifie les propriétés sui-

vantes :

1. (tf)H = tfH ;

2. (f + α)H = fH − α ∀α ∈ R;

3. fH (v) ≥ fH (tv), ∀v ∈ Rn, ∀t ∈ [0, 1]

Preuve :

On montre que fH est quasi-convexe. Soient v1, v2 ∈ RnÂ {0} tels que :

1 ≤ hv1, xi ≤ hv2, xi ∀x ∈ Rn. (1)

On a :

fH (tv1 + (1− t) v2) = − inf
x
{f (x) : htv1 + (1− t) v2, xi ≥ 1}

= − inf
x
{f (x) : thv1, xi+ (1− t) hv2, xi ≥ 1}

L’ensemble {f (x) : hv1, xi ≥ 1} ⊂ {f (x) : hv2, xi ≥ 1} donc

inf {f (x) : hv1, xi ≥ 1} ≥ inf {f (x) : hv2, xi ≥ 1}
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D’où fH (v1) ≤ fH (v2)

Ce qui revient à dire que :

max
©
fH (v1) , f

H (v2)
ª
= fH (v2) (2)

D’après l’hypothèse(1), on a :

1 ≤ hv1, xi ≤ thv1, xi+ (1− t) hv2, xi ≤ hv2, xi

et {f (x) : thv1, xi+ (1− t) hv2, xi ≥ 1} ⊂ {f (x) : hv2, xi ≥ 1}

Donc

− inf {f (x) : thv1, xi+ (1− t) hv2, xi ≥ 1} ≤ − inf {f (x) : hv2, xi ≥ 1}

D’où

fH (tv1 + (1− t) v2) ≤ fH (v2) = max
©
fH (v1) , f

H (v2)
ª

Pour v1 = 0 ,v2 = 0 , t ∈ [0, 1] , fH (tv1 + (1− t) v2) ≤ max
©
fH (v1) , f

H (v2)
ª
est

vérifiée.

1. Si v 6= 0

(tf)H (v) = − inf
x
{tf (x) : hv, xi ≥ 1} = −t inf

x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} = tfH (v) .

Si v = 0

(tf)H (0) = − sup
x
{tf (x) : x ∈ Rn} = −t sup

x
{f (x) : x ∈ Rn} = tfH (0)

2. Si v 6= 0

(f + α)H (v) = − inf
x
{(f + α) (x) : hv, xi ≥ 1}

= − inf
x
{f (x) : hv, xi ≥ 1}− α

= fH (v)− α

Si v = 0

(f + α)H (0) = − sup
x
{(f + α) (x) : x ∈ Rn} = − sup

x
{f (x) : x ∈ Rn}− α

3. On montre que fH (v) ≥ fH (tv) ∀v ∈ Rn ,∀t ∈ [0, 1]
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On a :

fH (0) = min
©
fH (v) : v ∈ Rn

ª
⇒ fH (0) ≤ fH (v) ∀v ∈ Rn

Pour t = 0 fH (v) ≥ fH (0) ∀v ∈ Rn

Evidemment pour v = 0 on a :

fH (0) ≥ fH (0)

Pour v 6= 0 et t ∈ ]0, 1] on a :

{f (x) : thv, xi ≥ 1} ⊂ {f (x) : hv, xi ≥ 1} ce qui montre que :

inf {f (x) : hv, xi ≥ 1} ≤ inf {f (x) : thv, xi ≥ 1} donc fH (v) ≥ fH (tv) . ¥

Définition 2.2. [18] Soit f : Rn → R une fonction. Le conjuguée de la fonction

fHnoté par fHH est appelé la bi-quasi conjuguée de f définie par :

fHH (x) =

⎧⎨⎩ − inf
©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
si x 6= 0

− sup
©
fH (v) : v ∈ Rn

ª
si x = 0

(2.3)

Théorème 2.1. [18] La fonction fHH est quasi-convexe.

Preuve : les mêmes étapes de la preuve précédente

2.1.1 Les propriétés de la quasi-conjuguée

Définition 2.3. [18] On dit que la fonction f : Rn → R atteint sa valeur maximale

à l’infini si :

f (xn) −→ sup {f (x) : x ∈ Rn} pour toute suite {xn} telle que : kxnk→ +∞.
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Théorème 2.2. [16]

Soit f : Rn → R une fonction.

1. f est continue en 0 et f (0) = inf {f (x) : x ∈ Rn} alors fHatteint sa valeur maxi-

male à l’infini.

2. f atteint sa valeur maximale à l’infini, alors fH est continue en 0 et

fH (0) = inf
©
fH (v) : v ∈ Rn

ª
Preuve :

1. Supposons que f est continue en 0 et f (0) = inf {f (x) : x ∈ Rn} alors :

sup
v∈Rn

fH (v) = sup
v∈Rn
− inf

x
{f (x) : hv, xi ≥ 1}

= sup
x
sup
v∈Rn

{−f (x) : hv, xi ≥ 1}

= sup
x∈RnÁ{0}

−f (x) = − inf
x∈RnÁ{0}

f (x)

= − inf
x∈Rn

f (x) = −f (0)

Donc

sup
v∈Rn

fH (v) = −f (0) (2.4)

Soit {vn} une suite de vecteurs de Rn tels que :kvnk→ +∞ (n→ +∞) alors :

inf
x∈Rn

f (x) ≤ f

µ
vn
kvnk2

¶
⇒ fH (vn) = − inf {f (x) : hvn, xi ≥ 1} ≥ −f

µ
vn
kvnk2

¶
On a k vn

kvnk2k =
1

kvnk → 0 (n→ +∞) implique que :

lim inf fH (vn) ≥ lim inf −f
µ

vn
kvnk2

¶
= − lim sup f

µ
vn
kvnk2

¶
= −f (0)

Mais −f (0) = sup
v∈Rn

fH (v) donc fH (v) ≤ lim inf
n→+∞

fH (vn) ∀v ∈ Rn.

2. Supposons que f (xn)→ sup {f (x) : x ∈ Rn} ∀xn : kxnk→ +∞ (n→ +∞)

et montrons que fH est continue en 0

Supposons que {vn} ⊂ Rn tel que : vn → 0 (n→ +∞)
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Pour tout n, il existe un point xn tel que :

hvn, xni ≥ 1 (2.5)

f (xn) ≤ inf {f (x) : hvn, xi ≥ 1}+
1

n
(2.6)

Comme vn → 0 (n→ +∞) d’après(2.5), on a :kxnk→ +∞ (n→ +∞)

En plus : f (xn)→ sup {f (x) : x ∈ Rn} d’après(2.6), on a :

lim
n→+∞

| inf {f (x) : hvn, xi ≥ 1}− f (xn) |= 0

Alors :

lim fH (vn) = lim
n
− inf

x
{f (x) : hx, vni ≥ 1} = lim

n
−f (xn)

= − lim f (xn) = − sup {f (x) : x ∈ Rn} = fH (0)

Donc fH est continue en 0.

Reste à démontrer que fH (0) = min
©
fH (v) : v ∈ Rn

ª
. On a :

fH (v) = − inf {f (x) : hv, xi ≥ 1} ≥ − inf {f (x) : x ∈ Rn}

≥ − sup {f (x) : x ∈ Rn} = fH (0)

Alors :

fH (v) ≥ fH (0) ∀v ∈ Rn

Donc fH (0) = min
©
fH (v) : v ∈ Rn

ª ¡
fH possède un minimum au point 0

¢
¥

Théorème 2.3. [18]

1. Si f est s.c.i et atteint sa valeur maximale à l’infini, alors fH est s.c.s.

2. Si f est s.c.s, alors fHest s.c.i.

Preuve :

1. Supposons que {vn}→ v. On démontre que lim sup fH (vn) ≤ fH (v)
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∀n, ∃xn tel que :

hvn, xni ≥ 1

fH (vn) = − inf {f (x) : hvn, xi ≥ 1} = −f (xn)

Pour toute sous suite {xns} ⊂ {xn} telle que :kxnsk→ +∞ on a :

lim fH (vns) = lim−f (xns) = − lim f (xns)

= − sup {f (x) : x ∈ Rn} = fH (0) ≤ fH (v)

Donc lim fH (vns) ≤ fH (v)

D’autre part, pour toute sous suite {xns}→ x on a :

hx, vi ≥ 1

Et comme f est s.c.i on a :

f (x) ≤ lim inf f (xns)⇒ − lim inf f (xns) ≤ −f (x)

⇒ lim sup−f (xns) ≤ −f (x)

Mais lim sup−f (xns) = lim sup fH (vns) ≤ −f (x) ≤ fH (v)

Donc, il résulte que : lim sup fH (vns) ≤ fH (v). Cette dernière inégalité signifie que fH

est s.c.s.

2. (Voir le théorème 3.3 [18]) ¥
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2.2 Relation entre la quasi-conjuguée et la conjuguée

d’une fonction

On utilise maintenant les propriétés de la conjuguée, pour présenter quelques relations

entre la quasi-conjuguée et la conjuguée d’une fonction f .

Théorème 2.4. [16]

1. Soit f : Rn → R une fonction on a :

fH (y) ≤ f∗ (y)− 1, ∀y ∈ RnÂ {0} (2.7)

2. Si f est une fonction convexe finie, alors on a :

∀y ∈ RnÂ {0}
fH (y) = f∗ (t0y)− t0 = inf

t≥0
{f∗ (ty)− t}

où bien fH (y) = f∗ (y) =∞
(2.8)

Preuve :

1. On a :

fH (y) = − inf
x
{f (x) : hy, xi ≥ 1} = sup

x
{−f (x) : hy, xi ≥ 1}

= sup
x
inf
t≥0
{t (hy, xi− 1)− f (x)} = sup

x
inf
t≥0
{thy, xi− t− f (x)}

≤ inf
t≥0
sup
x
{thy, xi− t− f (x)} ≤ sup

x
{hy, xi− 1− f (x)}

= sup
x
{hy, xi− f (x)}− 1 = f∗ (y)− 1

Donc fH (y) ≤ f∗ (y)− 1 ∀y ∈ RnÂ {0}

2. f convexe finie. La quasi-conjuguée et la conjuguée sont égales

fH (y) = f∗ (y) = +∞
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D’après( 2.7), on a :

Si fH (y) = +∞, alors f∗ (y) = +∞.

Supposons que :

fH (y) < +∞⇔− inf {f (x) : hy, xi ≥ 1} < +∞

⇔ inf {f (x) : hy, xi ≥ 1} > −∞

Alors (d’après le théorème(1.9)), il existe t0 ≥ 0 tel que :

fH (y) = − inf
x
{f (x) : hy, xi ≥ 1} = sup

x
{−f (x) : hy, xi ≥ 1}

D’autre part

f∗ (t0y)− t0 = sup
x
{t0hy, xi− t0 − f (x)} = sup

x
inf
t≥0
{thy, xi− t− f (x)}

= inf
t≥0
sup
x
{hty, xi− f (x)− t} = inf

t≥0
{f∗ (ty)− t}

Donc fH (y) = f∗ (t0y)− t0 = inf
t≥0
{f∗ (ty)− t} . ¥

2.3 Relation entre la bi-quasi conjuguée et l’enve-

loppe supérieure d’une fonction quasi-convexe

Dans cette partie on introduit le concept de l’enveloppe supérieure d’une fonction

quasi-convexe pour déterminer la relation de ce dernier avec la bi-quasi-conjuguée.

Définition 2.4. [18] Soit f : Rn → R une fonction. Une fonction h est dite l’enve-

loppe supérieure quasi-convexe de f si :

{x : h (x) < α} = conv {x : f (x) < α} ∀α ∈ R (2.9)

33



Proposition 2.2. [18] Pour toute fonction f : Rn → R, l’enveloppe supérieure

quasi-convexe de f existe toujours et unique.

.

Preuve :

Pour toute α, on a : {x : f (x) < α} = ∪
β≺α

{x : f (x) < β} , alors :

conv {x : f (x) < α} = ∪
β<α

conv {x : f (x) < β} (2.10)

On obtient la fonction h : Rn → R par la définition suivante :

h (x) = inf

½
γ : x ∈ ∪

β<γ
conv {x : f (x) < β}

¾
(2.11)

Supposons que x ∈ {x : h (x) < α} donc h (x) < α

D’après(2.11), il existe γ < α tel que : x ∈ ∪
β≺α

conv {x : f (x < β)}

Comme γ < α, d0après (2.10) on a : x ∈ conv {x : f (x) < α} .

Unicité :

Supposons que h et g sont des enveloppes supérieures quasi-convexes de f.

D’après(2.9), on a :

{x : h (x) < α} = {x : g (x) < α} = conv {x : f (x) < α} , ∀α

Ce qui implique que h (x) = g (x) ∀x ∈ Rn c.à.d h = g. ¥
Proposition 2.3. [16] L’enveloppe supérieure quasi-convexe de la fonction f est la

plus grande fonction quasi-convexe majorée par f.

Théorème 2.5. [16] Soit f : Rn → R une fonction telle que f ∈ ΓU alors, la

bi-quasi-conjuguée coincide avec l’enveloppe supérieure quasi-convexe de f c.à.d

©
x : fHH (x) < α

ª
= conv {x : f (x) < α} (2.12)

Pour demontrer ce théorème, on a besoin du lemme suivant :
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Lemme 2.1. [18] Soit f : Rn → R une fonction quelconque. Alors on a :

fHH (0) = inf
©
fHH (x) : x ∈ RnÂ {0}

ª
(2.13a)

= inf {f (x) : x ∈ RnÂ {0}} (2.13b)

fHH (x) ≤ f (x) ∀x ∈ RnÂ {0} (2.13c)

Preuve :

Soit x ∈ RnÂ {0}

fHH (x) = − inf
v

©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
= − inf

v

n
− inf

z
{f (z) : hv, zi ≥ 1} : hv, xi ≥ 1

o
= sup

v

n
inf
z
{f (z) : hv, zi ≥ 1} : hv, xi ≥ 1

o
≤ sup

v
{f (x) : hv, xi ≥ 1} = f (x)

Donc fHH (x) ≤ f (x) ∀x ∈ RnÂ {0} .

D’après la définition(2.3), on a :

fHH (0) = − sup
v

©
fH (v) : v ∈ Rn

ª
= − sup

v

n
− inf

x
{f (x) : hv, xi ≥ 1}

o
(2.14)

= inf
v
inf
x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} = inf

x
{f (x) : x ∈ RnÂ {0}}

D’après (2.13c), il résulte :

inf
x
{f (x) : x ∈ RnÂ {0}} ≥ inf

©
fHH (x) : x ∈ RnÂ {0}

ª
donc fHH (0) ≥ inf {f (x) : x ∈ RnÂ {0}} (2.15)

On a :

fHH (0) = inf
©
fHH (x) : x ∈ Rn

ª
≤ inf

©
fHH (x) : x ∈ RnÂ {0}

ª
(2.16)

donc fHH (0) ≤ inf
©
fHH (x) : x ∈ RnÂ {0}

ª
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D’après (2.1),(2.15),(2.1), on a :

fHH (0) = inf {f (x) : x ∈ RnÂ {0}} = inf
©
fHH (x) : x ∈ RnÂ {0}

ª
Démonstration du théorème :

D’après le lemme précédent et f (0) = inf {f (x) : x ∈ RnÂ {0}} on a :

{x : f (x) < α} ⊆
©
x : fHH (x) < α

ª
∀α ∈ R

En plus, fHH est quasi-convexe, l’ensemble
©
x : fHH (x) < α

ª
est convexe

Donc conv {x : f (x) < α} ⊆
©
x : fHH (x < α)

ª
Reste à démontrer l’inclution inverse c.à.d

©
x : fHH (x) < α

ª
⊆ {x : f (x) < α} .

Supposons que x /∈ conv {x : f (x) < α}, comme conv {x : f (x) < α} un ensemble convexe

ouvert on a :

fHH (0) = inf
©
fHH (x) : x ∈ Rn

ª
= inf {f (x) : x ∈ Rn} = f (0)

Si f (0) ≥ α c-à-d
¡
fHH (x) ≥ α

¢
alors l’ensemble

©
x : fHH (x) < α

ª
= ∅

Donc x /∈
©
x : fHH (x) < α

ª
.

Maintenant si f(0) < α c’est-à-dire 0 ∈ {x : f (x) < α} ⊆ conv {x : f (x) < α}

Puisque x /∈ conv {x : f (x) < α} alors, il existe un hyperplan écrit sous la forme :

{x : hv, xi = 1} qui sépare x et conv {x : f (x) < α} où v satisfait :

hv, xi ≥ 1 (2.17)

hv, xi < 1 ∀x ∈ conv {x : f (x) < α} (2.18)

D’après(2.18) on a inf {f (x) : hv, xi ≥ 1} ≥ α. Alors

fHH (x) = − inf
©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
≥ −fH (v) = inf {f (x) : hv, xi ≥ 1} ≥ α

Ce qui implique que x /∈
©
x : fHH (x) < α

ª
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Donc
©
x : fHH (x) < α

ª
⊆ conv {x : f (x) < α}

Finalement on a :
©
x : fHH (x) < α

ª
= conv {x : f (x) < α} ∀α ∈ R. ¥

Théorème 2.6. [18] Soit f : Rn → R une fonction. Si f ∈ ΓL, alors fHH est

l’enveloppe supérieure quasi-convexe de f et

©
x : fHH (x) ≤ α

ª
= conv {x : f (x) ≤ α} (2.19)

Preuve :

On

fHH (0) = inf
©
fHH (x) : x ∈ RnÂ {0}

ª
= inf {f (x) : x ∈ RnÂ {0}} = f (0)

et {x : f (x) ≤ α} ⊂
©
x : fHH (x) ≤ α

ª
∀α

L’ensemble
©
x : fHH (x) ≤ α

ª
est un convexe,ce qui implique que :

conv {x : f (x) ≤ α} ⊂
©
x : fHH (x) ≤ α

ª
.

Reste à démontrer l’inclusion inverse.

Soit x /∈ conv {x : f (x) ≤ α} . L’ensemble{x : f (x) ≤ α} est compacte, alors

conv {x : f (x) ≤ α} est fermé donc il existe un vecteur x∗tel que :

hx∗, xi ≥ 1 (2.20)

hx∗, yi < 1 ∀y : f (y) ≤ α (2.21)

On a (2.21) implique que inf {f (y) : hx∗, yi ≥ 1} > α, alors

fHH (x) = − inf
©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
≥ −fH (y) = inf {f (y) : hx∗, yi ≥ 1} > α

Donc
©
x : fHH (x) ≤ α

ª
= conv {x : f (x) ≤ α}

Soit h une fonction quasi-convexe majorée par f . Pour toute α on a :

{x : f (x) ≤ α} ⊂ {x : h (x) ≤ α}
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Et comme {x : h (x) ≤ α} est un ensemble convexe ,

Donc conv {x : f (x) ≤ α} ⊂ {x : h (x) ≤ α}

mais conv {x : f (x) ≤ α} =
©
x : fHH (x) ≤ α

ª
alors h (x) ≤ fHH (x) donc fHH la plus

grande fonction quasi- convexe majorée par f (fHH l’enveloppe supérieure quasi-convexe

de f ). ¥
Corollaire 2.1. [16] Soit f : Rn → R une fonction quasi-convexe. Si f ∈ ΓU ∪ ΓL

alors fHH = f.

2.4 Quasi-sous différentiel d’une fonction quasi-convexe

Définition 2.5. [16] On dit que f est quasi sous différentiel au point x ∈ Rn, s’il

existe v ∈ Rn − {0} tel que :

hv, xi = 1 et fH (v) ≤ −f (x) (2.22)

Où v est le vecteur quasi sous différentiel de f en x et ∂Hf (x) est l’ensemble des

vecteurs quasi-sous différentiel de f en x.

Remarque 2.2. [16]

1. Si ∂Hf (x) 6= ∅, on dit que f est quasi-sous différentiable en x.

2. Si ∂Hf (x) 6= ∅ pour tout x ∈ Rn, on dit que f est quasi-sous différentiable sur Rn.

3. ∀v ∈ RnÂ {0} fH (v) = − inf {f (x) : hv, xi ≥ 1}

= sup {−f (x) : hv, xi ≥ 1} ≥ −f (x)

Donc

fH (v) ≥ −f (x) ,∀x : hv, xi ≥ 1 (2.23)

D’après(2.22) et(2.23) on a :

v ∈ ∂Hf (x)⇔ hv, xi = 1 et fH (v) = −f (x) . (2.24)

Théorème 2.7. Si fH est quasi-convexe et ∂Hf (x) 6= ∅ , alors ∂Hf (x) est convexe.
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Preuve :

On a : ∂Hf (x) 6= ∅ ⇔ ∃v ∈ ∂Hf (x) : hv, xi = 1 et fH (y) = −f (x)

On montre que

∂Hf (x) est convexe ⇔ ∀t ∈ [0, 1] , ∀v1, v2 ∈ ∂Hf (x) tv1 + (1− t) v2 ∈ ∂Hf (x)

⇔ htv1 + (1− t) v2, xi = 1 et fH (tv1 + (1− t) v2) = −f (x)

On a : htv1 + (1− t) v2, xi = htv1, xi+ h(1− t) v2, xi = thv1, xi+ (1− t) hv2, xi

= t+1− t = 1 ( v1, v2 ∈ ∂Hf (x)).

Supposons que

1 ≤ hv1, xi ≤ hv2, xi alors htv1, xi ≤ htv2, xi ∀t ≥ 0

Donc htv1 − tv2 + v2, xi ≤ hv2, xi (*)

D’autre part, on a :

fH (tv1 + (1− t) v2) = − inf {f (x) : htv1 + (1− t) v2, xi ≥ 1}

D’après(2.1), on a : fH (tv1 + (1− t) v2) ≥ −f (x) .

Reste à démontrer l’inégalité inverse

L’ensemble {f (x) : htv1 + (1− t) v2, xi ≥ 1} ⊆ {f (x) : hv2, xi ≥ 1}

Implique que inf {f (x) : htv1 + (1− t) v2, xi ≥ 1} ≥ inf {f (x) : hv2, xi ≥ 1}

Donc fH (tv1 + (1− t) v2) ≤ fH (v2) = − inf {f (x) : hv2, xi ≥ 1} = −f (x)

Car v2 ∈ ∂Hf (x) , finalement il résulte que ∂Hf (x) est convexe .¥
Définition 2.7. [19] Le vecteur v est appelé quasi-sous différentiel de f en x si :

f (y) > f (x) ⇒ hv, yi > hv, xi (2.25a)

hv, xi = 1 (2.25b)
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2.4.1 Propriétés des quasi-sous différentiels

Théorème 2.8. [16] Soit f : Rn → R une fonction. On a :

∂H (max {f (.) , α}) = ∂Hf (x) ∀α < f (x) (2.26)

Preuve :

Soit y ∈ ∂Hf (x) , implique que : hy, xi = 1 et −f (x) = fH (y)

= − inf {f (z) : hy, zi ≥ 1}

Pour tout α < f (x) = inf {f (z) : hy, zi ≥ 1} , ona :

f (z) = max {f (z) , α}∀z : hy, zi ≥ 1

Donc (max {f (.) , α})H (y) = − inf {max {f (.) , α} : hy, .i ≥ 1}

= − inf {f (z) : hy, zi ≥ 1} = fH (y)

Ce qui implique que y ∈ ∂H (max {f (.) , α}) .

Soit y ∈ ∂H (max {f (.) , α}) alors
hy, xi = 1 et − f (x) = (max {f (.) , α})H (y)

= − inf {max {f (z) , α} : hy, zi ≥ 1}

= − inf {f (z) : hy, zi ≥ 1}

Ce qui résulte à : max (f (z) , α) ≥ f (x) ∀z : hy, zi ≥ 1

⇒ f (z) ≥ f (x) ∀z : hy, zi ≥ 1⇒−f (x) = − inf {f (z) : hy, zi ≥ 1}

= fH (y)⇒ y ∈ ∂Hf (x)

Donc on a :

∂H (max {f (.) , α}) = ∂Hf (x) ∀α < f (x) ¥

Théorème 2.9. [16] Soit f : Rn → R une fonction. Si f est une fonction quasi-sous

différentiable en x alors, fHH (x) = f (x) .
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Preuve :

Soit y ∈ ∂Hf (x) ⇔ hy, xi = 1 et fH (y) = −f (x)

On a :

fH (y) ≥ inf
©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
Donc f (x) = −fH (y) ≤ − inf

©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
= fHH (x) (2.27)

En plus

fHH (x) = − inf
v

©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
= − inf

v

n
− inf

z
{f (z) : hv, zi ≥ 1} : hv, xi ≥ 1

o
= sup

v

n
inf
z
{f (z) : hv, zi ≥ 1} : hv, xi ≥ 1

o
≤ sup

v
{f (x) : hv, xi ≥ 1} = f (x) (2.28)

D’après(2.27) et(2.28) on a :fHH (x) = f (x) . ¥
Théorème 2.10. [16] Soit f ∈ ΓU . Pour toute x : f (x) > f (0) , si fHH (x) = f (x)

alors f est quasi-sous différentiable en x.

Preuve :

Posons α = fHH (x) = f (x) > f (0) et G =
©
z : fHH (z) < α

ª
, Q = {z : f (z) < α}

Comme fHH est la plus grande fonction quasi-convexe majorée par f , l’ensemble G est

un convexe ouvert qui contient Q.

x /∈ G, d’après le théorème(1.2) de séparation (H.B) , il existe une forme linéaire hy, .i

qui sépare x et G :

hy, xi > hy, zi ∀z ∈ G

Si 0 ∈ Q ⊆ G on a :hy, xi > 0,

Supposons que hy, xi = 1 donc hy, zi < 1 pour tout z ∈ G on a alors

hy, zi ≥ 1⇒ z /∈ G⇒ z /∈ Q

Ce qui implique f (z) ≥ α ≥ f (x) donc

inf {f (z) : hy, zi ≥ 1} = f (x)⇔ fH (y) = −f (x)
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Il revient que : y ∈ ∂Hf (x) équivalent à f est quasi-sous différentiable en x. ¥
Corollaire 2.3. [16] Soit f une fonction semi-continue supérieure(s.c.s), quasi-

convexe. Alors f est quasi-sous différentiable en {x : f (x) > f (0)} .

Preuve :

Posons g (x) = max {f (x) , f (0)} on a : g ∈ ΓU et g est quasi-convexe alors ,

gHH = g d’après le théorème (2.11), ∂Hg (x) 6= ∅ ∀x : g (x) > g (0)

donc ∂Hg (x) = ∂Hf (x) ∀x : f (x) > f (0)

Ce qui implique que f est quasi-sous différentiable en {x : f (x) > f (0)} ¥.

2.5 Relation entre le quasi-sous différentiel et le sous

différentiel d’une fonction convexe

Nous étudions dans ce paragraphe la relation entre le quasi-sous différentiel et le

sous-différentiel d’une fonction convexe.

Théorème 2.11. [16]

1. Si f est une fonction convexe finie , alors pour toute x ∈ Rn tel que :f (x) > f (0)

on a :

∂Hf (x) ⊆ ∪t∂f (x)
tÂ0

(2.29)

2. Si f convexe, semi continue inférieurement et 0 ∈ int (domf) alors, pour toute

x ∈ domf tel que

f (x) > f (0) on a :

y ∈ ∂f (x) =⇒ 1

hy, xiy ∈ ∂Hf (x) (2.30)

Preuve :

1. Soit y ∈ ∂Hf (x) alors hy, xi = 1 et f (x) = −fH (y)

= inf {f (x) : hy, xi ≥ 1} > −∞
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Donc il existe t ≥ 0 tel que :

fH (y) = − inf {f (x) : hy, xi ≥ 1} = f∗ (ty)− t

Si t = 0 on a :

fH (y) = −f (x) = f∗ (0)− 0 = sup {−f (x) : x ∈ Rn} = −f (0)

Donc f (x) ≤ f (0) contradiction avec l’hypothèse ,ce qui revient que t > 0

On a :

fH (y) + f (x) = f∗ (ty)− t+ f (x) = 0

⇒ f∗ (ty)− thy, xi+ f (x) = 0 (hy, xi = 1)

⇒ thy, xi = f∗ (ty) + f (x)⇒ ty ∈ ∂f (x)

⇒ y ∈ 1
t
∂f (x)⇒ y ∈ ∪

tÂ0
t.∂f (x)

2 Soit maintenant y ∈ ∂f (x)⇔ f (z) ≥ f (x) + hy, z − xi

Du fait que 0 ∈ int (domf) et f (x) > f (0), il resulte que :

hy, xi > 0 (f (0) ≥ f (x)− hy, xi)

fH
³

1
hy,xiy

´
= − inf

n
f (z) : h 1

hy,xiy, zi ≥ 1
o
= − inf {f (z) : hy, zi ≥ hy, xi}

De même y ∈ ∂f (x) alors :

f (z) ≥ f (x) + hy, z − xi ∀z ∈ Rn

D’où fH
³

1
hy,xiy

´
≤ − inf . {f (x) + hy, z − xi : hy, zi ≥ hy, xi} = −f(x)

D’après(2.24) on a 1
hy,xiy ∈ ∂Hf (x) ¥
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Remarque 2.3. [16] Si f est une fonction convexe finie, pour toute x tel que

f (x) > f (0) on a :

Cone∂Hf (x) = Cone∂f (x)⇔ R+∂Hf (x) = R+∂f (x)

où ConeA = {λx : x ∈ A, λ ≥ 0} .
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Chapitre 3

Conditions d’optimalité et dualité

Dans cette partie on présente les conditions d’optimalité et la dualité des problèmes

quasi-convexes.

Au premier paragraphe, on classifie les problèmes quasi convexes en trois types, qui

se distinguent par leurs équivalences. Dans le deuxième, on présente les conditions d’op-

timalité pour les trois types de problèmes, et en même temps on présente ces conditions

sous forme de polaires d’ensembles. Le troisième paragraphe est consacré à l’étude de la

dualité c’est-à-dire, on ramène chacun de ces problèmes sous certaines hypothèses à un

problème équivalent appelé le problème dual. Dans le dernier paragraphe, on présente un

problème d’application concret en économie.

3.1 Définition et classification des programmes quasi

convexes

·Définition d’un programme quasi-convexe
Soit le problème d’optimisation suivant :

Min x∈Df (x) (P)

où D = {x : fi (x) ≤ 0, i = 1, n}et f , fi (i = 1, n) sont des fonctions continues sur Rn.
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On dit que ce probléme est un programme quasi-convexe si la fonction objectif est

quasi-convexe et fi.sont convexes.

· Classification des programmes quasi-convexes
Evidemment, on ne peut pas traiter d’emblée tous les problèmes qui se rattachent

à la classe des programmes mathématiques quasi-convexes. On classifie ces différents

problèmes en trois types qui sont :

1. Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un domaine convexe fermé D de Rn

min
x∈D

f (x) (P1)

1. Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un complément d’un convexe D

min
x/∈intD

f (x) (P2)

2. Maximisation d’une fonction quasi-convexe sur un domaine compact D

max
x∈D

f (x) (P3)

Remarque 3.1.

1. Le probléme min {f (x) : x /∈ intD} où f une fonction arbitraire et D un ensemble

convexe fermé est équivalent au problème D.C

min {h (x)− g (x) : x ∈ D}

Où h, g sont des fonctions convexes( ref [17]).

2. Tout les problèmes quasi convexes définis précédemment son équivalents, dans le

sens que l’on peut transformer chacun de ces trois types au deux autres.
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3.2 Conditions d’optimalité

3.2.1 Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un domaine

convexe fermé de Rn

On considère le probléme (P1) :

min
x∈D

f (x) (P1)

Sous l’hypothèse que f ∈ Γ est une fonction quasi-convexe et D est un domaine convexe

fermé de Rn.

Le problème (P1) admet une solution optimale.

Supposons que :

inf {f (x) : x ∈ D} > inf {f (x) : x ∈ Rn} = f (0)

Alors, la fonction f est quasi-sous différentiable sur D.

Le théorème suivant donne une condition suffisante d’optimalité globale du problème

(P1) .

Théorème 3.1. [16]

Une condition suffisante pour que x∗ ∈ D soit une solution globale du problème (P1)

est

0 ∈ ∂Hf (x∗) +N (x∗, D) (3.1)

Preuve :

Supposons que la condition (3.1) est satisfaite, donc il existe y ∈ ∂Hf (x∗) et −y ∈

N (x∗,D) .

y ∈ ∂Hf (x∗)⇔ hy, x∗i = 1 et f (x∗) = −fH (y)

−fH (y) = inf {f (z) : hy, zi ≥ 1} ≤ f (z) : hy, zi ≥ 1

−y ∈ N (x∗, D) ⇔ h−y, z − x∗i ≤ 0 ∀z ∈ D

⇔ hy, zi ≥ 1 ∀z ∈ D

47



Ce qui implique que x∗ est une solution globale de (P1) . ¥
Si on prend D sous la forme :

D = {x ∈ Rn : fi (x) ≤ 0, i = 1, ..., k}

où fi (i = 1, ..., k) sont des fonctions continues sur Rnet à valeurs dans R, telles que :

∩
1≤ i ≤ k

[fi < 0] 6= ∅

alors, d’après le corollaire (1.1), ils existent des nombres réels positifs λi tels que :

N (x∗, D) = Cône

Ã
nX
i=1

λi∂fi (x
∗)

!
λifi (x

∗) = 0

Dans ce cas la condition d’optimalité ainsi présentée est équivalente à :

0 ∈ ∂Hf (x∗) +
X

1≤ i ≤ k

λi∂fi (x
∗)

λi ≥ 0 λifi (x
∗) = 0 , i = 1, ..., k ¥

Remarque 3.2.

Dans le cas convexe, la condition ci-dessus devient :

0 ∈ ∂f (x∗) +
X

1 ≤ i ≤ k

λi∂fi (x
∗)

λi ≥ 0 λifi (x
∗) = 0 , i = 1, ..., k

Et cette dernière n’est autre que la condition de Kuhn-Tucker.
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Exemple 3.1.

Soit f : R→ R définie par :

f (t) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
| t | si t ≤ 1

1 si 1 < t ≤ 2
t
2

si t > 2

, D =

∙
1

2
, 5

¸

1 2 3 4 5
0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

2.25

2.50

x

y

Figure 3.1 : le graphe de la fonction f

La fonction f est quasi convexe et quasi sous différentiable sur D.

Tout t ∈ [1, 2] est une solution locale ( non globale). On va vérifier maintenant la condition

(3.1).

y ∈ ∂Hf (t) ⇔ fH (y) = −f (t) et hy, t i = 1

fH (y) = − inf {f (t) : hy, ti ≥ 1} et hy, t i = 1

= − inf {t : hy, ti ≥ 1} et yt = 1

= −t = −f (t) et y = 1
t

Donc ∂Hf (t) =
©
1
t

ª
.

N (x∗,D) = {y ∈ R : hy, z − ti ≤ 0 ∀z ∈ [1, 2]}

= {y : y (z − t) ≤ 0 ∀z ∈ [1, 2]}

y = 1
t
, t ∈ [1, 2] ⇒ y ≥ 0.
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t est un minimum local, alors : z ≥ t ∀z ∈ [1, 2] ⇒ z − t ≥ 0⎧⎨⎩ y (z − t) ≤ 0

z − t ≥ 0
⇒ y = 0⇒ N (t,D) = {0}

et la condition d’optimalité globale ainsi définie n’est pas vérifiée.

Tout point t ∈ [1, 2] est une solution locale ( non globale), f admet une solution unique

globale t = 1
2
sur D =

£
1
2
, 5
¤
. On va vérifiér la condition (3.1) du théorème précédent.

y ∈ ∂Hf (t)⇔ fH (y) = −f (t) et hy, ti = 1

fH (y) = − inf {f (t) : hy, ti ≥ 1} et hy, ti = 1

= − inf {f (t) : yt ≥ 1} et yt = 1

= −f (t) et y 1
2
= 1

= −f (t) et y = 2

Donc ∂Hf (t) = {2} .

N (t,D) =
©
y : hy, z − ti ≤ 0 ∀z ∈ D =

£
1
2
, 5
¤ª

=
©
y : y (z − t) ≤ 0 ∀z ∈

£
1
2
, 5
¤
=
£
1
2
, 1
¤
∪ [1, 2] ∪ [2, 5]

ª

t = 1
2

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
z ∈

£
1
2
, 1
¤
⇒ 0 ≤ z − t ≤ 1

2

z ∈ [1, 2] ⇒ 1
2
≤ z − t ≤ 3

2

z ∈ [2, 5] ⇒ 3
2
≤ z − t ≤ 9

2

⇒ z − t ≥ 0

On a : y (z − t) ≤ 0 mais (z − t) ≥ 0 ce qui implique que y ≤ 0.

Donc N (t,D) = {y : y ≤ 0}

De plus la condition 0 ∈ ∂Hf (t) +N (t,D) est vérifiée.

Théorème 3.2. [16]

La condition (3.1) est satisfaite au moins pour un vecteur x ∈ D .

Preuve :

50



Comme f ∈ Γ, D un convexe fermé, alors f atteint sa valeur maximale α en D.

max {f (x) : x ∈ D} = α <∞

Supposons que

sup
x∈Rn

f (x) = +∞

L’ensemble S = {x : f (x) > α} est un ensemble non vide ouvert,et 0 ∈ S

etM = {x : f (x) = α} un ensemble compact. On note par d (y, S) la distance euclidéenne

de y à S :

d (y, S) = inf {ky − zk : z ∈ S}

Soit x ∈M tel que Ś l’adhérence de S :

d (x, S) = inf
y∈M

d (y, S)

Si d (x, S) = 0 alors S = Ś.

Si d (x, S) > 0, alors :

Ś = {x+ λ (y − x) : 0 < λ ≤ 1, y ∈ S} ,

et

d (x+ λ (y − x) , S) < d (x, S) , ∀λ ∈ (0, 1], ∀y ∈ S

En plus Ś∩D = ∅.Alors dans tous les cas, on a un ensemble convexe ouvert Ś satisfaisant :

Ś ∩D = ∅ et x ∈ cl
³
Ś
´
∩D,

où cl(Ś) est la ferméture de Ś. Depuis 0 ∈ intD et d’après le théorème de séparation, il
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existe un vecteur P tel que :

hP, xi = 1 (3.2a)

hP, yi ≤ hP, xi ∀y ∈ D (3.2b)

hP, zi > hP, xi ∀z ∈ Ś (3.2c)

D’après l’inégalité (3.1), on a :

P. (y − x) ≤ 0 ∀y ∈ D⇒ P ∈ N (x,D)

D’autre part, on a :S ⊆ Ś alors,

hP, zi > hP, xi ∀z ∈ S. (3.3)

⇔ hP, zi > hP, xi ∀z : f (z) > f (x) (depuis f (x) = α)

l’équation (3.2a) et l’inégalité (3.3) implique que P ∈ ∂Hf (x). ¥

3.2.2 Minimisation d’une fonction quasi-convexe sur un com-

plément d’un convexe

Soit le problème suivant :

min
x/∈intD

f(x) (P2)

où f ∈ ΓL une fonction quasi convexe et D un ensemble convexe fermé de Rn tel que

0 ∈ intD. Alors, le problème (P2) admet une solution optimale.

Définition 3.1. [18].

On dit que le problème (P2) est écrit sous forme standard si :

0 ∈ intD et f (0) = inf {f (x) : x ∈ RnÂ {0}} .

Le théorème suivant établit une condition pour laquelle z /∈ intD est une solution globale.
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Théorème 3.2. [16]

Une condition nécessaire et suffisante pour que z /∈ intD soit une solution globale du

problème (P2) est :

1. ∂Hf (z) ∩D◦ 6= ∅

2. fH (y) = sup
©
fH (v) : v ∈ D◦ª ∀ y ∈ ∂Hf (z)

Preuve : On a

Pour v ∈ D◦avec hv, xi ≥ 1 ⇔ x /∈ intD (3.4)

On a :

sup
©
fH (v) : v ∈ D◦ª = sup {− inf {f (x) : hv, xi ≥ 1} : v ∈ D◦}

= − inf
v∈D◦

inf
x
{f (x) : hv, xi ≥ 1}

= − inf {f (x) : x /∈ intD} (d’après (3.4) )

Soit z /∈ intD une solution du (P2).Comme z /∈ intD, il existe y ∈ D◦ tel que : hy, zi = 1,

alors

−fH (y) = inf {f (x) : hy, xi ≥ 1} ≥ inf {f (x) : x /∈ intD} (depuis y ∈ D◦)

= f (z)

La définition de ∂Hf (z) implique que ∂Hf (z) ∩D◦ 6= ∅.

Soit y ∈ ∂Hf (z) on a :

fH (y) = −f (z) = − inf {f (x) : x /∈ intD} = sup
©
fH (v) : v ∈ D◦ª

Supposons maintenant que ∂Hf (z) ∩D◦ 6= ∅ et fH (y) = sup
©
fH (v) : v ∈ D◦ª

On doit vérifier que z n’appartient pas à intD.

Comme y ∈ D◦et hy, zi = 1 implique que z /∈ intD, donc z est admissible.

f (z) = −fH (y) = − sup
©
fH (v) : v ∈ D◦ª = inf {f (x) : x /∈ intD}
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Donc z est une solution optimale de (P2). ¥
· les conditions d’optimalité au sens des polaires :

Théorème 3.3. [17]

Soit z /∈ intD. La condition

D◦ ⊆ {x : f (x) < f (z)}◦ (3.5)

est nécessaire pour que z soit une solution optimale.de (P2) c.à.d

z est une solution optimale de (P2) ⇒ D◦ ⊆ {x : f (x) < f (z)}◦

Si le problème (P2) est régulier c.à.d

inf {f (x) : x /∈ intD} = inf {f (x) : x /∈ D} (3.6)

Alors, la condition (3.5) est suffisante pour que z soit une solution optimale de (P2).

Preuve :

Supposons que z est une solution optimale de (P2) , alors :

f (z) ≤ f (x) ∀x /∈ intD

Donc

{x : f (x) < f (z)} ⊆ intD ⊂ D

D’après la definition (1.20), on a :

D◦ ⊆ {x : f (x) < f (z)}◦

Supposons maintenant que(3.6) est satisfaite c-à-d :

inf {f (x) : x /∈ intD} = inf {f (x) : x /∈ D}

et z n’est pas une solution optimale, alors il existe u /∈ D : f (u) < f (z) .
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Comme u /∈ D, D est fermé et 0 ∈ D , ∃v ∈ D◦ : hu, vi > 1.

Du fait que f (u) < f (v) , il resulte que v /∈ {x : f (x) < f (z)}◦ .

Donc D◦ 6⊂ {x : f (x) < f (z)}◦. ¥
Remarque 3.3.

Si f est s.c.s alors, le problème (P2) est régulier.

3.2.3 Maximisation d’une fonction quasi-convexe sur un convexe

compact

On considère le problème :

max
x∈D

f(x) (P3)

où f ∈ ΓU est une fonction quasi convexe et D est un compact contenant 0. Supposons

que

f (0) = inf {f (x) : x ∈ Rn} = inf {f (x) : x ∈ D}

Comme f ∈ ΓU et D est un compact, alors le problème (P3) admet une solution.

Définition 3.2. [18]

On dit que le problème (P3) est écrit sous forme standard si D contient 0 et f (0) =

inf {f (x) : x ∈ Rn} .

Théorème 3.4. [16]

Le vecteur v ∈ D est une solution globale du problème standard (P3) si, et seulement

si f est quasi sous différentiable en z et on a : fH (y) = Min
©
fH (v) : v /∈ intD◦ª ,

pour toute y ∈ ∂Hf (z) .

Preuve :

Supposons que z est une solution globale du (P3) , alors :

f (z) = max {f (x) : x ∈ D} > f (0)

Alors, d’après le corollaire ( 2.3) f est quasi sous differentiable en z.
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Soit y ∈ ∂Hf (z) .Comme hy, zi = 1 on a : y /∈ intD◦.Soit v /∈ intD◦ on a :

sup
x∈D
hv, xi ≥ 1

et comme D est un compact , il existe x́ ∈ D tel que : hv, x́i ≥ 1,alors :

fH (v) = − inf {f (x) : hv, xi ≥ 1} ≥ −f (x́)

≥ −max {f (x) : x ∈ D} = −f (z)

= fH (y)

Donc

fH (y) = min
©
fH (v) : v /∈ intD◦ª

Supposons que f est quasi sous différentiable en z et il existe y ∈ ∂Hf (z) tel que :

fH (y) = min
©
fH (v) : v /∈ intD◦ª

Alors, on a :

f (z) = −fH (y) = − inf
©
fH (v) : v /∈ intD◦ª

= − inf
v

n
− inf

x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} : v /∈ intD◦

o
= sup

v

n
inf
x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} : v /∈ intD◦

o
≥ inf

x
{f (x) : hv, xi ≥ 1} ∀v /∈ intD◦

(3.7)

Soit ź une solution optimale du problème (P3) et ý ∈ ∂Hf (ź) alors ý /∈ intD◦ et

f (ź) = −fH (ý) = inf {f (x) : hý, xi ≥ 1} (3.8)

D’après (3.7) et(3.8), ona : f (z) ≥ f (ź) donc z est une solution optimale de (P3) . ¥
·Les Conditions d’optimalité au sens des polaires :

Théorème 3.5. [17]
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Soit z ∈ D. La condition

{x : f (x) ≤ f (z)}◦ ⊆ D◦ (3.9)

est nécessaire pour que z.soit une solution optimale de (P3)

Si le problème (P3) est régulier c’est-à-dire

sup {f (x) : x ∈ D} = sup {f (x) : x ∈ int (D)} (3.10)

Alors, la condition (3.9) est suffisante pour que z soit une solution optimale.

Preuve :

Si z est une solution optimale, alors D ⊆ {x : f (x) ≤ f (z)} .D’après la definition

(1.20) du polaire on a :

{x : f (x) ≤ f (z)}◦ ⊆ D◦

Supposons maintenant que (3.10) est vérifiée c-à-d :

sup {f (x) : x ∈ D} = sup {f (x) : x ∈ int (D)}

Et z n’est pas un optimal, alors il existe x∗tel que :

x∗ ∈ D − {x : f (x) ≤ f (z)}

0 ∈ {x : f (x) ≤ f (z)}, ce qui implique qu’il existe un vecteur y ∈ Rn tel que :

hy, x∗i > 1 (3.11)

hy, xi ≤ 1 ∀x : f (x) ≤ f (z) (3.12)

La deuxième inégalité (3.1) implique que y ∈ {x : f (x) ≤ f (z)}◦ .

D0autre part on a :

sup {hy, xi : x ∈ D} ≥ hy, x∗i > 1

Alors y /∈ D◦ donc la condition (3.9) n’est pas vérifiée. ¥
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Remarque 3.4.

1. Si f est Sci et int (D) 6= ∅ alors, le problème (P3) est régulier(ref[17]).

3.3 Dualité

Cette partie est consacrée à l’étude de la dualité des trois problèmes définis précé-

demment.

Le principe de la théorie de dualité consiste à associer à un problème d’optimisation

primal un autre problème d’optimisation simple dit dual, dont la résolution est plus

simple nous permet d’obtenir facilement les solutions du problème dual.

Etant donné le problème d’optimisation (P1) appelé problème primal, nous allons lui

associer un problème d’optimisation qui admet des relations avec (P1) .

Considérons le problème suivant :

inf
y∈DH

fH (y) (D1)

Le problème (D1) est appelé le problème dual de (P1) .

Comme f ∈ Γ est une fonction quasi convexe et D est un convexe fermé, alors fH

est une fonction quasi-convexe et DH est un convexe fermé. Donc (D1) est le problème

de minimisation quasi-convexe sur un convexe fermé et admet une solution optimale. De

plus on a :

sup
©
fH (y) : y ∈ Rn

ª
> inf {f (x) : x ∈ D} > inf

©
fH (y) : y ∈ Rn

ª
Définition 3.3. [16]

Soit x ∈ D une solution où la condition (3.1) est satisfaite. Le vecteur y ∈ ∂Hf (x)∩

−N (x,D) est appelé le vecteur général de Kuhn-Tucker du problème (P1) .

Théorème 3.6. [16]

On a :

inf (P1) = − inf (D1) .

Preuve :
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Pour toute x ∈ D, y ∈ DH on a : hy, xi ≥ 1.

−fH (y) = inf {f (x) : hy, xi ≥ 1} ≤ f (x)

En passant à la borne inférieure sur x ∈ D, puis sur y ∈ DH on obtient :

inf (P1) ≥ − inf (D1) .

Réciproquement, soient x ∈ D une solution de (P1) et y le vecteur général de Kuhn-

Tucker

hy, xi = 1 et − y ∈ N (x,D)

alors y ∈ DH et

inf (P1) = f (x) = −fH (y) ≤ − inf (D1) . ¥
Théorème 3.7. [16]

Soit f ∈ Γ une fonction quasi convexe, alors pour tout ensemble convexe fermé D on

a :

inf {f (x) : x ∈ D} = inf
©
f (x) : x ∈ DHH

ª
= inf

n
f (x) : x ∈ {tz : z ∈ D, t ≥ 1}

o
Preuve :

On a :

D ⊆ {tz : z ∈ D, t ≥ 1}

Alors :

inf {f (x) : x ∈ D} ≥ inf
n
f (x) : x ∈ {tz : z ∈ D, t ≥ 1}

o
Comme f ∈ Γ, le problème inf

n
f (x) : x ∈ {tz : z ∈ D, t ≥ 1}

o
admet une solution v,

ainsi ils existent deux suites
©
zk
ª
⊂ D et

©
tk
ª
, tk ≥ 1 tels que :tkzk → v et depuis

f (0) < f
¡
zk
¢
on a :

f
¡
zk
¢
= f

µ
1

tk
¡
tkzk

¢
+

µ
1− 1

tk

¶
0

¶
≤Max

¡
f
¡
tkzk

¢
, f (0)

¢
= f

¡
tkzk

¢
.
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Ce qui implique que :

inf {f (x) : x ∈ D} ≤ lim inf f
¡
zk
¢
≤ lim inf f

¡
tkzk

¢
≤ f (v) . ¥

Théorème 3.8. [16]

Soit (z, y) ∈ D ×DH . Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. y est le vecteur générale de K-T du problème primal (P1) en z,

2. z est le vecteur générale de K-T du problème dual (D1) en y.

Preuve :

Soit y le vecteur général de K-T en z alors :

1 = hy, zi ≤ hy, xi ∀x ∈ D

fH (y) = −f (z)

Comme f ∈ Γest une fonction quasi convexe , alors fHH = f (d’après corollaire 2.1), on

obtient donc

fHH (z) = −fH (y) et 1 = hy, zi ≤ hv, zi ∀v ∈ DH .

Ce qui veut dire que z est le vecteur général de K-T en y. ¥
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Corollaire 3.1. [16]

Le couple (z, y) ∈ D ×DH est une solution de l’inégalité

f (z) + fH (y) ≤ 0,

si et seulement si, z est une solution de (P1) et y est une solution de (D1) .

Corollaire 3.2. [16]

Le couple (z, y) ∈ D ×DH est une solution des deux inégalités suivantes :

hz, yi ≤ 1

f (z) + fH (y) ≤ 0,

si et seulement si, z est une solution de (P1) et y est un vecteur général de K-T de (P1) .

Preuve :

Pour toute (z, y) ∈ D × DH on a :hy, zi ≥ 1 et fH (y) = − inf {f (z) : hy, zi ≥ 1}

alors : −fH (y) ≤ f (z) . D’après les deux inégalités on a :

fH (y) = −f (z) . et hy, zi = 1

qui est équivalent à z est une solution optimale de (P1) et y un vecteur deK-T de (P1) .¥
On associé au problème (P2) , le problème suivant :

sup
y∈D◦

fH (y) (D1)

(D2) est appelé problème dual. Comme f ∈ ΓL et 0 ∈ intD on a fH ∈ ΓU et D◦ est un

compact, donc(D2) est le problème de maximisation quasi convexe sur un compact et en

plus admet une solution optimale.

Remarque 3.5 :

D est un ensemble convexe fermé et 0 ∈ intD alors D◦◦ = D.

Théorème 3.9 : [18]

On a :
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1. inf (P2) = − sup (D2) .

2. Si y est une solution optimale de (D2) alors tout minimum de f sur l’ensemble

{x : hy, xi ≥ 1} est une solution optimale de (P2) .

3. Si (P2) est régulier et D est borné alors (D2) est régulier.

Preuve :

1. On a :

− sup (D2) = − sup
©
fH (y) : y ∈ D◦ª

= − sup
y∈D◦

n
− inf

x
{f (x) : hx, yi ≥ 1}

o
= inf

y∈D◦
inf
x
{f (x) : hx, yi ≥ 1}

= inf
x
inf
y∈D◦

{f (x) : hx, yi ≥ 1}

= inf
x/∈intD

f (x) (puisque x ∈ intD = intD◦◦ ⇔ sup
y∈D◦

hy, xi < 1)

2. Soit y une solution optimale de (D2) et z un minimum de f sur {x : hx, yi ≥ 1} ,

alors

f (z) = inf {f (x) : hx, yi ≥ 1} = −fH (y) = − sup (D2) = inf (P2) .

Et comme y ∈ D◦ et hz, yi ≥ 1, z /∈ intD donc z est une solution optimale de (P2) .

3. Supposons que D est borné et (P2) est régulier c .à.d

inf {f (x) : x /∈ intD} = inf {f (x) : x /∈ D}

Soit {xn} une suite telle que : x /∈ D et

f (xn)→ inf {f (x) : x /∈ intD} n→ +∞

Soit hyn, .i une fonction linéaire telle que :

1 = hyn, xni > sup
x∈D

hyn, xi
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Comme D est borné, il existe x́ ∈ D tel que : hyn, x́i < 1, alors y ∈ intD◦. De plus

sup
©
fH (y) : y ∈ D◦ª ≥ fH (yn) = − inf {f (x) : hyn, xi ≥ 1} ≥ −f (xn) .

,

f (xn)→ inf {f (x) : x /∈ intD} = − sup
©
fH (y) : y ∈ D◦ª (d’après (1))

Donc fH (yn)→ sup
©
fH (y) : y ∈ D◦ª. Comme yn ∈ intD◦, implique que

fH (yn) = sup
©
fH (y) : y ∈ intD◦ª = sup©fH (y) : y ∈ D◦ª

Donc (D2) est régulier. ¥

Corollaire 3.3 : [16]

z est une solution optimale du problème (P2) si et seulement si ∂Hf (z) ∩D◦ 6= ∅ et

tout y ∈ ∂Hf (z) ∩D◦ est une solution optimale de (D2) .

Preuve : La preuve de ce corollaire est une conséquence directe du théorème (3.2).

Exemple 3.2 :

Considérons le problème suivant :

min kxk2

x /∈ intD
⇔

min kxk2

x /∈ int {conv {a1, ..., ak}}
(P)

où D = conv {a1, ..., ak} est l’enveloppe convexe de {a1, ..., ak}telle que a1, ..., ak, soient

des vecteurs de Rn

Comme D = conv {a1, ..., ak}est un convexe fermé, et 0 ∈ int ({conv {a1, ..., ak}}), il

résulte que

(conv {a1, ..., ak})◦ = {v : hx, vi ≤ 1 ∀x ∈ conv {a1, ..., ak}}

= {v : hai, vi ≤ 1 ∀i = 1, ..., k}
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Le problème dual (D) associé au problème primal (P ) est défini par :

max− 1
kvk2

v ∈ (conv {a1, ..., ak})◦
⇔

max− 1
kvk2

hai, vi ≤ 1 ∀i = 1, ..., k
⇔

max kvk2

hai, vi ≤ 1 ∀i = 1, ..., k
(D)

Donc on peut reécrire le problème (D) comme suit :

max
©
kvk2 : hai, vi ≤ 1 ∀i = 1, ..., k

ª
Soit v une solution de (D) alors :

kvk2 = max
©
kvk2 : v ∈ (conv {a1, ..., ak})◦

ª
= max

©
kvk2 : hai, vi ≤ 1 ∀i = 1, ..., k

ª
v ∈ (conv {a1, ..., ak})◦ ⇒ hx, vi ≤ 1 ∀x ∈ conv {a1, ..., ak}

hx, vi ≤ 1 ⇒ vtx ≤ 1

⇒ vvtx ≤ v

⇒ x ≤ v
vvt
= v

kvk2

(1)

Supposons maintenant que x est unminimumde f (x) = kxk2 sur l’ensemble {x : hx, vi ≥ 1}

alors :

kxk2 = min
n°°x°́°2 : ­x´, v® ≥ 1o

On a :
hx, vi ≥ 1 ⇒ vtx ≥ 1⇒ vvtx ≥ v

⇒ x ≥ v
vvt
= v

kvk2
(2)

D’après (1) et (2) on a : x = v
kvk2 alors ,

f (x) = f

µ
v

kvk2
¶
=

°°°° v

kvk2
°°°°2 = 1

kvk2
= −fH (v)
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D’après la propriété (1) du théorème (3.9), on a :

f (x) = −fH (v) = 1

kvk2

Donc le minimum de problème primal est x = v
kvk2 .

Exemple 3.3 :

Considérons le problème suivant :

min
g(x)≥0

kxk2

où g (x) = sup {ytBx− 1 : h (y) ≤ 0 ∀y ∈ Rm} avec B une matrice de type m × n et h

est une fonction convexe définie sur Rm telle que : {y : h(y) ≤ 0} est borné, alors g est

une fonction convexe finie c’est-à-dire g(x) < +∞ et g(0) = −1 < 0.

On note par G = {x : g(x) ≤ 0} .On peut reécrire le problème (P ) comme suit :

min
x/∈intG

kxk2

On définit

G◦ = {v ∈ Rn : hv, xi ≤ 1 ∀x ∈ G}

=
©
v ∈ Rn : v = BTy pour toute y satisfait h (y) ≤ 0

ª
Le problème dual (D) associe au problème (P ) est :

max− 1
kvk2

v ∈ G◦
⇔

max− 1
kvk2

v = BTy ∀y : h (y) ≤ 0

⇔
max kvk2

v = BTy ∀y : h (y) ≤ 0

⇔
max

°°BTy
°°2

h (y) ≤ 0 ∀y ∈ Rm

Ce dernier problème est un problème de maximisation convexe sur un ensemble convexe

borné de Rm.
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Donc la dimension du problème primal est n alors que la dimension du dual est m. Si

m << n, la résolution du problème dual dans Rm est appropriée à la résolution directe

du (P ) dans Rn.

Considérons le problème suivant :

min
y/∈intD◦

fH (y) (D3)

(D3) est appelé le problème dual de (P3) . Comme f ∈ ΓU est une fonction quasi convexe

et D est un compact contient 0 alors fH ∈ ΓL et 0 ∈ intD◦, (D3) est le problème de

minimisation quasi convexe sur un complément d’un convexe, qui admet une solution

optimale.

Théorème 3.10 : [18]

Soit (P3) le problème primal et (D3) son problème dual on a :

1. − sup (P3) = inf (D3) .

2. Si x̄ est une solution optimale de (P3) alors tout minimum de fH sur l’ensemble

{v ∈ Rn : hx̄, vi ≥ 1} est une solution optimale de (D3) .

3. Si v̄ une solution optimale de (D3) alors pour tout x̄ ∈ N (D◦, v̄)− {0} le vecteur
x̄

hx̄,v̄i est une solution optimale de (P3) .

Preuve :

1. On a :

− sup (P3) = − sup {f (x) : x ∈ D}

= − sup
©

fHH (x) : x ∈ D
ª
(comme fHH = f)

= − sup
x∈D
− inf

v

©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
= inf

x∈D
inf
v

©
fH (v) : hv, xi ≥ 1

ª
= inf

v

½
inf
x∈D

fH (v) : hv, xi ≥ 1
¾

= inf fH (v) (puisque v ∈ intD◦ ⇔ sup
x∈D

hv, xi < 1)

= inf (D3)
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2. Supposons que x̄ est une solution optimale de (P3) c.à.d

x̄ ∈ D f (x̄) = sup (P3)

Soit v̄ un minimum de fH sur{v ∈ Rn : hv, x̄i ≥ 1} . Comme x̄ ∈ D,

l’ensemble{v ∈ Rn : hv, x̄i ≥ 1} ⊂ {v : v /∈ intD◦} .En plus

inf (D3) = − sup (P3) = −f (x̄) = −fHH (x̄)

2 = inf
©
fH (v) : hv, x̄i ≥ 1

ª
= fH (v̄) .

Donc v̄ est une solution optimale de (D3) .

3. Supposons que v̄ est une solution optimale de(D3). Soit x̄ ∈ N (D◦, v̄)− {0} alors :

hx̄, v − v̄i ≤ 0 ∀v ∈ D◦.

Comme x̄ 6= 0 et 0 ∈ intD◦ ,on a hx̄, v̄i > 0 alors :

D
x̄

hx̄,v̄i , v̄
E
= 1

0 ≥
D

x̄
hx̄,v̄i , v − v̄

E
=
D

x̄
hx̄,v̄i , v

E
− 1 ∀v ∈ D◦

Ce qui resulte que
D

x̄
hx̄,v̄i , v

E
≤ 1 ∀v ∈ D◦,donc x̄

hx̄,v̄i ∈ D. De plus on a :

−f
³

x̄
hx̄,v̄i

´
= −fHH

³
x̄

hx̄,v̄i

´
= inf

v

n
fH (v) :

D
x̄

hx̄,v̄i , v
E
≥ 1

o
≤ fH (v̄) = inf (D3) = −sup (P3)

Donc x̄
hx̄,v̄i est une solution optimale de (P3) . ¥

Théorème 3.11 : [17]

1. Si v est une solution optimale de (D3) alors tout vecteur x ∈ D tel que :hv, xi ≥ 1

est un optimal de (P3) .

2. Si le problème (P3) est régulier alors (D3) est régulier.
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Preuve :

1. Supposons que v est une solution de (D3) .puisque v /∈ intD◦ et D est compacte, il

existe x ∈ D tel que :hv, xi ≥ 1. Alors,

f (x) ≥ inf {f (z) : hz, vi ≥ 1} = −fH (y) = − inf (D3) = sup (P3)

Donc x est une solution de (P3) .

2. Supposons que (P3) est régulier c’est-à-dire

sup {f (x) : x ∈ D} = sup {f (x) : x ∈ intD}

Soit {xn} ⊂ intD tel que :

f (xn)→ sup {f (x) : x ∈ D} = sup {f (x) : x ∈ intD} (1)

Comme fHH = f, on a :

f (xn) = fHH (xn) = − inf
©
fH (y) : hy, xni ≥ 1

ª
Soit yn un vecteur tel que :hyn, xni ≥ 1 et

¯̄
fH (yn) + f (xn)

¯̄
≤ 1

n
(2)

En effet, pour xn ∈ intD, On a

sup
x∈D

hyn, xi > hxn, yni = 1

De plus, (1) et (2) impliquent que

−fH (yn)→ sup {f (x) : x ∈ D} si n→ +∞

Mais d’aprés la propriété (1) du théorème (3.10) on a :
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sup {f (x) : x ∈ D} = − inf
©
fH (y) : y /∈ intD◦ª

ce qui resulte que

inf
©
fH (y) : y /∈ D◦ª = inf ©fH (y) : y /∈ intD◦ª

Donc le problème dual (D3) est régulier. ¥
Corollaire 3.4 : [16]

Le vecteur z ∈ D est un optimal du (P3) si et seulement si y ∈ ∂Hf (z) est un optimal

du (D3) .

Preuve :

La preuve de ce corollaire est une conséquence directe du théorème (3.4).

Exemple 3.4 :

Considérons le problème d’optimisation quadratique suivant :

max
x∈D

xtAx

où A une matrice de type m× n définie positive, symétrique et D = {x : kxk ≤ 1} .

On a :

D◦ = {x : kxk ≤ 1}◦ = {v : hv, xi ≤ 1 ∀x : kxk ≤ 1}

intD◦ = {v : hv, xi < 1 ∀x : kxk ≤ 1}

D’autre part on a :

v /∈ intD◦ ⇔ hv, xi ≥ 1 ∀x : kxk ≤ 1

1 ≤ hv, xi ≤ kxk kvk ≤ kvk (comme kxk ≤ 1).

Donc v /∈ intD◦ ⇔ kvk ≥ 1.

Pour appliquer les résultats obtenus au paragraphe précédent, on doit représenter
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le problème dual de (P ), comme suit :

min vtA−1v

v /∈ intD◦
⇔

min vtA−1v

kvk ≥ 1

Si α = − 1
vtA−1v ⇔ vtA−1v = − 1

α
donc le problème (D) peut se réecrire sous la forme :

min− 1
vtA−1v

kvk ≥ 1

En plus, si −α est une valeur optimale de min
©
− 1

vtA−1v : kvk ≥ 1
ª
alors 1

α
est une valeur

optimale

de min {vtA−1v : kvk ≥ 1} et d’après la propriété (1) du théorème (3.10) on a :

maxxtAx = α =
1

min vtA−1v

L’égalité précédente implique : si α est la plus grande valeur propre de A alors, 1
α
est la

petite valeur propre de A.
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3.4 Application

Dans cette partie on présente une application de la dualité quasi-convexe en écono-

mie qui consiste à trouver un vecteur des prix, pour un échange commercial entre deux

secteurs A et B.

Pour un vecteur des prix donné, le secteur B est intéressé à obtenir une valeur maxi-

male des produits sous une contrainte de dépense.

Le secteur A est intéressé à trouver un vecteur des prix admissible tel que le niveau

d’allocation commerciale par la valeur d’un produit d’unité est maximisé. Le problème à

l’étude est un problème de minimisation quasi-convexe. On utilise la dualité quasi-convexe

pour obtenir le problème dual et les conditions d’optimalité.

Le vecteur des prix peut être interprété comme un équilibre.

Considérons deux secteurs commerciaux A et B et n produits échangés entre A et B.

L’écoulement des produits de A vers B est noté par un vecteur x avec la convention

de signe suivant :

·xi > 0 : xi unités de ième produit échangé de A à B.

·xi < 0 : xi unités de ième produit échangé de B à A.

Chaque vecteur x est associée à f (x) la valeur du gain des produits pour B.

Si l’écoulement passe de A à B, le gain f (x) pour B signifie la perte pour A.

Supposons que f est une fonction continue, quasi-concave et

sup
x∈Rn

f (x) = +∞

Pour un x donné pour compenser la perte f (x) de la valeur de produits pour le secteur

A, le directeur du secteur A annonce un vecteur P des prix tel qu’il recoit du secteur B

une allocation commerciale :

Px = P1x1 + P2x2 + ...+ Pnxn
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Dans ce cas on donne la convention de signe pour le vecteur P :

Pi > 0 : A reçoit Pi unités monétaires de B pour une unité du ièmeproduit échangé

de A à B

Pi < 0 : B reçoit − Pi unités monétaires de A pour une unité du ièmeproduit échangé

de A à B.

Définition :

Soit P le vecteur des prix défini par :

P = (P1, P2, ..., Pn)

et soit P un ensemble convexe, fermé et borné de Rn avec 0 ∈ int P.

On dit que le vecteur des prix P est réalisable si P ∈ P.

Pour un vecteur des prix P . Le secteur B est intéressé à trouver un vecteur x pour

maximiser f(x) sous la contrainte de dépense Px ≤ e où e(e > 0) est une limite de niveau

de dépense.

Nous pouvons supposer sans perte de généralité que e = 1 c’est-à-dire, la contrainte

de dépense est écrite sous la forme : Px ≤ 1.

Le problème de secteur B est écrit sous la forme :

sup
Px≤1

f (x) (PB)

On note par h (P ) la valeur maximale de (PB).

Puisque x est une variable de décision du directeur du secteur B, pour un vecteur

donné P des prix, il peut déteminer un produit x sous condition de solubilité, tel que le

secteur B gagne le produit de valeur h(P ), ou d’une façon équivalente le secteur A perd

le produit de valeur h(P ).

Maintenant le problème du secteur A est de trouver un vecteur d’équilibre P des
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prix dans le sens qu’il minimise la fonction de perte h(P ) sur l’ensemble P des vecteurs

admissible des prix.

Le problème de secteur A est :

inf
P∈P

h(P ) (PA)

où h est une fonction quasi-convexe donc le problème (PA) est un problème de type

minimisation quasi-convexe.

Remarque :

1. Dans le cas où f (x) > 0 pour x > 0, la valeur h(P ) est positive et la quantité 1
h(P )

représente le niveau d’allocation commerciale par une unité de produits.

2. Le problème (PA) est équivalent au problème de maximisation de 1
h(P )

c’est-à-dire

sup
P∈P

1

h(P )

Définition :

L’ensemble X des vecteurs des produits x qui vérifient la condition de dépense pour

tous les vecteurs P des prix de P est défini par :

X = {x ∈ Rn : P.x ≤ 1,∀P ∈ P}

Le problème dual de (PA) est défini par :

sup
x∈X

f(x) (P∗A)

où f est une fonction quasi-concave, donc (PA)
∗est un problème de maximisation

quasi-concave.

Pour tout P ∈ P et x ∈ X on a : P.x ≤ 1. Alors

h(P ) = sup {f(y) : P.y ≤ 1} ≥ f(x)

Donc

inf
P∈P

h(P ) ≥ sup
x∈X

f(x)⇔ inf (PA) ≥ sup (PA)
∗ (1)
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Le vecteur P est le quasi sous différentiel de f en x si

f(y) > f(x) ⇒ P.y > P.x (2)

P.x = 1 (3)

(2)⇔ P.y > P.x ∀y : f(y) > f(x)

⇔ P.y ≤ P.x⇒ f(y) ≤ f(x)

⇔ f(y) ≤ f(x) ∀y P.y ≤ P.x

(4)

D’après (3) et (4), on a :

f(x) =sup{f(y) : P.y ≤ P.x}

= sup{f(y) : P.y ≤ 1} = h(P )

Donc

P ∈ ∂Hf (x)⇒ f(x) = h(P ) et P.x = 1 (5)

.

La condition suffisante pour l’optimalité de x ∈ X est

0 ∈ ∂Hf (x)−N (x,X) (6)

en plus ∂Hf (x)∩N (x,X) 6= ∅ et tout vecteur P ∈ ∂Hf (x)∩N (x,X) est une solution

optimale du problème (PA) c.à.d

0 ∈ ∂Hf (x)−N (x,X) ⇒ x ∈ X est une solution de (PA)
∗.

P ∈ ∂Hf (x) ∩N (x,X) ⇒ P est une solution de (PA).

La condition(6) est satisfaite c’est-à-dire, il existe au moins un vecteur x ∈ X vérifiant

(6).

La dualité forte entre les problèmes (PA) et (PA)
∗est une consequence de la condition

(6), on a :

min(PA) = max (PA)
∗
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Soit x ∈ X où x satisfait la condition (6) et P ∈ ∂Hf (x) ∩N (x,X) , on a :

P ∈ ∂Hf (x)⇒ f(x) = h(P ) et P.x = 1

P ∈ N (x,X)⇒ P.y ≤ 1 ∀y ∈ X ⇒ P ∈ P

. Alors x, P sont admissible, donc x est une solution de (PA)
∗et P est une solution de

(PA).

Exemple :

Soient x1, x2 deux produits et x = (x1, x2) la quantité d’écoulement de deux produits

x1, x2 de Aà B.

On définit la fonction f comme suit :

f (x1, x2) =

⎧⎨⎩ x1x2 si x1 > 0 et 1x2 > 0

0 si x1 ≤ 0 ou x2 ≤ 0

0

5

10

15

20

-4

25

z

4 -22

y
00

x 4
-2 2

-4

Figure 1 : le graphe de la fonction f
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Considérons l’ensemble des prix suivant :

P =
©
(P1, P2) ∈ R2 : 4P 2

1 + P 2
2 ≤ 1

ª
(1)-Pour P = (P1, P2) avec P1 ≤ 0 ou P2 ≤ 0 on peut remarquer que :

h(P ) = sup {f (x1, x2) : P1x1 + P2x2 ≤ 1}

= sup {x1x2 : P1x1 + P2x2 ≤ 1} = +∞

(2)- Pour P1 > 0 et P2 > 0 on a :

h(P ) = sup {f (x1, x2) : P1x1 + P2x2 ≤ 1}

= sup {x1x2 : P1x1 + P2x2 ≤ 1}

P1x1 + P2x2 ≤ 1⇒ (P1x1 + P2x2)
2 ≤ 1

⇒ P 2
1 x

2
1 + P 2

2 x
2
2 + 2P1P2x1x2 ≤ 1

On a

P 2
1 x

2
1 + P 2

2 x
2
2 ≥ 2P1P2x1x2 ⇒ P 2

1 x
2
1 + P 2

2 x
2
2 + 2P1P2x1x2 ≥ 4P1P2x1x2

Mais P 2
1 x

2
1 + P 2

2 x
2
2 + 2P1P2x1x2 ≤ 1,alors x1x2 ≤ 1

4P1P2

Donc

sup {f (x1, x2) : P1x1 + P2x2 ≤ 1} =
1

4P1P2

h(P1, P2) =

⎧⎨⎩ +∞ si P1 ≤ 0 ou P2 ≤ 0
1

4P1P2
si P1 > 0 et P2 > 0
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Figure 2 : le graphe de la fonction h

X = {(x1, x2) : P1x1 + P2x2 ≤ 1,∀ (P1, P2) ∈ P }

= {(x1, x2) : P1x1 + P2x2 ≤ 1, 4P 2
1 + P 2

2 ≤ 1 }

On a P1x1 + P2x2 ≤ 1 ⇒ P1x1 ≤ 1− P2x2 ⇒ P 2
1 x

2
1 ≤ (1− P2x2)

2 = 1 + P 2
2 x

2
2 − 2P2x2

≤ 1 + (1− 4P 2
1 )x

2
2 − 2P2x2

= 1 + x22 − 4P 2
1 x

2
2 − 2P2x2

1− 2P2x2 +
¡
1− 4P 21

¢
x22 − P 2

1 x
2
1 ≥ 0

=⇒ −2P2x2 +
¡
1− 4P 21

¢
x22 − P 2

1 x
2
1 ≥ −1

⇒ −2P2x2 + x22 − 4P 2
1 x

2
2 − P 2

1 x
2
1 ≥ −4P 2

1 − P 2
2

⇒ −2P2x2 + x22 − 4P 2
1 x

2
2 − P 2

1 x
2
1 + 4P

2
1 + P 2

2 ≥ 0

⇒ −P 2
1

¡
x21 + 4x

2
2 − 4

¢
+ (P2 − x2)

2 ≥ 0

⇒ x21 + 4x
2
2 − 4 ≤ 0⇒ x21 + 4x

2
2 ≤ 4
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Donc

X =
©
(x1, x2) : P1x1 + P2x2 ≤ 1, 4P 21 + P 22 ≤ 1

ª
=

©
(x1, x2) : x

2
1 + 4x

2
2 ≤ 4

ª
Le problème (P ) du secteur A est défini par :

inf
P∈P

h(P ) = inf
4P 21+P

2
2≤1 P1>0,P2>0

1

4P1P2
(P)

Son dual est :

sup
x∈X

f(x) = sup
x∈{(x1,x2):x21+4x22≤4 ,x1>0,x2>0}

x1x2 (D)

Pour (x1, x2) avec x1 > 0, x2 > 0, on a :

∂Hf (x1, x2) = {P = (P1, P2) : P.x = 1 et f(x) = h(P )}

=

½
P = (P1, P2) : P1x1 + P2x2 = 1 et x1x2 =

1

4P1P2

¾

P1x1 + P2x2 = 1 et x1x2 =
1

4P1P2
⇒ P1P2 =

1
4x1x2

⇒ P1 =
1
2x1

, P2 =
1
2x2

donc

∂Hf (x1, x2) = (P1, P2) =
³

1
2x1

, 1
2x2

´
.

De la condition 0 ∈ ∂Hf (x1, x2)−N ((x1, x2) , X) avec

x1 > 0, x2 > 0 et x21 + 4x
2
2 = 4 (1)

on trouve

2x1 =
λ

(2x1)
, 8x2 =

λ

(2x2)
avec λ > 0

de (1), on obtient

λ = 8, x1 =
p
2, x2 =

1√
2

Donc la solution du problème dual est x = (x1, x2) =
³√
2, 1√

2

´
et on peut calculer la

solution du problème primal après utilisation du quasi sous différentiel de f en x où x

est la solution du problème dual. Alors P = (P1, P2) =
³

1
2x1

, 1
2x2

´
=
³

1
2
√
2
, 1√

2

´
.
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Exemple :

Si f est une fonction linéaire c’est-à-dire f(x) = C.x , C 6= 0; on peut remarquer que :

h(P ) = sup {f(x) : P.x ≤ 1}

= sup {C.x : P.x ≤ 1}

Si P = θC, θ > 0.

P.x = θc.x ≤ 1⇒ Cx ≤ 1
θ
.

Si P /∈ {θC, θ > 0.} donc sup {C.x : P.x ≤ 1} = +∞.

Le problème du secteur A est défini comme suit :

inf
P=θC∈P

h(P ) = inf
P=θC∈P

1

θ

Donc si f est une fonction linéaire avec un vecteur C des coefficients linéaire , le vecteur

optimal des prix est proportionnel à C.

Dans le cas général où f est une fonction non linéaire, pour trouver le vecteur optimal

des prix , nous vérifions la condition 0 ∈ ∂Hf (x)−N (x,X) pour le problème dual (PA)
∗ .

Le vecteur P est une solution optimal du problème primal (PA) s’il est dans l’intersec-

tion de l’ensemble des quasi sous différentiels et du cône normal à la solution du problème

dual c’est-à-dire P ∈ ∂Hf (x)∩N (x,X) où x est la solution optimale du problème dual.
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Conclusion.
Dans ce mémoire, on s’est intéressé à l’étude de la dualité quasi convexe de trois types

de problèmes d’optimisation.

En utilisant les concepts et les propriétés des quasi conjuguées et quasi sous différen-

tiels pour déterminer les conditions d’optimalité et la dualité de type Fenchel de ces trois

types de problèmes :

(1)- Minimisation d’une fonction quasi convexe sur une partie convexe, compacte(MIQC).

(2)- Minimisation d’une fonction quasi convexe sur un complèment d’une partie

convexe(MIQCC).

(3)- Maximisation d’une fonction quasi convexe sur une partie compacte(MAQC).

Nous remarquons la stabilité de la dualité utilisée (i.e. la coïncidence entre le problème

primal et dual.) et la dualité symétrique entre le problème (MAQC) et (MIQCC).

Nous pensons qu’un effort considérable doit être porté d’un côté sur l’utilisation des

conditions d’optimalité globale, comme critère d’arrêt dans certains algorithmes et.d’un

autre côté par la construction et le développement des algorithmes de type primal-dual

qui nous dirigera à résoudre le problème primal et dual en parallèle,
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Abstract
The objective of this work is to study the quasi-convex duality for three types of

optimization problems. We use the concepts and the properties of quasi-convexity,

quasi-conjugate and quasi- subdifferentials of a function defined on Rn whose va-

lues are in R, to study the optimality conditions and stability of Fenchel duality type.

We present some illustrative examples and an application problem in economy.

Key words

Non convex optimization, quasi-convex programming , quasi-convex duality, op-

timality conditions.
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