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Introduction

Beaucoup de problémes mathématiques révélant de différents domaines tels que 1’al-
gébre, 'analyse numérique, la théorie spectrale..., sont posés d’une maniére ot leur solu-
tion fait intervenir la notion d’inversibilité.

I'un de ces problémes est la résolution des systémes d’équations linéaires du type Az = b,
ol A est une transformation linéaire donnée, dans notre situation A représente une ma-
trice de type m X n.

Il est bien connu que si A est une matrice carrée inversible ( non singuliére ), il existe
une matrice unique noteé A~!, appelée inverse de A, telle que AA™! = A~1A = I, ou
I est la matrice identité. Si A™! existe alors le systéme d’équations linéaires Az = b a
une solution unique, z = A~'b. D’autre part, dans de nombreux cas, les solutions d’un
systéme d’équations linéaires existent méme lorsque 'inverse de la matrice définissant ces
équations n’existe pas. De plus, dans le cas ou les équations ne sont pas consistantes,
on s’intéresse souvent aux solutions des moindres carrés, d’ou la nécessité de définir une
matrice possédant des propriétés proches de celle de A1, quant celui ci n’existe pas.

E. H. Moore en 1920 a généralisé la notion d’inversibilité aux matrices singuliéres,
ou méme rectangulaires. La définition de Moore de l'inverse généralisé d’une matrice de
type m X n équivaut a l’existence d’une matrice G' de type n x m telle que AG = P, et
GA = Pg, ou Py est le projecteur orthogonal sur R(X). En 1955, R. Penrose a montré
qu’il existe une matrice unique X satisfaisant les quatre équations :

AXA=A (1)
XAX = X (2)
(AX)" = AX (3)
(XA =XA (4)

La matrice unique X qui satisfait ces équations est appelée I'inverse de Moore-Penrose,
et est notée AT, une matrice X qui satisfait la premiére équation ci-dessus s’appelle un
inverse intérieur de A et est souvent désigné par A~. Penrose a également montré en
1956 que le vecteur ATy minimise ||(Ax — y)||* = (Az — y)*(Az — y) et a la plus petite
norme (euclidienne) parmi tous les vecteurs qui minimisent cette quantité. (Bjerhammar
[2], Penrose [22]) ont montré que si X est une matrice quelconque satisfaisant AX A = A,
alors Ax = b posséde une solution si et seulement si AXb = b, dans ce cas la solution

générale est x = Xb+ (I — X A)y, ou y est arbitraire de type approprié.
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On signale que AA™ et AT A sont des projections orthogonales sur R(A) et R(A*) respec-
tivement, nous utilisons E4 et F4 pour représenter les deux projecteurs £4 = I — AA™
et Fy = I — AT A induits par A. Concernant diverses propriétés de base d’inverses de
Moore-Penrose de matrices, voir par exemple Ben-Israel et Greville [1|,M. Z. Nashed [21],
Campbell et Meyer. [3] et Rao et Mitra [2].

Comme la résolution d’équations matricielles est I'un des problémes principaux de la
théorie des matrices, I’'une des équations linéaires les plus connues est I’équation matricielle

AXB=C (1)

ou A, B et C' sont connues et X est inconnue.
De nombreux travaux sur cette équation et ses applications peuvent étre trouvés dans la
littérature, et en particulier Penrose [22].

Si I’équation matricielle (1) n’est pas consistante, les chercheurs essaient souvent de
trouver ses solutions approximatives selon diverses méthodes, on cite ici :
(1) la solution a moindres carrés, définie comme une matrice X qui minimise la norme de
la  différence AXB — C, c’est-a-dire ||AXB — C||p = min,
(2) la solution a rang minimal, définie comme étant une matrice X minimisant le rang de

la  différence AXB — C, c’est-a-dire r(AX B — C') = min.

Le rang et I'inertie d’'une matrice sont deux concepts de base de la théorie des matrices
pour décrire la dimension de I’espace vectoriel de liges ou de colonnes, et la distribution
des signes des valeurs propres de la matrice. Ces deux notions sont bien comprises et
faciles & manipuler par les opérations élémentaires de matrice ou de congruentes. Ces deux
quantités jouent un role essentiel dans la caractérisation des propriétés algébriques des
matrices hermitiennes. En réalité, les rangs et les inerties des matrices hermitiennes ont été
les principaux objets d’étude de la théorie des matrices et de leurs applications. Certaines
recherches sur les rangs et les inerties des matrices hermitiennes et leurs applications
peuvent étre trouvées dans 5], [10], [13].

L’équation matricielle AX A* = B est apparu fréquemment dans la théorie des ma-
trices et ses applications, et a été étudiée par plusieurs auteurs depuis 1970. Par exemple,
Khatri et Mitra [12] ont établi les conditions nécessaires et suffisantes pour que cette
equation aie une solution hermitienne, et ont donné sa solution hermitienne générale par
des inverses généralisés de matrices.

La thése se compose de quatre chapitres. Le premier chapitre est consacré a rappeler
quelques notions be base concernant les matrices et 'inverse de Moore- Penrose et ses
propriétés

Dans le deuxiéme chapitre nous établissons les conditions nécessaires et suffisantes
pour que la paire d’équation matricielle Ay XA} = By et Ay Xy A5 = By ait une solution
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Xi+ Xo

hermitienne commune sous la forme , o X7 et Xy sont les solutions hermi-

tiennes des équations A1 X A} = B; et Ay X A5 = B, respectivement, et nous donnons les
conditions nécessaires et suffisantes pour que les sous-matrices d’une solution hermitienne
commune de I’équation (2.4) aient une forme spéciale.

Dans le troisiéme chapitre nous donnons quelques formules pour les rangs maximal et
minimal de A £ D1 X; D7 £ Dy X,D35 soumis aux solutions hermitiennes d’une équation
matricielle consistante A1 X1A7 = By et Ay X2A; = Bs, & partir de ces formules, nous
établissons des caractérisations de certaines classes de solutions des équations données,
et nous dérivons des conditions nécessaires et suffisantes pour ’existence d’une solution
hermitienne commune de la paire d’équations matricielles A1 X7 A} = By et Ay X, A5 = By
et nous donnons deux formes spéciales pour cette solution impliquant les sous-matrices
dans une solution hermitienne des équations A; X1 AT = By et A3 XyA5 = Bs.

Enfin dans le quatriéme chapitre, nous étudions la décomposition additive
X = Xl + X27 (2)

pour les solutions a rang minimal des trois équations matricielles de AXB = C, A1 X 1B, =
Ci et Ay X5B, = (5. Comme applications, nous dérivons les conditions nécessaires et
suffisantes pour que la décomposition additive

C-=A +B" (3)

soit possible, ou A7, B~ et C'" sont des inverses intérieurs a rang minimal de A, B et
C respectivement. Ainsi que les décompositions de solutions a rang minimal d’équation
matricielle AX B = C' en sommes de solutions de

A X By = Chy, A1 XoBy = Cha, Ay X3By = Cy1, AsXyBy = Oy,

> — Al _ _ C111 012
OUA—(A2>,B—(B1, Bg) etC—(021 022).

Dans ce travail nous étudions aussi différents types de solutions de certaines équations
matricielles et en particulier les équations AXB = C et AXA* = B.
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Notations
On désigne par

(1) K le corps des nombres réels ou complexes.

(2) C™™ 'espace des matrices du type m x n sur C.

(3) R™*™ I’espace des matrices du type m x n sur R.

(4) K™ I'espace des matrices carrés d’ordre n sur K.

(5) K% Pespace des matrices hermitiennes d’ordre n sur K.

(6) I, la matrice identique d’ordre n.

(7) A~! Tinverse de A.

(8) AT I'inverse de Moore-Penrose de A.

(9) E4=1— AA" la projection orthogonale sur N (A).
(10) Fa =1 — AT A la projection orthogonale sur N (A)*.
(11) AT la transposée de A.

(12) A* I’adjoint de A.

(13) R(A) l'image de A.

(14) N(A) le noyau de A.

(15) r(A) le rang de A.

(16) In(A) l'inertie de A.

(17) i+ (A) le nombre de valeurs propres positives de A

(18) i_(A) le nombre de valeurs propres négatives de A.
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(19) iy(A) le nombre de valeurs propres nulles de A.

(20) ||A]|r la norme de Frobinius.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre on introduit quelques notions de base de ’algébre linéaire qui joueront
un role essentiel dans ce travail. Pour une lecture détaillée sur ces notions on renvoie le
lecteur a [39] et [11].

1.1 Les matrices

1.1.1 Définitions et propriétés

Définition 1.1.1. On appelle matrice A de type m X n sur le corps K un tableau a m
lignes et n colonnes d’entrées en K.

a1 A12 Q1n
Q21 A22 a2

A — . " )
m1 Am2  *°° Omn

et on écrit A = (a;;),1 <i<m,1<j<n,sim=mn on dit que A est une matrice carrée.

On note par M,,x,(K) I'éspace vectoriel des matrices de type m x n sur le corps K.

La transposée d'une matrice A = (a;;) de type m x n est la matrice de type n x m notée
par AT telle que AT = (aj;), et la conjuguée de la matrice A est une matrice de méme
type de A symbolisée par A, dont A = (a;;). On note la transposée de la conjuguée d'une
matrice A par A*.

La matrice identité I,, est une matrice de type n x n avec des 1 sur la diagonale et des 0
partout ailleurs, Une matrice scalaire est un multiple de I,,, et une matrice nulle est une
matrice dont tous les éléments sont nuls.

Définition 1.1.2. Une matrice carré A est dite
1. diagonale si a;; = 0,1 # 7,
2. symétrique si AT = A,

3. hermitienne (auto-adjointe) si A* = A,

10
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antihermitienne si A* = —A
normale si A*A = AA*,

unitaire si A¥A = AA* =1,
7. orthogonale si ATA = AAT = 1.

)

SYRSIES

Propriété 1.1.3. Soit A € K, soient A et B des matrices sur K, une fois que les opéra-
tions somme et produit sont possibles on a :

1. (AT)T = A,

2. (A+B)T = AT + BT,
3. (ANA)T = \AT,

4. (AB)T = BT AT,

5. (A*)* = A,

6. (A+ B)" = A* + B*,
7. (VA)* = \AY,

8. (AB)* = B*A*.

Définition 1.1.4. On appelle matrice partitionnée ou matrice en blocs une matrice dont
les entrées sont des matrices de types appropriées

Exemple 1.1.5. La matrice

10 3 5
0027
P= 8 00 4
1 205
peut étre partitionnée en quatre blocs
10 3 5
PH— 0 0 ,P12: 2 7 ,P21:(1, 2),P22:(0, 5)
8 0 0 4

On peut alors écrire la matrice en bloc comme :

Py Py
P = .
<P21 PQQ)

Pi1, Pio, Py et Pyy sont dites sous matrices.
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Norme de Frobinius

Définition 1.1.6. Soit A € C™*", on définit la norme matricielle de Frobinius notée

1Al par
||Al|F = VitraceA* A.

1.1.2 Inversibilité

Définition 1.1.7. Une matrice carrée A € K™*™ est dite inversible ou non singuliére s’il
existe une matrice B d’ordre n telle que :

AB = BA =1,
appelée matrice inverse de A et notée B = A~L.

Proposition 1.1.8. 1. Si A est inversible alors son inverse est unique.
2. Si A est inversible alors A7 est inversible et (A71)7! = A.
3. Si A et B sont inversible alors AB est inversible et (AB)™' = B~1A™L.
4. Si A est inversible alors AT et A* sont inversibles, de plus (AT)™' = (A™H)T et
(A*)—l _ (Ail)*_
Théoréme 1.1.9. Les assertions suivantes sont équivalentes pour A € K"*™,
1. A est inversible tel que A~ = B.
. AB=1,.
3. BA=1,.

4. Les vecteurs colonnes de A sont linéairement indépendants.

\S

5. Les vecteurs lignes de A sont linéairement indépendants.

Définition 1.1.10. Si A € K™*™, alors on dit que A est inversible a droite (gauche) s’il
existe B € K"™™ tel que AB = I,,, (BA=1,).

1.1.3 Opérations élémentaires
Définition 1.1.11. Les opérations élémentaires sur une matrice sont des opérations de
types sutvants :

1. Ajouter a une ligne (colonne) un multiple d’une ligne (colonne) .

2. Permuter deux lignes (colonnes) différentes.

3. Multiplier une ligne (colonne) par un scalaire différent de zéro.

Définition 1.1.12. Une matrice élémentaire est une matrice carrée obtenue en effectuant
une opération de ligne sur une matrice identité.

Proposition 1.1.13. Une matrice élémentaire est une matrice inversible.
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1.1.4 Image, noyau et rang d’une matrice

Définition 1.1.14. Si A € K™*™ | alors l'image de A, noté par R(A), est l’ensemble de
toutes les combinaisons linéaires de colonnes de A. Si A = [my, ma...my], alors R(A) =
Vect(my, my...my). L'image de A est appelée aussi l'espace de colonnes de A.

L’espace de lignes de A, noté RS(A), est l’ensemble de toutes combinaisons linéaires de
lignes de A. Si A = [vy,v9..u,]7 , alors RS(A) = Vect(vy,va...0,,).

Définition 1.1.15. Le noyau de A, noté par N'(A), est ’ensemble de toutes solutions de
I’équation Ax = 0.

Définition 1.1.16. Le rang d’une matrice A est la dimension de R(A) :
r(A) = dimR(A),
c’est aussi le nombre de vecteurs lignes (ou colonnes) linéairement indépendants.

Théoréme 1.1.17. (Théoréeme de la dimension) Pour toute A € K"™*"
n=r(A) + dimN(A),
m = dim(RS(A)) + dimN (AT).

Proposition 1.1.18. Soit A € K™*"  les assertions suivantes sont équivalentes
1. r(A) =k,
2. dimRS(A) =k,
3. Le plus grand nombre de colonnes linéairement indépendantes de A est k,

4. Le plus grand nombre de lignes linéairement indépendantes de A est k.

Proposition 1.1.19. 1. A € K™ est inversible si et seulement si r(A) = n.
2. A € K™ est inversible a droite si et seulement si r(A) =m.

3. A € K™ est inversible a gauche si et seulement sir(A) = n.

Proposition 1.1.20. (Inégalités des rangs) supposons que A, B € K"™*" alors
1. r(A) < min{m,n},

2. Si une nouvelle matrice B est obtenue en supprimant des lignes et / ou des colonnes
de la matrice A, alors r(B) < r(A),

3. r(A+ B) <r(A) +r(B),
4. Si A e K™* et B e KF*" alors

r(A)+r(B) — k < r(AB) < min{r(A),r(B)}.

Proposition 1.1.21. (Egalités des rangs)
1. Si A e C™", alors r(A*) = r(AT) = r(A) = r(A),
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2. i Ae C™ " alors r(A*A) = r(A). Si A € R™" alors r(ATA) = r(A),
3. Soient A, B deux matrices de types appropriés, telles que A soit inversible a gauche
et B soit inversible a droite. Alors pour toute matrice M € K™ ™ on a :

r(M)=r(AM) =r(MB) =r(AMB),

A, 0 -~ 0
0 Ay, -+ 0

4. St A= ' alors r(A) = (A1) + ... + r(Ag).
0 --- 0 A

Définition 1.1.22. A, B € K™*" sont dites équivalentes si B = C7 ' ACy pour certaines
matrices inversibles C7 € K™*™ et Cy € K<™,

Définition 1.1.23. A, B € K™*" sont dites similaires si B = C~*AC pour une certaine
matrice inversible C' € K",

Proposition 1.1.24. A et B sont équivalentes si et seulement si r(A) = r(B).

1.1.5 Factorisation & rang complet

Théoréme 1.1.25. Une matrice A de type m x n sur K et de rang r > 0 peut étre écrite
sous la forme d’un produit A = EG, ou E est une matrice inversible a gauche et G est

wmversible a droite et,
r(A) =r(E)=r(G)=r.

Démonstration. Soit A € K™*" tel que r(A) = r, on désigne par ay, as, ..., a, les colonnes
de A, alors il existe au moins un ensemble de r colonnes de A linéairement indépendantes.
Soit J = {ji1, ja, .., jr} un ensemble d’indices pour lesquels a;,,...,a;, sont inéairement
indépendantes, et soit la matrice £ € K™*" se forme par les colonnes aji, ..., aj,, c-a-d
E = (aj,,...,aj.), si r = n alors A = E est une factorisation a rang complet triviale avec
G=1

Supposons que r < n, alors pour chaque colonne a;,j ¢ J il existe une colonne y; € K™
tel que a; = Ey;. Alors la matrice G € K"™*" se forme par les colonnes gy, ..., g, définies

par
g =4 Y si j¢J
J e, sijg=yg€J’

1 sii=j

tels que pour i = 1,..,7, €; = (014, 02;, ..., 0r4) T, OU 0y = { 0 siit)

Pour cette matrice G nous avons alors
EG = (ay,...,a,) = A.
Il est clair que r(A) = r(EG) < r(E) = r, alors r(A) = r(E) = r(G) = r, A = EG est

une factorisation a rang complet de A. O]
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Proposition 1.1.26. La factorisation a rang complet d’une matrice A n’est pas unique.

Démonstration. si A = EG est une factorisation a rang complet de A, et M est une
matrice inversible d’ordre r, alors A = EMM~'G = (EM)(M~'G) une autre factorisation
a rang complet de A. O

1.1.6 Idempotent

Définition 1.1.27. On dit que A € K™*" est un idempotent (projecteur) si A*> = A, si
en plus A = A* alors A est dit projecteur orthogonal.

Proposition 1.1.28. (a) Tout idempotent # I,, est non inversible.
(b) Soit A € K™, les affirmations suivantes sont équivalentes.

1. A est un idempotent,

I — A est un idempotent,
N(A) = R(I — A),

Siv e R(A), alors Av = v,
K" = R(A) @ N(A),

SRS

6. A est similaire a (I; 8), ou k =r(A).

1.1.7 Congruence et inertie

Définition 1.1.29. un élément A € K est une valeur propre d’une matrice A € K"*™ sl
existe un vecteur non nul x € K" tel que Ax = A\x. Le vecteur x est le vecteur propre de
A correspondant a la valeur propre \.

Matrices congruentes

Définition 1.1.30. Deux matrices A, B € K¥, sont *congruentes s’il existe une matrice

inversible C' € C™" telle que B = C*AC, (ou B = CTACQ).

Définition 1.1.31. Soit A € KY,, Linertie de A est le triple In(A) = (i+(A),i-(A),ip(A)),
ot iy (A) est le nombre de valeurs propres positives de A, i_(A) est le nombre de valeurs
propres négatives de A, et ig(A) est le nombre de valeurs propres nulles de A.

Proposition 1.1.32. Soit A € K}, r(A) =i (A) +i_(A).

Proposition 1.1.33. (Loi de Sylvester sur l'inertie)
Soit A, B € K}, A et B sont *congruentes si et seulement si elles ont la méme inertie.

Définition 1.1.34. On appelle opération élémentaire de congruence sur une matrice her-
mitienne, les opérations suivantes :
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1. Permuter i™m¢ et j°™¢ lignes, en méme temps permuter 1°™¢ et j¢™¢ colonnes de la
matrice hermitienne.

2. Multiplier i®™ ligne par une matrice inversible P a gauche, en méme temps mul-
tiplier 1°™¢ colonne par P* a droite dans la matrice hermitienne.

3. Ajouter i®™ ligne multiplié par une matrice P a gauche au j®™¢ ligne, en méme
temps ajouter 1°™¢ colonne multiplié par P* a droite au 7™ colonne de la matrice
hermaitienne.

1.1.8 Complément de Schur

Définition 1.1.35. Soit A = (ill ﬁm) tel que Ayy est inversible. Le complément de
21 A
Schur de Ay dans A est la matrice Agg — AglAﬁlAlg, noté par AJAi;.
A Ap

Proposition 1.1.36. 1. Soit A =
T(A) = T(A11> + T’(A/AH).

Aoy A22> tel que Ai; soit inversible. Alors

2. Soit A = (AH Am), tel que Ay € KP soit inversible. Alors r(A) = p si et
Ax Ax
seulement si AJ/A1; = 0.
3. Soit A = (Ail A12> est hermitienne, tel que Ay soit inversible. Alors In(A) =
Aly Ag

]n(AH) + ]TL(A/AH)

Démonstration. (3), supposons que A € K%, et Aj; € K%, est inversible.

Soit =y
_ ]p - 1_1 12
o= (v i)

n—p

On peut vérifier que

. An 0
QAQz(O” A/AH).

Alors,

In(A):]n( 0 A/Ay

) = ]n(AH) + ITL(A/AH)

1.1.9 Opérations élémentaires sur les matrices partitionnées

Les opérations élémentaires et les opérations élémentaires de congruence sur les ma-
trices jouent un roéle important dans I’algeébre linéaire. Ces opérations peuvent étre géné-
ralisées aux matrices partitionnées comme suit.

(a) Les opérations élémentaires sur les matrices partitionnées
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1. Permuter deux blocs lignes (colonnes).

2. Multiplier un bloc ligne (colonne) a gauche ( droite) par une matrice non singuliére
de taille appropriée.

3. Ajouter a un bloc ligne (colonne) un autre bloc ligne (colonne) multiplié par une
matrice appropriée a gauche (droite).

(b) Les opérations élémentaires de congruence sur les matrices partitionnées :

1. Interchange ™€ et j*™¢ blocs lignes, en méme temps, échange ™ et j™¢ blocs
colonnes de la matrice hermitienne en blocs.

2. Multiplier 7®™¢ bloc ligne par une matrice inversible P & gauche, en méme temps,
multiplier 7™ bloc colonne par P* A droite dans la matrice hermitienne en blocs.

3. Ajouter i®™ bloc ligne multiplié par une matrice P a gauche au 7™ bloc ligne, en
meéme temps, ajouter :°™¢ bloc colonne multiplié par P* de la droite au 7™¢ bloc
colonne de la matrice hermitienne en blocs.

1.2 Transformations linéaires

1.2.1 Concepts de base

Définition 1.2.1. Soient V et W deux espaces vectoriels sur le corps K, 'application
AV = W est appelée une transformation linéaire de V- dans W si pour tous u,v € V.
etAeK ona

Alu+v) = Alu) + A(v),
et

A(Mu) = MNA(u).

Exemple 1.2.2. Soit A : R? — R?, définie par

A(l’l,l’g) = (fl)l + Lo, T1 — LL’Q).

Définition 1.2.3. Soit A une transformation linéaire de V' dans W, Le sous-ensemble,

R(A) ={A(v):v eV},

est un sous-espace de W, appelé l'image de A, et le sous-ensemble,

NA ={veV:Aw)=0ec W},

est un sous-espace de V', appelé le noyau de A.
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Théoréme 1.2.4. Soit A une transformation linéaire d’un espace vectoriel V' de dimen-
sion n dans un espace vectoriel W. Alors

dimR(A) + dimN (A) = n.

Définition 1.2.5. Soit A une transformation linéaire d’un espace vectoriel V' de dimen-
sion n a un espace vectoriel W. Alors

1. A est injective si : vy # vy = A(v) # A(v1),
2. A est surjective si pour tout w € W il existe v € V tel que A(v) = w,

3. A est bijective si elle est injective et surjective.

1.2.2 Transformation linéaire associée & une matrice

A chaque transformation linéaire on peut associer une matrice sur des bases données,
par exemple,

A:R? — R?

T T _ T
(1, x0)" — A(x1,22)" = (321, 201 +29, —21 —219) 7,
est une transformation linéaire, Nous pouvons écrire

A(z) = Ax,

tel que
3 0

x = (11,79)7, A=12 1
-1 -2

Réciproquement, a chaque matrice on peut associer une transformation linéaire.

1.3 Systémes d’équations linéaires et I'inverse de Moore-
Penrose

1.3.1 Systémes d’équations linéaires
Définition 1.3.1. Un systéme d’équations linéaires, est un ensemble d’une ou plusieurs

équations linéaires dans les mémes variables, telles que

ajixry + ... + A1pTp = b1
a1, + ... + Aoplp = bg

A1 T1 + oo+ ApTp = by,

Une solution du systéme est un p-tuple (ci,...,¢,). Si b; = 0 pour tous j, le systéme est
homogéne.
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Un systéme est consistant s’il existe au moins une solution, sinon le systéme est incon-
sistant.
1l est habituel d’identifier le systéme d’équations linéaires avec l’équation matricielle Ax =

o by
aii e ay
b T3 by
b, tels que A=\ : --- x=1""1,b=
Qm1 -+ Amp )
Tp b,

Proposition 1.3.2. Soit Az = b un systéme linéaire, ou A € K™*P. Alors

1. Un systéme homogéne est toujours consistant (le vecteur nul 0 en est toujours
solution),

2. Le systéme Ax = b est consistant si et seulement si r(A,b) = r(A), c’est-a-dire

beR(A).

1.3.2 L’inverse de Moore-Penrose

Le concept de l'inverse généralisé trouve ses racines dans le probléme central de I’al-
gebre linéaire : la résolution de systémes d’équations linéaires. Considérons un tel systéme

Axr =0,

tel que A € K™*" et 7(A) = r. Alors x = A~1b est la solution unique. Mais que se passe-t-il
si A~! n’existe pas, ou A n’est pas carrée ?

Notez que, pour toute matrice A, si nous pouvons trouver une autre matrice B telle que
ABA = A, alors Bb sera une solution de Az = b, si une solution existe.

supposons que Az = b. Alors BAx = Bb donc b = Ax = ABAxz = A(BD). si A est
une matrice inversible alors B = A~!. La matrice B s’appelle un inverse généralisé de A
et n’est pas nécessairement unique. Le premier travail publié sur les inverses généralisés
remonte & Moore [20]. Cependant, ce n’est qu’en 1955 que la théorie se développe, lorsque
Penrose [22| définit un inverse généralisé déterminé uniquement pour toute matrice A.
Pour des raisons évidentes, I'inverse généralisé est appelé 'inverse de Moore-Penrose et
noté par A*.

Définition 1.3.3. Si A € C™*". Alors A" est la matrice unique dans C™*™ telle que

1. AATA= A,

2. ATAAT = AT,

3. (AAT)* = AAT,

4. (ATA)* = AT A.

Si A est inversible (non singuliére), la matrice A~! satisfait trivialement les quatre
équations de la définition 1.3.3, alors I'inverse de Moore- Penrose d’une matrice inversible
est I'inverse ordinaire.

D’apres les équations (3) et (4), AAT et AT A sont des projections orthogonales sur R(A)

et R(A*) respectivement, nous utilisons E4 et F4 pour représenter les deux projecteurs
E'A:]—fLA+ et FA:I—A+A.
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Théoréme 1.3.4. Pour tout A € C™ ™, AT existe et unique.

Démonstration. Soit A € K™*" A : K" — K™ la transformation linéaire associée a A .
pour la décomposition C" = N'(A) ® R(A*) on a A|g(a-) est une transformation linéaire
inversible.

on définit la transformation linéaire A : K™ — K" par

./ZliL' . 0 six € R(A)J'
| (Alr@an) Ttz stz € R(A)

On note par AT la matrice de A, il est facile de vérifier que

[0 sizeR(A)
Ad's = { r sixeR(A)
« 0 si N(A) = R(A*)*
si x € = *
AT Az = { r st x e N(A)F =R(AY)

Maintenant on va montrer que A™ vérifie les quatre équations de la définition 1.3.3, pour
cela on décompose C™ et C™ comme suit

C"=RA)BR(ANE et C"=R(A) & R(A)"

Soit © = xy + x5 € C" tel que z; € R(A*) et x5 € R(A*)L. Alors

AAT Az = AAT Az + x0) = AAT Azy + AAY Axy = Az + 0 = Axy + Axy = Az,

ce qui montre que AATA = A. de la méme fagon on trouve ATAAT = AT (AAT)* = AAT
et (ATA)* = ATA.

Si X et Y deux matrices satisfaisant les quatre équations de la définition 1.3.3. Alors
X =XAX = X(AX)" = XX"A" = XX (AY A)*
= XX"A*(AY )" = XAY = (XA)'YY = A" XY
= (AYA)' XY = (YA)'A' XY =YAXAY =YAY

=Y.
Il en résulte qu’il existe une matrice unique vérifiant les quatre équations de la définition
1.3.3 pour toute matrice A € K™*", O
Théoréme 1.3.5. [25] Soit A € K™ et r(A) = r, supposons que A = FG soit une

factorisation a rang complet de A. Alors
1. FT = (F*F)"'F~,
2. F*F =1,
3. Gt =G (GG*)™ 1,
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4. GGt =1,

5. At =GTFT.
Démonstration. Puisque I est inversible & gauche et G est inversible a droite, alors F'™
et G sont I'inverse a gauche et a droite de F' et G respectivement, donc (2) et (4) sont
triviales
(F*F)™ ! e (G’G*) ! sont des matrices carrées a rang complet donc inversibles, pour

t
montrer (1), (3) et (5) en utilisant la définition de I'inverse de Moore-Penrose, (2) et (4).
[

1.3.3 Propriétés principales de ’inverse de Moore-Penrose

Théoréme 1.3.6. [/] On suppose que A € C™*™. Alors
1. (ANt = A,

2. (A7) = (AT,

3. SiAeC, AT =XTAT o0 A\t =F si A #0 et AT =0 51 A =0,

4. A= A*AAT = AT AA*,

5. (A*A)T = AT (A")T,

6. AT = (A*A)TA* = A*(AA")T,

7. (UAV)t =V*ATU* ou U,V sont des matrices unitaires.
A0\ (AR 0

Proposition 1.3.7. | . .. . =1 . o

0 ... A, 0o ... Af

Théoréme 1.3.8. [/] Si A € C™*", alors
R(A) = R(AA*) = R(AA"),
R(AT) = R(A%) = R(A*A) = R(A°A),
R(I — AAT) = N(AAT) = N(A4%) = R(A)L,
R([ AT A) = N(ATA) = N(A) = R(A")L.

1.4 Formules de base du rang pour 'inverse de Moore-
Penrose

Lemme 1.4.1. [/5] Soit A€ C™*", B € C™*? et C € CT*". Alors

r (A, B) =r(A)+r(EaB) =7r(B) +r(EgA), (1.1)

r (é) = r(A) + r(CFy) = 7(C) + r(AFp), (1.2)
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r (é ?) =1(B) +1(C) + r(EpAFc), (1.3)
" (é g) =r(4)+r (C(Z)TA EQAB) : (1.4)
tel que Sy = D — C AT B. En particulier, si R(B) C R(A) et R(C*) C R(A*), alors
r <é ﬁ) =r(A)+r(D—-CA'B). (1.5)

Démonstration. On remarque que

(4, B) (é _A;B)_(A, _AA*B+B) = (A, EB) et R(A)NR(E.B) = {0},

_ At
tel que (é AI B) est inversible a droite. Alors

r (A, B) :r{(A, B) (é _fB)] =1 (A, EasB) =r(A)+r(EsB).

Les autres égalités de (1.1) et (1.2) sont prouvés de méme fagon. Pour montrer (1.3), en
utilisant (1.1) et (1.2) on obtient

-

_|_

) +r(EpA(I — C*0))
(B)+r(C)+

(EpAFe).

303

I 0\ (A B\ (I —ATB\ [ A E4B
—cat 1)\c¢ p)\o 1 )T \CFx 54 )
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alors

Si R(B) CR(A) et R(C*) C R(A*) alors E4B =0 et CF4 =0 ce qui donne

. <é‘ g) — r(A) + 7(Sa).

Lemme 1.4.2. [15] Soient A € C™" B € C™*k C € C*" et D € C*k
1. r(A,B) =r(A) +r(B) <= R(A) NR(B) = {0},

2. 7 (é) = r(A) +7(C) == R(A*) NR(C*) = {0},
3. (A, B) = r(A) «= R(B) C R(A) —= EAB =0,

4.1 (é) =r(A) <= R(C*) CR(A*) «<— CrA =0,

5. 1 (é ?) = r(A)+1(B)+1(C) == R(A)NR(B) = {0} et R(A")NR(C*) = {0},

6. r (é g) — 1(A) <= R(B) C R(A) et R(C*) C R(A*) et D = CA*B,

Lemme 1.4.3. [/5] Soient A € C™", B € C™** et C € C*" des matrices données
données, et supposons que

R(AQ) =R(A) et R[(PA)"] =R(AY).
Alors A )
r(AQ, B):T(A, B), T(C>:r(c). (1.6)

En particulier,

r(AA', B)=r (A, B), T(AQA>:T<§>. L7)
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Lemme 1.4.4. [ Soient A € C™*", B € C™*, C € C™*" et D € C**. le rang du
complément de Schur Sy, = D — C AT B satisfait I’égalité

A*AA* A*B
r(D—-CA"B)=r < A" D ) —r(A). (1.8)
Démonstration. 1l est évident que
R(A*B) C R(A*) = R(A*AA"), R(AC*) CR(A) =R(AA*A),
d’aprés (1.5) et le fait que A*(A*AA*)TA* = AT alors
A*AA* A*B .t oax
7’( oA D ):r(A AA™) + 1r(Saraax)
=7r(A) +7r(D - CA (A*AA )T A*B.
=7(A)+r(D - CATB),
ce qui montre (1.8). O
Lemme 1.4.5. [77] Soient A;, B;,Ci(i = 1,2,...,k) et D est une matrice telle que l’ex-
pression D — C1Af By — -+ - — Cy A} By soit définie. Alors
A*AA* A*B
r(D—CiATBy — - — CyA{By) =r ( CA* D ) —r(A), (1.9)

ot A = diag(Ay, As, ..., Ay), B* = (B, Bj,...Bj) et C = (Cy,Cs, ..., Cy).

Définition 1.4.6. On note par CY}} l’espace des matrices hermitiennes de type n X n sur

C.
Lemme 1.4.7. [2)] Soient A € C}}, B € C}, Q € C™ ", et supposons que P € C™*™
est non singuliere. Alors,
i+(PAP*) =iy(A), (1.10)
. . Zi(A) stA >0
(M) = { ir(A) siA<0 (L.11)
. (A 0 . .
it (0 B) =iy (A) +ix(B), (1.12)
(0 Q) . [0 Q)
Lemme 1.4.8. [20] Soient A € CY;, B € C™*", D € CY, et soit

A B A B
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Alors,
ix(My) =r(B) +iL(EpALp), r(M)=2r(B)+r(EzAEp), (1.15)
. . . 0 EAB 0 EAB
ix (M) = ip(A)+iy (B*EA D_ é‘*AJFB) , T(My) =r(A)+r <B*EA D_ g*AJrB) :
(1.16)
Sous la condition A = 0,
iv(My)=r(A B), i_(My)=r(B), r(My)=r(A B)+r(B). (1.17)
Sous la condition R(B) C R(A),
ie(My) =is(A) +ie(D — B*AYB), r(My) =r(A)+r(D— B*A"B). (1.18)

Quelques formules de rang et d’inertie dérivées de (1.1)-(1.3), (1.14)-(1.16) sont données

ci-dessous p p
B B 0
T<EPC O) —r(c 0 P) —r(P), (1.19)

A B
r(é ng)r(c 0| - Q) (1.20)
0 Q
A B 0
7"( A BFQ):r C 0 P|—rP)—rQ), (1.21)
EpC 0 00 0
A B 0
r( A ) BFP):r B* 0 P*| —2r(P), (1.22)
FpB* 0 0P o
A B 0
. A .
Zi(FPB* B(];P) =1t %* 2 -f)*) _T(P)7 (123)
A B Q
" (Eg‘ffc? E%B)—fzi (B* D 0) —7(Q). (1.24)

1.5 L’équation matricielle AXB =C

1.5.1 La solution générale de I’équation matricielle AXB = C

Considérons I’équation matricielle

AXB =C, (1.25)
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ou A € C"" B € CP*? et C' € C™* sont données, et X € C"*P est une matrice
inconnue. L’équation (1.25) est I'une des équations matricielles les plus connues dans la
théorie. De nombreux articles sur cette équation et ses applications peuvent étre trouvés
dans la littérature. Dans [22], les conditions de consistance et la solution générale de
(1.25) ont été dérivées analytiquement en utilisant des inverses généralisés de matrices et
le résultat classique suivant a été obtenu.

Lemme 1.5.1. L’équation (1.25) est consistante si et seulement si R(C) C R(A) et
R(C*) C R(B*), ce qui équivaut & AATCBTB = C, dans ce cas, la solution générale est
donnée sous la forme paramétrique suivante

X = ATCB* + FoU, + U Ep, (1.26)

ot Uy et Uy sont arbitraires de types appropriés. La solution de ’équation AXB = C' est
unique si et seulement sir(A) =n et r(B) = p.

1.5.2 Solution & norme minimale et & rang minimal de I’équation
AXB=C

Si I’équation matricielle dans (1.25) n’est pas consistante, les chercheurs essaient sou-
vent de trouver ses solutions d’approximation qui répondent a certains critéres optimaux.
Les deux fonctions objectives bien connues pour mesurer 'optimalité des solutions d’ap-
proximation sont la norme et le rang de la matrice. Pour (1.25), la solution des moindres
carrés est définie comme étant

X =arg min [|(C—AXB)||r, (1.27)

XeCnxp

tandis que la solution & rang minimal de (1.25) est définie comme étant

X =arg Xmin r(C — AXB). (1.28)

eCnxp
Il est bien connu que ’équation normale correspondant au probléme de minimisation dans
(1.27) est
A*AXBB* = A*CB".
Cette équation est évidemment consistante, résoudre cette équation par le lemme (1.5.1)
donne le résultat suivant.

Lemme 1.5.2. La solution a moindres carrés générale de l’équation matricielle dans
(1.25) peut étre écrite comme

X = ATCB* + FoU, + UsEp, (1.29)

ou Uy et Uy sont arbitraires de types appropriées. En particulier, la solution a moindres
carrés et a rang minimal de (1.25) peut uniquement étre écrite comme X = ATCB™.
Notez que (1.29) est donnée sous forme paramétrique. On peut facilement en déduire
diverses propriétés de la solution a moindres carrés, telles que ['unicité, le rang mazximal
et le rang minimal, la norme de la solution a moindres carrés, ainsi que la structure des
sous-matrices dans la solution a moindres carrés.
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Ensuite nous présentons comment trouver la solution a rang minimal de (1.25). Soit

P(X)=C— AXB, (1.30)

ou A e C™" B e CPvet C € C"™*? sont données, et X € C"*P est une matrice variable.
Nous I'appelons I’expression de matrice linéaire associée a (1.25). Dans [35] et [30], une
formule importante pour le rang de (1.25) a été établie comme suit :

r(C—AXB)=r (g) +r(C, A)—r(M)+r[En(X +TM*S)Fs,], (1.31)
. C A 0
ol M= (B 0), T=(0,1,),S = ([p) Ty, =TFy, S; = EyS.
Pour plus de commodité, soit
P = En (X +TM*S)Fs,. (1.32)

11 est évident que les rangs maximal et minimal de P dans (1.32) sont donnés par

max r(P) = min{r(Er,),r(Fs,)} et minr(P) =0,
a la base de ces résultats, il a été montré dans [35] et [30] que :

Lemme 1.5.3. Les rangs maximal et minimal de C'— AX B par rapport a X sont donnés
par

Jmax r(C'— AXB) = min {r (C A).r (g) } (1.33)
Jin r(C— AXB) =r (C A),+r (g) —r (g 13) : (1.34)

Evidemment de (1.31), la matrice X satisfaisant (1.34) est la solution de I'’équation
matricielle consistante suivante :

Er (X + TM*S)Fg, =0 (1.35)

D’apreés le lemme 1.5.1, la solution générale de (1.35), & savoir, la solution générale a rang
minimal de (1.25), peut étre écrite comme :

X =-TM*'S+TU+ VS, (1.36)

ott U € Cltmxr et V' € C™*(m+P) sont arbitraires. On note que (1.36) est donné sous
forme paramétrique. On peut facilement déduire diverses propriétés de la solution a rang
minimal, telles que 1'unicité, les rangs maximaux et minimaux, etc.

Lemme 1.5.4. [70] La solution a rang minimal de (1.25) est unique si et seulement si

r(A) = n, 1(B) = p, r (g g‘) - (g) A =r(C A)+r(B).  (137)
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Démonstration. La solution a rang minimal de (1.25) est unique si et seulement si la

solution de I’équation (1.35) est unique ce qui équivaut a
r(Er)=n et r(Fs,) = p.

Or,
r(Er)=n—r(T)) = et r(Fs,) =p—r(S1).

Alors (1.38) équivaut a
r(Ty) =0 et r(Sy) =

telles que
(1) = r G;) (M) =n+r (B) r(M),

“ (S1)=r(M, S)—r(M)=p+r(C, A)—r(M)

o P(Ty) = 0 & r(M) =r (g) o,

et

D’autre part on a :

on=r(G 5)=r@ e (B OFc )

de (1.39) et (1.41), on trouve

(1.38)

(1.39)

(1.40)

(1.41)

(1.42)

et donc 7(A) = netr <B O) (B) + r(A), de la méme méthode on montre que

T(B):petr<g g‘):r(c, A) +r(B).

]



Chapitre 2

Quelques propriétés des solutions
hermitiennes communes des équations

matricielles A1 X A7 = By et Ao XAl = By

2.1 Introduction

Considérons I’équation suivante
AXA" = B, (2.1)

ot A € C™*" et B € CY} sont données, et X € C" est une matrice inconnue. L’équation.
(2.1) est I'une des équations matricielles linéaires les plus simples, qui a beaucoup attiré
lattention de nombreux auteurs depuis 1970, I’équation matricielle (2.1) et sa solution
hermitienne ont été largement étudiés dans la littérature. Par exemple dans [11], Y. Liu
et Y. Tian, donnent des formules de rang maximal et minimal des sous-matrices dans
une solution hermitienne X partitionné en 2 x 2 blocs, de ces formules ils obtiennent les
conditions nécessaires et suffisantes pour que ces sous-matrices soient nulles ou uniques.
En [17], Y. Liu.Y. Tian, et Y. Takane étudient I’équation (2.1), avec B soit hermitienne
ou antihermitienne ot ils donnent les rangs maximal et minimal de matrices réelles X et
X; de la solution hermitienne ou antihermitienne X = X+ iX;. Grok [0, 7] a déterminé
le rang minimal des solutions définies négatives de (2.1).

En ce qui concerne la consistance et la solution hermitienne générale de AXA* = B, le
résultat suivant est bien connu.

Lemme 2.1.1. Soient A € C™*" et B € CY}} des matrices données. Alors.

(a) [0, 17], L’equation AX A* = B a une solution X € C% si et seulement si R(B) C
R(A), ou équivalent o, AATB = B.
(b) [20], Sous la condition AATB = B la solution hermitienne générale de AX A* = B

est donnée par

X = A*B(AY) + U — ATAUAT A, (2.2)

29
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X = ATB(AT)* + FAV + V*F4, (2.3)
ou U € Cl et Ve C™" sont arbitraires.
considérons la paire d’équation matricielle
A1 XA =B, et Ay XA, = B,. (2.4)
Divers problémes liés a (2.4) et a leurs applications ont été étudiés dans la littérature.
Les conditions nécessaires et suffisantes de 1'existence d’une solution commune hermi-
tienne de (2.4) et 'expression générale de la solution sont données par le lemme suivant

Lemme 2.1.2. [25] Soient B; € CY', A; € C™*™ des matrices données pour i = 1,2 et
supposons que chaque équation matricielle

AlXAT = Bl et AQXA; = BQ, (25)

admet une solution hermitienne, c-a-d, R(B;) C R(A;) pouri = 1,2. Alors

(a) La paire d’équations matricielles (2.5) posséde une solution commune hermitienne

st et seulement si
Bl 0 Al A
r| 0 =By Ay | =r (Al) . (2.6)
AT A5 0 2

(b) Sous la condition (2.6), la solution hermitienne générale de la paire d’équations
matricielles (2.5) est donnée sous la forme paramétrique suivante :

X:X0+VFA—|—FAV*+FA1UFA2—|—FA2U*FA1, (27)

ou Xy est une solution spéciale de (2.5), A = (il), et U,V € C™™ sont arbi-
2

traires.

Dans [28] Y. Tian a établi des formules explicites pour calculer

maxr(A1 — BlXB1>,
ng
I)?égr(Al — B1XBy),
g{lggg(ﬁll - B XBy),
I)I{lell‘% Z:t(Al — BlXBl),
Dans [25] 'auteur a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour que & = 7, ol
S={X eC}y|AXA* = B},

T:{X1+X2

T TAX A'T] = TiBT], LAX ATy = TyBT; ).
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Dans [8] S. Guerarra et S. Guedjiba ont établi un ensemble de formules explicites pour

calculer les rangs et les inerties maximales et minimales de P — X par rapport a X, ou
P e CY} est donnée, et X est une solution hermitienne commune & rang minimal des
équations matricielles A; XA} = B; et Ay X A = Bs.
Dans [35], les auteurs calculent les rangs maximaux et minimaux des sous-matrices dans
une solution a moindres carrés de I'équation AXB = (. De ces formules, ils dérivent
des conditions nécessaires et suffisantes pour que les sous-matrices soient nulles ou aient
d’autres formes spéciales.

L’une des quantités les plus fondamentales de ’algébre linéaire est le rang d’'une ma-
trice, qui est facile a calculer par des opérations élémentaires sur les matrices. Cet entier
non négatif fini peut étre utilisé pour décrire la dépendance ou I'indépendance des vecteurs,
la singularité ou non-singularité d’'une matrice, ’équivalence des matrices, la solvabilité
des équations matricielles, etc. Un fait fondamental sur le rang d’une matrice est que
M = 0 si et seulement si (M) = 0. Ainsi, deux matrices M; et My de méme taille sont
égales si et seulement si 7(M; — M) = 0. Cette méthode algébrique permet d’étudier
diverses expressions composées de matrices et de leurs inverses généralisés, ainsi que de
matrices arbitraires.

Dans ce chapitre nous utilisons les formules de rang d’une matrice pour dériver les condi-

tions nécessaires et suffisantes pour que (2.4) posséde une solution hermitienne com-
X1+ Xy, ) .. ) .
mune sous la forme ———=, ott X; et X5 sont les solutions hermitiennes des équations

A1 XA} = By et A, X A5 = B, respectivement, et nous donnons les conditions néces-
saires et suffisantes pour que les sous-matrices d’une solution hermitienne commune de
I'équation (2.4) aient une forme spéciale.

2.2 propriétés des solutions communes des équations
matricielles A; XA} = B) et A, XA = By

Lemme 2.2.1. [7/] Soit
¢(X1,X2) =A— BleCl — (Blecl)* — BQXQCQ — (BQXQCQ)*, (28)

tel que A € C};, B; € C™*Pi et C; € CEX™ sont données, et X; € CPi*% sont des matrices
variables pour 1 = 1,2, et supposons que

R(Bz) € R(B1), R(CY) € R(B1), R(C3) € R(B). (2.9)

et sotent

=|B5 0 0 0], Npa=1[|Cy 0O 0 0|,

N:<ABQC{*C’§
c, 0 0 0 C, 0 0 0

A B, C; Cj A By, Ci Cj
Ci 0 0 o)’ M
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A B, C; A Cr G
A B .
M=(s '), Mi=|B; 0 0 | M=[C 0 0
! Ol 0 0 CQ 0 0
Alors,
max r[p(X1, Xo)] = min{r[A, B,],r(N),r(M),r(Ms)}, (2.10)
X1€eCP1xa1 X,eCP2%492
min r(o(Xy, Xo)] = 2r[A, By] —2r(M)+2r(N)+max{si, sa, 53,54}, (2.11)
X1€CP1X491 XoeCP2%42
X, eCr1 xgllgéemx@ ix[p(X1, Xo)] = min{ip (M), ix (M2)}, (2.12)
min ii[gf)(Xl, XQ)] = T’[A, Bl]—T(M>+T(N)+maX{ii(M1>—T’(N1), ii(MQ)—T(NQ)},
X1€(CP1XQI,X2€CP2X42
(2.13)

tel que

S1 = T’(Ml) — QT(Nl), S9 = ’I“(MQ) — QT(NQ),
S3 = Z+(M1) + Z_(MQ) - T(Nl) - T(NQ);
Sq4 = Z_(Ml) + Z+(M2) — T(Nl) — ’I“(NQ).

Soient A; € C™*P | B; € CY", pour i = 1, 2. Définir

X, + X
S = {Y _ % € Tl | AX AT = By, Ay XAl — BQ}, (2.14)

Dans ce cas, on donne les conditions nécessaires et suffisantes pour que S NSy # 0.

Théoréme 2.2.2. Supposons que la paire d’équations dans (2.15) a une solution hermi-
tienne commune, Sy et Sa définis comme dans (2.14) et (2.15). Alors S NSy # 0 si et
seulement st

0 A A "
r —Al —§B1 0 =2r A . (216)
A, 0 i, 2

Démonstration. On note que S; NSy # ) est équivalent a

min (Y —X)=0. (2.17)
YeS,XeSs

D’aprés le lemme 2.1.1, I'expression générale de Y € §; peut étre écrite comme

ATBi(AY

Y + Fa, Uy + U Fa, + 2

AT By (AT)*
%+FA2UQ+U;FA% (218)
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ou U; et U, sont arbitraires de types appropriés. Alors

A+B A+ * A+B A+ *
Y — X — 1 12( 1) —{—FAlUl—l—UikFAl+L<2)+FA2U2+U;FA2_XO
—VFA— FAV" — F5,UFa, — Fa,U"Fy,
F
ATBy(AT)* A By(AD)* N
_ABAY ABA) v v o, ) | F
2 2 F
Az
V*
_(FA7 Fay, FAQ) —Ux _FAlUFAz_FA2U*FA1'
U,
Soient AFBAF) AT B (AF)*
1 12( ! + =2 22( ) —Xo Fa, Fa Fa Fa, Fa,
L= Fa 00 0 0 01,
Fy, 0 0 0 0 0
Fyu, 0 0 0 0 0
A+B A+ * A+B A+ *
1 12( 1) —+ 2 2( 2) — X FA1 Fy FA1 FAz FA2
L Fy, 0 0 0 0 0
1= Fyu 0 0 0 0 0 |’
Fyu, 0 0 0 0 0
Fyu, 0 0 0 0 0
+ ) T By(AT)*
Al BIZ(A1> _|_A2 22( 2) _XO FA1 FA FAI FA2 FA2
L Fy 0 0 0 0 0
2 = Fyu, o o0 0 0 0 |
Fyu, 0 0 0 0 0
Fyu, 0 0 0 0 0
AFBi(AT) A By(AS)
- Xo I,
2 2
G: FA 0 ?
Fy, 0
Fyu, 0
+ +\x + AF)*
A B12(A1) n A; 322( 3) — Xo Fa, Fa Fa Fa,
o Fu, 0 0 0 0
1= Fy 0 0 0 0 |’
Fu, 0 0 0 0
Fyu, 0 0 0 0
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AFB(AD) AP By(Af)
1 1( 1) + 2 2( 2) —XO Fy FAl FA2 FAz

2 >

Fa 0 0 0 0

Gz = Fa, 0 0 0 0
Fa, 0 0 0 0

Fa, 0 0 0 0

Donc, d’aprés le lemme 2.2.1, on a

‘ _x) = o (AT BUAT) | ATB (A7) _
Yegl)r(1€s2r(Y X)=2r ( 5 + 5 — Xy, I, | —2r(G)+2r(L)+max{ty, t2,t3, 14},
(2.19)

ou

tl = T(Gl) — 2T<L1),t2 = T(Gg) — QT(LQ),
tg = Z+(G1) + Z_(G2> — T(Ll) — T(L ),
t4 = Z,(Gl) + Z+(G2) — T(Ll) — T(L )

Nous allons simplifier 7(G), (L), i+(L;) et i+(G;) pour i = 1,2.

En appliquant (1.2), (1.8), (1.23) et (1.12), et simplifier par [A; A} By, Ay AJ Bo] = [By, Bal,
les opérations élémentaires sur les matrices et les opérations de congruence, et le fait que
R(F4) CR(Fa,) et R(Fa) € R(Fa,), on obtient

N

N

AT By (A7) N A3 By (A7)

5 5 - Xo I,
r(G)=r Fy 0
Fa, 0
Fa, 0
Al Bi(A])* n AJ By(A7)* S X I,
. 2 2
Fa, 0
Fa, 0

= 2p + T(AQFAl) — T(Ag),
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AT By (A7) n A3 By (A7)

5 5 —Xo Fa, Fa Fa, Fa,
. ) Fy 0 0 0 0
i+(G1) = ix Py 0 0 0 0
Fy, 0 0 0 0
Fyu, 0 0 0 0
ATBy (AT A By(AS)*
1 12( 1 ) 4 2 22( 2 ) . XO FAI FAQ
= Fy, 0 0
Fa, 0 0
ATBy(AT)  AFB,(A))*
112(1>+222(2)—X0 L, I, 0 0
- I, 0 0 A 0
= I, 0 0 0 A
0 A0 0 0
0 0 Ay, 0 0
0 I, I, —YATB +1X,4; —1A]B,
I, 0 0 A 0
=n I, 0 0 0 A
—IBi(AT) + 341Xy A 0 0 0
—1B,(AF)* 0 A 0 0
0 —Ar A3

=p+iz | —-A —3B1 0
A2 0 %BQ

— (A1) —r(Ay),

Par des étapes similaires, nous obtenons
0 —-A7 A
it(Ga) =p+is | =4 —%Bl 0
A, 0 iB,

— (A1) = r(Ay),

0 —A7 A
r(Ly=2p+r|-A —-iB; 0
A, 0 1B,

—2r(Ay) — 2r(Ay).

Il est clair que
r(L) =1r(Ly) =r(Ls) et ty =ty =t3 =ty = —1r(L).

En substituant ces relations dans (2.19) on obtient (2.16).

— (A1) —r(Ay)

—r(A;) —r(As)
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2.3 Le rang de sous-matrices dans une solution hermi-
tienne commune des équations matricielles A; X A =

Bl et A2XA* = B2

Soit

Les solutions hermitiennes communes de la paire d’équations matricielles en S sont don-
nées par
X=Xog+VFys+ FAV*+ Fy,UF4, + FA,U" Fy,,

oul Xy est une solution commune hermitienne spéciale de la paire d’équations matricielles

Ay
dans S, A = A,
L’un des concepts fondamentaux de la théorie des matrices est la partition de la matrice.
De nombreuses propriétés d’une matrice peuvent étre dérivées a partir de sa partition.
Une solution commune hermitienne X € S est partitionnée en blocs de 2 x 2 de la forme

X = ())((:’1* §2>, telles que X; € Cl, Xy € C"*™2 et X3 € C72, avec ny + ny = n.
2 3

,et U,V € C"™" sont arbitraires.

Puisque X7, X, et X3 sont les sous-matrices dans une solution hermitienne commune
X de la paire d’équations matricielles A1 XA} = By et Ay X A5 = B,, elles peuvent étre

réécrites comme
Xl = (In17 O) X <]81> = RlXRT,

Xy = (I, 0)X ( ]n) — RIXR;,

0 )
Xy = (0, I,) X <]n) ‘= Ry XR.

Nous adoptons les notations suivantes pour les collections de sous-matrices X, X, et X3.

v (X1 X o
S; = {XZ|X_ (X; X3) es}, i=1,2,3.

Ainsi, les équations matricielles définies dans S peuvent étre écrites comme
A*
(A117 AIQ) X (Ail> = Bla
12

(Ag1, Ap) X (ﬁfl) = B,.
22

ol All € (Cm1><n1’ Alg € lean’ A21 € Cm2><n1, A22 g Cmaxnz,

Voici quelques résultats connus concernant les rangs et les inerties des matrices, qui seront
b

utilisés dans cette section.



2.3 Le rang de sous-matrices dans une solution hermitienne commune des équations

matricielles A1 X A} = By et Ay, XA, = By 37

Lemme 2.3.1. [7/] Soient A; € C™*" et B; € C}; pouri = 1,2 et supposons que la paire

d’équations matricielles
141)(141< = Bl et AQXA; = BQ,

a une solution commune X € CY. et soit S défini par (2.20), et définir

A 0 B
Pl - (él* g 12* 12*) 9 P2 - O _Bl Al 9
1 2 B* AT 0
A 0 B A 0 0 B B
0 —-B 0 A, O
Ps=|0 =By Ay, Q= ;
B o o 0 0 =B, 0 A
2 B* A A, 0 0
A 0 B B A 0 B B
Os— | 0 ~Bi A0 Op— | 0 —B: A 0
7B A 0 0] P |BT A5 0 0
0 0 0 A, 0 0 0 A

Alors
1. Le rang mazimal de A — BX B* soumis a S est

max (A — BXB*) = min {r (A, B),r(Q)—r (j;) —1r(Ay) —r(A),r(P2) — 2r(A,),

Xes

T(Pg) — 27“(142)}, (221)

2. Le rang minimal de A — BX B* soumis a S est

r)?eigr(A — BXB*) =2r (A, B) —2r(Py) + 2r(Qy)

+ max {T(Pg) —2r(Q2),r(P3) — 2r(Q3), u1, uz}, (2.22)
up = i1 (Py) +i_(P3) — r(Q2) — r(Qs),
uy =i (Py) +iy(Ps) —1(Q2) — r(Q3),

3. L’inertie maximale de A — BX B* soumise a S est

max i1 (A — BXB*) = min {ii(PQ) —r(Ay),ic(Ps) — ’I“(AQ)}, (2.23)

XeS

4. L inertie minimale de A — BX B* soumise a S est

I)?ellsl i+(A—BXB*)=r (A, B)—r(P)+7(Q1)+ max {ii(Pz) —1(Q2),i+(P3) — T(Q3)}-
(2.24)
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Lemme 2.3.2. [77] Soient A € C™", B € C™* C € C*", By € C™*?, C} € C™*" des
matrices données, et Y € CF*" 7 € C™*! U € CP*? des matrices variables. Alors
A B B A B A B B
minr(A-BY -ZC—-B,UC,) =r (C 0 Ol)—i-r C 0|-r|C 0 0 |—r(B)-rC),
Y.2,U C, 0 C, 0 0
(2.25)
A B
maxr(A — BY — ZC — ByUC}) = mins m,n,r A BB | C 0 . (2.26)
Y.Z,U cC 0 0 coo0
1

Théoréme 2.3.3. Soient A; € C™*™ et B, € C}' des matrices données pour i = 1,2,
supposons que la paire d’équations matricielles

AlXAT = Bl et AQXA; = BQ7

a une solution commune X € C%. et soient

_Bl 0 A12 _All 0 _Bl 0 All 0 —A12
T, = 0 —-By 0 Ay Ap |, Th= 0 —By 0 Axn A |,
Ay, AL O 0 0 Ay AL 0 0 0
By Ap A 0 —By Ay —Ay 0
My=1| A4, O 0 0|, My=| 4, 0 0 01,
0 0 Ay Ag 0 0 A A
-Bi An 0 —Ayp —By; Ay 0 —Ay
M; = | A}, 0 0 0 , My=1| 4 0 0 0 ,
0 0 Ay Ay 0 0 An  Ap

_(—DB1 A _ [(—By Ay _(—B1 An _ (—By Ay
b=(a 5w 0) () (i )

Alors
(a)

)glelglr(Xl) =2r(Th) — 2r (A5, Aly) + max {t1,ts, 63,14}, (2.27)
maxr(X1) =minq ny,2ny +r(T) —r Ay _ r(Ay) —r(Ay) (2.28)
X185 ’ AQ ’ '

2ny +r(Ly) — 2r(Ay),2ny +r(Ls) — QT(AQ)},
ol

tl = Z+(L1) -+ Z_(LQ) - ’I“(Ml) - ’I"(MQ), t3 = ’I"(Ll) - 2T(M1),
tg = Z_(Ll) + Z+(L2) - T(Ml) - T‘(MQ), t4 == T’(Lg) — 27’<M2)
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()

0 Ay 0
0 0 0 A AL 0 0 A

;nig r(Xe)=r{A1n —An 0 By 0 |+r| 0 —A}, A (2.29)
e 0 Ay Ap 0 B A B 0
Ay 0 By

0 0 A, 0
0o 0 0 0 A
—r| 0 0 0 —AL, A | -—r (ﬁ“) —r (’212) :
A, —Ay 0 B0 2 >
0 Agl AQQ 0 0

Ay —An 0 By 0 |4+n—r(A)—r(As)—r(A),

max r(X5) = min

0 0 0 A Az
{nlan%r

HaeS 0 Ay An 0 B
(2.30)
0 An 0
0 0 A5
T 0 _ATZ A;2 +n— T(Al) — T(AQ) — ’I“(A)}
A12 B1 0
Ay 0 B,
(¢) )
. 11
)?3161237’()(3) =2r(Ty) — 2r (A21> + max {51, S9, 83, 54}, (2.31)
X,) = min 4 ng, 2ny + (T ALY oAy = r(4y) (2.32)
)Iélgér( 3) = min< ng, 2ne + r(Ty) — r A, —1r(Ay) — r(Ay), :

277,2 + T(Lg) — 27’(141), 27’1,2 + T(L4) — 27"(142)},
ou

s1 =iy (Ls) +i_(Lg) —r(Ms3) —r(My), s3 =r(Ls) — 2r(Ms),
Démonstration. Soient

0 0 R
(0 R 0 0 B -
Pl— (RT 0 AT A;) ) P2_ 0 Bl Al )
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0 0 0 R’ R

0 0 R

Ps=|0 —-By Ay, Q1= 8 _(1)5)1 _OB fél j
Rt Ay 0 2 >
Lo R A A5 00

0 0 R R 0 0 R R

o =B A4 0 10 =B, 4 0
@2 = R A0 0| @s = R: A5 0 0
0 0 0 A 0 0 0 A

Appliquons le lemme 2.3.1, on obtient
min r(X;) = wmin r(R1 X RY)
=2r (0, Rl) - 27“(P1) + 27“(@1) + max{tl, tz, t3, t4}, (233)

ou

tr =i (P2) +i(Ps) —7(Q2) —r(Q3), t3 = r(F2) — 2r(Qa),
ty =i (B) + i (Ps) — r(Q2) — 7(Q3), ta = r(P3) — 2r(Q3).

max 7(X;) = max r(R1 X RY)
X1€81 XeS

— min {r (0, Ry),r(Qi)—r <ﬁ;) — 1 (Ay) — (A, r(Py) — 2r(Ay), 7(Py) — 21”(A2)}.

(2.34)

Simplifier les matrices en bloc dans (2.33) et (2.34) par les opérations élémentaires sur les
matrices et les opérations de congruence, on obtient
) _Bl O A12 _All O

Y

T(Pl) = 2”1 +r (A12 ’I"(Ql) = 277,1 +7r O _B2 0 A21 A22 N

Az A, AL, 0 0 0
_Bl A12 _All 0 —B2 AQQ —A21 0
r(Q2) =2n1+r | A}, 0 0 0 |, r(Qs3) =2n1+r | A%, 0 0 0 1,
0 0 Ay Ay 0 0 Ay A
. . —Bl A12> . . (_BQ A22>
1+(P) =n1+1 . , 1+(P3) =ny+1 . ,
sr)=m i (0 Py =m i (2%

-B; A —-B, A
r(Py) =2n; +r (A“{; 012), r(P3) = 2ny +r (A§22 52>

En substituant les résultats ci-dessus & (2.33) et (2.34) on obtient (2.27) et (2.28).
Ensuite, nous appliquons le lemme 2.3.2 &

Xo = R XE;

" « « U o Fy,R;
1442
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ou Vp € Cm*™ et Vo, € C™*™ sont arbitraires, on obtient

1111 T(XQ) = UIJI‘}ll,r‘I/QT <R1X0R2 + ‘/1FAR2 + RlFA‘/Q + (RIFA17 RIFAQ) (O U*) (Fij;) >

X2€85
RiXoR: RiFy
(RlXORT RiFs RiFu, RlFAQ) | a0

Fy, R; 0
RlXoRI R1Fy RlFA1 R1FA2
| Pers 0 0 0 r(RiFa) —r(FaR;),  (2.35)
FAI R; 0 0 0

* * * U 0 (FakR;

Xo€82
RiXoR: RiF4
- {m n2T<R1X0R>{ RiFy RiFy, RlFAQ) | FaBs 0 }
2T PR 0 0 o )" Fu,R; 0
FoR; 0
(2.36)

On applique (1.21) aux matrices en blocs dans (2.35) et (2.36), simplifier par [A; Af By, Ay A3 By] =
[By, Bo], les opérations ¢élémentaires sur les matrices, et le fait que R(R1F4) € R(R1Fa,)
et R(R1F4) C R(R,Fa4,), on obtient

T(RlXOR’{ Ri\Fy RiFy, RlFA2> _T(RlXoR’{ R\Fy, RlFA2>

FAR} 0 0 0 FAR} 0 0
0 0 0 A3y A3y
=r|An —An 0 ApnRi XA 0 +n—r(4) —r(4z2) —r(A)
0 Ay Ap 0 Agi B X Aj
0.0 o0 (0o 4 A,
=r | (0, Aip) —An (0, 0) (A, 0)Xod; 0
(0, 0)  Axn (0, Ay) 0 (A2, 0) XoA3

+n —1r(A;) —r(A42) —r(A)

0 0 0 Ay A
=T A12 _All 0 Bl 0 +n— T(A1> — ’I"(Ag) — ’T‘(A),
0 Agl A22 0 B2
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R XoRty R Fy RiXoR, RiFy

E ARi 0=, FyR; 0
Farlty 0 Fu,R, 0
FyRy 0O A2
0 A% 0
0 0 AL
=r| 0 —A, Asy +mny +ng —1(A) —r(A4)) — r(A2)
A12 0 A1X0R3A32
A22 0 AQX()R;ASQ
0 A% 0
O (8) )
0 0 ALy
0 0 0
=r (0) (—A’b) (A§2> +n—1r(A) —r(A)) —r(Ay)
0
dn 0 A (Aoﬂ)
0 A7, 0
0 0 Az
=r| 0 =A}, A5 | +n—r(A)—r(A)) —r(Ay),
A B 0
RiXoR RiFa RaFa RiFy, RuXoR: RiFs RiFa
FuR; 0 0 0 :
% =r FA1 R2 0 0
Fy, RS 0 0 0 P R 0 0
Fo R 0 0 0 A2t
0 0 0 At 0
0 0 0 0 AL,
=r| 0 0 0 —A%, Aso | + 11 +no —2r(Ay) — 2r(A)
A, —An 0 ApRi XA 0
0 Ao Agg 0 0
0O 0 0 Ay, 0
0O 0 0 0 @A
=rl 0 0 0 —Ay AL | +n-204) - 2r(A4).
A —An 0 B, 0
0 A21 A22 0 0

D’aprés le lemme 1.4.4, on a

T(RlFA) =ny+r <ﬁ12) — T(A),
22

r(FaR5) =ng+r (ﬁn) —r(A).
21

En substituant ces résultats dans (2.35) et (2.36) on obtient (2.29) et (2.30).
La preuve de (c) est similaire a celle de (a).



2.3 Le rang de sous-matrices dans une solution hermitienne commune des équations
matricielles A1 X A} = By et Ay, XA, = By 43

Corollaire 2.3.4. Soient A; € C™*" et B; € C}' des matrices données pour i = 1,2 et
supposons que la paire d’équations matricielles

141)(141< = Bl et AQXA; = BQ,
a une solution commune X € C},. Alors

(a) L’équation (2.4) a une solution hermitienne commune sous la forme X = <)?* )82)
2

st et seulement si

max {7517152, l3, t4} =2r (Aikm A§2) —2r(T),

max {31, S9, 83, 34} =2r (i;) —2r(Ty),

(b) Toutes les solutions hermitiennes communes de l’équation (2.4) ont la forme X =
0 X st et seulement si
X; 0

min {2n1—|—r(T1)—7‘ (ﬁ;) —r(Av)—r(As), 2na4r (L) —2r(Ay), 2n1+r(L2)—2r(A2)} — 0,

et

min {2n2+r(Tz)—r (ﬁ;) —r(Av)—r(As), 2ns-br(Ls)—2r(Ay), 2n2+r(L4)—2r(A2)} — 0,

(¢) L’équation (2.4) a une solution hermitienne commune sous la forme X = ()él )? )
3

st et seulement si

0 0 0 A, 0 0 A
0 0 0 0 A 0 0 0 A A 0 0
r 0 0 0 —ATQ A§2 =r| A, —An 0 B 0 +r 0 —A;{Q
A12 _All 0 Bl 0 0 A21 A22 0 BZ A12 Bl
0 Ay Ao 0 0 Ao 0

. An o Ara
An A )’

(d) Toutes les solutions hermitiennes communes de l’équation (2.4) ont la forme X =

X1 0 st et seulement si
0 X3

0 0 0 Ar, Al
m{ Ay —An 0 B 0 | +n—r(A) —r(A) — r(A),
0 A21 A22 0 B2

0
A3,
A3,

0
B,
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0 A%y 0
0 0 As,
r| 0 = | ) - o) f —o

Théoréme 2.3.5. Soient A, € C™*" et B; € C}' des matrices données pour i = 1,2
supposons que la paire d’équations matricielles

AIXAT = Bl et AQXA; = B27

a une solution commune X € C},. Alors

(a) La sous-matrice X est unique si et seulement si

dim{R(A}) NR(A3)} — dim{R(A},) NR(A5,)} = mi,
(b) La sous-matrice X3 est unique si et seulement si

dim{R(A}) NR(A3)} — dim{R(A})) NR(A5)} = no,
(¢) La sous-matrice Xo est unique si et seulement si

dim{R(A}) NR(A3)} — dim{R(A},) NR(A%,)} = ni,

et
dim{R (A7) N R(A5)} — dim{R(A7) N R(A3)} = na.

Démonstration. Nous prouvons seulement (a), notons que
X1 = RiXoR] + ViFAR, + RiFAV] + RiFa, UF 4, R} + RiFs,UFy4, R].
Alors X est unique si et seulement si R1Fy = R1Fa, = R1F4, =0.
RiFAa=RiFy, = RiFy, =05 1r(RFa) =7(R1Fa,) =7(R1Fa,) =0

ny+r (ﬁ;z) —r(A)=0
1 + T'(Alz) — T’(Al

)
rA)—r(ﬁl> +n
2

(

(A1) = r(Asg) +my
. r(A2) = r(Ax) +ny

{

< dim{R(A}) NR(A3)} — dim{R(A},) NR(A3,)} = na,
O




Chapitre 3

Caractérisation de formes spéciales de
solutions hermitiennes et communes
hermitiennes d’équations matricielles

AleAT = D1 et AQXQAS = B9

3.1 Introduction

la partition des matrices est I'un des concepts fondamentaux de la théorie des matrices.
De nombreuses propriétés en peuvent étre dérivées.

. o Xl X2
Soit X = (X; X,

> une partition de la solution hermitienne de I’équation matricielle

AXA* = B (3.1)

Y.Liu et Y.Tian |14], donnent quelques formules pour le rang maximal et le rang minimal
des sous-matrices X, X5 et X3. Ils ont également déterminé les conditions nécessaires et
suffisantes pour que les sous-matrices soient nulles ou uniques. Dans [9], auteur établit
les inerties maximales et minimales des deux sous-matrices X; et X3 dans une solution
hermitienne & rang minimal de 1’équation matricielle (3.1), et donne les conditions né-
cessaires et suffisantes pour que ces sous-matrices soient définies positives (non positives,
négatives, non négatives). Dans [33], les auteurs calculent les rangs maximal et minimal
des sous-matrices dans les solutions & moindres carrés de 1’équation AX B = C. De ces
formules, ils dérivent des conditions nécessaires et suffisantes pour que les sous-matrices
soient nulles, et ont établi autres formes spéciales.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques formules pour les rangs maximaux, mini-
maux de A £+ DX, D7 £ Dy X5D3 soumis aux solutions hermitiennes d’une paire d’équa-
tion matricielle consistante A; X1 A7 = By et Ay X» A5 = By, a partir de ces formules, nous
établissons des caractérisations de certaines classes de solutions des équations données,
et nous dérivons des conditions nécessaires et suffisantes pour I'existence d’'une solution

45
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hermitienne commune de la paire d’équations matricielles et nous donnons deux formes
spéciales pour cette solution impliquant les sous-matrices dans une solution hermitienne
des équations Ay X1 AT = By et Ay Xy A5 = Bs.

3.2 Caractérisation de formes spéciales de solutions her-

mitiennes et communes hermitiennes des équations
3o * *
matricielles A; X 1A} = By et Ay X A5 = By

Considérons la paire d’équations matricielles
141)(141< = Bl et AQXA; = BQ. (32)

Ces équations matricielles peuvent étre écrites comme

A*
(4% (411) = B
12

(. ) X (421) = o
22

ou Ay € CmMm Ay € CmX™2) Ay € Cm2X™M ) Agy € Cm2Xm2,
On définit les ensembles S;, Sy et §;; comme suit

81 = {Xl S CZ’AleAT = Bl}, (33)
Sy = { X5 € C}|As X0 A5 = By}, (3.4)
S,‘j = {ij € (CH|X1 = (XZ*Q X@ ) }, 1= 1,2; ] = 1,2,3, (35)

. Xa X

N . m; Xn . m; J— T ?

ound;, €C , B; € Cj' et X (Xi*g X,
de A; X;Af = B; pour i =1, 2.

Dans ce chapitre, on va établir des formules explicites de

) est une partition de la solution hermitienne

min T(A + DleDT + DQXQD;), (36)

X1€81,X2€82

Xlegll,ajéESQT(A + DleDl + DQXQ.DQ), (37)

ou D, e Cm.
Et nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour que les ensembles §;;NSs; ne

soient pas vides, et en conséquence, nous obtenons les conditions nécessaires et suffisantes
pour existence de solutions hermitiennes communes de (3.2). En fin, nous prouverons que
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: X1 Xoo Xo1 Xoo : i
X9 = Xg9 al t td lut h t
si Xi9 99 alors ( X5, Xos e X5 X sont des solutions hermitiennes commune

de I’équation (3.2).
Nous donnons d’abord quelques lemmes nécessaires dans la suite.

Lemme 3.2.1. [/, 28] Soient A € C};, B € C™™ et C € CP*™ des matrices données,
supposons que R(B) C R(C*). Alors,
max r[A — BXC — (BXC)"] =min<r (4, C*),r A B (3.8)
XeCnxp ) ; B* 0 )

min r[A — BXC — (BXC)"]=2r (A, C*)+r (A B) —2r (A B), (3.9)

XeCnxp B* 0 c 0
max i [A— BXC — (BXC)| =i+ (4 B (3.10)
XeCnxr B B 0)” '

o . . (A B A B
Xrelglxpzi[A—BXC—(BXC)]:r(A, C)+zi(8* 0)—7”(0 O)’ (3.11)

s A B
Xrer(lc%}fmr[A — BX — (BX)*] = min {m,r (B* 0> }, (3.12)
min r[A—BX — (BX)]=r (4 B) _om) (3.13)
XeCnxm - \B* 0 ’ '
: w A B
Xrer(lcz}BX(mzi[A —BX —(BX) =i+ (B* 0) , (3.14)
min i.A—BX — (BX)]=is (4 B) _nB). (3.15)
XeCnxm B* 0
Lemme 3.2.2. [7]] Soient A € C™", B € C™*, C e C*", By € C™*?, C} € CT*" des
matrices données, Y € CH", Z € C™*!, U € CP*9 des matrices variables. Alors
minr(A—BY — z0) =r (4 BY Zn(B) - r(c) (3.16)
Y,Z c 0 ’ '
A B B A B A B B
minr(A-BY -ZC—-B,UC,) =r (C 0 Ol)—i-r C 0|-r|C 0 0 |—r(B)-rC).
nau ¢y 0 ¢, 00

(3.17)
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Lemme 3.2.3. Soient A € C}, A; € C™*", B, € C}} et D; € C* des matrices données
pour v = 1,2, supposons que les équations matricielles A1 XA} = By et Ay XA = Do
possédent une solution hermitienne. Soient Sy et Sy définis comme dans (3.3) et (3.4).
Alors

XleSmlilXXQESQT<A:|: D1X1D1 iD2X2D2) min {7” ( s 1, 2) ,T’(Ll) 2T(A1> 27”(142)},
(3.18)

min (A + D1 XD} + D X,D3) =21 (A, Dy, Ds)+r(Ly)—2r(Lsy), (3.19)

X1€851,X2€852

ou
A Dy Dy 0 0 A Dy D,
D 0 0 A 0 D: 0 0
Li=|D; 0 0 o0 A |,L,=|D: 0 o
0 4 0 £B 0 0 4 O
0 0 Ay, 0 +£B, 0 0 A

Démonstration. D’aprés le lemme 2.1.1 (2.3), les solutions hermitiennes générales de la
paire d’équations matricielles dans (3.2) peuvent étre écrites comme suit :

X1 = A—li_Bl(A;—)* + FA1‘/1 + ‘/1*FA17 (320)

Xy = AS Bo(AS)" + Fa,Va + Vs Fa,, (3.21)
ou les matrices Vi, Vo € C™*™ sont arbitraires.
En remplagant (3.20) et (3.21) dans A + D1 X, D5 £+ Dy X5 D3, on obtient

A+ DX D} + Dy XoDy = A+ D1 AT Bi(AT)*Dy + D1 Fa, Vi D} + DV Fu, D}
+ Dy AT Bo(AJ)* Dy & Dy Fa, VoD + DoV, Fu, D
— H - KXL— (KXL)",
ot H = A+ Dy Af By(Af )" DDy Af By(A$)* D5, K = (DyFay, DyFa,), L* = (Dy, Dy),
_(FW 0
= (5 )
on applique lemme 3.2.1 (3.8) et (3.9), on obtient :
max r(A+ DX D]+ Dy XoD3) = max r(H—- KXL— (KXL)")

X1€81,X2€682

= min {r (H, L*),r(;?* I()()} (3.22)

min  r(A+ D1 X D]+ Dy XoD3) = m)}n r(H—- KXL— (KXL)")

X1€81,X2€87
= 2r (H, L*) +r ([i’l* I()() —2r ([l{ [O(> )

(3.23)
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En appliquant (1.21),(1.22), les opérations élémentaires sur les matrices en blocs et sim-
plifier par [A; AT By, A3 A5 Bs] = [By, Bs] aux matrices en blocs sur le coté droit de (3.22)
et (3.23), on obtient

H DiFy, DsoFly,

T(;;I* [g>:r F4, Dy 0 0
Fy,D;5 0 0
H (D Do) Fryo g
0 A
FA1 0 (D;) 0
0 A,
A+ DA B(A)* Dy £ DA Bo(A$)*D; Dy Dy 0 0
Dj 0 0 A7 0
=r D; 0 0 0 A; — 27“(141) — 27“(142)
0 A 0 0 0
0 0 A, 0 O
A D, D, 0 O
D7 0 0 A
=T D; 0 0 0 A; — 27’(141) — 27”(142)
FBI(AT)'DY A 0 0 0
FBy(A3)D; 0 A, 0 0
A Dy Dy O 0
Dy 0 0 A 0
=r|{D; 0 0 0 A | —2r(Ay) —2r(Ay)
0 A 0 =£B; O

0 0 Ay, 0 =£B;
=r(Ly) — 2r(A;) — 2r(As), (3.24)
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oK H* DiFy, DyFa,
r (L O) = | D] 0 0
D; 0 0
H Dy Dy 0 0
Di 0 0 00
=r|D; 0 0 0 0| —r(4))—r(Ay)
0 A 0 00
0 0 Ay, 00
A Dy D,
D 0 0
=T D; 0 0 — ’T’(Al) — ’I“(AQ)
0 A O
0 0 A,
=r(Ls) — (A1) — r(As), (3.25)

r (H, L*) =T (A + DlATBl(AT)*DI + DQA;BQ(A;)*D;, Dl, DQ)
—r (A, Dy, D). (3.26)

En remplacant (3.24), (3.25) et (3.26) dans (3.22) et (3.23) on obtient (3.18) et (3.19).
[

Dans ce qui suit, les solutions hermitiennes X; € &7 et Xy € S sont considérées
. X1 Xz Xo1 Xao
comme une matrice en blocs de 2 x 2 telles que X; = . et Xy = , ,
aue s <X12 Xi3 2\ X X
ou X;1 € C}f, Xip € C"7™ et X3 € Ch7, pour i = 1,2, tel que ny +n2 = n. On note que
les sous-matrices inconnues X;1, X;o, X;3 pour ¢ = 1, 2 peuvent étre réécrites comme suit :
]nl *
Xﬂ = (]Tblﬁ 0) X,L 0 = P1XiP17

0 *
Xio = (Inu 0) X; ([nz) = PlXiP27

0 i
Xi3 == (O, [nz) X,L ([n2) = PQXZ‘PQ .

Théoréme 3.2.4. Soient A; € C™*", B, € C})' pouri = 1,2, on définit Sy, et Sa; pour
7 =1,2,3 comme suit :

X X Xo X
o= o= (5 w3 p == (G 3) )
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ot X1 et Xy sont les solutions hermitiennes de Ay X A} = By et Ay X A; = By respective-
ment. Noter également,

' ( 0 Ay Ap) Agr Agp 0 B, 0 —Bs
Alors
1. §11 NSy # 0 si et seulement sir 0 Mp) 2r (M)
- S NSx M, N, 1);
2. 813N 8o # 0 si et seulement si r 0 My _ 2r(Ms,)
. 13 23 M2 Nl 2)5

3. 812 NSy # 0 si et seulement sir ( 0 M2> = r(M;) — r(My).

M, N
Démonstration. On remarque que S;; N Sy # () est équivalent & min r(Xy —
X11€811,X21€821
Xgl) =0.
Appliquer le lemme 3.2.3, on obtient
X11€311r11,i-31(121€521T(X11 B X21) - X1€«ISI11,i)I(12€S2T(P1X1Pf B P1X2P1*)
=2r (Pl, Pl) -+ T(Gl) — ZT(GQ), (327)

ou

0O P P 0 0 0o P P

P 0 0 Ay O P 0 0
Gi=\|P 0 0 0 A5 |,Go=]|P 0 O

0 A, 0 B O 0 A 0

0 0 A, 0 —-B, 0 0 A

En simplifiant le rang de G et Go, par les opérations élémentaires sur les matrices en
blocs, on obtient

0O P P 0 0
Pr 0 0 A 0
rG)=r|Pr 0 0 0 A
0 A 0 B 0
0 0 Ay, 0 —By

0 I, 0 I, 0 0 0
I, 0 0 0 0 Ay 0
O 0 0 0 0 A, 0
—r|L, 0 0 0 0 0 A
0 0 0 0 0 0 A
0 Ay A, 0 0 B 0
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0 I, O 0 0 0 0
I,, O 0 0 0 0 0
0 O 0 0 0 Aj, 0
=r| 0 O 0 0 0 —-A7 A5
0 O 0 0 0 0 A3,
0 0 A —A;y O B 0
0 0 0 Ay Ao 0 —-B,
0 0 0 Al 0
0 0 0 A7 A5
=T 0 0 0 0 A22 + 2711
A12 —AH 0 B1 0
0 Agl A22 O _B2
_ (1\21 J‘]{i) + 2, (3.28)
0o P P
P 0 0
r(Ge)=r| P 0 0
0 A O
0 0 A
o I, 0 I, O
I,, 0 0 0 0
0 0 0 0 0
=r|l,, O 0 0 0
0 0 0 0 0
0 An A12 0 0
0 0 0 Agl AQQ
0 I, O 0 0
. I,, O 0 0 0
0 0 A —A;y O

= r(M;) + 2n,. (3.29)
En remplagant (3.28) et (3.29) dans (3.27), on obtient

. 0 My
min (X — Xo1) =7 (M1 Ni) —2r(M,). (3.30)

X11€811,X21 €821
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La preuve de (2) est similaire a celle de (1).

Ensuite, nous prouvons (3). S12MSag # () est équivalent a min (X2 — X22) = 0.
X12€812,X22€S522

Xig — Xoo = PLX Py — PLXoPy
:D+P1FA1‘/12_PIFA2‘/22+V?1FA1P2*_‘/2§FA2P2’K
—D-PX—-YQ=0, (3.31)

ou Vi = (Vn, V12) et Vo = (Vzh ‘/22) telles que Vi, Vo € C"t et Vip, Voy € C2

sont arbitraires.
Fa PS
D = PLAT Bi(AY)* Py — PLAS Bo(AS)* Py, P = (PiFa,, PiFa,), Q= (Fﬁlpi),
27 2
-V * *
X = (‘/2;2)a Y:(_‘/lb ‘/21)
En appliquant le lemme 3.2.2 du c6té gauche de (3.31) on obtient

min (X1 — Xoo) = 1)1(1131/1 r(D—PX -YQ)

X12€512,X22€8522
_ (g g) —H(P) — Q). (3.32)

En appliquant les lemmes 1.4.1,1.4.8 (1.21), les opérations élémentaires sur les matrices
en blocs, et en simplifiant par A;A} B; = B; pour i = 1, 2. on obtient

D P D ) P Fy, PiFy,
r 0 0 =r | Fa P 0 0
Fi,P; 0 0
D (P, P)F/y
0 A,
=T P*
E / 4x 2 0
w0y ()
0 A
PLAT B (AT Py — PLASBy(AS)'P; P P 0 0
P 0 0 Af 0
=T PQ* 0 0 0 A; — 27”(141) — 27"(142)
0 A, 0 0 0
0 0 A 0 O
0 P ~PATB, —P, A B,
P o0 A 0
=T 0 0 —AT A; —QT(Al)—QT(AQ)

0

0

0
0 A —-A 0 0
0 0 A 0 0
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0 0
A0
Ay, 0

—A7 A5 | —2r(Ay) — 2r(Ay)

0 0 0
P, 0 0 A0
=T 0 0 0 —AT A; —2T(A1)—2T(A2)
A
0
0
0
0
0 =4, A5

=r <]\21 ]\]{/.;> — 27’(_/41) — 27“(142) +n, (333)

T(P) :T(PlFAU PlFAQ)
A 0

=r| 0 A, —r(%l /(1))
P P ?

A —A 0

=r(M;) —r(A;) — r(As) + nq, (3.34)

= r(Ms) —r(A;) — r(As) + no. (3.35)
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En remplacant (3.33), (3.34) et (3.35) dans (3.32) on obtient

min r(Xig — Xoo) =71 (1\21 AX;) —r(My) — r(M,). (3.36)

X12€8512,X22€822
Ce qui montre (3). O

Corollaire 3.2.5. L’hypothese et les symboles sont les mémes que dans le théoréme 3.2.4.
Alors

S1 NSy # 0 si et seulement si les conditions suivantes sont satisfaites

0 M _
(a) r (M1 N1) = 2r(M),
0 My\
(b) r (M2 N1) = 2r(My),
0 M
(c) r (M1 N2) = (M) — r(M>).
Théoréme 3.2.6. Soient A; € C™*", B; € C} pouri = 1,2 supposons que les équations
matricielles dans (3.2) ont des solutions hermitiennes et supposons que X1o = Xoo. Alors
, X1 Xoo Xo1 X2 . »
Les matrices et sont deux solutions hermitiennes communes de

X3y Xog X3 Xis
la paire d’équations matricielles dans (3.2).

Démonstration. D’apreés le lemme 2.1.2, la solution hermitienne commune générale de la
paire d’équations dans (3.2) peut étre écrite comme :

X = Xo+ VEy+ FAV* + Fa,UFy, + Fa,U*Fy,, (3.37)

ol Xj est une solution commune hermitienne spéciale de la paire d’équations dans (3.2),

A= (Al) et U,V € C"" sont arbitraires.

2
Aussi, pour i = 1,2 on a,
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On note que R; + Ry = I,,, donc

Xll X22 Xll X22 * *
! — (2 — X, R + X,R:, 3.38
<X22 ng) (X12 ng) 144 214 ( )
X21 X22 X21 X12 * *
' — " = X, R¥ + X, R*. 3.39
<X22 X13) <X22 X13> 149 244 ( >
Alors
Xll X22 _ - * *
X - (Xg} X23) = X - X\R — X,R}

— G4 VFy+ FaV* 4 Fo,UFa, + FA,UFa, — Fo,ViR} — Vi Fa,R:
—Fa,VaRy = Vi Fa, Y
— G4 VFst FaV* 4 FoUFa, + FA,U"Fa, — Fa, Wy — VA4 R}
_Fy Wy — Vi Fu,R*
— G- KY - ZL - K;WLi, (3.40)
ol G = Xo— A Bi(ATYR: — Af Bo(AS) R; et
K= (FA, Fy,, FAQ) L= (FA, Ry Fy,, RQFAQ) Ky = (FAU FAQ) LT = (FAQ, FAl) ,

~U 0
Y= (=V, Wi W), Z=(=V, Ve V), W:(O —U*)'

En appliquant le lemme 3.2.2; on obtient

0K K G K G K K
min r(G—KY—ZL—K\WL) =r Y4l Lo )—r (L 0 0 |—r(K)-r(L).
Y, Z,W L 0 0
L 0 Ly 0 0
(3.41)

Appliquons le lemme 1.21 et simplifions par les opérations élémentaires sur les matrices
en blocs, et par A; XoAf = B; pour ¢ = 1,2, on obtient

G Fy Fa Fa, Fa, Fjy,

. G K K, . Fy 0 0 0 0 O
Lo o) "|FuR: 0 0 0 0 o0
FuR; 0 0 0 0 0
G* FA RlFAl RQFAQ
—r|Fy 0 0 0
Fay 0 0 0
G* I, R R, 0 0
I, 0 0 0 A 0
|0 0 0 o0 A
="l 4 0 0 0 0 —r(A) —2r(A;) — 2r(Ay)
0O 0 A O 0 O
0 0 0 A 0 O
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hermitiennes des équations matricielles A1 X1 A} = By et Ay Xy Al = By 57
0 I, Ri Ry O 0
I, 0 0 0 A 0
B I, 0O 0 0 0 Aj
=r 0 A4 0 0 0 0 —r(A) —2r(A;) — 2r(As)
A Xy 0 A 0 —-B;y 0
—AQXO O O AQ O _BZ
0 I, Ry R, 0 O
I, 0 0 0 Ay O
B I, 0 0 0 0 A
="l 4 0 0 o ol r(A) — 2r(A;) — 2r(As)
0O 0 A 0 0 O
0O 0 0 A 0 O
0 0 R Ry, 0 0
I, 0 0 0 A7 0
I, 0 0 0 0 A
=r{0 A 0 0 0 0 |—=r(A)—2r(4)—2r(A4y)
0 A O O 0 O
0 —-A A, 0 0 O
0 —A, 0 A, 0 O
0 Rt R, 0 0
I, 0 0 A} O
=r|l, 0 0 0 A5|-—2r(4)—2r(A4y)
0 A4 0 0 0
0 0 Ay, 0 O
R, R, A
=r |4 0 |+r ( 1) —2r(A;) —2r(Ay) +n, (3.42)
Ay
0 A,
G Fa Fa Fa, Fa Fa,
Fy 0 0 0 0 0
gfg[él_rFAlR’{OOOOO
I 0 - FpR5 0 0 0 0 0
! Fyy 0 0 0 0 0
Fy, 0 0 0 0 0
G Fa, Fy,
Fy, 0 0 G K
=r Fy, 0 0 =r|\L 0],
Fy R0 0 Ly 0
Fy,R; 0 0

(3.43)
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1= Bl et AQXQA% =

hermitiennes des équations matricielles A1 X1 A}

A 0 0
o 4o
r(K)=r 0 0 A" r(A) —r(A;) —r(As)
L, I, I,
(3.44)

A
() A2 —r(A;) —r(Ag). (3.45)
En remplagant (3.42), (3.43), (3.44) et (3.45) dans (3.41), on obtient
minr(G — KY — ZL — K;yWLy) =0. (3.46)
Y,Z,W

X1 X . -
i 22> est une solution hermitienne commune de (3.2)

Alors, la matrice .
<X22 Xo3
Xo1 X
2 22) est également une solution hermi-

De la méme méthode, nous montrons que »
X5 Xi3
O

tienne commune de I’équation (3.2).



Chapitre 4

Sur la décomposition additive de la

solution a rang minimal de 1’équation
matricielle AXB=Cet AXA*=B

4.1 Introduction

Récemment, la recherche sur les équations matricielles linéaires a attiré plus d’attention
et a eu beaucoup de résultats. De nombreux travaux sont traités sur la décomposition
additive

A" =B +(C,

des inverses intérieurs de matrices, ou A7, B~ et C'~ sont des solutions des équations
matricielles AX1A = A, BXysB = B et CX3C = C respectivement, voir [31].

En [29] Y. Tian a donné les conditions nécessaires et suffisantes pour que la solution
d’équation matricielle linéaire AX B = C' s’écrite en sommes de deux solutions d’équations
matricielles linéaires A; X 1By = C} et Ay X5By = (5. Certaines applications concernent
également les décompositions additives d’inverses intérieurs, et les décompositions de so-
lutions d’équations matricielles AX B = C' en sommes de solutions des équations

AIXIBI = 0117 A1X2B2 = 0127 A2X3B1 = C'217 A2X4BQ = C'227

Ay Cn Ci
Ay Co1 Cy
étendu aux solutions hermitiennes d’équation matricielles AXA* = B, A1 X, A} = By et
AQXQAE = BQ, voir [ ]

Nous considérons I’équation matricielle

ou A = , ont été obtenus. Ce travail a été

)7B: (Bl, BQ) et C =

AXB =, (4.1)

ou Ae Cm™n B e (CP, (e C™1, sont données et X € C™*P est une matrice inconnue.
Dans [28] La solution & rang minimal de (4.1) est la matrice X qui minimise le rang de

29
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C — AX B, cette solution peut étre écrite comme :
X=-TM*S+T\U+ VS, (4.2)
ou

C A 0
M:(B 0>’T:(O In)7S:<Ip>’T1:TFM751=EMS7

et U,V sont arbitraires de types appropriées.
Soient
AXB - C, AleBl - 017 A2X232 == CQ. (43)

Le but de ce chapitre est d’étudier la décomposition additive
X =X+ Xy, (4.4)

pour les solutions & rang minimal des trois équations matricielles de (4.3). Comme ap-
plications, nous dérivons les conditions nécessaires et suffisantes pour la décomposition
additive

C - =A+B" (4.5)

soit possible, ou A7, B~ et C'” sont des inverses intérieurs a rang minimal de A, B et
C respectivement. Ainsi que les décompositions de solutions a rang minimal d’équation
matricielle AX B = C' en sommes de solutions de

AIXIBI = C’117 AIXQBQ = 0127 A2X3B1 = C1217 A2X4BQ = 0227

N — Al _ _ Cll CI2
OUA—(A2>,B—(Bl, BQ) etC—(C21 022).

Rappelons qu'une matrice A est nulle si et seulement si r(A) = 0. D’ou deux matrices
A et B du méme type sont égales si et seulement si r(A — B) = 0, deux ensembles S
et Sy formés en matrices du méme type ont une matrice commune si et seulement si

min _ r(A—B) =0, et S; €S, si et seulement si max minr(A — B) = 0.
AESl,BESQ AeS, BESQ

4.2 Sur la décomposition additive de la solution a rang
minimal de I’équation matricielle AXB =C

Dans cette section, on rappelle quelques résultats nécessaires pour la suite

Lemme 4.2.1. [77] Soient A, B et C des matrices données, et soient X et Y deux
matrices variables telles que A+ BX + Y C soit définie. Alors

A B

n)},z}@r(A—i-BX—l—YC):r(C 0

) —r(B) = r(C) =r(EgAFy). (4.6)
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Soient A, By, By, C1, et Cy des matrices données, et soient X etY deux matrices variables
telles que A+ B1 X Cy + BoY Cy soit définie. Supposons aussi R(B1) C R(Bz) et R(C3) C
R(CY). Alors

A A B
'n}(%/:c r(A+ BiXCi + BYCq) = {r (A, Bg) T (C1> T (02 01> }. (4.7)

considérons
AXB == C, AleBl Cl, AQXQBQ = CQ, (48)

trois équations matricielles linéaires, ot A € C™*" B € CP*1, C € C™*4, A, € C"™*",
B; € CP*4% et C; € C™*% pour ¢ = 1,2. On définit les ensembles S et 7 comme suit :

S={X e C"P|r(AXB — C) est minimal}, (4.9)
T = {Xl + XQ S CnXp|T’(A1X1B1 - Ol) est minimal,r(AngBg - Og) est mlnlmal}
(4.10)
Théoréme 4.2.2. Soient S et T définis comme dans (4.9) et (4.10), soient aussi
M 0 0 S
D=0 —-M 0 |, E=|[S|, F=(T.11,T%).
0 0 —M2 SQ
Alors,
(a) SNT # 0, c-a-d, il existe X € S et X1+ Xy € T tel que X = X1+ Xy si et
seulement st
D FE D
r(F 0) =r (D, E)+T<F) —r(D), (4.11)
S DT si et seulement si
A B* C*
()R ) (3) < (5.
D FE C
r(F 0):T<D)—2T(M)+T<B>+T(C, A)+n+p, (4.12)

(¢) S CT siet seulement si

R @) NR (]‘g ]\22) = {0}, ouR (?) NR (]‘gl ]\042) = {0}, ou

M, 0

(P EY ol 0w | (M0 O Dy —2r (M) — 20 (M), (4.13)
F o oo 0 M, S,

1 2
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Démonstration. On note que I'expression générale de la solution & rang minimal d’équa-
tions matricielles dans (4.8) peut étre écrite respectivement comme :

X =-TM*S+PU+VQ, (4.14)
X = —T1M1+51+P1U1+V1Q1, (4.15)
Xy = —ToMy So + PoUs + VaQs, (4.16)

ou

C A 0
M:(B 0)7T:(07 ]n>7S:(Ip)>P:TFM7Q:EMS>

C, A 0
Ml = (Bi Ol> s Tl = (O, In)7 Sl = (Ip) y Pl :T].FM17 Ql :EM1517

Cy, A 0
My= (72 “2), Ta=(0, L), S = , Py =ToFu,, Q2 = Enp, s,
BQ O Ip

ou U, Uy, Uy, V, Vi, V;y sont arbitraires de types appropriés.
Il est clair que X = X; + X; si et seulement si (X — X; — X3) = 0, dans ce cas

XX, —Xo=-TM"'S+TiM}S) +ToMy Sy + PU — PLU, — PUy + VQ — V1Q1 — VaQo

U
— —TM*S+T\M{ S, + oMy S+ (P, P, P) | =U | +(V, =i, —Va)
_U'2
— G+ KX +YL,
ou G = _TM+S + TlMl—i—Sl + TQM;—SQ, et
Q U
K:(P7 P17 P2)7L: Ql 7X: _Ul ,Y:(V7 _‘/17 _‘/2)
Q2 —U,

Appliquons (4.6), on obtient

min (X —X; —Xy) =minr(G+ KX +YL)
X, X1,X2 XY

., ((L? f0<> ~H(K) (D) (4.17)

On applique (1.21) et le lemme 1.4.4 aux trois matrices en blocs du coté droit de (4.17)
et en simplifiant par des opérations élémentaires sur les matrices en blocs, nous obtenons

Q
@
Q2
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G P P P
T(G K) _.|@ o0 o0
L 0 Q; 0 0 0
Q: 0 0 0
G TFy TiFy, ThFa,
B EuyS 0 0 0
U EwS 0 0 0
Eu,Sa 0 0 0
G (T, T, T)Fyy, 0 0
0 M, 0
0 0 M,
=r S
0 M, 0|\
0 0 M,
—~TM*S+T\M;}S, +ToM;S, T Ty T, 0 0 0
S 0 0 0 M 0 0
S 0 0 0 0 M 0 M 0 0
=7 S 0 0 0 0 0 M/|-2r[0 M o0
0 M 0 0 0 0 0 0 0 M,
0 0O My 0 0 0 0
0 0 0 My 0 0 0O
M*MM* 0 0 M*S 0 0 0 0 0 0
0 — MM, M 0 M:S, 0 0 0 0 0 0
0 0 —MM,M; M;S; 0 0 0 0 0 0
TM* Ty M Ty M3 O T T, T, 0 0 0 Voo o
. 0 0 0 S 0 0 0 M 0 0f
0 0 0 SS 0 0 0 0 M 0 0 01 Y
0 0 0 S, 0 0 0 0 0 M 2
0 0 0 O M 0 0 0 0 0
0 0 0 O 0 My, 0 0 0 0
0 0 0 O 0 0 My, 0 0 0
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AXB=C
M 0 0 S 0 0 0O 0 0 0
0 —M,; 0 S; 0 0 0O 0 0 0
0 0 My Sy, 0 0 0O 0 0 0
T T T 0O 0 0 0O 0 0 0
_, 0 0 0 0O 0 0 0O M O 0 _ 3 ]\04 ]\04 8
“lo o 0O 0 0 0 0 0 M 0 0 01 L
0 0 O 0 0 0 0 0 0 M 2
0 0 0 0O M 0 0O 0 0 0
0 0 0 O 0 M, O 0 O 0
0 0 0 O 0 0 M, 0 O 0
M 0 0 S
0 —-M 0 S1
=T O 0 —M2 5,2 —T(M) —7"<M1) —T(MQ),
T 1 15 0
T(K):’T’(P, Pl, PQ)
=T (TFM, TlFM17 TQFMQ)
Mt 0 0 M 0 0
= 7'( (T, T17 TQ) - (T, Tl, Tg) 0 M1+ 0 0 M1 0 )
0 0 M; 0 0 M,
M*MM* 0 0 M*M 0 0
B 0 M7 My My 0 0 M My 0 _ B
=r 0 0 MsMyMs 0 0 Mg M, r(M) —r(My) —r(My)
TM* Ty My ToM; T T 15
MM* 0 0 M 0 0
B 0 M, M7 0 0 M; O B _ _
=7 0 0 MM 0 0 M, r(M) —r(My) — r(M,)
TM* TiM;y ToMs T Ty T
M 0 0
- 0O M; O
=l 0 M, | T r(M) —r(M;) —r(Ms),

T T T,
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EyvS
’I“(L) =T EMlSl
En,So
S M 0 0 M+ 0 0 S
= 7“( Sl — 0 M1 0 0 M1+ 0 Sl )
S, 0 0 M 0 0 M) \S,
M*MM* 0 0 M*S
0 My My M 0 Ml*Sl
0 0 MiMsMS MES.
=T MM* 0 2 02 2 ;29 1 - (M) - T(Ml) - T(MQ)
0 M, My 0 Si
0 0 MyM; So
M 0 0o S
=r| 0 M 0 S| —r(M)—r(M)—r(M). (4.20)
0 0 M, S,

En remplagant (4.18), (4.19) et (4.20) dans (4.17), on obtient

min (X - X; — Xy) = I)r(_li}I/IT(G—{—KX—FYL)

X, X1,X2
M 0 0 S M 0 0
B T VA S N (XU Y IR Y A
- 0 0 —M, S 0 0 M 0 01 Iy, sl
T T, T, 0 T T\ Ty 22

+ (M) +r(Mp) + r(M,).
L’inclusion § D T signifie que pour tout X1+ X, € T, il existe X € S tel que X = X7+ X5,
c-a-d, I)?igT(X — Xj — X3) = 0 pour tout X; + Xy € T, ce qui équivaut a
€

inr(X —X; —X3)=0. 4.21
e P - = ) =0 2

Appliquons le lemme 4.2.1 & X — X; — X5, on obtient
min (X — Xy — Xp) = min r(=TM"S - X; = Xo + PV +UQ)

Xes

— +q _ —

o (TTMTS X=X PN L py ). (4.92)
Q 0

En remplagant (4.15) et (4.16) dans les matrices en blocs dans (4.22), on obtient

G — UL = ViQ1 — RUs = VaQa TFy
EyS 0

G TF P P I, Q, 0
:(EMS 0M>+(01 Oa)y([p O)+(O)Z(Q; 0),

—-TM*S-X;—-X, P
Q 0
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ouY = <_gl) et Z = (—VI, —Vg). Appliquons lemme 4.2.1 (4.7) et simplifions par les
—Us

opérations élémentaires sur les matrices en blocs, on obtient

G TFy P P I, Q1 0
e (ens T0") < (0 8)r e 0+ (5)2(8 o))
G TFy P, P

=min<{r G Thy I r EGS T](jM r EpS 0 00
- EyS 0 0)° f[” 0 ’ Q1 0 0 0
p

Q 0 0 0

= min {n +r(EpmS),p+1r(TFy),r (g Ig) }
Alors

max _min (X — X; — X;) = min {n —r(P),p—r(Q),r (CL; ]0(> —r(P) — r(Q)}

X1,X2€T XeS
— min {T<M) - (g) (M) =1 (C, A),r (CL; [O(> _(P) — r@)}.

L’inclusion & C T est équivalente a
max XlI})l{lQIleTT(X - X1 —Xy) =0. (4.23)
D’aprés (4.6) on a
min T(X—Xl—Xg) = min T<X+T1M1+51+T2M2+SQ—P1U1—%Ql—PQUQ—‘/QQQ)

X1,X2€T X1,X0€T

. _Ul Ql
= XlIBl(lQI]ETT(X—f—TlM]TFSl_’_TQM;SQ—i_(P17 PQ) <_U2>+<_‘/17 _‘/2> (Q2)>

X +TiM{ S, + oMy S, P, P

=T Ql 0 0 —T’(Pl, PQ)—T(gl).
Q2 0 0 ’
On remarque que

X +TIMfS, +ToMSS, P Py TM*S +TiMfS, +ToMS Sy + PU+VQ P Py
o 0 0]= O3 0 0
Q2 0 0 Q2 0 0

G P P P L,

=@ 0 0]+[0|U(L, 0, O)+[0]V(Q, 0, 0).
@ 0 0 0 0

ensuite en appliquant (4.7), on obtient
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G P P, P I,
r%xr( Qr 0 0)+(0|UU 00)+|0]V(Q 0 o)>
Q 0 0 0 0
G P P I, G PoB
. Q 0 0 G K
=minsr | @ 0 0 O0|,r T
O 0 0 0 Q 0 0 L 0
2 I, 0 0
. Q1 G K
:m1n{n+r<Q2 ,p+71(PLP),r L o) [
Alors

. v . B (@ G K\
1}(12§<X11};22%TT(X X, XQ)—mln{n r (P, P),p r( T r (P, Py)

ho T S, M, 0
:min{”+T<M1)+T(M2)_T M, 0 ;p‘i‘T(Ml)—i-T(Mz)—r(Sl 01 ]\/[)’
0 M2 2 2
T, 15
r by —r| My O |—r Sio My 0 —r(D)+2r(Mp)+2r(Ms) ¢.
F 0 0 M Sy 0 M,
2

]

Rappelons que les inverses intérieurs A=, B~ et C'~ sont des solutions de trois équa-
tions matricielles AX1A = A, BX,B = B, CX3C = C, respectivement. L’application
du théoréeme 4.2.2 aux trois équations précédentes donne la conséquence suivante sur la
décomposition additive dans (4.5).

Corollaire 4.2.3. Soient
S ={X|r(AXA— A) est minimal},

T ={X1+ Xy| r(BX1B — B) est minimal,r(CX,C — C) est minimal},
ou X, X1 et Xy sont des inverses intérieurs de A, B et C' respectivement. Alors
1. SNT # 0 si et seulement si

S I P i R

. . A C
2. § DT siet seulement si A =0 our(B B+C) =7r(A)+r(B)+r(C),

3. S CT siet seulement si R(B*) NR(C*) = {0} ou R(B) NR(C) = {0} ou

r (é B(jc) —r (g) +r (B, C)+r(A)—2r(A) —2r(C).
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Démonstration. D’apreés le théoréme 4.2.2 (a), il existe des inverses intérieurs hermitiens
A7, B” et C™ tel que C~ = A~ + B~ si et seulement si

M0 0 5 M 0 0 S M0 0 M 0 0
0 —M 0 5 0 —M, 0
r =r| 0 —M 0 Si|+r —-r| 0 —M; 0
0 0 - 5 0 0 =M S o v Ak 0 0 -M
T T T, 0 2o T T Ty 2
(4.24)
. A A B B c C
ouMz(A O)’MIZ(B O)etM2:<C, O>'
Par les opérations élémentaires, nous montrons que
A A O 0 0 0 0
M0 0 g A 0 O 0 0 0 I,
0 0 -B —-B 0 0 0
0 —M 0 5
r r{f0 0 —-B 0 0 0 I,
0 0 —M, S
T T o 0 0 0 O 0o -C —-C 0
0 0 0 o -C¢ 0 I,
0 I, O I, I, O
A A O 0 0 0 0
A 0 B 0 0 0 0
0O B -B -B 0 0 0
=r|{0 0 —-B 0 c 0 0
0 0 0 ¢ —-C 0 0
0 0 0 0 0o 0 I,
0 0 0 0 0 I, O
A A O 0 0
A 0 B 0 0
=r|0 B -B -B 0 |+m+n
0 0 =B 0 C
0 0 0 c -C
0 A 0 0
A 0 B 0
=r|\-B 0 -B —B|l+n+m
0 0 -B C
0 0 0 0




69

=C
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AXB

(4.25)

+m
) +7(A)+7r(B)+7r(C)+m, (4.26)

o 8 LTo focoocoocoo
OOOOCOOOOOC OOOOC\ >
| | _OOOOﬂ_V
0 0O Q QO
0000__0000_ OOOC_OOOCO
OOn_DOOOOOn_DOO OOn_DOOOOn_DOO
OOn_Dn_DOOOBn_Dn_DO OBn_Dn_DOOBOn_DO
T ooooo Too oo T oooo Toooo
< oocooo ITTooo T ooo oo oo
~ ~ ~ ~
I Il I |
RS
SRRV
N
OOM_

0
-B C

0

A B

'
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A A O 0 0 0
A 0 0 0 0 0
M0 0 00 -B -B 0 0
0 —-M;, O
U 0 M, =r|0 0 —-B 0 0 0
T T e 0 0 0 0o -C -C
0 0 0 0o —-C 0
o 5, O L, 0 I,
A A O 0 0 0
A0 0 0 0 0
0 B -B -B 0 0
=r|0 0 —-B 0 0 0
oo o C —-C -C
0 0 0 0o —-C 0
0 0 O 0 0o I,
A A O 0 0
A 0 O 0 0
_ 0 B -B -B 0 tn
0 0 =B 0 0
0 0 0 ¢ -C
0 0 0 0 -C
A 0
=r|0 C|+r(A)+r(B)+r(C)+n, (4.27)
B B
A A O 0 0 0
ooy fhe
r{0 =M O =r = 2r(A) + 2r(B) + 2r(C).
0 0 —M, 0 0 —-B 0 0 0
0 0 O 0o -C -C
0 0 O 0o —-C 0

(4.28)

On substitue (4.25,4.26,4.27) et (4.28) dans (4.24), on obtient
A 0
0 C

T(A c ):T(A 0 B)H
B B+C 0 C B B B

D’aprés le théoréme 4.2.2 (b), S O T si et seulement si (M) = r(A) ou

—r(A) —r(B)—r(C).

r (? g) =7r(D)—2r(M)+2r(A) +n+m,
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ce qui est équivalent 4, A =0 ou

, (};1 BiC’) = r(B) +1(C) — r(A).

D’aprés le théoréme 4.2.2 (¢), S C T si et seulement si

S
) g (M0
R (i) o= (0 ) -0

R @;) NR (]\041 ]\042> = {0},

ou

ou

M, O
r b B =r| 0 M| +r My 05 + (D) —2r(My) — 2r(Ms).
F 0 T T 0 M, S,
1 1o

ce qui équivalent a

Ty T,
r{ M, 0 | =r(M)+r(Ms)+n, (4.29)
0 M,
ou g
v My 0
7“<52 0 M2>—T(M1)+T(M2)+m; (4.30)
ou
M, 0
(2 EY o0 | e (M0 ) Dy —or(an) — 2 (M), (431)
F 0 T T 0 My S
1 1o

Par les opérations élémentaires, on obtient

Ty 15 B
r{M 0 :r(C)—i-r(B)—i-r(C)—i-n,
0 M,

Sy 0 M,

En simplifiant les formules de rang dans (4.29), (4.30) et (4.31), on obtient le résultat dans
le corollaire 4.2.3 (3). O

r(51 M O)IT’(B, C) +r(B)+r(C)+m.



4.2 Sur la décomposition additive de la solution a rang minimal de I’équation matricielle
AXB=C

72

Considérons maintenant 1’équation

AX = C. (4.32)

On partitionne cette équation matricielle comme

Ay Ch
X = : 4.
()= (c) =
Corollaire 4.2.4. Soient A € C™*",C € C""" des matrices donnés et X € C"9 est une
matrice inconnue, supposons que l'équation (4.32) n’est pas consistante. On définit

S ={X|r(AX — C) est minimal},

T ={X1+ Xo|r(A1 X5 — C) est minimal, (A Xy — Cy) est minimal}.
Alors

1. SNT # 0 si et seulement si

C A A
r{C, A 0 :T(A, C)+T(A).
Cy 0 A,

2. SO T sietseulement st A=0 our(EsC) =r(C)=q ou

c A A
r Cl Al 0 =T (A, C) + T(Al) + T(AQ) - T‘(A)
Cy 0 A

3. S CT siet seulement si R(A}) NR(A3),

4 A1 0 .
ou T <02 0 AQ) =r(A;) +r(Ay) +q,

cC A A
ou r|Cy A 0 |=r (gl %1 j ) +2r(A) —r(A;) — r(A).
Cy 0 A ? ?

Démonstration. les résultats ci-dessus découlent du théoréme 4.3.3, en remplagant A par

A ) , C par (gl) ,et B = By = By = I, et en simplifiant par les opérations élémentaires
2 2
sur les matrices en blocs. [

une extension du théoréme 4.2.2 est donnée par le théoréme suivant.
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Théoréme 4.2.5. Soient A € C™*", A, € C™*" B € CP*1, B; € CP*%, C € C™*4
et C; € C™*% des matrices données, i = 1,....k, et soitent AXB = C,A1 X1B, =
Ch, ..., Ag Xy By = Cy sont k + 1 équation matricielle. On définit

S ={X e CY?|r(AXB — C) est minimal}. (4.34)
T ={X1+...+ X € CP|r(A; X1 B, —C1) est minimal, ..., (A Xy By — C) est minimal}.
(4.35)
Considérons
0 —M; - 0
D= 1 cB= |2 F=@n,- . m).,
0 .- 0 —M, Sk
_Ml e 0 Sl
DIZ : : 7E1: : 7F1:(T17“'aT2)-
0 —Mk Sk
Alors,
(a) SNT # 0, c-a-d, il exviste X € S et X1+ Xo € T tel que X = X1+ Xy si et
seulement st
D E D
T(F 0) =r (D, E)+T<F) —r(D), (4.36)
. _ A C B* C*
(b) S O T i et seulement 52R<0> §R<B>, OUR(0> QR(A*), ou
D FE C
T(F 0)=T(D)—2T(M)+T<B>+T(C, A) +n+p, (4.37)
(¢) S CT sietseulement si R(D}) NR(ET) = {0}, ou R(Dy) N R(Fy) = {0}, ou
D E D
T <F 0> =T (Dl, Fl) — T (Ell) + T(D) — 27’(D1) (438)
Démonstration. la preuve de ce théoréme est similaire & celle du théoréme 3.2.4. ]

Remarque 4.2.6. Considérons

Ay Cin Ch2
X (B1, B;)= . 4.39
(A2) (B1 B2) <021 022) (4.39)
une partition de [’équation AX B = C. Soient

AIXIBI = C’117 A1X2B2 = C’127 AZXBBI - C1217 A2X4BQ = C1227 (440)
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quatre équations matricielles obtenue de (4.39). On définit S et T comme suit

S={X e C"P|r(AXB — C) est minimal}, (4.41)

4
T = { ZXi € CP|r(A1 X 1By — Chy) est minimal, r(A1 XoBy — Ch2) est minimal,
i=1

r(AyX3By — Ca1) est minimal, r(Ay Xy By — Coy) est mimmal}. (4.42)

On peut appliquer le théoréme 4.2.5 sur les cing équations ci-dessus pour obtenir les condi-
tions nécessaires et suffisantes pour que SNT #0, SO T et SCT.

4.3 Sur la décomposition additive de la solution a rang
minimal de I’équation matricielle AXA* =B

Nous avons besoin des lemmes suivants pour la suite

Lemme 4.3.1. [/0, 27] Soient A € C}, et B € C™™ des matrices données. Alors, les
rangs mazimal et minimal de A+ BX + (BX)* par rapport a X € C*™™ sont donnés par

o A B

m)c(m:r(A—l—BX—l—(BX) ) = min {m,r(B* O) }, (4.43)

: . A B
minr(A+ BX + (BX)") =71 L. —2r(B). (4.44)

X B* 0
Lemme 4.3.2. [75] Soient A € C}, B € C™" et C € CP*™ des matrices données,

supposons que R(B) C R(C*). Alors,
maz r(A+ BXC + (BXC)*) =minqr (A, C*),r A B (4.45)
X ) J B* 0 ) *

: o . A B A B
m)%nr(A—l—BXC’jL(BXC))—Qr(A, C)—I—T(B* O)—Qr(c 0). (4.46)

considérons
AXA* = B) AleAT = Bl; AQXQA; = BQ, (447)

trois équations matricielles linéaires, ot A € C™*", B € C}}, A; € C™*™, B; € C}}' pour
1 = 1,2. On définit les ensembles S et 7 comme suit

S={X e C"P|r(AX A" — B) est minimal}, (4.48)

T ={X1+ X, € C”P|r(A; X1 A] — By) est minimal, r(As X5 A5 — By) est minimal}.
(4.49)
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Théoréme 4.3.3. Soient S et T définis comme dans (4.9) et (4.10), soient aussi

M 0 0 T

p=[0o - o |, E=|1

0 0 —M T

Alors,
(a) SNT # 0, c-a-d, il exviste X € S et X1+ Xo € T tel que X = X1+ Xy si et
seulement st
D FE D

r (E* O) =2r (E*) —r(D). (4.50)

(b) SO T si et seulement si R <61> CR

(+)
A* ) ou

(5* g) f) (M) + r(My) — r(M) + 2n. (4.51)
(¢) S C T si et seulement si R( ;) ( ) (0}, ou
. (? f;) _ o ]\7(/;[11 ji + (M) = r(My) = r(My). (4.52)

Démonstration. On note que I'expression générale de la solution & rang minimal d’équa-
tions matricielles dans (4.47) peut étre écrite respectivement comme :

X =-TM*T* + PU + U*P*, (4.53)
Xo = —ToMSTS + PUy + U Py (4.55)
ou y
B
M = (A* O)’T: (07 [n)7 P =TFu,
B, A
M1:<A% 01>7T1:(07 In)a Pl:TlFM17

B
M2_<Az
2

Ay
0

>,T2_ (0 ,1,), Po=TsFy,.
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ou U, U; et U, sont arbitraires de types appropriés.
Il est clair que X = X; + X, si et seulement si (X — X; — X3) = 0, dans ce cas

X = X1 — Xo = —TM*T* + Ty M T} + ToMy TS + PU — PiU, — PUs + U*P* — U P} — ULP*

U
= —TM*T* + LM T} + LM Ty + (P, P, B)|-Us
—U,
P
+(U*, =Uf, -U3) | Pt
F;
=G+ KX + (KX)*
Q U
on G =TM*T*+ M Ty + LM Ty, K = (P, P, P),L=|C1|  X=|-U1],
Q2 —Us

etY = (V, —Vi, —Vi).
Appliquons (4.44), on obtient

X,IJI(I}&QT(X_Xl - X5) :m)%nr(G—l—KXjL(KX) )

_ ([f [0(> (K. (4.56)

On applique (1.22) et le lemme 1.4.4 aux matrices en blocs du coté droit de (4.56) et en
simplifiant par des opérations élémentaires sur les matrices en blocs, nous obtenons

G P P P
(G KY_ [P0 0 0
K- 0) =" [P0 0 o0
P, 0 0 0
G TFy TiFw, ToFu,
B T A R 0
="\ P 00 0
P,y 0 0 0
G (T. T, B)Frp o o
0 M, 0
0 0 M,
=r T
Eovooo o ;1 0
0 M o |\
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AXA*

0

M

15

*
2

_l’_

2

—TM*T*+ T}

T T

0

T+ T

T*

0

0

*

1
*

2

coolo
coolo
oo o KNO
NS
**1*20T
==

*
2

0
0
2

— M; M,
Ty

*
1

0
1

— MM,
T

0
0

M*MM*
0
0
TM*
0

0
0

0
0

T*

(4.57)

) — (M) —r(My) — r(My),

T*
1
>

0

0

0
— M,

1
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:T<P7 P17 2)
=r TFM, Ty Fy, TQFM2)
Mt 0 0 M 0 0
(T T, T)— (T, Ty, T)| 0 Mf 0 0 M, 0 )
o o M) \o o M
M* MM* 0 0 M*M 0 0
M My My 0 0 MM, 0
0 M;M,M; 0 0 MM, r(M) = r(My) = r(My)
TM* nM: LMy T T, Ty
MM* 0 0 M 0 0
o om0 0 oMy 0| -
=7 0 0 MQMQ* 0 0 M2 T(M) T(Ml) T(MQ)
T™* TM; ToM; T T T
M 0 0
o om0
=l 0 M, —r(M) —r(My) —r(M,), (4.58)
T Ty 15

En remplagant (4.57), (4.58) et dans (4.56), on obtient
min (X — X; — Xy) = n}}n r(G+KX+YL)

X, X1,X2
D E D
:r<E* 0)—27’ (E*)+T(D).

L’inclusion § D T signifie que pour tout X1+ X, € T, il existe X € S tel que X = X+ X5,
c-a-d, I)gllgl r(X — X7 — X3) = 0 pour tout X; + Xy € T, ce qui est équivalent &
€
X-Xi—X5)=0. 4.59
KR i (X = X = X 9
Appliquons (4.44) & X — X7 — X5, on obtient

?ig r(X — X, —X,) = mUin r(=TM*T* — X; — Xy + PU + U*P¥)
€

 [(~TMYT* — X, — X, P
=r ( P 0) —2r(P). (4.60)
En remplagant (4.54) et (4.55) dans les matrices en blocs dans (4.60), on obtient

~TM*T*— X, — X, P\ (G- PU, —UPf — PUy—U;P; P
P 0) = P 0

= o) (o o) o (6) (7 o).
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ouY = <_Ul>. Appliquons (4.46) et simplifions par les opérations élémentaires sur les

_U2

matrices en blocs, on obtient

oer( (5 4)+ (3 ) o (0 (1 9)

G P P P
(G P LY [P0 0
B P 0 0/ P 0 0 O

P00 0

: . G K
—mln{n—l—r(P),r<K* 0)}

Alors

X1,X26T XES K* 0

:mm{r(M)—r(f*) o (g ]g) —or (ﬁ) —r(D)~|—2r(M)—2n}.

L’inclusion § C T est équivalente &

max minr(X—Xl—Xg):min{n—T(P),r(G K)-%(P)}

i X —-X;—Xy)=0. 4.61
R s T N ) =0 oy

D’aprés (4.44) on a

. . o — . —+ sk —+ - - * Dx o * Yk
XlI,nXlgneTT(X X1 XQ) XIIB(IQHGTT’(X + T1M1 Tl + T2M2 T2 P1U1 Ul Pl P2U2 UQPQ)

. % * _Ul * * P
= XllgzlleTr (X + Ty M Ty + To My Ty + (Pl, Pz) (—Ug) + (_Up _UQ) <P}) )

X +TIMITy + LM Ty Py Py

=7 Py 0 0|—-2r(P, P).
Py 0 0
On remarque que
X+ TM{Ty +ToMSTy P Py TM*T* +T\M{T} +ToM, Ty + PU+U*P* P, P,
Py 0 0| = Py 0 0
Py 0 0 Py 0 0
G P B P I,

=P 0 O0|+[{0|U 0, 0)+| 0 |U (P, 0 ,0).
Py 0 0 0 0
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ensuite en appliquant (4.45), on obtient
G P B P I,
( Pr 0 0)+|0|U 0 0)+(0 Us(P* 0 0))
Py 0 O 0 0
P
0
0
0

U

G P P

.{GPlP?]” (Pfoo
= ImMin T

Pr0 0 0}f,r
“un e () (1 0)
p)"\Kk o)

Py 0 0 0
lors

. . D FE
max Xf,n;}gngr(X - X1 —Xp) = mm{n —r (P, Py),r (E 0) —2r (P, ) —r(D)

T1 TQ D E Tl T2
= min {n—i—r(Ml)—l—r(Mg)—r My, 0 ],r (E* O) —2r | My O | —r(D)+2r(M)
0 M2 0 M2

maxr
U

+ 2r(M2)}. 0

L’application du théoréme 4.3.3 aux trois équations AX1A = A, BXy,B =B, CX3C =
C' donne la conséquence suivante sur la décomposition additive dans (4.5).
Corollaire 4.3.4. Soient A, B et C € C}; des matrices données, on définit
S ={X|r(AXA— A) est minimal},
T ={X1 + Xy| r(BX1B — B) est minimal, r(CXyC = C) est minimal},

X, X et Xy sont des inverses intérieurs de A, B et C' respectivement. Alors
1. SNT # 0 si et seulement si

A A A
T(B B—i—C):T ? g —2r(A) —2r(B) — 2r(C) — m,

. . A C
2. 8§ DT siet seulement si A=0 our (B B+C) =7r(B)+1r(C) —1r(A),

3. S CT siet seulement si R(B*) NR(C*) = {0} ou

. (é B(jC) o @) +1(A) = r(B) — 1(C).

. . (A A (B B _(C C
Démonstration. on remplace par M = (A O) , My = (B O) et My = (C’ 0)

dans le théoréeme 4.3.3 et en simplifiant par les opérations élémentaires sur les matrices
en blocs. O]
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une extension du théoréme 4.2.2 est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.5. Soient A € C™", A, € C™*", B € C}, B; € CY, des matrices
données, 1 =1, ..., k, soient aussi AXA* = B, A1 X1 A} = By, ..., Ap X, A; = By, sont k+1
équation matricielle. On définit

S ={X e CY|r(AX A" — B) est minimal}, (4.62)
T ={X1+..+ X € C}|r(A1 X1 AT — By) est minimal, ..., r(Ap X A;, — By) est minimal}.
(4.63)
Considérons
0 _*]\4'1 0 _Ml 0 T Tl
D = . ) Dl = : - : 7E = _1 ) El = :
: : - : B 3 T
0 0 —M, 0 =M T K
Alors,

(a) SNT # 0, c-a-d, il existe X € S et X1+ Xo € T tel que X = X7 + Xy si et
seulement st
D E D
r (E* 0) =2r (E*) —r(D), (4.64)

(b) S DT si et seulement si R <61> CR (i), ou

. ( 2 g) . < f*) + (D) — 2r(M) + 2n. (4.65)

(¢) S CT sietseulement si R(Ey) NR(—D;) = {0}, ou

. (5 g) — 9 (gi) + (M) — (D). (4.66)

Démonstration. la preuve de ce théoréme est similaire & celle du théoréme 3.2.4. O
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Abstract

Moore-Penrose inverse is one of the most fondamental concepts in matrix theory, and is
a powerful tool for solving matrix equations and establishing various rank equalities or
inequalities for matrices. This work is divided into three parts, organized as follows.

In the first one, we study the common hermitian solution of matrix equation A; X A} = B,
and Ay X AS = B,, and we provide necessary and sufficient conditions to have a common

.. .. X1+ X .
hermitian solution in the form X = ¥, where X; and X, are the solution of

A1 XA} = By and Ay X AS = B, respectively. In addition, we determine maximal and
minimal ranks of submatrices in a common hermitian solution and other results are esta-
blished.

In the second part, we give some formulas for the maximal and minimal ranks of A +
D1 X1 D} + Dy X5 D; subject to the hermitian solutions of a consistent matrix equations
A1 X1 AT = By and Ay Xy Asx = By, from these formulas we establish characterizations of
some classes of solutions of the given equations.

In the third part, our work is concerned with additive decomposition of least rank solution
of the matrix equations AXB = (C and AXA*=B .

keywords
Moore-Penrose inverse, matrix equation, hermitian solution, submatrix, rank of a matrix.
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