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Résumé

L’objectif de cette these est I’étude de quelques problémes de controlabilité exacte et
stabilisation uniforme pour un systéme gouverné par ’équation de Schrodinger de qua-
triéme ordre dans un domaine borné €2 de R™. On montre deux résultats de controlabilité
exacte en un temps 7" > 0 arbitrairement petit ; le premier dans I'espace V' (V' dual de
V ={pe H*(Q);o=Ap=0sur X}) avec deux controles fronticres y = uy, Ay = uy
sur 3, le second dans H 2 (2) avec controle frontiére u = g_ly/ et y = 0 sur X. La méthode
de démonstration repose dans les deux cas sur la méthode HUM introduite par Lions, les
techniques de multiplicateur, et 'argument de compacité/unicité.

D’autre part, on établi sous des conditions géométriques sur le domaine €2, des résul-
tats de stabilisation frontiére et interne.

Pour la stabilisation frontiére, on montre, en introduisant des conditions aux limites
dissipatives appropriées, que la solution décroit exponentiellement dans un espace d’éner-
gie approprié. Pour la stabilisation interne, en supposant que le terme d’amortissement
agit sur un voisinage d’une partie de la frontiére, on montre que la solution décroit ex-
ponentiellement dans 1’espace d’énergie L? (). La démonstration des deux résultats est

basée sur les techniques de multiplicateur et 'argument de compacité/unicité.

Mots clés : Equation de Schrédinger de quatriéme ordre, controlabilité exacte, sta-

bilisation uniforme, contréle frontiére, contréle interne.



Abstract

The purpose of this thesis, is the study of exact controlability and uniform stabiliza-
tion for a system gouverned by a Schrodinger equation of the fourth order in a bounded
domain €2 of R". we prove two results of exact controlability in an arbitrarily short time
T > 0, the first in the space V' (V' dual of V = {¢ € H?(Q) ;¢ = Ap =0 on X}) with
two boundary controls y = u;, Ay = uy on ¥, The second in H2(Q2) with boundary
control u = g—f’/ and y = 0 on X. In both cases, the proof relies on HUM method introduced
by Lions, multiplier techniques and compactness / uniqueness argument. On the other
hand, we establish under geometric conditions on the domain €2, internal and boundary
stabilization results. For the boundary stabilization , by introducing suitable dissipative
boundary conditions, we prove that the solution decreases exponentially in an appro-
priate energy space. For the internal stabilization, by assuming that the dambing term
is effective on the neighborhood of the boundary, we prove the exponential decay of the

L? () energy of the solution. Both results are established by using multiplier techniques

and compactness / uniqueness argument.

Keywords : Fourth order Schrodinger equation, Exact controlability, Uniform sta-

bilization, Boundary control, Internal control
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Chapitre 1

Introduction

L’équation de Schrodinger de quatriéme ordre apparait dans plusieurs domaines scien-
tifiques, tels que la physique des plasmas, la communication optique, la physique ato-
mique, la chimie ou encore la biologie, etc....

Les problémes d’existence et d’unicité de solutions pour sa forme non-linéaire ont
été intensivement étudié (voir, par exemple : [8], [9],[47], [20], [22], [15], [16] et leurs
références).

Les problémes de controle et de stabilisation des systémes gouvernés par les équations
de Schrodinger linéaires ou non linéaires ont regu beaucoup d’attention au cours de ces
derniéres années. Les premiers travaux ont été consacrés a 1’obtention des propriétées de
controlabilité et de stabilisation pour les équations de Schrodinger de second ordre ot
le controle considéré est porté, soit sur la frontiére, soit sur une région w de l'intérieur

d’un domaine borné 2 C R"™. Un des résultats certainement le plus général est due



a Lebeau [21] qui garantit que la condition de contrdle géométrique (CCG en abrigé)
pour la contrélabilité exacte de I’équation des ondes est suffisante pour la controlabilité
exacte de ’équation de Schrodinger linéaire de second ordre a chaque instant 7' (voir par
exemple : [2], [3], [1], [11] et leurs références).

La condition CCG peut étre formulé comme suit (voir par exemple [2], [3], [1], [11]
et leurs références). Le sous domaine w de £ C R™ est dit a satisfaire la CCG au temps
T si et seulement si chaque rayon de l'optique géométrique qui se propage a l'interieur
du domaine ) et rebondisse sur sa frontiére passe par w en un temps t inférieur ou
égal a T. Cette propriété géométrique est équivalente a la propriété de la controlabilité
exacte pour I’équation des ondes avec controle agissant dans w (voir par exemple [3]).
Dans [35], Machtyngier a considéré le probléme de la controlabilité exacte pour I'équa-
tion de Schrodinger linéaire de second ordre dans un domaine borné 2 de R", dans les
deux cas suivants : controle frontiére de classe L? agissant sur la condition de Dirichlet,
alors la controlabilité exacte est prouvée dans I'espace H 1 (), et controle interne de
classe L? dont le support est un voisinage w de le frontiére d<), alors la controlabilité
exacte est prouvé dans l'espace L? (). Les deux résultats sont obtenus en combinant
les techniques des multiplicateurs et la méthode HUM introduite par Lions [31]. Dans
[36], Machtyngier et Zuazua ont étudié le probléme de la stabilisation pour I’équation de
Schrodinger linéaire de second ordre dans un domaine borné 2 de R™ en deux situations
differentes. Tout d’abord, le probléme de la stabilisation frontiére avec des conditions
aux limites dissipatives est considéré et la méthode utilisée pour la démonstration de
la décroissance exponentille dans I'espace H' (€2) combine les techniques des multiplica-
teurs et la construction d’une fonction d’énergie. Ensuite, le probléme de la stabilisation
interne est considéré. Quand le terme d’amortissement est effectué sur un voisinage de la
frontiére, la décroissance exponentielle dans I’espace L? est obtenue & I’aide de I’adapta-
tion des techniques des multiplicateurs développées dans le contexte de la stabilisation
des équations des ondes et des plaques. Dans [27], Lasiecka et Triggiani ont étudié la

controlabilité exacte par un controle frontiére de type Dirichlet et la stabilisation uni-



forme de I’équation de Schrodinger linéaire de second ordre sur l'espace de la régularité
oplimale de cette équation via un opérateur de feedback dissipatif explicite, en dédui-
sant que la théorie abstraite du probléme de cout quadratique optimal sur un horison
infini avec une équation de Riccati algébrique associée est applicable au probléme mixte
de Schrodinger. Ceci fournit en particulier, un autre operateur de feedback stabilisable,
généralement non dissipatif, définie en fonction de 'operateur de Riccati qui correspond.
De plus, ils ont établié a ’aide de I'introduction d’une nouvelle variable que ces résultats
sont encore valable pour ’équation des plaques, une équation trés proche a 1’équation de
Schrodinger. Par conséquent, plusieurs résultats sur la controlabilité et la stabilisation de
I’équation de Schrodinger de second ordre peuvent étre obtenus des modeéles correspon-
dants pour les modeles des équations des plaques en se basant simplement sur la propriété
que Poperateur 92 + A? découlant des équations des plaques peut étre décomposé en
deux operateurs conjugués de Schrodinger(0; — iA) (0; + iA) .

(voir par exemple [27], [5], [23], [25], [26], [37], [14], [4] et leurs références).

L’équation de Schrodinger est légerement meilleure qu’une équation des ondes avec
une vitesse infinie de propagation du point de vue de la controlabilité. En effet, un certain
nombre de résultats montrent que, dans certaines situations ot la CCG n’est pas satisfaite
en tout temps 7', on peut encore obtenir des résultats trés satisfaisants pour I’équation de
Schrodinger. Les deux résultats les plus significatifs dans cette direction sont : Le résultat
de Jaffard [18] qui montre que, lorsque le domaine 2 est un carré, alors pour tout sous
ensemble ouvert non vide w C €, la contrélabilité exacte de I’équation de Schrodinger
linéaire de second ordre est satisfaite en tout temps 7" > 0 dans 'espace L* (Q) et avec
des controles dans L? (w x (0,7T)). Le résultat de N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov
[8] montre que 1’équation de Schrodinger dans un domaine perforé, malgré I'existence de
rayons piégés rebondissant entre deux trous, peut étre controlée a partir d’un voisinage
de la frontiére exterieure dans chaque espace de Sobolev H® (€2) avec s > 0. Bien que,
aucun de ces résultats n’est vrai pour I’équation des ondes.

Pour les problémes de controle de ’équation de Schrédinger nonlinéaire de second



ordre, on peut mentionner les travaux suivants. Dans [17], Illner, Lange et Teismann
ont consideré la controlabilité exacte de I’équation de Schrodinger nonlinéaire de second
ordre dans un intervalle fini (—,7) avec des conditions aux limites périodiques et avec
un controle interne dont le support est un sous intervalle de (—m, 7). Ils ont montré que
ce systéme est localement exactement controlable dans I'espace H'. Leur approche est
basée sur la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) et le théoréme du point fixe
de Schauder. Lange et Teismann [22] ont considéré cette équation sur Uintervalle (0, )
avec les conditions aux limites de Dirichlet homogeénes, et ils ont établi la controlabilité
exacte locale dans 'espace Hj (0, 7) autour d'un état propre partculier. Dans [10], Deh-
man, Gérard et Lebeau ont étudié le probléme de controle et de stabilisation d’une classe
d’équations de Schrodinger nonlinéaires défocalisantes définies sur une variété Rieman-
niénne bidimensionnelle compacte M sans conditions aux limites. Ils ont démontré, en
particulier, que le systéme est localement controlable et exponentiellement stabilisable
dans l’espace H' (M) en supposant que la condition de controle géométrique CCG et la
propriété de la continuation unique sont satisfaites. La démonstration est basée sur un
résultat de propagation des singularitées et sur les éstimations de dispersion (inégalités
de type Strichartz) dues a Burq, Gerard et Tzvetzkov (voir [8], [9]). Dans [29], 'auteur
s’est intéressé tout d’abord au probléme de controle interne. Grace aux méthodes d’ana-
lyse microlocale et I'utilisation des espaces be Bourgain, il a prouvé la stabilisation et la
controlabilité en grand temps de I’équation de Schrédinger nonlinéaire sur un intervalle,
puis sur une variété de dimension trois. De plus, il a étudié le probléme de controle bi-
linéaire. Grace a un effet régularisant, il a établi la controlabilité locale de I’équation de
Schrodinger sur un intervalle avec une démonstration plus simple que celle existante déja
dans la littérature.

Les problémes de controle de I’équation de Schrodinger linéaire de quatriéme ordre
ont été récemment considérés ([50],[52]). Dans [52], il a été montré que 1’équation de
Schrodinger linéaire de quatriéme ordre avec un controle frontiere L? de type Neumann

est exactement controlable en un temps arbitrairement petit 7' > 0 dans H ().



Dans [50], les auteurs ont montré que ’équation avec un controle frontiére, soit de
type Dirichlet, soit de type Neumann et avec 1’observation localisée associée est bien-posé
au sens de Salamon [46] et régulier au sens de Weiss [48], [49]. Ils ont également établi un
résultat de controlabilité exacte pour cette équation avec un controle frontiére de type
Dirichlet de classe L?. Ces résultats ainsi que celui de [52] ont leur permis de déduire la
stabilité exponentielle de I’équation de Schrédinger linéaire de quatriéme ordre avec un
feedback dissipatif agissant soit sur les conditions aux limites de type Dirichlet, soit sur
les conditions aux limites de type Neumann.

Un probléme inverse pour ’équation de Schrodinger de quatriéme ordre dans le cas
uni-dimensionnel a été étudié dans [51].

Dans cette thése, on s’intéresse a I’étude de quelques problémes du controle et de
stabilisation pour I’équation de Schrodinger linéaire de quatrieme ordre. Le travail de
cette thése est organisé comme suit.

Dans le chapitre 1, on étudie le probléme de la contrélabilité exacte de I’équation de
Schrodinger linéaire de quatriéme ordre soumise & ’action de deux controles frontiéres
y = up et Ay = uy et sans conditions géométiques. Au début, on rappelle quelques résul-
tats préliminaires concernant ’existence et la régularité de la solution faible du probléme
adjoint au probléme homogéne. Ensuite, on établi & ’aide des techniques des multipli-
cateurs une identité qui nous permettra d’établir une estimation a priori : I'inégalité
inverse, c’est-a-dire, 'inégalité d’observabilité qui est équivalente a la propriété de la
controlabilité exacte. Enfin, en utilisant la méthode HUM introduite par Lions (voir [31],
[32]) et des arguments de compacité/unicité, on obtient 'existence d’un controle frontiére
u = (u1,uy) dans un espace aproprié tel que la solution du probléme considéré satisfait
la condition d’équilibre y (7") = 0 dans (2.

Dans le chapitre 2, on s’intéresse au probléme de la controlabilité exacte de I’équation
de Schrodinger linéaire de quatriéme ordre soumise & un seul controle frontiére de type
Neumann % = u, appliqué & une partie de la frontiére 3. Tout d’abord, on donne un

résultat d’existence, d’unicité et de régularité de solution. Ce résultat nous permettra
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ensuite d’établir les estimations nécessaires pour aboutir & la contrélabilité exacte dans
I'espace H~2(2). En appliquant la méthode HUM et en utilisant des arguments de
compacité/unicité, on montre l’existene d’un controdle frontiere de type Neumann tel que
la solution du systéme considéré satisfait la condition d’équilibre y(7') = 0 dans Q.
Enfin, on caractérise le controle donné par la méthode HUM comme celui qui minimise
la fonctionnelle J (v) =1 fOT ||v (t)HiQ(FI) dt sur le convexe

Us = {v € L? (2) tel que y (T) = 0 dans Q} .

Dans le chapitre 3, on s’intéresse au probleme de la stabilisation uniforme dans ’espace
d’énergie H2(Q) pour I’équation de Schrodinger linéaire de quatriéme ordre par un seul
controle frontiére agissant sur la condition de Neumann alors que la condition de Dirichlet
est gardé homogeéne. En choisit la fonction de controle de tel fagon que la norme dans
H~2(Q) de la solution correspondante décroit quand ¢ tend vers +oo .En suite, on utilise
comme dans ([23], [27], [42]) un argument de levage de la topologie de la solution basé
sur un changement de variable qui transforme le probléme initial & un probléme dont les
solutions sont assez réguliéres. Enfin, par la méthode des multiplicateurs on aboutit a des
estimations qui nous permettront avec 'utilisation des arguments de compacité/unicité
a lobtention de la stabilisation uniforme du probléme.

Dans le chapitre 4, on considére le probléme de la stabilisation uniforme pour ’équa-
tion de Schrodinger de quatriéme ordre par des controéles frontiéres en position et en
moment. Les deux fonctions de controle sont choisies de sorte que la solution correspon-
dante décroit quand ¢ tend vers +o0o0 dans un espace d’énergie approprié. Pour établir la
décroissance exponentielle de la solution, on procéde comme dans le chapitre précédent.
On opéra un changement de variables pour tronsformer le probléme initial & un probléme
dont les solutions sont assez régulieres, et on utilise les techniques de multiplicateur et
un argument de compacité/unicité.

Le chapitre 5 concerne ’étude de la stabilisation frontiére et interne de 1’équation
de Schrodinger linéaire de quatriéme ordre dans un domaine borné. Dans ce chapitre,

on reprend le travail de l'article publié avec le professeur Mr. REBIAI Salah Eddine
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dans le Journal of Mathematical Analysis and Applications, intitulie “ Uniform stabili-
zation of the fourth order Schrodinger equation”. Dans ce chapitre, on considére, tout
d’abord le probléme de la stabilisation frontiére. En introduisant des conditions aux li-
mites dissipatives appropriés, on montre que la solution décroit exponentiellement dans
un espace d’énergie approprié. Dans le probléme de stabilisation interne, en supposant
que le terme d’amortissement est agit sur un voisinage d’une partie de la frontiére, on
montre la décroissance exponentielle de la solution dans I’espace d’énergie L? (). Les
deux résultats sont établies en utilisant les techniques de multiplicateur et des arguments

de compacité/unicité.
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Chapitre 2

Controélabilité exacte de I’équation
de Schrodinger de quatriéme ordre
avec controles frontiéres y = uq,

Ay = uy

2.1 Introduction

A travers ce chapitre, €) est un domaine borné non vide dans R" ( n > 2 ) ayant une
frontiere réguliere I' = 00 de classe C*. Soit T > 0.
Dans €2, on considére le probléme non homogéne pour I’équation de Schrodinger de

quatriéme ordre en y(zx,t) :

iy + A%y =0 dans @ =Q x (0,7), (1.1)
y(z,0) = yo(z) dans €, (1.2)
y=uy, Ay=us sur ¥ =T x (0,7). (1.3)

13



otl: -y:Q — C est I'état du systeme (1.1) — (1.3) c’ést-a-dire : y = y(x,t) est la
solution du systéme (1.1) — (1.3).
- uy,us : 2% — C sont deux fonctions de controle qui agissent sur la frontiere I'.

Soit V' I’éspace de Hilbert défini par

V = D(A1)

={pe H*(Q):¢p=Ap=0sur '} (1.4)
ou A est I'opérateur positif auto-adjoint défini par

Af = A2f
D(A)={p e H'(Q): ¢p=Ap=0sur I'} (1.5)

On prend : u; € L3(X), ug € [ HY(0,T ; L*(T') |' = espace dual de I’espace de Hilbert
H(0,T; L*T)). On choisit comme espace des états 'espace V' = dual de V.

Dans ce chapitre, on s’intérésse au probléme de la contrélabilité exacte du systéme
(1.1) — (1.3), qui consiste & analyser si on peut amener la solution y = y(x,t) du systéme
(1.1) d’un état initial yo donné dans l'espace V' & un état final fixé & 'avance yr au temps
t =T (en partiqulier a yr = 0) en agissant sur le systéme (1.1) — (1.3) par 'intermédiaire
des fonctions de controéle frontiéres u; et us.

Si cela est possible, on dit que le systéme d’évolution (1.1) est exactement controlable
a partir de yp au temps 7" > 0 et au moyen des fonctions de controle u; et us.

L’équation de Schrodinger est I'une des équations fondamentales pour la mécanique
quantique, comme ’est la loi de Newton en physique classique, on la retrouve pour décrire
des phénomaines assez variés, que ce soit dans I'optique non linéaire (propagation d’un
faisceaux laser ), la physique atomique (par exemple : supraconductivité), la physique
des plasmas, la chimie ou encore la biologie, etc....

Plusieurs auteurs se sont intéressés a ce type d’équation aux dérivées partielles qui

apparait comme un probléme & part, assez délicat, puisque elle posséde a la fois des
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aspects paraboliques et hyperboliques. Elle est réversible en temps comme ’équation des
ondes, mais sa vitesse de propagation est infinie ce qui est le cas de I’équation de la
chaleur.

Les questions d’existence, d’unicité et de régularité des solutions de ’équation de
Schrodinger linéaire ou non-linéaire de quatriéme ordre ont été étudiées par plusieurs
auteurs ( voir par exemple [38], [39], [50], [15], [16], [19]) par I’application de la méthode
d’énergie, ou par I'utilisation des arguments de I’analyse harmonique.

Dans la littérature, on trouve plusieurs réferences concernant 1’obtention des pro-
priétés de la controlabilité exacte des systémes d’évolution gouvernés par 1’équation de
Schrédinger linéaire ou non-linéaire de second ordre (voir par exemple [21], [13], [34], [35],
[41], [28], [53], [17], [22], [43], [44], [30], [45]). Cependant les propriétés de la controlabi-
lité exacte des systémes d’évolution gouvernés par ’équation de Schrodinger linéaire ou
non-linéaire de quatriéme ordre restent encore, en cours de développement.

Dans ce chapitre, on établit une propriété de la contrélabilité exacte du systéme
d’évolution (1.1) — (1.3) a l'aide de 'utilisation des téchniques de multiplicateur et de
I’application de la méthode HUM “Hilbert Uniqueness Method” introduite par Jaques-
Louis-Lions.

Plus précisement ; par les arguments de la dualité classique (voir par exemple [2]), la
propriété de la controlabilité exacte est équivalente & une éstimation d’observabilité (dite
inégalité inverse) pour le systéme adjoint ; c’est-a-dire pour le systéme de I’équation de

Schrodinger de quatriéme ordre non controlé

i, + Ao =0 dans @ =Q x (0,7), (1.6)
we=Ap=0 sur ¥ =1 x(0,7), (1.7)
o(z,0) = ¢, dans €. (1.8)

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le premier paragraphe, on rappelle quelques

résultats préliminaires concernant 1’éxistence et la régularité de la solution faible du
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probléme adjoint (1.6)—(1.8) qui seront utilisés par la suite. Dans le deuxiéme paragraphe,
on montre une identité pour ’équation de Schrodinger de quatriéme ordre par un choix
approprié du multiplicateur en tenant compte des conditions au bord. Dans le troisieme
paragraphe, on montre a I’aide de cette identité une éstimation d’observabilité (inégalité
inverse). Enfin dans le quatriéme paragraphe, on résoud le probléme de la controlabilité

exacte pour le systéme (1.1) — (1.3) par I'adaptation de la méthode HUM.

2.2 Existence et régularité de solution du probléme
adjoint

Considérons le probléeme non homogéne suivant

if; + A% = f dans Q =Q x (0,7), (1.9)
6(x,0) = b dans €, (1.10)
0=A0=0 sur ¥ =1 x (0,7). (1.11)

Le résultat concernant 'éxistence et la régularité de la solution du systéme (1.9) —

(1.11) est donné par le théoréme suivant.

Théoréme 2.1 Pour toutes données 0y € V, f € L*(0,T ;V ) il existe une solution

faible unique 6 = 0(x,t) pour le systéme (1.9) — (1.11), avec
0eC0,T;V)

En plus, Uapplication :  (0o,f ) — 6 est linéaire continue de
V x LY0,T ;V ) — L>(0,T ;V ) et dépend continuement des données (0o,f ),

c’est-a-dire, il existe une constante Cr > 0 ( dépendant seulement de T ) telle que

161y < Crlibolly + /1l 1 o20))
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La démonstration de ce théoréme peut étre obtenue a ’aide de 'application de I'une
des procédures suivantes :
- Méthode de Galerkin basée sur des décompositions de Fourier.

- Méthode variationnelle introduite par Lions et Magenes [33].

- Tthéorie de Hille-Yosida [40].

On considére maintenant le systéme homogéne associé au systéme non homogéene

(1.9) — (1.11)

i, + Ao =0 dans @ =Q x (0,7), (1.12)
pe=Ap=0 sur X =T x(0,7), (1.13)
o(x,0) = ¢, dans (. (1.14)

On a alors le résultat suivant.

Lemme 2.1 Pour chaque temps t > 0, la solution ¢ = (z,t) du systéme (1.12) —
(1.14) satisfait les deux lois de conservation, & savoir :

1)- La loi de conservation de la charge ( masse) :

Q) = / ol 1) de = / o(z,0) 2 de (1.15)

2)- La loi de conservation de [’énergie :

1

B,(t) = B() = 5

1
/Q|VAgo(x,t)|2dx - /Q VA(z,0)2 de = E,(0) = By (1.16)

Preuve. 1)- En multipliant 'EDP dans (1.12) par $, en intégrant par parties sur €2

et en prenant la partie réelle, on obtient

d 2
= D2 dr =
dt/ﬂlw(% )7 dz =0
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ce qui signifie que la norme L? de ¢ (la charge) reste constante le long du temps.
2)- En multipliant cette fois-ci 'EDP dans (1.12) par Ag,, en intégrant par parties

sur €) et en prenant la partie réelle, on obtient

d

S E) =0

2.3 Une identité

On cherche maintenent a établir une identité qui nous permettra dans la suite d’obte-
nir des estimations a priori nécessaires pour ’application de la méthode HUM au systeme

(1.1) — (1.3).

Lemme 2.2 Soit h = h(z) € C3(Q)" un champ de vecteurs. Alors, pour chaque solution
0 = 0(x,t) du probléme (1.9) — (1.11) avec 6y € D(Q) et f € D(Q), on a lidentité

sutvante :

1 d 2 "\ 0h; 9
1 / (ay(A9)> h.dS — Re / Z T, Atk (A8)dQ

— _% / 5(A§)Ah%d2+1 / V(AB)V(ARVE)AQ + / V(A0).A0.V(div h)dQ

2 7 _
(A — [ A F
/ Z 835] 8:1:1856] /V ) Z (%] 83:183:] JdQ + 2/9 OhVedal;
h; 0%
—= % hVGdZ—l—Re/ fhV(A0)dQ + = /f AhV@dQ—l—/ f 8 0 )d@Q
5, Ov 8£C] Ox;0x;
+ %/fA@divth. (1.17)
Q
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Preuve. En multipliant "EDP dans (1.9) par h.V(A#f), en intégrant par parties sur

() et en prenant la partie réelle, on obtient
Re / (i, + A*0)hV(AF)dQ = Re / fhV(AG)dQ
Q Q
Ce qui implique
Re / A*0hV (A0)dQ — Im / 0;hV (A0)dQ = Re / fhV(AD)dQ
Q Q Q
On effectue maintenant le calcul des intégrales

Re / A?0nV(A0)dQ, et Im / 0,hV (A0)dQ.
Q Q

Premiérement, on utilise la formule de Green pour calculer | g A20nV (AB)dQ.
On a

/ A20nV (AG)dQ = / (AB)AV(AG)dY — / V(A)V(hV(AB))dQ
Q
_ / a(AH)hV(Ag)dE— / V(AO)[VAV(AB) + hV (V(AF))]dQ
:/ 5 ()Y ( AG)dS — /V (A))VAV(AB)dQ — / V(ALY (V(AB))dQ

/ aﬁ AOYWV (AG)dS — / V(AO) VAV (AB)dQ — 1/ V(IVAO?)hdQ
Q

D’aprés la formule de divergence

div(Vq) = Vg + Udivg
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Pour ¥ = |VA6|* et ¢ = h.On a

1/ V(|VA0|2)th:1/ |VA0|2hydz—1/ IVAG| div hdQ.
2 Jo 2 /s 2 Jo

En remplagant maintenant dans expression de l'intégrale |, 0 A20nV (A)dQ,

on obtient

, . _ 1 _
/Q ARV (AD)AQ = /E 7 (AR (MBS — 2 /Q V(A9 VAV (ABAQ

1 1
——/ |VA0|2hydE+—/ IVAG| div hdQ.
2 Js, 2 Jo

De la condition au limite A@ =0 sur X, on a

W(AB) = ho(VV(AD)) = huaﬁm),
v
0
2 — RN
IVAO|” = (91/(A0) sur.
Donc on déduit que
) - 1 0 ? -
Re [ A“0hV(AR)dQ = =Re | hv|—(Af)| d¥ —Re [ V(AO)VAV(AD)dQ
Q 2 » au Q

1
+= Re/ IVAG div hdQ.
2 Jo
Pour le calcul de Im [ 0,hV (A0)dQ, on utilise la formule de divergence suivante

div(0,A0h) = 0,A0div h+ V(0,A0)h
= 0,A0divh + [VO,A0 + 0,V (AD)h
= 0,A0divh + ARV, + 0,hV (AD)
= 0,A0divh + 0;hV(A) + %(A@W@) A AAY)
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Puisque

/ div(6,A0h)dQ = / 0,AOhvd% = 0
Q b

alors

0 = / div(6,A0h)dQ = / 0,A0 div hdQ + / 0,hV (AD)dQ +
Q Q Q

/ N / AGHVOAQ
Q Q

ce qui implique que

/GthV(Ag)dQ:/AH_thVQdQ—/QtAgdivth—/AghVde |0T.
Q Q Q Q

Mais comme

/ AO,AVOIQ = / —Lhveds — / Vo, (hV0)dQ
Q = Q

_ / Py 9as, + / A(hV6),dQ
v Q
(%’t n

_ —Lhveds + | 6,A(hV0)dQ
5 Ov Q

Utilisant maintenant la formule de dérivation suivante

oh;, 0%
8% O0x;0x;

A(hV6) = ARVO + hV(AB) + 2 Z
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pour déduire que

2
/ ABhVHdQ = / vy s + / 0,[ARVE + hV (A0) +22 Oh; 0%
Q

833] 0z;0x;

i B Oh; 9%
— | Z2hvods A A
/ hVdS + / 0. ARV OAQ + / O:h ¥ (A0)dQ + / 0.2 Z  O; 00z,

ov

En remplagant dans la formule de lintégrale |, 0 0,hV (A0)dQ, on obtient

/ 0.hV (AR)dQ = / %hVQdEJr / 6,ARV0dQ + / 0,hV (AF)dQ
Q Q

E— n ] — n T
/ ,(2 Z 8% (%j &E] )dQ /Q 0,A8 div hdQ /Q AGhVOdz |1

ce qui signifie que :

/ 0,hV (AD)dQ — / 0,0V (A0)dQ = / @hVOdXH— / 0,AhNV0dQ

Oh; 9% _ ~ .
/et Z < Ox; 0x;07; ) - /QQtAe div hd@ —/QAQhVde lo -

De ceci, on déduit que

2i Im / 0,hV (A0)dQ = %hV@dZ—I— / 0,ALVOdQ
b
oh; 0% _ _
0, dQ — | 6,A0divhdQ — | AOrVOdz |T .
/ t Z 5% 8mi0xj) Q@ /Q t iv hd@ /Q Vidz |

22
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et par conséquent

Tm / 0:h¥ (AD)dQ = — / %hV@dZ— 5 / 0,AhV0dQ
by

v

n

. ) 2 . . . .
—3/07(22 Oh, 0% )d@+3/etAedivth+3/Aehvedx K
Q5 2Jq 2 Ja

— 8xj 81’@81’]

et comme 0, = iA%0 —if , alors

Im / 0;hV (A0)dQ = —= / %hvedZ— - / (—iA%0 +if)ARVOQ
2 Js 0 2 Jo

14

. 2 .
_1 _iA2p 1 A2 - —= ..
2/@( iN%0 +if)( Z 8% e 8% +2/Q(ZA 0 — i f)A div hdQ

+3 / AOhVOdz |T

- 00, 25 2 70
=5 | g hVeE - 5 / (A0)ARVOdQ — / (A% 23% i,

hi  9%0
_%/(A29)A9dlvth+ /f AWWQJF/ ! Z g:cj 8xaiaxj)dQ

+5 / fATdivhQ + 5 / AORVOdz |1

= ——/ %hVQdE— —/ 5 (AD) AhV0d2+;/ V(AG)V(ARVO)AQ
v Q
oh; 0%0 — "\ Oh; 0%
/ v 8% O0x;0x; dx —l—/QV(AQ)V(”Z oz 8x18xj)dQ

__/ a(AH)AQdivhdZJr—/ V(AG)V(A@divh)dQJri/Qf ARVOdQ

i _
A ~ [ A r.
/f Zaxj 8%6% )dQ  + /f 0 div hdQ + 2/9 ohvodaz |
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Mais comme on a

/ V(A0 V(AT div h)dQ — / V(A)[V(AB) div h + ATV (div h)]dQ
Q Q

= / VA div hdQ + / V(A AV (div h)]dQ.
Q Q

Donc on obtient

Im / 0,hV (AD)dQ = —~ / Dy g - L / o (AD) ARV OdS+
1%
ah %0
ADV(A 5
/ V(AD)V(ARVE)AQ — / axj o 1=
8hi %0 1 a .
/ V(AG)V (9% - axj) Q-3 /E o (A0)AG div hdS+

! / VAGE divhdQ + - / V(A0)ADV (div )]dQ

2

- / FAGdiv hdQ + ~ / AORV Odz |
2 J, 2 /g

Puisque : A =0 sur %, alors [, 2 (A#)Afdiv hdS = 0.
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Donc

_ 0, 1[0,
Im /Q 0,hV (AD)dQ = —~ Lo MV - /E o (AB)ARVOdS

< A A = | 5,8 5 -

2/V( 0)V(ALVO)dQ /an( 9)“2::1 oz, axiaxjd "
2 1 2 3.

/V (A0)V Z 5% 0z,0x; dQ+§/€2|VAQ| i

- / V(A@)AGV(divh)]dQJr% / f ARVOdQ
Q

1 7o i [ .
/f Z 330] 8x 8% §/QfA6le hd@ + E/QAQhVQd:L’ lo

Enfin, en reportant ceci dans ’égalité

Im / 0,hV (AD)dQ = Re / A*0hV (A0)dQ — Re / fhV(AD)dQ
Q Q

Q

On obtient ’'identité suivante
——/ %hVHdZ—i- /A@hV@daz |0T —%/ ag(Ag)AhVHdZ
2
— AV (ARYH)AQ —
+Q/V( JVARVH)AQ /EGV 283:] 83:8;15]

/ V(AG)V( Z axj axzaxj )dQ + 3 /Q V(AQ)AGV (div h)]dQ

2

0
—§Re/2hya—

1%
_ 1 [ —
Re /Q hV(AB)AQ — 5 /Q 7 AhVOdQ—

— = 0h; 0% 1 _
/Q i (; oz, . axj)dQ— 5 /Q FAGdiv hdQ

(A0)

d¥ — Re / V(AO)VhV (A0)dQ—
Q
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Mais
0 0
/QV(AH)VhV(AQ dQ = / axj o, (Aﬁ)a% (AH)dQ

Alors l'identité précédente peut étre formulée comme suit

1 9 2 "\ 9h; 0 o
5 Re / ( ay(A9)> h.vdY — Re /Q jZ:l o, B, (Ae)a—%me)d@ _

1[0 1 =
= / ay(A@)AhV@dEJr 5 /Q V(AO)V(Ah.VO)dQ

1 S
+5 /Q V(AR).A0.V(div h)dQ — /E o Z ax] 8w 8%

/ Z Gl 1dQ + - / AGhVdz|T
ax] 8951895] 2 Ja 0

@Ht 7 1 i
L 0ds +Re | FAV(AD)Q + = | F ARVOd
[ o | sianaq g | 7 anveo

2.4 Inégalité d’observabilité

Proposition 2.1 Pour chaque T' > 0, il existe une constante positive C' > 0 (indépen-

dante de T') telle que l'inégalité suivante est satisfaite :
leolly < [1|2]
Polly = ! ov

pour chaque solution ¢ = @(x,t) du probléme (1.12) — (1.14).

a_(p?

+81/

a@t ?
ov

1S, (1.18)

Preuve. Soit oy € R". Dans 'identité (1.17), posons § = ¢, h(z) =x —xg et f =0

On obtient

A
/yvmpy dQ = - /(8 V2 hvdy — - /a‘pthv d2+2/A¢hwda: K
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1
Du fait que les normes {fQ IVAF|? dx}Qet || fll,; sont équivalentes, on a

2

L2(0,T;L2(Q)) H%”D(A%)

-clatalf

L2(0,T;L2(Q)

2/ VA2 dQ > CHA%QD
Q

Mh

4 _
5 | AwVeds [§] < G2 IVl e + gMhelal

2
o 890 D¢\ o oo
—— [ —=—h. dZ dx + dx..
‘ / 2 / ( 01/) 2 / (81/>
Ces inégalités nous permettront d’écrire

IAp., My, 2
5 LGP =TIl ) = 5o 196l = §Mhe ol

—7/(%?) -3 |G

Oa

ce qui veut dire que :

N R
2 2[ v ‘ th + 'a ]dz + HVQOHC ([0,T);L2())
cT
=z (ﬁ - ) HSOOHD(AZ) (1.19)

On montre maintenant & l'aide de 'argument de compacité et d’unicité le lemme

suivant.

Lemme 2.3 Pour chaque 0 <'T' < 400, il existe une constante positive Cr telle que :

2

2
08¢ 1. (1.20)

ov

dyp

ov

95|
ov

2
IVellcqorra@) < Cr i

g

Preuve. On montre (1.20) par contradiction. On suppose que cette inégalité est

fausse. Alors, il existe une suite de solutions {¢, }, .y pour le probleme (1.12) — (1.14)
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sur (0,7 ) telle que

i(p)e + A%, =0  dans Q = Q x (0,7),
0, =Ap, =0 ¥ =TIx(0,T),

(pn(xv O) = ¥no dans €.

et que les conditions suivantes sont satisfaites

2
”v(anC([U,T];LQ(Q)) =1
/[ N, |? ‘8%

2

v v
La suite {, },cy satisfait I'inégalité (1.19).

)

2

0
on |d¥ — 0 quand n — +o0.

ov

2
+ ‘

2 2

Ay,
ov

aSpnt 0gon
ov ov

> (CT = 2eMy) [|pyo

2 Mh
2
Jd% +2== IVeu oo,z

|

i

2
D(Ad) "

Donc la suite {¢,,0},cy €st bornée dans I'espace V. On peut alors extraire une sous-

suite notée encore {©,0}, oy telle que ¢, — p, € V faiblement.

neN

Soit maintenent ¢ la solution du probléme (1.12)—(1.14) correspondante & la condition

initiale ¢, € V, il s’ensuit que

©,(t) — @(t) faible étoile dans L>°(0,7;V)

Ceci implique que ¢,,(t) est uniformément borné dans L>°(0,7"; V'), et puisque l'injec-

tion V' C H}(2) est compacte, on conclut qu’il existe une sous-suite notée encore {,, }

telle que
¢, (t) — @(t) fortement dans L*°(0,T; H3(12))
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Donc

~ 112
IV@lleqomrz@y) =1

et
0Ap 99 _ 09,
= — = — = E
v v ov 0 sur
ce qui veut dire que la fonction ¢ satisfait
ip, + A’ =0 dans @,
0=0,Ap=0 sur X,
0Ap 0Jp 0,
ov ov v 0 St

Alors pour T > 0 arbitrairement petit le théoréme d’unicité de Holmgren implique
p=0 dans Q

Ceci contredit HV&HQC([O,T];LQ(Q)) =1, d’ou le résultat désiré. m

2.5 Mise en place de la méthode HUM

Grace a 'estimation d’observabilité (1.18) et au théorémel, on définit la norme
= ay
ol </<\ = ) )

On considére ’espace de Hilbert

2
dp
o

Do,
ov

2
.

F = complété de V' par rapport a la norme ||.||
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De (1.18), on a
FcVV' cF

L’existence et 1'unicité de la solution faible du probléme non-homogene (1.1) — (1.3) est
donnée par la méthode de transposition ( voir par exemple [33]). Plus précisément, on
suppose que yo € V', u; € L*(X) et uy € [ H*(0,T ; L3(T') |/, et soit 0 = O(z,t) la solution

unique du probléme

il + A0 = f dans Q =Qx (0,7), (1.21)
0=A0=0 sur Y =Tx(0,7), (1.22)
O(z,T) =0 dans €. (1.23)

ou fe LY0,T;V )

En multipliant I’équation (1.1) par 6 ou § = 6(z,t) est la solution du probléme
(1.21) — (1.23).

On intégrant sur (), on obtient

0= /(zyt + A2y)§dQ =i | y,0dQ + / A?y0dQ
Q

Q Q

Utilisant la formule de Green, en tenant compte des conditions aux limites, on déduit

que

| 05O+ Civ(0.60) i~ [0 am = [wglas =0 2

v

Donc, on a la définition suivante de la solution faible du probléme (1.1) — (1.3).

Définition 2.1 On dit que y € L>=(0,T ; V') est la solution au sens de transposition du
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probléme (1.1) — (1.3) si et seulement si (1.24) est satisfaite pour chaque
f € LY0,T;V )0t 0 C(0,T];V)

est la solution du probléme (1.21) — (1.23).

La proposition suivante revendique l'existence d’une solution unique du systéme

(1.1) — (1.3) au sens de la méthode de transposition.

Proposition 2.2 Soit u;, € L*(X) et uy € [ H(0,T ; L*(T) |'. Alors il existe une unique
solution y € C([0,T |; V') au sens de transposition pour le probléme (1.1) — (1.3) avec la

donnée initiale yo € V' '.De plus Uapplication
(u17 u2) —Y

est linéaire et continue de L*(X)x [ HY(0,T ; L*(T") | — C(0,T ; V).

Preuve. Sans perte de généralité et a cause de la réversibilité en temps du systéme

(1.1) — (1.3), on suppose que yo = 0.Alors d’aprés le théorémel, on a

10Ny < Crllfll v )3 9t €0, T].

On définit maintenant la forme linéaire S par

OAG 90 .
<S,f>—/2ul 5 15+ [ uag ATV [ €LO.TV).
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Alors

AT 9 o
S. <R IR S = >
(S, )] < e/zm v ‘Jr e/zuzay ' =l e |55 12(%)
+ ||uz|] 8 =
20l1m1 (0,14 ' o
[H1(0,T;L2(T)] ov H1(0,T;L2(T))

< CO([Jua] r2s) + ||U2||[H1(0,T;L2(F)]/) 16l

< C'(Jlu 2z ”UZ”[HI(O,T;LZ(F)]') ||f||L1(0,T;V )

Par conséquent, S : L'(0,7 ; V' ) — R est une forme linéaire continue, ceci veut dire

que S est un élément de L>(0,7T ; V) le dual topologique de L'(0,7 ;V ). De plus on a

151 e orivy < CUlwall r2esy + llwellgn o r2eyy)

Donc d’aprés le théoréme de Riesz, il existe un élément unique y € L>(0,7 ; V) tel
que

. f) = / W), F Oy dY | € L0, T3V ).

D’aprés ce qui précede on a

H?JHLoo(o,T;V/) < CO([Jua] 2 T HU2H[H1(0,T;L2(F)]/)

Ceci implique que 'application

(u1,us) — y est linéaire et continue de L?(X)x [ H'(0,7 ; L*(T) | sur L>=(0,T
; V). De plus, y € C([0,T ]; V).

En effet, soient {u}'}, y et {uf},  deux suites d’éléments de I'espace D(0,T ; C*(I"))
telles que : u} — uy € L*(Z) et uj — up € [ HY(0,T ; L3(T') |, et soit ¥, la solution
de (1.1) — (1.3) correspondantes aux conditions aux limites u} et uj. Alors

yn € C([0, T ; V') et

1Yl Looo.rviy < CULTN 2y + 1102 a1 0 22200 )
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et puisque

ul — up € LA(%),

et uf — wuy € [H'0,T;L*)],

alors y, — y dans L>°(0,7 ; V) et puisque C(0,7 ; V') est un sous espace fermé de
I’espace L>(0,7 ; V1), on déduit que y € C'(0,7 ; V).

On introduit maintenant le probléme rétrograde

i, + A%p =0 dans Q= Q x (0,7), (1.25)
B 8A<p B _go B 2 oy, B

Y = e A = 5 0t< 5 ) sur ¥ =1 x(0,7), (1.26)

»(T)=0 dans €. (1.27)

ol p = p(x,t) est la solution du probléme (1.12) — (1.14) avec ¢, € F et T > 0 telle
que l'inégalité inverse ait lieu.
La dérivée : %(%) est prise au sens de la dualité entre 'espace H'(0,T; L*(T")) et

son dual [ H'(0,T ; L*(T)] ,c’est- a-dire :

<2(%),w> = 9o 3“’%12 Yw e H'Y(0,T; L*(I)).
ot" v [H (0.1 L2 (D)) H' (0. L2 (D) S

La solution ¢ = v(z,t) du probléeme (1.25) — (1.27) est définie par la méthode de
transposition. On multiplie la premiére equation de (1.25) — (1.27) par § et on intégre
sur (). On trouve la formulation du probléme rétrograde. Trouver ¢ € L*(0,7 ;V/) qui

vérifie —ip(0) € V' C F'’ tel que

/0 (W), F())yrey b+ (~10(0), 00) e —

/8Ag0 8A5d2 dy 89 /%%
s Ov Ov 81/ 81/ v Ov
0,Y(0o, f) € F x L (O,T V)
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pour toute solution ¢ du probléme (1.21) — (1.23) ou l'on a pris f € L*(0,T ;V ) et
Oy € F.
Le terme |, 0 Y fdxdt est interprété par la dualité entre L'(0,7 ;V ) et L®(0,T ; V1)

tandis que les termes [ agf aaée v J5 gf gﬁ %, [y %fj %dz ont un sens par la définition

de 'espace F'. D’aprés Lions (voir [31]), le probléme (1.25) — (1.27) posséde une solution
1 et une seule vérifiant ¢» € L>(0,7 ; V1) et —iyp(0) € V' C F".

On définit maintenant ’application linéaire

A F —F

par

Ay = —ith(0), Ve, € F. (1.28)

En multipliant I’équation (1.25) par ¢ = ¢(z,t) la solution du probléme homogene
(1.12) — (1.14), et en intégrant par parties sur ). On trouve

390

< Z’QZ)( ) (700 F'xF —

s + / Agﬁa@dz

et des conditions aux limites (1.26), on obtient

» B 0Ap. ,0Ap &p@gp 0 ,0¢, 0p
(i) b = [(GENGDME + [ FEoham— [ S(GEFa

et d’aprés la formule

<2(%),w> __ [ 2209 s v e Y0, T LA(D)).
ot v [H1(0,T;L2(T)) x H(0,T;L2(T)) aV ot
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on déduit que :

. B 0Ap ., 0AD 8_@8_@ / 8(,0t 8 ago
B dAp. OAp 690 090 / ¢y, 0P,
B /( v ) v Jdx + s Ov 6yd2 2( v I v Jdx.

0Ap ., Oy 0Py \o
/( ay)dz+/(ay> d2+/2(ay)dE,VgooeF.

et de (1.28), on a

8302

ov

0Ap
v

2
9p

dX
+ ov

X, Vo, € F.

2
az+ |
by

Soient maintenant ¢, ¢, € F, et soient ¢ et ¢ les solutions correspondantes du systéme

homogene (1.12) — (1.14).

(A, 900>F'xF =

Alors, il est facile de montrer que

et = [CoACEDm [ (52) (52) am+ [(Gen e

= (9007¢O)F ,V(,Oo, @O € F

ol () est le produit scalaire associé & la norme |||| .

En utilisant I'inégalité de Cauchez Schwarz, on obtient

(Mg, @o) prscr < Mool w120l 7 » Y20, B9 € F

et que

|<A9007900>F/><F‘ < ||S00||i“>v¢o € F.

Par conséquent, la forme bilinéaire

(o, o) — a(%a 900) <A%a 900>F’><F

est continue et coercive sur F' x ' . Donc d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, A est un
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isomorphisme de F' sur F’. En particulier, pour tout —i)(0) € F’, il existe un unique
élément ¢, € F tel que A, = —i1(0). L’unicité de la solution du probléme (1.25)—(1.27)
assure que ¢ = y. Par consiquent y(7") = 0.

Les controéles uq, us sont alors données par

~ 0Ayp
v

080 0a

et uy = 9 i E) sur 3,

U

ol ¢ est la solution du probléme (1.12) — (1.14) avec ¢, = A~ (—iy(0)).
Enfin, on observe que d’aprés les conditions aux limites du probléme rétrograde
(1.25) — (1.27),
{ug,us} € L*(X) x [H*(0,T; L*(I")]".
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Chapitre 3

Controélabilité exacte de I’équation
de Schrodinger de quatriéme ordre
avec un contréle frontiére de type

Neumann

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considére dans un domaine borné €2 de R", I’équation de Schro-
dinger de quatrieme ordre avec un controle u dans la condition de Neumann agissant
seulement sur une partie I'; de la frontiére de §2. On établi a 'aide de HUM un résultat
de controlabilité exacte dans H~2(2) avec controle u dans la classe L?(0,T; L*(T'y)).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le premier paragraphe, on commence par
introduire quelques notations et puis on énonce des résultats préliminaires qui seront uti-
lisés par la suite. Dans le deuxiéme paragraphe on montre notre résultat de controlabilité

exacte.
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3.2 Position du probléme et résultats préliminaires

Soit T' > 0 et soit 2 un domaine borné de R"( n > 2 ) ayant une frontiére I' = 92
de classe C3. Soit {I'g, I'1} une partition de I' telle que : Ty N T; = &. On suppose qu’il

existe ro € R™ un point fixé a 'extérieur de €2 tel que

Iy ={zel/m(z)v(x) >0}, (2.1)

I'o={zel/m(x)v(z) <0} (2.2)

ou m(r) =1z —xy et v(zr) désigne le vecteur unitaire normal sortant en z € I
On considére dans €2, ’équation de Schrodinger de quatriéme ordre soumis & un

controle frontiére de type Neumann supporté sur I'y.

iy + A%y =0 dans @, (2.3a)
y=0 sur >, (2.3b)
% =0 sur Yo =Ty x (0,7, (2.3¢)
% —u sur X, =T x(0,7), (2.3d)
y(0) = yo dans (). (2.3¢)

ou y : @ — C désigne la fonction d’état et u : ¥ — C désigne la fonction de

controle.

3.2.1 Quelques résultats d’éxistence et de régularité.

Dans ce paragraphe, on énonce quelques résultats d’existence et de régularité qui nous

seront utiles pour I’application de la méthode HUM. Considérons le probléme homogéne
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suivant

ip, + A% =0 dans @, (2.4a)
= g—f =0 sur X, (2.4b)
©(0) = ¢, dans Q (2.4c)

L’espace naturel de 1'énergie pour le systeme (2.4a) — (2.4c) est 'espce HZ(2) muni

de la norme induite par le produit scalaire

(f. ) = / AfAg()da

L’énergie E(t) associé au probléme (2.4a) — (2.4¢) est définie par

B(r) = ; /Q Ayl dz (2.5)

On a le résultat suivant d’existence et d’unicité de la solution du probléme (2.4a) —

(2.4¢).

Théoréme 3.1 Pour chaque donnée initiale ¢, € HZ(QY), le probléeme admet (2.4a) —
(2.4c) une solution unique ¢ € C([0,T]; HZ(2)), et si o, € HO(Q) N HZ(), alors

p € C([0,T]; H*(Q) N Hy(92)) N C([0,T]; Hy (2))

En plus, la solution du probléeme (2.4a) — (2.4¢) satisfait les deux lois de conservation, a

savoir la conservation de la charge et la conservation de [’énergie, c’est-a-dire

() L2y = 9(0)ll 20y VE = 0, (2.6)

HA@(t)Hm(Q) = HASD(O>HL2(Q) vt 2> 0. (2.7)

39



Preuve. Pour montrer I'existence et 'unicité de la solution, on réecrit le probléme
(2.4a) — (2.4¢) sous la forme d’un probléme de Cauchy abstrait du premier ordre comme

suit

= Agp,

90(0) = 9007
ol A est 'operateur non borné définie par

A D(A) C H3(Q) — HZ(Q),
Ap = iA%p avec D(A) = H5(Q) N HZ(Q).

A est un opérateur fermé de domaine dense dans HZ(f2). En plus iA est auto-adjoint.

Donc A est le générateur infinitisimal d’'un Cy—groupe unitaire {5’ (t) = eiAQt} . Alors
teR

il s’en suit de la théorie des semigroupes que le probléme (2.4a)—(2.4c) admet une solution

unique

p € C([0,T]; H3()) si ¢, € Hy (%),
¢ € C([0,T]; H(Q) N HF(Q)) N C'([0,T]; HE(2)) si ¢, € H*(Q) N HG().

Pour montrer (2.6), on multiplie I’équation (2.4a) par @, on intégre sur €2 et on prend la

partie imaginaire, on obtient

d 2
= D2 de =
dt/ﬂlw(rﬁ, )|7dx =0

Ce qui signifie que la norme L? de ¢ ( la charge) reste constante le long du temps.

Pour avoir (2.7), on multiplie I’équation (2.4a) par @, et on intégre sur €2, on trouve

z/ |g0t]2dw—|—/A2g0@da::0
0 0
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De la formule de Green, on deduit que

d 9
— Ao dr =
dt/g' ol de =0

D’oul la conservation de I’énergie le long du temps. m

Considérons maintenant le probléme suivant avec un terme source non nul

0, + N0 = f dans @,
00

0= e 0 sur X3,

6(0) = 0, dans Q.

(2.8a)
(2.8b)

(2.8¢)

Théoréme 3.2 Soient f € L'(0,T ; H3(Q)), 0o € HZ(Q). Alors (2.8a) — (2.8¢) admet

une solution unique 6 € C([0,T]; H3(Q)). De plus, on a

E(t)<c {E(O) + (/Ot 171 22 dS)Q}

(2.9)

Preuve. Puisque f € L'(0,T ; H3(Q)), on déduit du lemme précédent que le pro-

bléeme (2.8a) — (2.8¢) admet une solution unique 0 € C([0,T]; HZ(Q2)). L’éstimation (2.9)

découle du fait que

0(t) = S(t)py + /Ot S(t—r1)f(r)dr

3.3 Une identité

L’identité suivante est considérée comme un moyen essentiel pour I'obtention des

estimations nécessaires dans la mise en place de la méthode HUM. On a la proposition

suivante.
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Proposition 3.1 Soit h(x,t) € C? (@, R”) un champ de vecteurs. Alors pour chaque
solution faible 0 de (2.8a) — (2.8¢), c’est a dire pour chaque 0y € HZ(Q)) et pour chaque
feLY0,T ;HZ()), on a lidentité suivante.

T T
1/ /h.y|A9|2dth:Re/ /AH.Ah.V@dde
0 Q
oh; 0% 17 -
A - AB.O.A (di
Re/ / 9( _ B, axlax]>dmdt+2/0 /Q 0.0.A (div h) dedt+

20 9*h i (" - i —_
A —— [ O.h =1/ 0.h
/ / 9(2 o, axla%)dmlt 2/0 0.h.V0ddt + Uﬂehvedx] +

0

T
+ = / / £.6.div hdzdt — Re / / f.h.Vodxdt. (2.10)
2 0 Q 0 Q

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’une solution forte, c¢’est-a-dire qui cor-

respond & des données initiales 0y € H*(Q) N HZ(Q) et  f € LY(0,T ; HZ(Q)) puis on
passe au cas de solution faible par des arguments de densité.

On multiplie I'équation (2.8a) par h.V6, on intégre sur @ et on prend la partie réelle.

Il vient que

Re / fh.VOdzdt = Re <z / ch.ngxdt) + Re / (A20)h.V0dxdt
Q Q Q

— —Im / 0,h.VOdxdt + Re / (A20)h.VOdadt (2.11)
Q Q

Calculons la premiére intégrale dans le coté droit de (2.11). On a

T
/ 0,h.NVOdxdt = { / Hh.Véd:L} — / Oh,.NVOdxdt — / 0h.NV0,dzdt
Q Q 0 Q Q

Puisque 6 = 0 sur I, alors
—_— —_— T —_—
/ch.Vdedt: {/ Hh.Vde} —/Hht.VHdscdt—i—
Q Q 0 Q
/ 0,;h.NVOdadt + / 0,0 div hdxdt
Q Q
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D’ou

T
2 Im/ 0,h.VOdxdt = [/ Qh.ngx} —/th‘vgd:vdt—l—
Q Q 0 Q

/ 0,6 div hdzxdt
Q

et donc

_ 1 _ 1t 1 _
Im/ 0:h.VOdxdt = — Im / 0h.VOdxr| — = Im/ Oh; . NVOdxdt +
Q 2 Q 0 2 Q

1Im / 0,0 div hdxdt
2 Q

De (2.8a), on obtient

T

Im / 0,h.VOdxdt = lIm { / Qh.ngx} — lIm / Oh,. NV Odxdt+
Q 2 0 2 Q

0

1 _
B Im/ (—Z'A29 +if)0 div hdzdt
Q
Mais

/ (A?0)0 div hdxdt =
Q

/a(AG)de’vhdth—/VA?.VQ(divh)dQ
s Ov Q

- / VAV (divh)0dQ —
Q

/8<A9>9dwhdl“dt—/A@(dz’vh)V@.de
s Ov r

+ / |AG|? divhdQ + / (AG)VO.V (divh)dQ
Q Q

— / OAOV (divh).vdD + / OAOA(divh)dQ+
r Q

/ ABV (divh).VOdQ
Q
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Des conditions aux limites (2.80), on a

/ (A20)0 div hdzdt = / |AG? divhdQ + / (AD)VO.V (divh)dQ+
Q Q Q

/ OATA(divh)dQ + / AGY (divh).V0dQ
Q Q

Insérons (2.13) dans (2.12), on obtient

T

Im/ 0,h.VOdxdt = lIm {/ Qh.vadx}
Q 2 Q

0

%Re / |A0)? divhdQ — %Re / (A)VO.V (divh)dQ—
Q Q

%Re / OAOA(divh)dQ — %Re / AOV (divh).VdQ+
Q Q

! Re / fOdiv hdxdt
2 Jg

Maintenant, explicitons l'intégrale Re |, 0 A20h.NVOdzdt

Du théoréme de Green, on a

14

/ A*0h.Vldzdt = / a(aM) h.V@dldt — / V(A).V (h.V0) dudt
Q ) Q

Mais

o = 0(A0) 0, 00
V(A0).V (V) = ; 5o, axi(gh] (91:->
& 0(Al oh; ae 020
N Z ox; jz Ox; Ox; J@mi(")xj)

1=

44

1 _
- = Im/ Oh; N Odxdt—
2 Jg
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et donc

/ V(A6).V (h. ve) dxdt
ah 90 020
/ Z amz , 8% 0w, G0,
ah a0 00
— ZZ / AG( o, . + hj 7o amj)yidZ_

i=1 j=1

ZZ/AQ d%h; 00 ahj 9%0 +ahj %0 B %0 )
~ = dx? Ox; Omi dx;0x;  Ox; Ox;0x; 70120z,

Par ailleurs des conditions aux limites (2.8b), on a

02@ . = 82@ . t ig — @ 2 S P
0z;0x; Vi ot S e T gt PN

J

D’ou
/V(AQ).V (h.V@) dxdt:/ |A0|2h.yd2— 5” /AG(Ah'—ag )dQ—
- j@xj

QZZ/AH 8% 8951833 )dQ — Z/AG i 830] )dQ (2.16)

=1 j=1

Combinant (2.15), (2.8b) et (2.16), on trouve
/ A20h.VOdzdt = / |A? hud2+z / Af( Ah-— dQ+
Q

oh; 0%
233" / 805 8xiaxj)dQ+; /Q N axj 9,40 (2.17)

=1 j5=1

45



De (2.17), il résulte
Re / A20h.VOdzdt = / |AG]? hud2+ReZ / AG(Ah; 820 dQ+
Q J

ahj 920
2ReZZ/A0 O, Dr.d, dQ+ReZ/A0 i ax] )dQ

=1 j5=1

o0
_ = 2
_ 2/\A9[ h.ydz+Rej§:1:/QAe( el

2ReZZ/A ahf’ 00 )—1/ |AG? div hdzdt (2.18)
8@ 81’18]3] 2 Q v .

=1 j5=1

Reportant (2.14) et (2.18) dans (2.11), obtient

1 1 _ 17 1 _
—/ IAG]? h.vdS = —= Im U Qh.Vde] —I——Im/ Oh,.VOdxdt +
2 /s 2 0 . 2 9

%Re / AGP? divhdQ + % Re / (AD)VO.V (divh)dQ +
Q Q
%Re / OAOA(divh)dQ + 1 Re / AOV (divh).VOdQ —

1
§Re/f9dwhdxdt+Rez/Ae Ah — dQ+

oh; %0 _
2 AG(= — = [ |AGP divhd — / .
Rezz / 0( . Bo: axj) : /Q |AQ|? div hd — Re ; fh.NOdzdt

=1 j5=1

3.4 Inégalité directe

On établi & présent une majoration de la dérivée normale (inégalité directe).

Lemme 3.1 Soient f € L'(0,T; H3(Q)) et 0y € HZ(QY). Alors pour chaque T > 0, la
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solution 0 de (2.8a) — (2.8¢) vérifie

T 2
A0 drdr < Cr [0ulgey + O ([ 151 ) (219

3

o, Cp, Cpl sont deux constantes positives, et pour [ =0, on obtient l'inégalité suivante
dite inégalité directe

/E A0 dTdt < Cr (|60l (2.20)
1

Preuve. Pour avoir (2.19), on applique l'identité (2.10) avec le choix suivant du
multiplicateur A

h=v sur T

De plus, puisque h est de classe C3, alors il existe une constante C), telle que
Co = Maz(h],[VA| | AR, [div b, |9 (div B)] , |A(div b))

Par conséquent il vient que

1 g 3
3 |AG|” dTdt < Ch/o [ A0]] 120 HV9||L2(Q) dt+

31
T . 1 T _
2Ch/0 HA9HL2(Q) ||A9HL2(Q) dt + §Ch/0 HAQHLZ(Q) ||90HL2(Q) dt

T _ 1 _ T
+Ch/0 1A 20 VO 20 dt + 5Ch [Heum(m Hve\}wmh +

1 T T _
30 | 1y 1800y e+ Co [ 11 1981
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En utilisant I'inégalité de Young, on obtient

1 T
IAG)? dth<C’h/ [ ||A9||L2(Q)+ HWHLQ(Q)} dt+20h/ 1A6]72 g dt+

31

T _.\2 T —12
§Ch/0 {EHMHLQ(Q)JFEHﬂli?(n)] +Ch/0 {SHAHHLQ Q) +_HW”%2(Q)] di+
1 1 2
§Ch {5 (Hg( T )||i2(9) + ||9(0)||i2(9)> + = <HV6(T Lz(Q)):| +

1 g 7|12
§Ch/0 [5 ||9||L2(Q) + - ||f||L2(Q):| dt + Oh/ [5 ||V0HL2(Q) + 4e ||f”iQ(Q)} dt

+||vo0)

L2(Q)

et en tenant compte des inégalités de Poincaré suivantes

IN

el
12(9)
||V90||iz(m < 52||A80Hi2m) Vo € H(Q) avec Sy > 0.

By ||A90||i2(9) Vo € Hy(Q)  avec §; >0,

AN

On obtient, aprés simplification,

1 T T
3 | 180 drae < Ky [ 1801t + KaPO) + Ko [ 1yt

ou

K, = Ch{(%+2)+%(21€+25)+62(%+5)},
K2 = (8/61 ﬁ2>7

PR )
8¢

De (2.9) et du fait que

T T ) 1/2
[ 15l e < 7 (/ ||f||L2<mdt)
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on a

1
3 |AG)* dTdt

¥

T T 2 T
K1/O C{E(O)+ (/0 \|fHL2(Q)dt) }dt+KzE(0)+K3/O 111720y dt

T 2
< (K\TC + K3) E(0) + (K3 + T2K,C) (/ 1£1 720 dt)
0

IN

Cette inégalité, peut étre réecrite comme suit

1 s i
5 |AG|* dTdt < CrE(0) + Cy, (/0 IIfIIim))

31

ou

Cr=K.CT+ Ky, C=K.CT?+ K

et pour f =0, on trouve (2.20). =

3.5 Estimation d’observabilité ou inégalité inverse

Dans ce paragraphe, on établit une deuxiéme estimation (estimation d’observabilité

ou bien inégalité inverse) en utilisant le multiplicateur h défini par
h(z) = x — xp,0u g € R"

tel que
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Pour ce champ de vecteurs, on a

div h(z) = n,

ohi(z) | 1sii=
O Osii#j

Ah =0

On a le résultat suivant.

Lemme 3.2 Pour chaque T' > 0, il existe une constante C' = Cr > 0 telle que

loll720) < Or | 1A¢|"dTdt (2.21)

1

pour chaque solution ¢ du probléme (2.4a) — (2.4c) avec ¢, € HZ().

Preuve. On reécrit l'identité (2.10) avec f = 0 et avec le multiplicateur h défini

comme ci-dessus, on obtient

T
/|A<p|2h.yd1“dt:2/ |A@|® dedt + i [/ gp.h.V@dx] .
> Q Q 0

On prend la partie réelle

T

u/mwﬁwﬂwzz/uwﬁMﬁ—m{/¢ﬁV@@
by Q Q

0
T

=4T ||900||?qg(g) —Im {/Q gD.h.V@d:p]
0
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En utilisant I'inégalité de Young, il résulte

T
Im {/ goh.V@da:]
Q 0

e [Iem, + va)

< One |l Fa@) + 10(0) 2| +

2

LQ(Q):| }

< 2eC, ||p(0 )||L2 + - H|V90‘Hc 0,7 ;L2(R))

Donc

4T |lpol 72 ey / |Ap|* havdldt + 22Cy [|0(0) |72 +—|HV<P|HC (0,71 5 L2(®)

<M, / (AP ddt + 220, [(0) 2o +—|HW|HCOT] ey (222)
1

Pour la démonstration de l'inégalité (2.21) il suffit de prouver les estimations suivantes

2 2 2
o)y = leslisey <€ [ 180 v 2.2
1
2 2
IVl oo < © f g drd. (220
On montre seulement 'inégalité (2.24) puisque l'inégalité (2.23) s’obtient directement de

l'inégalité de Poincaré. Si l'inégalité (2.24) n’est pas satisfaite, alors il existe une suite de

solutions {¢, },cy pour le probléeme (2.4a) — (2.4c) telle que

1Veullle 0.13:22(0) = 1 Vn €N, (2.25)
([0,TL?(22))

|Ag, |>dldt — 0 quand n — o0. (2.26)

1

Puisque ¢,, satisfait (2.22), il résulte que ¢, est uniformément borné¢ dans HZ(£2), donc

il existe une sous-suite encore notée {y,,} telle que
©no = Po
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Soit p(t) la solution du probléme (2.4a) — (2.4¢) correspondante & la donnée initiale @,
alors

@, (t) — @(t)  faiblement étoilé dans L™®(0,T; H3(2))

et la suite @, (f) est uniformément borné dans L>(0,T; HZ(2)). De la compacité de

I'injection Hg () € HZ(S2), on conlcut que
0, (t) — @(t)  fortement dans L>(0,T; Hy(Q2))

et de (2.25), on a

1IVellleorm 2@y =1

En plus de (2.26), on trouve
A& =0 on 21

© est alors solution du probléme

ip, + A*p =0 dans @,

~  0p
o= a—f =0 sur X, (2.27)
Ap =0 sur Y.

Il en résult alors de 'unicité de la solution du probléme (2.27) que p = 0 dans Q. Ce
qui conredit que [[|V@l|[ (o1, r2(0)) = 1 Ceci met fin & la démonstraion de (2.24).

En tenant compte de (2.23) et de (2.24), alors (2.21) est une conséquence de (2.22).
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3.6 Existence et régularité de solution du probléme
(2.3a) — (2.3¢)

Dans cette section, on s’interesse a une notion de solutions faibles du probléme (2.3a)—
(2.3e) a laquelle on aura besoin par la suite. Ces solutions sont obtenues par transposition
a partir des résultats précédents.

Plus précisement, on multiplie les deux membres de I’équation (2.3a) par une fonction
6 solution du probléme (2.8a) — (2.8¢) avec la condition #( 7' ) = 0 et on intégre sur @),

on obtient

z/ yt.gdxdt+/(A2y)§dxdt:O
Q Q

On integre par partie par rapport a la variable ¢ le premier terme et on utilise la

formule de Green pour le second, il vient que

/ y (—if, + A%0) dmdt+z’[ / yﬁdx] / ayAQdth_O
Q

ou
/ y. fdzdt — z/ 1(0)0(0)dz + / vAfdY = 0
Q Q by

Ainsi, on peut énoncer la définition suivante pour la solution faible du probléme

(2.3a) — (2.3b) avec la condition initiale y, € H2().

Définition 3.1 On dit que y € L>(0, T ; H2(Q)) est une solution de (2.3a) — (2.3¢)

au sens de transposition si et seulement st

/0 (), F(0) g2y 4t — 1 0(0).000)) 2y rzgey + / vABIE =0 (2.28)

pour chaque f € LY0, T ; H2(2)), ot 0 = 0(x,t) est la solution du probléme (2.8a) —
(2.8¢) avec O(T) = 0.

Cette définition est justifiée par le théoréeme suivant.
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Théoréme 3.3 Etant donné u € L*(X). Alors il existe une solution unique
y € C([0,T] ; H2(Q)) au sens de transposition pour le probléme (2.3a) — (2.3¢) avec
une condition initiale yo € H2(Q). De plus, 'application v — y est linéaire et continue

de L*(X) dans C ([0, T] ; H2()).

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que yy = 0. Ceci est due a la réversibilité
du systéme (2.3a)—(2.3¢) par rapport a la variable de temps t. Premiérement, on multiplie

I'équation (2.8a) par 6, on intégre sur () et on prend la partie réelle, on obtient

m/MWMﬁ:M/j%Mt
Q Q

et par la suite

||0(t)||Hg(Q) < ||f||L1(O,T;H§(Q)) ) (2-29)

On applique l'identité (2.10) avec le champ de vecteurs h = v sur I' et on substitue

I’estimation 2.29 dans 'inégalité 2.20, on trouve

120 25y < C U llpaorr; w20

De cette derniére, il en résulte

RG/EUAadZ‘ < ||u||L2(E) ||A0||L2(Z) <C ||u||L2(E) ||f||L1(o,T ; H2(2)) (2.30)
Ce qui signifie que I'application
f — Re/ uAOdY

)

est linéaire et continue de L'(0,7T; H3(Q)) dans R. Par conséquent, il existe un unique

y € L>(0,T; H%(Q)) qui satisfait 2.29. De 2.29 et P'estimation 2.30, on a

Hy“Loo(o,T;H—2(Q)) <c HUHL2(2) (2.31)
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Ce qui implique que l'application u — ¥ est continue de L*(X) sur L>(0,T ; H 2(Q)).
De plus, y € C([0,T]; H2(2)).

En effet, on considére une suite de controles {u,}, .y C D(0,7 ;C3(T)) telle que
u, — u fortement dans L*(%) (2.32)

Soit y,, la solution de (2.3a) — (2.3e) correspondante & la condition frontiére u,. Puisque
u, est régulier, y, € C([0,T]; H 2(Q)). D’aprés 2.31 et 2.32, y, — y € L>®(0,T
; H=2(Q2)).Puisque C ([0, 7] ; H2(Q)) est un sous espace fermé de L>°(0,T; H2(12)), alors
ye C([0,T]; H2(Q). m

3.7 Résultat de controlabilité exacte
Le résultat de la controlabilité exacte du probléme (2.3a)—(2.3¢) est énoncé ci-dessous.

Théoréme 3.4 Soit Q2 un domaine borné de R™(n > 2) de frontiére I' = 09 de classe
C3. Soit T > 0. Alors, pour chaque donnée initiale yo € H~2(Q), il existe un controle
u € L*(X)) tel que la solution y = y(z,t;v) du probléme (2.3) satisfait la condition y( T
) = 0. dans Q.

Preuve. Pour la démonstration de ce théoréme, on utilise la méthode HUM. On
proceéde en plusieurs étapes

Etape 1 : On résout le probleme homogéne

i, + A’ =0 dans @,
0
= 8_(5 =0 sur X,
©(0) = ¢, dans

avec p, € HZ(Q). D’aprés le premier paragraphe, le probleme (2.4a) — (2.4c) admet

une solution unique ¢ € C ([0,7]; H3()) . Du lemme 3.2, on a le résultat de régularité
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suivant
||A90HL2(21) < Cr ”SOUHHg(Q)
Cette inégalité traduit le fait que I’application ¢, — A se prolonge en une application

linéaire continue de HZ(Q) sur L*(3;).

Etape 2 : On considére le probléme rétrograde non-homogéne

i, + A% =0 dans Q, (2.33a)

=0 surk, (2.33b)
A )Y

Op ] Se s s (2.33¢)

v 0 sur X

»(T')=0 dans Q. (2.33d)

Le changement de variable de t en (7' —t), nous permet de déduire du théoréme 3.1

que le probléme (2.33) admet une solution unique au sens de transposition avec 1) €
C ([0,T]; H2(2)). Donc %(0) est bien définie dans H () et ceci pour chaque choix de
©o- On définit alors pour p, € HZ({) 'operateur A par

Apy = i1(0)

On montre que A est un operateur linéaire continue de HZ({2) dans (son dual) H2(12).
En effet, on considére une autre donnée initiale 3, € HZ(Q). On multiplie (2.33a) par

et on intégre sur (), on obtient

(—it6(0), Bo) -2z + + / ApAFIE =0

et en particulier

(Ao, 900>H—2(Q)ng(Q) = |A30|2 d
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D’aprés le lemme 3.2, il est clair que la forme bilinéaire

©0> Po € H§(Q) - <A900’/90\6>H*2(Q)><Hg(§2)
est coercive. Donc, d’aprés le théoréme de Lax-Milgram,
Yyo € H2(Q), 3, € HE(Q) tel que Ap, = iy(0).

Soient y(.) et ¥(.) les solutions correspondantes & ¢(0) = y(0). De I'unicité de la solution

y=1.
Donc y( T') = 0 dans € et le controle u € L*(3) est donné par u = Ap € L3(%;),

ou ¢ est la solution du probléme (2.4) avec la donnée initiale p, = A~ (iy(0)). =

3.8 Controle optimal

En admettant que le systéme (2.3) est exactement contrdlable a I'instant 7" > 0, on
cherche & caratériser le controle qui soit de norme minimale. Cela conduit & considérer le

probléme de controle optimal suivant

(PC)  Infueu,, {Jw) - / Ol dt} -

ou U,q est 'ensemble des controles admissibles définis par
U= {veL*2) tel queona: (23)et y(T)=0}

Du théoréme 3.4, on déduit que U,y # &. Ce qui implique que le probléme (PC) a un
sens.
La question naturelle étant alors la suivante, le probléeme (PC) admet une solution

unique v € U,qy. Peut-on caractériser cette solution par un systéme d’optimalité et obtenir
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ainsi un controdle de norme minimale qui conduit la solution y a la condition y( T') = 0
dans € .
Pour chercher le systéme d’optimalité ( S.O.), on utilise la méthode des multiplicateurs

de Lagrange. On introduit tout d’abord la fonction de Lagrange

17 -
Uv.0) = 5 [ IOyt~ | )G B

qu’on peut écrire, aprés intégration par parties, comme suit

Lo = | o2y di + I Mmdx]j —i [ (s

2
/E P(t)a(%—Wdthjt /E 32(;9%&“0%— /Q Ap(t)a(rg—?dlﬂdwr
/Q%Mdrdt— /Q A2p(t)y(t)dadt.

En introduisant le crochet de dualité (p(t), y(¢)) H2(Q)xH-2(0) €t en rappelant la condi-

tion au bord g_ly/ =v sur 'y, on a

2

(P(0), =i(0)) 3112 — /Q (ips + A%p) gdadt — / Ap(t)oltydrdt

e .
L(y,v,p) = —/ ||U(t)||i2(r) dt + <p(T)v_Zy(T»Hg(Q)xH*?(Q) -
0

Les conditions nécessaires d’optimalité du premier ordre pour le probléme de controle

optimal (PC) sont alors

vpL(:ya u7p) = 07 (234&)
V,L(y,u,p) = 0, (2.34b)
VoL(y,u,p)(v —u) > 0,Yv € Uygetu € Upg. (2.34c¢)

L’équation (2.34a) signifie que I’équation d’état (2.3) est satisfaite.
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Une évaluation de (2.34b) montre que p est solution du systéme adjoint suivant

ipr+ A%p =0 dans Q,
= % =0 sur X3,
p(T) = P’ p(0) =0 dans Q.

L’inégalité (2.34c) est équivalente a I'inégalité variationnelle
/ (u—Ap) (v —wu)dl'dt > 0;Vu € Uyg, v € Upgq.
31

Pour I'y = @, le controle optimal est donné par

u = Ap sur I'y

ou p désigne la solution du probléme adjoint au probléme homogene (2.4).
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Chapitre 4

Stabilisation de I’équation de
Schrodinger de quatriéme ordre avec
un feedback frontiére de type

Newmann.

4.1 Introduction

Soit 2 un domaine borné de R™ (n > 2) ayant une frontiére suffisamment réguliere '
de classe C? et soit {I'g,I";} une partition de I' = 99 telle que : I' = [GUT;,ToNT; = &
avec I'y # O.

On considére dans €2 un systéme gouverné par I’equation de Schrodinger de quatriéme
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ordre en y(x,t)

iy, + A%y =0 dans Q = Q x (0, +00), (3.1a)
y(x,0) = yo dans Q, (3.1b)
y=0 sur ¥ =T x (0, +00), (3.1c)
% -0 sur ¥; = Ty x (0, +00), (3.1d)
% o sur £ = Ty x (0, +00). (3.1¢)

ol : - u désigne la fonction de controle avec u € L*((0,+00); L*(T'y)) = L*(X;)

- v désigne le vecteur normal unitaire orienté vers l'exterieur de {2 au point
rel.
- a% désigne 'operateur de dérivation dans la direction normale.

Le but de ce chapitre est I’étude du probléme de la stabilisation uniforme pour le
systéme (3.1a) — (3.1e) via un operateur de feedback frontiere linéaire approprié basé
sur la position y, telle que la fonction de feedback frontiére u une fois insérée dans la
condition au bord (3.1e) produit un Cy—semi-groupe qui décroit exponentiellement vers
zéro lorsque t — 400 au sens de la topologie uniforme de 1’espace des operateurs £(7).

En raison des résultats de régularité et de controlabilité exacte du probléme (3.1a) —
(3.1e) établis récemment dans [52], I’espace approprié pour ’étude de la stabilisation du
probléme (3.1a) — (3.1¢) est Vespace Z = H2(Q) = D(Az) on A: D(A) C Z — Z est

un operateur positif auto-adjoint induit par la forme sésquilinéaire af(.,.) donnée par :

(A0, ) g2y emz () = alp, V) = ({Aw(w)ﬁw(ﬂf)dﬂf Vi, € Hy(9).
Selon le théoréme de Lax-Milgram (voir par exemple [12]), A est un isomorphisme
canonique de D(A) = HZ(Q) sur Z = H2(Q).
Si on introduit A? : H4(Q) N HZ(Q2) — L?*(2),alors il est facile de montrer que
Af = A%f pour f € HYQ) N HZ(Q) et que A~lg = (A?)"1g pour g € L?(Q2). Par
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conséquent A est une extension du bi-Laplacien A? a I'éspace HZ ().

Il est bien connu que D(A2) = L*(Q) (voir [25], [26]) et que Az est un isomorphisme
canonique de L*(Q) sur Z = H%(Q).

De plus, les relations d’équivalence des normes suivantes sont satisfaites : ||¢|| p(4a) =
[ A0l 120y €t [l praay = [[A7@l| f2(q) POur tout a > 0, ot D(A®)" est le dual de D(A®)
par rapport a l’espace pivot.

La fonction d’énergie F(t) associée a la solution y = y(z,t) du probléme (3.1a)—(3.1e)

au temps t est définie par

B(t) = 5 I OlF-2(0
= 2 IOIP 3,
:5))“

L2(Q)

4.2 Choix du controle feedback

On cherche un controéle u qui garantie au moins que Cfi—f <0.

En effet par dérivation formelle de la fonction énergie F(t) par rapport a ¢, on obtient

=2 (A A7)

L2(Q) T 24t

iy = 5o
dt T2 dt

i ()
R

= Re <A’%yt,A’%y> = Re (y1, A7'y) = Re (iA%y, A™'y)

Q

De la formule de Green, on a
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dFE B . aAyT _ 0 — dy —
—(t) = Rez{/FWA ydl’ /I“Ayay(A y)dF+/FaUA(A y)dTl

dt
- [goac@ar + [ yar@ )i

Puisque y € H~%(Q) donc A~y € HZ(), et par conséquent

De plus comme y = 0 sur I, on déduit que

{/ayA dF+z/|y| dQ} Re{ /Fla%

Par conséquent, en choisissant

)

on obtient

dE 2 / -1 2
£ = = — A(A dl' <0.
g 0= ~lullzzey = = [ A7) dr <

On exprime le controle u en fonction de 'operateur de Green G qui agit de la frontiére

I' & 'intérieur du domaine 2. Plus précisément, soit GG ’application définie par :

( )
A%y = 0 dans Q,
y =0 sur,
Gu =y <
%:Osurl“o,
%:usurl"l.

\

En utilisant la théorie elliptique (voir [33], [40] ), on déduit que
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G: H*(Iy) — H*"3(Q)

est continue pour tout s € R, ce qui implique que G est fermé.

En particulier pour s =0 on a
G : continue de L*(T;) — H%(Q)
Par conséquent, on obtient par dualité que I'operateur adjoint G*est définie par :
G™ : continue de H’%(Q) — HO(Ty) = L*(T).
Le lemme suivant détermine explicitement 'operateur G*.
Lemme 4.1 (voir [?]) Soit G* : L*(T';y) — L2(QQ) lopérateur adjoint de G,dont le sense
(Gu, p)g = (u, G")p ;Vu € L*(T), ¢ € L*(Q)

de G. Alors
G*Ap = —A¢ |r, pour ¢ € D(A) (3.4)

De (3.3) et (3.4), on a
u=—1G"y sur I'y. (3.5)

En utilisant maintenant des techniques comme dans ([5], [24], [42]), le probléme
(3.1a) — (3.2) peut eétre modélisé comme équation du premier ordre sous forme ad-
ditive

yr = 1Ay — iAGu dans D(A)’

En vertu de (3.1a) — (3.2) et du lemme 4.1, le systéme de feedback qui en résulte
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s’écrit sous la forme

iy + A%y =0 dans @, (3.6a)
y(x,0) = yo dans Q, (3.6b)
y=0 sur X, (3.6¢)
0

a—g =0 sur Y, (3.6d)
% =iA(A7ly)  sur X (3.6e)

4.3 Bonne position du systéme (3.6a)-(3.6¢)

Le systéme (3.6a)-(3.6¢) peut étre reformulé sous la forme d’un probléme de Cauchy

abstrait du premier ordre comme suit :

Yy = Apy dans D(A)
y(x,0) = yo(z) yo € D(A2) = H*(Q)

ou Ap =iA— AGG* avec D(Ap)={yeZ=H?*Q);Ary€ Z=H ?*(Q)}.

Théoréme 4.1 Pour chaque donnée initiale yo € D(A2) = H 2(Q), il existe une

solution unique y € C((0,400); Z) pour le systéme (3.7). De plus, siyo € D(Arp), alors
y € C((0,400); D(Ar)) N CH((0, +00); 2).

Preuve. Daprés le théoreme de Lumeur-Phillips, il suffit de montrer que I'operateur
Ap est maximal dissipatif sur espace des états Z = H 2(2). Ce qui revient alors a
montrer les deux assertions suivantes

i)Vy € D(Ar) ona: Re(Ary,y)gy-—oq) <0.

i) Vf e Z=H2%Q),Jy e D(Ar) tel que : (\ — Ar)y = f.
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En effet ;
i) On a pour tout y € D(Ap)

Re <AFy7y>H_2(Q) = Re <AFy7y>D(A%)/
= Re{(A—AGG)y.y) ), 41
= Re(idy.y), 1), —Re(AGCT YY) ) 4,

= - R‘e <AGG*y7 y>D(A%)’

* 2
= —Re HG y”LQ(F1) < 07

i7) On montre maintenant que A\l — Ap est surjectif pour un certain A > 0.
Soit f € Z = H%(Q), on détermine y € D(Ar) tel que (A — Ar)y = f, ou bien
Ay —iAy — AGG*y = f .

Pour cela, on utilise le crochet de dualité (.,.>H_2(Q)*H§(Q) avec ¢ € H2(Q), on a
MY, D) g-2(aperzi) — HAY D) -2 ez ) T AGG™ Y, O) y2ymzio) = (2 O u—2(@)enz (o) -
Comme H2(Q) = D(Az)et H2(Q)) = D(A2), on obtient
Ay ), D(AZ)«D(A%) i (Ay, ¢>D(A%)/*D(Az) (AGG™y, ¢) (A3)+D(A%) = (f, ¢>D(A2 '«D(A3) "
Ce qui implique que

A\ <A—%y,A%¢> —i <A—%Ay,A%¢>

L2(Q)+L2(Q) L2(Q)+L2(Q)
+<A 2 AGG y,A2¢>L2(Q)*L2(m {29 patyaniady
otll bien
Ay, &) o) — 1 (A, ¢)L2(Q)+<A2GG*y,A2¢>L2(Q) @) padyaniady
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Mais comme GG*y € HZ(), alors

<AGG Y, ¢>H 2( *HQ(Q) = <A§GG yaA2¢>L2(Q)
= (GG, ¢> —D(AZ) =Gy, G ),

D’ou
Ay, ¢>L2(Q) — i (Ay, ¢>L2(Q) +(G"y, G*¢>L2(r1 (f, ¢> yxD(A%) " (3.8)

En utilisant la formule de Green, on déduit que

2o - | OQy)— _ 8_5
Ay 0y = [(AyiBa0 = [ @tpipae— [ Eo0Gar — [ aygar

AyAddQ .
+/Q yAD (3.9)

En reportant (3.9) dans (3.8), on obtient

A <y7 ¢>L2(Q) —1 <Ay, A¢>L2(Q) + <G*y> G*¢>L2(F <f ¢>D(A2) *D(A2)

En multipliant les deux membres de I’équation de ci-dessus par 1 + i, on trouve

a(y, ) =1(¢)
ou
a(y,d) = (1 +1) {/\ (y, ¢>L2(Q) —i(Ay, A¢>L2(Q) +(Gy, G*¢>L2(r1)}

et
I(¢) = (1+14)(f, ¢> )*D(A%)

I est clair que la forme a(y,¢) est une forme sésquilinéaire continue et coercive sur

Pespace D(A2) = H2(Q).
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En effet, on a

a o) = |1+ {00 ey — 1 (B0, M) + (G0 G0 ey ||
\/5{)‘ ||y||L2(Q) ”¢HL2(Q) + ||Ay||L2(Q) ||A¢||L2(Q) + HG*yHL?(Fl) HG*¢||L2(1“1)}

¢ HyHHg(Q) H¢HH3(Q) :

IN

IN

D’autre part, pour y = ¢ € HZ(f2), on a

Rea(9,0) = Re{(1+0){A(00)s0) i (A0, A0) ) + (G, G6) aqry | |
= A ||¢Hiz(sz) + ”A¢Hi2(m + HG*¢Hi2(P1)

2 2 £ 12
= AMéllzz@) + 0l520) + G702y

v

2
1910 -

De plus la forme linéaire [ est continue. En effet

A = |A+ D) {f, D) pabyupiaty| < V2If -2 10120y < Cr iz -

Donc d’aprés le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique élément y € H~2(f2) tel

que

a(y, ¢) = 1(¢)

pour tout ¢ € H3(Q). m

Proposition 4.1 Supposons que yo € Z. Alors la solution de (3.6a) — (3.6¢) satisfait

E(T)—-E0)=- ||G*y||iQ(O7T:L2(F1) ) (3.10)

+oo 2 +oo
/ / (ﬁ) drdt / 1G Yl i < E(0) (3.11)
0 r, \Ov 0
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Preuve. Tout d’abord, on suppose que yg € D(Af). Alors I'énergie E(t) est différen-

tiable et on a

1d 1d
——FE({t) = =— (y(t),y(t
1d
= o {0 ) sy

= Re (Ape?riyg, ely,)

= =GOl 2y -

D(A3)

Intégration de 0 & 7', nous donne

T
E(T)— E(0) = - / e
D’ou

T
/ 1G Y12y, dt < E(0)

0

et par conséquent

+o00
/0 ||G*y||i2(rl) dt < E(0)

Puisque D(AF) est dense dans Z, l'inégalité (3.11) reste vraie pour tout yp € Z. =

4.4 Reésultat de stabilisation exponentielle

Notre objectif dans ce paragraphe est d’étudier le probléeme de la stabilité exponen-
tielle pour le systéme en boucle fermée (3.6a) — (3.6¢).

Le résultat principal est fournie par le théoréme suivant.

Théoréme 4.2 Supposons qu’il existe un champ de vecteur h(zx) € [03(5)]71 tel que

(H1) h(z).v(x) <0 surTy.
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Alors, il existe des constantes positives M et § telle que pour chaque donnée initiale yy €
Z = H%(Q), la solution correspondante du systéme (3.6a) — (3.6¢) satisfait ’éstimation

sutvante

E(t) < Me ™ E(0), Vt > 0.

Preuve. Un changement de variable y — p
En réference a ’énergie F(t) du probléme (3.6a) — (3.6¢), notre tache est de montrer

qu’il existe d'un temps 0 < T' < oo tel que
E(T ) <rE(0),r <1, pour tout yy € Z. (3.12)

ou bien

457y <1

et d’aprés laquelle la décroissance exponentielle uniforme est établie. Comme d’habitude,
il suffit de montrer 'estimation (3.12) pour yy € D(Ar) et d’étendre ensuite le résultat
par 'argument de continuité a tout yy € Z.

On suppose donc que yy € D(Ar) et en adaptant alors aux circonstances actuelles les

idées de ??7. On introduit une nouvelle variable notée p par
p=A""y € D(A?) = H}(Q)

ou la régularité indiquée est une conséquence du théoréme 4.1. On obtient alors le systéme

suivant

p—iAp=F dans Q, (3.13a)
Op

p=5 = 0 sur X, (3.13b)

p(0) = Ay, dans €. (3.13c)
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ou

F=-GG Ap
On a la relation
2 _ 2
P12, 43, = IO,

Une identité pour le p—probléme
On établi une une identité pour le p— probléme qui nous permettra d’obtenir par la

suite des éstimations a priori nécessaires pour la réalisation de l'inégalité (3.12). ]

Proposition 4.2 Soit h(.) un champ de vecteurs dans [03(5)]71 et soit py € D(Az).

Alors la solution p du probléeme (3.13a) — (3.13¢) satisfait l'identité suivante

1 ) B —~ Oh; 0P
5/E<Ago) hvds = 2Re/QAp (Z o ol KAl
2,j=1
" 82hz 8ﬁ u 8]? 82hz
A — Ap —_—.
Re/Q ! (z‘,jzl 0%z 8xi> “ +/Q g (z; Or; 8@.396]-) o

. T
E / App.A(div h)dQ + [ / p.h.V]_)dx} +Im / FhVpdQ+
2 Q 2 Q 0 Q

U
5 /Q F.pdivhdQ. (3.2) (3.14)

Preuve. Multipliant des deux membres de I’équation (3.13a) par hVp, intégrant par

parties sur () et prenant la partie imaginaire on obtient

Tm / phVEdQ — Re / (A%p)h.VpdQ = Im / Fh.VpdQ (3.15)
Q Q Q

Calculons chaque terme de I'identité (3.15)
Terme Im fQ pe.-hVpdQ),

En intégrant par parties par rapport a ¢ et en appliquant la formule de divergence,
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on obtient en tenant compte des conditions aux limites (3.130)
T T
/pth.V]_?dQ = {/ ph.Vﬁdz} —/ /ph.V}TtdQ
Q Q 0 0 JQ
T
= [/ ph.V}‘?dx] + / peh.VpdQ + / Dep div hd@
Q 0 Q Q
De (3.13a), on déduit que
T
/pt.hV]_)dQ = {/ phV]_?dm} +/]TtthdQ—i/ A?p.pdiv hdQ +
Q Q 0 Q Q
/ F.pdiv hdQ.
Q
D’ou
T p—
/pt.hVﬁdQ—/]TtthdQ = {/ phV]_?dx} —i/ A?p.pdiv th—i—/ F.pdiv hd@.
Q Q Q 0 Q Q

et par conséquent

T
21w [ i h9pIQ = T { / phV;‘?d:ﬂ} ~Re [ (@ppainig
Q Q 0 Q
Im/ F.pdiv hdQ (3.16)
Q
De la formule de Green et des conditions aux limites (3.13a), on a

/(A2]_9)pdivth:/AﬁA(pdivh)dQ
Q Q

:/ |Ap|2divth+/(Aﬁ)pA(divh)dQ+2/ ApVp.V div hdQ. (3.17)
Q Q Q
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Insérant (3.17) dans (3.16), on obtient

T
2Im / pi-hVpdQ = Im { / phVﬁdw] — / |Ap|® div hdQ —
Q 0 o JQ
Re/(Ag‘a)pA(div h)d@ — 2Re/ ApVp.V div hd@ +
Q Q
Im/F.pdiv hdQ
Q

Terme Re fQ A?p.hVpdQ,

La formule de Green et les conditions aux limites (3.13b) nous donnent

/ A%p. hVPdQ = — / h.v |Apl? dS + / Ap.A(hVD)dQ
Q Y Q

Mais
"\ 9%h; Op "\ Oh; 0%
ApA(h.Vp) = A —_— = Ap |2 .
PV =8P | 2, 52 8a:i]+ p[ 22 3z, dwo, | T
7".7:1 J ZJZI
1 1
5div(|Ap|2 h) — 5 |Ap|? div h.
Donc

Re/ A?p.hNVPpdQ
Q
"~ 9?h; Op
= — [ hv Ap2dZ+Re/Ap = dQ +
"\ 0h; O0*p 1 )
2 A ) d — | div(|Ap|” h)d
he [ ap| S0 g [0+ 5 [ vl nao
2,7=1

1
——/ |Ap|* div hdQ
2 Jq
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En insérant (3.18) et (3.19) dans (3.15), on obtient

1 T
—Im {/ phVﬁd:p} —
2 Q 0

% Re / (AD)pA(div h)dQ — Re/ ApVp.V div hd@ +
Q Q

1 —
—Im/deivth+/h.y|Ap|2dZ—Re/Ap
2 Q b Q

Im / Fh.VpdQ (3.20)
Q

0%h; Op
Z dO —
ox? axi] @

]:]_ J

Spécialisons maintenant 'identité (3.20) au champs de vecteurs radial h(x) = x — xg,00

9 € R". On a

divh(z) = mn,
ohi(z) | 1sii=j
I 0siij
V(div h) = 0, A(div h) =0.

et l'identité (3.20) s’écrit comme suit
) 1 _ T n — 1 )
2 [ |Ap|”dQ = - Im phVpdr| + —Im [ FpdQ+ = [ hv|Ap|”dE
Q 2 9 o 2 Jo 2 /s
~Im / Fh.V5dQ (3.21)
Q

On éstime maintenant chaque terme de l'identité (3.21).

Terme fQ |Ap|* dQ

De la décroissance de 1’énergie on a

T
2 / / |Ap|? dadt > 2CTE(T) (3.22)
0 Q
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Terme Im |, Q F.hVpdQ
On a

‘Im / F.hV;T)dQ‘ < ‘ / F.hV;T)dQ‘
Q

CG
- 26

€Mh

HG*yHL2 (ry) @t + —— |||Vp|Hc[0T] L2()) (3.23)

Terme |, 0 FpdQ

De 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

T
\ /Q de@] < / 19l 200y |GGl
0

< Co [T G2 d e [T 2 d
= o ; | yHL2(F1) t+§ ; HPHH(Q) t
Puisque p € HZ(Q), alors
n
5 Im/ deQ‘ HG* I2(r,) dt + Z-HTE(0) (3.24)

Terme [ [, phVpdz] OT

En combinant I'inégalité¢ de Cauchy-Schwarz avec le fait que p € HZ(), on obtient

T

[

< G (T oy VBT ) + 100 20 IVBO) o}

Mh 1 9

< T{E{HP(T)Hiz +[Ip(0) 1720y} + —{||VP(T)||i2(Q) +[IVp(0) 1720}
/JMh €Mh

S E(0) + —|HVP|HC ([0,T] 5 L2(9) (3.25)
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On reporte (3.22)-(3.25) dans (3.21), on obtient

WMy EMh
2CTE(T) < - E(O) |||Vp|||0( 0,7 ; 12() +
TLCG %
" [Nie y||m at+ " i " UTE(O)+
1 hqu Fdz+-—— HG*H2 dt+
2 Jy IEP 2 Yllzawy
€Mh
5 HWPH‘O ([0,7] 5 L2(€)) (3.26)
De (3.10), (3.11), de (H1) et du fait que
G'y=Ap on X,
on déduit de (3.26)que
M
(2 = =T = B B(T)
TLCG Mh CG 2 2
< (? t5 2—5) s |Ap|™dE + eMy |Ipll oo 5 o) (3.27)

On choisit € et T" de telle fagon que

20—%u > 0,

M,
(20— T - =+

0.

. P 2
Enfin, on a besoin d’absorber le terme d’ordre inférieur ||p|| o n

0.7] ; HY(@))"

Lemme 4.2 L’estimation (3.27) implique qu’il existe une constante Cr > 0 telle que

t
||p||i'([0,ﬂ : Hol(Q)) < C1T/O - |Ap|2dth (328)

Preuve. On applique 'argument de compacité-unicité. Supposons que l'inégalité

(3.28) est fausse. Alors il existe une suite de solutions {p, },cy pour le probléme (3.13a) —
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(3.13b) telles que

2
Hpn“cf([oj]; () =1, (3.29)

t
/ A |Ap,|* dTdt — 0 quand n — oo. (3.30)
0 1

De (3.27), il en résulte que la suite de conditions initiales {p,o} de solutions est

neN
uniformément bornée dans HZ(2) et donc, on peut extraire une sous-suite notée encore

{pno} telle que
Pro — Po faiblement dans HS(Q)

Soit p(t) la solution du probléme (3.13a) — (3.13b) correspondante a la donnée initiale py.
Alors
pu(t) — p(t) faible étoile dans L>(0,T; H3(2))

et p,(t) est uniformément borné dans L>(0,T; HZ(f2)). Ceci avec la compacité de I'in-
jection HZ(Q) C H}(Q), impliquent qu’il existe une sous-suite notée encore {p,(t)} telle

que

pn(t) — p(t) fortement dans L°°(0,T; Hy(S2))
et par (3.29), on a
HﬁHC(O,T;H&(Q)) =1

En plus de (3.30), on obtient
Ap=0 sur X, (2.31)

De (2.31), on conclut que
GAp=0
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et donc p est solution du probléme homogéne

P +iA’p =0  dans Q, (3.32a)
_ Op

p= a—i sur ¥, (3.32b)
Ap=0 sur ¥, (3.32¢)

De I"unicité de la solution du probléme (3.32a) — (3.32¢), on déduit que
p =0 dans Q

Ceci contredit
HﬁHC(O,T;H&(Q)) =1

L’inégalité (3.28) utilisée dans (3.27) donne

ne M
((2€ = T = EE(T) < Cogne | 1p s
1

qui avec (3.10) implique P’estimation désirée (3.12). m
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Chapitre 5

Stabilisation de I’équation de
Schrodinger de quatriéme ordre avec
des controéles frontiéres en position

et en moment

5.1 Introduction

Soit € un domaine borné non vide dans R"(n > 2) de frontiére I' = 99 de classe C*.
Soit un temps 7" > 0.
On considére dans () un systéme dynamique gouverné par une équation de Schrédinger

de quatriéme ordre en y(t, x)

iy + A%y =0 dans @, (4.1)
Y =u sur X, (4.2)
Ay = uy sur X, (4.3)
y(0) = 1o dans §)
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ou y = y(t, x) est la fonction d’état , u; et uy sont les fonctions de controle.

L’objectif de ce chapitre est ’étude du probléme de la stabilisation uniforme pour le
systéme (4.1) — (4.3) par des controles frontieres explicités en fonction de y.

Des résultats de régularité et de controlabilité exacte pour le probleme (4.1) — (4.3)
sont établis dans le premier chapitre, voir aussi par exemple ([31], [32], [52]). Ici on étudie
la stabilisation du probléme (4.1) — (4.3) dans D'espace Z = D(A1)’ dual de Despace de
Hilbert

D(A%) ={pe H*Q); p=Ap=0sur T}

avec des controles feedback

uy € L2(0,00; LA(T)), u € [H'(0, 00; LX(T)]’

5.2 Préliminaires et choix des controles feedback

Soit A : D(A) C Z — Z Poperateur positif auto-adjoint défini par

Ap = A%,
D(A) = {peH () :p=Ap=0surI'}

On a

1

D(A3) = Hy(Q),
DAY = {peH}Q):p=Ap=0 surT}
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avec normes équivalentes. Ainsi, pour ¢ € D(A%),
[l parray = HA1/4QOHLQ(Q) équivalente a /Q|Vg0|2 dQ (4.4)
et
[l pasay = ||A3/4¢||L2(Q) équivalente a / IV(Ap)|? dQ (4.5)
Q

L’énergie associée a la solution y = y(¢,z) du probléeme (4.1) — (4.3) dans l'espace Z =

D(A?) est donnée par

B(t) = 5 WO 1, = 5 [A v

Dérivons formellement la fonction d’énergie E(t) par rapport a ¢, on obtient

dE(t) 14 ,
7 >& Hy(t)HD(A%),
1d

= g |41

2
L2(Q)
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Application de la formule de Green, nous donne

di—f):Re{i/F dF z/Ay

/giA(A )dF z/y < (ay y)>dF+
o

[y (A—%y) o), (4.7)

dF—i—

Mais y € D(A%)', alors A2y = A1 (A y) € D(A%) et par conséquent

A2y =A (A*%y) =0 surl (4.8)

~—~

Insérons (4.8) dans (4.7), on obtient

d]fi—f) _ Re{—i/FAya al /Fya<A gi_gy»dl‘—l—z/ﬂyA? (A1) a0y
I MG 0 ey
I My
YA R ) M
I G N
(& (4))

el /Aya@ y>dr Z/ya A4ty
I

= Re<u22
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Par conséquent, un choix naturel des controles feedback est donné par

(2 (1))

Uy = —1 sur X,

ov

Uy = —1
ov

sur .

En effet, pour ce choix, on a

L*(T) L2(T)

(4.11)

Ce qui signifie que 1’énergie du systéme (4.1) — (4.3) est une fonction décroissante sur

Pespace d’état Z = D(A1)'.

5.3 Formulation abstraite du systéme feedback

Dans ce paragraphe, on s’interesse a la formulation abstraite du probléme (4.1) —(4.3)

avec u; et us donnés respectivement par (4.9) et (4.10), sous la forme d’un probléme de

Cauchy abstrait du premier ordre et & I'obtention des résultats d’existence et d’unicité

de la solution de ce dernier. Pour cela, on introduit les applications de Green GGy et G5 :

Yy =Guy <= {A*%; =0 dans Q; y1=u;, Ay; =0 surl},

Yo = Gaug < {A2y2:0 dans Q; yo =0, Ays = us surF}.

Soit D 'opérateur de Dirichlet défini par

D: H*() — H**2(Q),s € R,
¢p=Du < {Ap=0 dans Q, ¢ =0sur '}
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On a ([25])

Gy =D, (4.15)

Gy =—A"2D, (4.16)
Soit maintenant G (i = 1,2) 'opérateur adjoint de G; dans le sens

(Giu, fra) = (4, Gi )2y w € L*(T), f € L*(9).

Alors le second théoréme de Green nous permet d’établir

GIAf = %, f € D(A), (4.17)
GiAsf = DAz f :—g—i, f € D(A?), (4.18)
GyAf :g—i, f € D(A), (4.19)
GiAZf = —D*Azf :%, f € D(A?). (4.20)

En utilisant maintenant les techniques de [14] , le probléme (4.1) — (4.3) peut étre

modélisé comme une équation additive du premier ordre
yr = 1Ay — 1AG1up — 1AGous (4.21)

oit A est I'extension de L?(Q2) — [D(A)]" de I'opérateur A défini dans le paragraphe
précédent.
En utilisant (4.9), (4.10), (4.17) — (4.20), on peut exprimer les fonctions de controles

uy et ug comme suit

w = —iGTA 2y = —iD*A 2y, (4.22)
uy = —iN>GLA 2y = iN2D* A" 7y, (4.23)
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Dans (4.23), A désigne I'isomorphisme de H*(0,7 ; L*(T") ) sur H* (0,7 ; L*T)
);seR.
En vertu de (2.2), le systéme (4.21) prend la forme

e = Ary, (4.24)

y(0) = yo. (4.25)

Ap =iA — AG1GIA 2 — AGLN2GLA 2,
D(Ap) = {y € D(A1Y; Apy € D(A7)'} (4.26)

L’équation aux dérivées partielles correspondante a (4.24), (4.25) est

iy, + A%y =0 dans (0, 00) x £, (4.27)

y(0,2) = yo dans S, (4.28)
(A (A 2y

y=—1 ( (ay )> sur (0,00) x T’ (4.29)
oA 2y

Ay = —Z'AQ% sur (0,00) x T (4.30)

On a le résultat suivant pour la bonne position du probleme (4.24), (4.25).

Théoréme 5.1 i) L'opérateur Ap défini dans (4.26) est le générateur infinitisimal d’un
Co—semi groupe de contraction sur Z = D(A1) i) Pour chaque yo € Z = D(A1), la
solution y(t) du probléme (4.24), (4.25) satisfait

2

E(T) - E(0) = —(||cia~4y ) (431)

2
+|[AGaaty /
) (10,0221

L2(0,T ;L2(T)
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et par conséquent

0 2
*A=3 dt < E 4.32
| et < B (4.32)
2
A2GEA™S ‘ < E(0 433
H 2 y [H(0,00:L2(1))]" — (0) (4.33)

La démonstration ¢ est similaire & la démonstration du théoréme 1 du chapitre2, alors

que 7 découle de (4.11).

5.4 Reésultat de stabilisation exponentielle

On établi dans ce paragraphe, la stabilité exponentielle du systéme en boucle fermée

(4.28) — (4.31).

Théoréme 5.2 [l existe des constantes positives M et d telle que, pour chaque donnée
initiale yo € Z = D(A%)', la solution correspondante du probléme (4.28) — (4.31) satisfait
l’estimation suivante

E(T ) < Me™®E(0) ,Vt > 0.

Preuve. En référence a I'énergie E(t) du probléme (4.27) — (4.30), notre téche est de

montrer 'existence d’un temps 0 < 1" < oo tel que
E(T)<rE),r<1 (4.34)

pour tout yy € Z = D(A%)' et a partir de laquelle la décroissance uniforme est déduite.
Comme d’habitude, il suffit de montrer (4.34) pour yy € D(AF) et d’étendre ensuite
le résultat & yo € Z = D(A1)’ par un argument de densité.

Soit yo € D(AF) et on introduit une nouvelle variable p en posant

[

p=A"2y e C([0,T]; D(A3)) (4.35)
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De (4.26) et (4.35), on obtient I’équation abstraite

pe = iAp — ATYV2GL G Ap — ATY2GLAN2 G Ap, (4.36)
p(0) = A™2y(0). (4.37)

L’équation aux dérivées partielles associée a (4.36) — (4.37) est

ip+ A%p=F + Fy dans (0, +o0) x Q, (4.38)
p=Ap=0 sur  (0,+o00) x I, (4.39)
p(z,0) = po € D(AT)  dans Q. (4.40)

ou

3@@

Jd(AP
= —iA 2@ 1G1Ap = —iAT2Gy (8 ) _ = —i4 2 p 5 (4.41)
:—M2@M@mpﬁm2@ﬁmlmymﬁﬁi (4.42)
v ov

En terme de p(.), 'énergie E(t) est donnée par

1 2
E(t) ==
(1) = LIpOI? i,
Une identité pour le probléme (3.1) m

Proposition 5.1 Soient h(z) € [C? (ﬁ)]n un champ de vecteur, et yo € D(Ap). Alors
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, la solution p du probléme (4.38) — (4.40) satisfait l'identité suivante

[ / Aphvpdx] ! / / 9Pt 7 pdrt — - / / O(AP) A g parat +

= / / V (AF) V (ARVp) dwdt + — / / A’%D—(AmAthda:dt—
2 0 Q 2 0 Q 8V

. T _ T _

L / / A*lDAQ@Ahvpdmt— / / Mvw (Vp) dUdt-+

2 Jo Ja v o Jr Ov

/T/V(A}_))V(th (Vp))da:dt+i/T/A‘éDagAf?)VhV (Vp) dadt—

DN | .

T ap 1 T
; / / AT DN LR (V) didi + / / Y (Ap) APV (div h) dedi—
/ / A~ p2l) Ap Ap div hdzdt + / / 1DA2 Apdlv hdzdt =
(Ap) _ _

Re/ / hV (AD) dth—Re/ /V(Ap) VhV (AD) dxdt—

/ /hV|V (Ap)[° dI‘dt—Im/ /A‘Da hV (Ap) dzxdt+

Im / / A—1DA2@W (Ap) dadt. (4.43)
0 O 8V

Preuve. On multiplie les deux membres de 1’équation (4.38) par h.V (Ap), on intégre
par parties sur (0,77) x €, et on prend la partie réelle. On obtient

T T
Irn/ /pthV (Ap) dzdt = Re/ /AQphV (AD) dzdt— (4.44)
o Ja o Jo

T T
Im / / A~ p2 AP, & (Ap) dudt + Tm / / A D02 b (A) dadt.
0 Ja v 0 Ja ov

On calcule les deux premiers termes de l'identité (4.44).

Terme Im fOT Jopeh.V (AD) dadt
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On a des conditions aux limites (4.39)

T T T
/ /pthv (AD) dxdt = {/ Aﬁthda:] —I—/ /A}Ttthdxdt—

o Jo Q 0 o Jo

T
/ /ptAdeV hdxdt

0

[ Apthdx] —/ /th (hVp) dzdt — / /ptApdlvhdxdt
{ / Apthdx} / / 0Pty pardt + / / FiA (AVp) dwdt—
Q

T
/ pAp div hdzdt

)

S~

fe}

{ Apthdx] + / / IPt |7 pdDdt+

T
/ Dt (AR D +2VEV (Vp) + hV (Ap)) dudt — / / peAp div hdzdt
0

= — {/ A]_)thdx] / / =Lhv dth—I—/ /ptAthdxdt-I—
Q
T
2/ /ﬁVhV (Vp) dxdt—l—/ /Ehv (Ap) dxdt. —/ /ptAﬁdthdxdt
0o Ja 0o Ja 0o Ja

(4.45)

D

De (4.45), on obtient

0
21 Im/ /pthV (AD) dxdt = {/ Apthdx} —I—/ /ﬁhv dl’dt +  (4.46)

/ /ptAthd:cdt—i-Q/ /pchV Vp) d:cdt—/ /ptApdlv hdxdt.
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Combinant (4.46) et (4.38), pour avoir

T
2i Tm / / pehV (Ap) dudt = — [ / Ag‘)thdm] / / 9Pt 7 par it —
0 Q Q

T T ,_O(AD
i / / A2pALY pdadt — / / A2 EP) At +
0o Ja 0o Ja ov

T - T
/ / A’lDAQ@Athdxdt - 22’/ / A*pVhY (Vp) dwdt —
0o Jao ov 0o Jao

T ) AD T —
2/ /A‘2Da( p)VhV (Vp) dwdt—{—?/ /A_lDAQ@VhV (Vp) dxdt —
Q aV 0 Q 81/
T T
1 A
z/ /A%A]‘)di\/hdﬂjd?ﬁ—i—/ /A_2D¥A}_)divhdxdt—

/ / 1DA2 Apdlvhdxdt

Ce qui implique que

T i T T rop
Im/ /pthV (AD) dzdt = — /Aﬁthd:v — —/ —hV dldt—
o 2Jo Jrov

/ /AD (E)Ap)AhV dadt — —/ /A 1DA2gpAhvpdxdt—
Ap -1 Qap
VhV (Vp)dxdt —i DA 5 —VhV (Vp) dedt+

AhV dTdt + = / / V (AP) V (ARVp) dzdt+

) dTdt + / / V (AP) V (VAV (Vp)) dadt+

T
/ /\V (Ap)|? div hdzdt + = / / (Ap) APV (div h) dzdt—
o Ja

T
//A%Da Apdwhdxdt—l— // 1DA22 Ap div hdzdt
0 Q

DN | .

(4.47)

Terme Re fOT Jo A?phV (AD) dxdt.
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T T
A
Re / / A2phV (Ap) dzdt = Re / / 2(4p), & (AP) dUdt—
0 Q 0 T 81/

T 1 T
Re / / V (Ap) VAV (Ap) drdt — - / / hv |V (Ap)|? dDdt
0 0 r

T
+% / / IV (Ap)|? div hdzdt. (4.48)
0 Q

Reportant (4.47) et (4.48) dans (4.44), on obtient I'identité (4.43).
On considére maintenant le cas ol le champ de vecteur h(z) = x — zg,001 1y € R™ est
un point fixé.

Alors

divh =n,Vh =1,,
V(divh) =Ah =0

et soit

My, = sup |h(z)]

z€Q

En terme de h(.), identité (4.43) prend la forme
? i (T [0po
hvdldt + / / PP vdrdi+
o Jr

1 (7 ) T
5/0 /Q|V(Ap)| d:z:dt:/o /r 0 By

T T
i / / At p 2P \iear i / / A1 DA Apddt -
2 Jo Ja v 2 Jo Ja v
T L A_ T
z/ /A‘zDMV(Vp) d:vdt—l—z‘/ /A—lDAz@V(vp) dadt—
0o Jao ov 0o Jao ov
. T T
z { / Aﬁthdx] —Im / / a-ip2an), g (Ap) dxdt+
2 Q 0 0 Q aV

T ap
Im / / AT'DA?—=hV (Ap) dxdt (4.49)
0o Ja v

d (Ap)
ov

0
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On estime maintenant chaque termes de cette identité .
Terme fOT [o IV (Ap)|? dwdt
De (4.5), on a

/T/ IV (Ap)|* dzdt > QC/TE(T )dt = 2CTE(T ) (4.50)

i Opz O,
Terme 5 fo r 8’;} 61’3 dldt

De l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a

T

? dp; Op

= ————h.vdl'dt

2 /0 / v O ‘

Terme i3 fOT Jo A*%D%Aﬁda:dt .
De (4.16) et (4.17), on déduit que

SR

apt " i (4.51)

T
g/ < GlGIAp, AiéAp >12(Q) dt‘
0

Mais
_1 . _ _ _ _ 3
|a2aa]|, , < ClAPI-2@ < C Bl < C Nl 5, 90 € DAY,
et
|eneiariy|, < CoIGi Dl v € DAY,
Donc

z—/ /AD (aAp)A dx dt‘ ”CCGI/ |G Apl[3ar dt+ (4.52)

enCCq,
o / Ip(0)IE, g, d

Terme —i% fOT fQ A_IDAQ%Aﬁdl‘dt.
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On a grace a (4.16) et (4.20),

[ ApazOP s ot A2GEAp, A5 Ap
_25 o D % pdxdt| = Z§ ; < Go G2 D, 2 pL2(Q)>dt

et du fait que

IN

|Ganzazaty Co 1A G5 AP )

12(Q)

IN

Cas “G;APHLQ(F) + Ca, ||G;Apt||1:2(r)

on obtient

TLCCG2

<
- 4e

T
* 2
AIWﬁMwmﬁ+

T
_iZ / / A1 DA% Apduar
2 0 Q 8V

nCCq, 1, .. enCCq, [T
| 1A e+ S [ o g (453)

4e

Terme —i [ [, A~z DXSPY (Vp) dudt.

On a
r 10 (Ap T )
‘—i/ /A_zD gyp)v(Vp) dxdt‘ = —i/ < A72V (Vp),G1Gt Ap > 120 di
0 Q 0
CCGI g * 2 ECCGI T 9
< /0 IGT APl 72y dt + — /O [P, 45, dt (4.54)

Terme ifOT Jo ATLDA22EY (Vp) dadt.
On a

T
—Z/ < A_%V (Vp) , G2A2G§Ap >12(Q) dt
0

T 623
2/ / AT'DA? =V (Vp) dxdt‘ =
0 Q aV

CCG2 T * 2 CCGQ T * 2
% /0||G2Ap||L2(F)dt+ 9 /0 ||G2Apt||L2(r)dt+ (4.55)

SCCGZ T 2
a LG

<
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Terme —% [fQ Aﬁthde)T.

On a
; T
—— [ / Aﬁthdx}
2 /g 0

IA

IA

De (4.39) et (4.11), on a

IAP(T)[720) < C IV (AP(T))| 720
1AD(0)][72(0) < C IV (Ap(0))]72(qy

* * 2
<SC{E(T) + ||G1Ap||i2(0,T 22y T HA2G2AP||[H1(

Insérant (4.57) et (4.58) dans (4.56), pour trouver

. T
L { / A]_thpdx}
21 /g .

Mh * 2 2 * 2
T{”GlApHL?(O,T L2(r)) T HA G2Ap||[H1(o,oo;L2(r))]’}

Terme — Im fOT Ja A_%D%hv (AD) dxdt
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M, U\Ap<T>HL2m) V2T 20 + 20O, . Hw(omm}

0,oo;L2(F))]'}'

My, 1
S5 VPG o1y s r2) + SOMRE(T)+

1 1 1 1
My [ 1AMy + 3 190D )+ § 1800y + § V0O )

(4.56)

(4.57)

(4.58)

(4.59)



De (4.16) et (4.17), on peut écrire

‘—Im/OT/QA—%Da(Ap)W (Aﬁ)dmdt‘

ov

T
— ‘—Im/ < GhGiAp, A3hV (Ap) > 120 dt‘
0
T 1
< [ 16,G*A HA"h AB H dt
_A H 1Y pHL2(Q) : v( p) L2(Q)

Mais

HA*%hV (AD)

= [aVv(&apl,

L2(0) (A2

< i lpll g,

Donc

T 1 A
‘_ Im/ /A‘zDMhV (AP) da:dt‘
0o Ja v

OGlch g * 2 chlch T 9
< = /OIIGlApHLz(F)dH 5 /O||p(t)HD(Ai)dt

Terme Im fOT o AilDAQ%hV (Ap) dzdt.

95

(4.60)



De (4.16) et (4.20), on a

a0 _
‘Im/ /A 'DA?=hV (Ap) dajdt’
0 Q 81/
T 1
— ‘—Im / < GoA2GEAp, A4 RV (AP) > 120 dt‘
0

T
< / |G2A’G3AD|| 11 g HA*%hV (Ap) dt

L*(Q)

CG2Ch « €CG2Ch T )
< e [T ina gy it + 5% [0 g

2
C’G Ch, . Ca,Ch .
< e Gyt + C2 [ @3ap g

eCq,Ch 2
+ G [T g (4.61)

Insérons (4.50) — (4.59), (4.60) et (4.61) dans (4.49), on obtient

1 M
5TE —h

Mh//

C’GlCh nCC’Gl CCG1 Mh % 2
(Lo 2076 O Ty / G Apl 2 i+
CCGz ?’LOCGZ Mh T

2 | ic +T)/O
nCC’G2 CG2 Ch CCG2 Mh OG2 Ch %

4e + 2e + 2e +T+ 2e )/ ||GApHL2F)dt+

CG2Ch CGlCh 0002 CCGl HCCG2 nCC’Gl/ 2
e( s t—9 tT—5 tT—5 t— t— )O ||p(t)||D(A4)dt+

%OMhE(T) (4.62)

dFdH-

ap ¢ dth+

M
x 2 h 2
HG2Apt||L2(F dt + —— |||VP|||0( 0.1 ; L2() T

(

(
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Utilisant encore une fois (4.50), on simplifie (4.62) a

s, 1=

ar’dt

%TE(T)

3V

M ?
Mn ey dth+K1/ G Apl 72y dt
0

T T
LK / 1G5 AP 2 e dt + K / |G|y i+
0 0

1 M,
eKTE(T) + §CMhE(T) +t o |||VP|||20( 0,7] 5 L2())

qu’on peut réecrire grace a (4.17) — (4.20)

1 1
<<§ KT - —OMh>E<T> <
0
TR K " drds + (2 1K) pt dDdt+
Mh ap h
(— + K3) | dldt + —— H|VP|H2C( 0,7 ; L2(Q))
4 2¢e
et donc
~ 0
T) < K, s + K2 p [ drars
2
~ ~ 2
K3 ——| dldt + Ko [|Vplllcc o 1200 (4.63)

On élimine maintenant de (4.63) le terme d’ordre inférieur en utilisant un argument de

compacité-unicité. On montre qu’il existe une constante C' > 0 telle que

Ap 8pt 3p drd)

dar’dt + dl’dt +

H|VP|||C ([0,T;L2(Q

(4.64)
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Supposons que (4.64) n’est pas vraie. Alors, il existe une suite {p,(¢)} de solutions du

probléme (4.38) — (4.40) sur [0, 7

ipnt + AQpn = Fl + F2 dans Q?

Pn(0) = pno  dans Q,

pn = Ap, = 0 dans X. (4.65)
telle que
|||Vpn\|’c (10.T; L2(Q) =1 (4.66)
A 2
2a) | gra + ap o | gra + / / Wl rgr =0 (467)
r 14

Chaque solution p, () satisfait (4.63), et ainsi on a
2 : .
||pn0||D(A%) < Const, uniformément pour n € N

Donc, on peut extraire une sous-suite notée encore {p,(t)} telle que

o

)

Pno — Po  faiblement dans D(A
Soit »,,(t) la solution du probléme (4.65) correspondante & py. Donc, il s’ensuit que
pn(t) — p(t)  faible étoile dans L>°(0, T ;D(A%)) (4.68)

(4.68) implique a son tour que p,(¢) est uniformémént borné dans L>(0,T ; D(A%)). Ce
fait avec la compacité de I'injection D(A%) C H}(Q) implique qu'il existe une sous-suite

notée encore par {p,(t)} telle que

pa(t) — pl(t) fortement dans  C ([0, 77 ; Hy(2))
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De (4.66), on obtient
H|V§H|é([0,T];L2(Q)) =1 (4.69)

En plus, par (4.67)
DO _ o 07 _

>
ov ov ov 0 Sut
Ainsi
A
F o= —z’A‘%DM:O,
QV
F = iAleA2@:0
ov

et par conséquent p(t) satisfait

ipp+A*p=0 dans Q,
p=Ap=0 surX,
0

(&p) _ Ope _ Op _
5 9 9y 0 surX. (4.70)

Le théoréme d’unicité de Holmgren appliqué a (4.70) donne p = 0. Ceci contredit (4.69),
et la démonstration de (4.64) est achevée.

Maintenant (4.63) et (4.64) donnent

2 2 2

T [ 10(Ap) O Op
E(T) < — — | )dI'dt
()_C’onst/o /F( % +8V +ay)
qui avec (4.31) implique
Const
R —
E(T) < 1+ C’onstE<O)

D’ou le résultat désiré. m
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Chapitre 6

Stabilisation frontiére et
stabilisation interne de I’équation de

Schrodinger de quatriéme ordre

6.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est 1’étude des problémes de la stabilisation frontiére et
interne pour ’équation de Schrédinger de quatriéme ordre dans un domaine régulier 2
de R™.

On considére, tout d’abord le probléme de la stabilisation frontiére . En introduisant
des conditions aux limites dissipatives appropriés, on montre que la solution décroit
exponentiellement dans un espace d’énergie approprié. Dans le probleme de stabilisation
interne, en supposant que le terme d’amortissement est effectué sur un voisinage d’une
partie de la frontiére, on montre la décroissance exponentielle de la solution dans I’espace
d’énergie L2(£2). Les deux résultats sont établis en utilisant des techniques de la méthode
des multiplicateurs et des arguments de compacité/unicité.

Soit 2 un domaine borné non vide de R™ de frontiére I' = 0f) suffisamment réguliére.
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Soit {I'y,I";} une partition de la frontiere I' définie par

Fo={z el :m(z)r(x) >0}

I''={z el :m(z)rv(x) <0}

ou v(.) est le vecteur normal unitaire a I" orienté vers I'extérieur de 2 , m(x) = x — xy,

et g € R™ est un point fixé a 'extérieur de €2 tel que

Nl =2

(5.3)

Dans €2, on considére I’équation de Schrodinger de quatriéme ordre avec un terme

d’amortissement frontiére supporté sur I'y.

y(w,t) = iA%y(z, 1) dans Q x (0, +00),
y(@,0) = yo(x) dans 2,

0
y(z,t) = Ey(x,t) =0 sur I'y x (0, 400),
Ay(x,t) =0 sur Iy x (0, 4+00),
0
£ (Ay(z,t)) = m(z).v(x)y(z,t) sur Ty X (0, 400) .

L’espace naturel de ’énergie pour le systéme (5.4) — (5.8) est I’espace

V={feH*Q); f==- =0 sur['}}
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muni de la norme induite par le produit scalaire

(f.g)= / Af(x) Agla)da

qui dans V' est équivalente a la norme de H?(Q).Par concéquent la fonction d’énergie

d’une solution du systéme (5.4) — (5.8) est définie par

B = 5 IOl
AR

En ce qui concerne la bonne-position de la solution du systeme (5.4) — (5.8), on a le

résultat suivant .

Théoréme 6.1 Pour chaque donnée initiale yo € V, le systéme (5.4) — (5.8) admet une

solution unique

y € C([0,+00); V)N CH([0, +00); V')

ou V' est le dual de V. En plus siyo € HS(Q) NV, et

Ayo(z,t) 0 sur T'o x (0,400) ,
A
8%0—1@ = im(z).v(z) A%y, t) sur Iy x (0,400) .

Alors y € C' ([0, +00); V)N C ([0, +00); HS(Q) NV) et satisfait

Ay(z,t) = 0 sur Iy x (0,400),
—aAya(l’, 2 = im(z).v(2)A%y(z, 1) sur o x (0, +00).
v

Dans le théoréme suivant, on indique un résultat de stabilité exponentielle pour le

systeme (5.4) — (5.8).
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Théoréme 6.2 Il existe des constantes positives M et § telles que pour chaque donnée
initiale yo € V', Uénergie E(.) de la solution du systéme (5.4) — (5.8) ou I'y et I'; sont
données par (5.1) et (5.2) satisfait l'inégalité

E(t) < Me™™E(0) pour tout t >0 (5.9)

Dans ce chapitre, on étudie également le probléme de la stabilité pour I’équation de
Schrodinger de quatriéme ordre ave un terme d’amortissement interne . Pour cela , soit

w C Q un voisinage de Ty et soit a(.) une fonction de L=(12) telle que

a(x) > 0 ae. dans
(5.10)

Jayg > 0 : a(x) > ap ae. dansw

On considére ’équation de Schrédinger de quatriéme ordre amortie interieurement

yi(z,t) = iA%y(z,t) — a(z)y(z,t) dans © x (0, +00), (5.11)
y(x,0) = yo(x) dans €, (5.12)
y(z,t) = %y(x, t)=0 sur I' x (0,400) . (5.13)

11 est facile de voir que le systéme (5.11) — (5.13) admet une olution unique de classe

yeC ([0, +00); LQ(Q)) nct ([0, +00); (H*(Q) N HS(Q))’)

si yo € L3(R), et dans la classe
y € C([0,+00); H*(Q) N H () N C* ([0, +00); L*(2))

si yo € HY(Q) N HZ(Q).
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On définie I'énergie d’une solution de systéme (5.11) — (5.13) comme suit

1 2
F(t) = 3 (720
1
= 5 [P
2 Ja
On a alors le résultat de décroissance exponentielle suivant.

Théoréme 6.3 Soitw C Q un voisinage de Ty. On suppose que la fonction a(.) € L=(S2)

satisfait (5.10). Alors, il existe des constantes positives M et 0 telles que
F(t) < Me™®F(0), vt >0

pour chaque solution de (5.11) — (5.13) avec donnée initiale yo € L*(Q).

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la premiére section, on donne la
preuve du théoréme 1. La démonstration du théoréme 2 est présentée dans la troisieme
section.

La quatriéme section est consacrée a la démonstration du théoréme 3.

6.2 Démonstration du théoréme 1

On réecrit le systéme (5.4)—(5.8) comme un probléme de Cauchy abstrait dans V' sous

la forme
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ou A est un operateur linéaire non borné défini par

D(A) = {f e V,A’f € V;Af =0 sur Ty et 220 — im(z).v(x)A%f sur Ty}
Af =iA2f
(5.14)

Il est clair que A est fermé et de domaine dense dans V. De plus, il est dissipatif (voir

Appendice A ). Son adjoint A* qui est définitpar

D(A*) = {f € V,A’f € V,Af = 0 sur Ty et 280 — —im(z).0(z)A2f sur Ty}
A f = —iA2f
(5.15)

est aussi dissipatif (voir Appendice A).
Par conséquent A engendre un Cp—semi groupe de contraction sur V' (voir [40], p.

15, corollaire 4.4 ). Le théoréme 1 suit maintenant de la théorie de semi groupes .

6.3 Démonstration du résultat de la stabilisation fron-
tiére

On montre le théoréme pour les solutions réguliéres. Le cas général suit par un argu-
ment de densité. On procéde en plusieurs étapes.

Etape 1. On dérive la fonction d’énergie E(t) et on applique le théoréeme de Green.
On obtient

d

B0 == | @)@ G dr (5.16)

aprés l'utilisation des conditions aux limites (5.6) — (5.8).

(5.16) implique

B(T) / (@) () [y (z, )| dTdt (5.17)
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pour tout 7" > 0.
Etape 2. On multiplie des deux membres de I’équation (5.4) par m(z).Vy(z,t) et on
intégre par partie sur Q2 x (0,77). On obtient (Voir Appendice B)

4/T/ |Ay(z,t)|]? dzdt = Tm [/Q y(m,t)m(x).Vy(x,t)dx]oT

- 2Re/ / Ay z,t) m(z).Vy(z,t)dldt—
1)

nRe /0 ' /F 0 y(x,t)AZ—l/x’t))dth—Im /0 ' /Q y(z, )y (z, tym(x).v(x)dDdt+

/0 [y ) () ooy dr (5.18)

Puisque m(z).v(z) <0 sur I'j, alors on a de (5.18)

4 / ' / |Ay(w, t)] dodt < Im [ /ﬂ y(x,t)m(x>-Vy(I7t)d40T

A -
~2Re / / y T0) () V(o DT d—
To

— nRe /OT /FO y(x,t)A(,ya—ijt))dth —Im /OT /FO y(az, )y (x, t)ym(z).v(x)dldt
(5.19)

Etape 3. On estime chaque terme du membre de droite de (5.19) séparément.

Premier terme : D’aprés I'inégalité de Cauchy, on a

m [ /Q y(x,t)m(x).vy(x,t)dxr

0

< C / (Iy(@, )| (&, T) + ly(z, 0)| [Vy(z, 0)] ) da (5.20)

Ici et dans le reste du chapitre C' désigne une constante positive différente a des

occurrences différentes.
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Utilisant I'inégalité de Poincaré, on obtient de (5.20)

Im [/Qy(:c,t)m(x).Vy(x,t)d:c} < C/Q (\V@/(:L‘,O)\2 + | Vy(z, T )]2) dx (5.21)

0

Deuxiéme terme : Utilisant les conditions aux limites (5.8) et le théoréme de trace,

on obtient

A . T
’2Re/ / y (z,1)) (g;),Vy(x,t)dth’ < g/ m(z).v(x) [y (x, 1)) dDdt+
To 0 To

- / / Ay(a, 1) dudt (5.22)
0 Q

ol € est une constante positive a fixé plus tard et p, est une constante telle que

|kuw2mfsM3/|A¢un%m
Ty Q

pour tout ¥ € V' .

Troisiéme terme : Du théoréme de trace suivi de I'inégalité de Poincaré, on obtient
Ay(a: t)) Cn?
/ / x,t)————2dldt| < — / m(x).v(x) [y (x, )| dDdt+
FO 1—‘0

T
i, / /Q |Ay(z, 1) dedt (5.23)
0

ou ., est telle que
[ @l de <, [ 1802 ds
T'o Q

pour tout v € V.
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Quatriéme terme : On a aussi du théoréme de trace et de I'inégalité de Poincaré

‘hn/Tl¥ML®@IEBmuijﬂﬂﬁ

/ (@) () [y, )P dTdt+
o

/ /|Ay z, 1)) dadt (5.24)

Etape 4. Par l'insertion de (5.21) — (5.24) dans (5.19), on obtient

4/0 /Q|Ay(x,t)|2dxdt < C/ (|Vy(x,0)|2+|Vy(x,T)|2) dx +
/ A m(z).v(x) |y, (2, t)|* dDdt +

iy + 1) / / | Ay(z, 1) dudt
0

Choisissant ¢ suffissammment petit pour que 4 — e (uy + py) > 0 et invoquant la

propriété de non-croissance de la fonction d’énergie E(t), on aboutit &

(/‘ [ (o) @) O A+ C ol ) (529

ou

Hp () ={fe H'(Q); f=0sur I}

Etape 5. On établit maintenant I’existance d’une constante positive C' telle que

Hwawﬂ, <C/‘/Wl x) [y, t)|* dTdt (5.26)

On procéde par contradiction. Si (5.26) n’est pas satisfaite, il existe une suite {yy },,cx

de solutions pour le systeme (5.4) — (5.8) avec
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yn(,0) = yo(z), z € Q,

telle que
HynHC<0 T (©) = 1, pour tout n (5.27)
3 n
/ / m(x Y 8(t ol dl'dt — 0 quand n — +o0 (5.28)

Puisque chaque solution de (5.4) — (5.8) satisfait (5.25) , on déduit de (5.27) et (5.28)
que la suite {y°}, _y est uniformément bornée dans V. Par conséquent il existe une sous

suite notée encore par {y°} _ telle que

neN

yﬂ — 370 faiblement dans V/
Supposons que ¥y est la solution de systeme (5.4) — (5.8) correspondante & la condition
iniciale 7°. Alors

Yy, — y faible étoile dans L>°(0,7 ; V)

La suite {y},cy est donc uniformément bornée dans L> (0,7 V). Ce fait ainsi que la
cyompacité de V — H%I(Q) implique qu’il existe une sous suite notée encore par

{¥n},en telle que
Y, — y fortement dans L>°(0,7 ;V)

Puis de (5.27)

HgHC(O,T;H%I(Q)) =1

De plus par (5.28)

/OT [ m(@) (o) '@gi’ ) ‘2 drdt = 0

Donc
y(z,1)
ot

=0 surI'gx (0,7)
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Posons v(x,t) = 8%3;’”, alors v résoud le probléme
av(arz, ) = iA*v(z,t) dans Q x (0,7),
v(z,0) = vo(x) dans Q,

t

v(z,t) = a”é“;’ ) g sur Ty x (0,T),
Av(z,t) =0 sur 'y x (0,7),
OAv(x,t
%:0 sur I'g x (0,7).

Notons que le v—probléme differe de y—probléme (5.4) — (5.8) seulement par la dér-

niere condition au bord, alors nous pouvons exprimer 'identité (B.11) en termes de v

4/0T/Q|Av(x,t)|2dxdtzlm Uﬂv(x,t)m(x)-W(IﬁdeE

T T
-2 Re/ / aAU—(gj’t)m(ac).VU(x,t)dth—nRe/ / U(x,t)mv—(x’t)dfdt
0 To v 0 To ov

T dv(x,t) g 2
_Im/0 /1“0 U(x,t)Tm(x).y(m)dth —I—/O . |Av(x,t)|" m(x).v(z)dldt

L’insertion de la condition au bord %@C’t) =0 sur [’y x (0,7) implique que

v

4/0T/Q|Av(x,t)|2dmdtzlm {/ﬂv(m,t)m(m).VU(:p,t)dth
~m /0 ' /F Ee t)@m(gg).y(m)dmw

/0 [ |G O m(o).v(a)r (5.29)

et puisque

/|Av(x,t)|2dx:/|Av(x,0)|2dx
Q Q
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Alors, on déduit de (5.29) que

(4T—C)/Q]Av(:n,O)\zdng/OT/FO{|U(a:,t)|2+

Cette estimation avec le fait que

Jv(x,t)
ot

2
} dl’dt

0y(z,t)

oo t) = L

sur I'g x (0,7)

implique que pour 7' assez grand

v(z,t) =0 dans Q x (0,7)

Donc y dépend seulement de x, i.e.

y(@,t) = y(z)
et par conséquent satisfait
iA*G(z) =0 dans Q x (0,7),
- oyl
y(x) = %(Vx) =0 sur I'y,
~ OAY
Ay(x) = 8yy( ) =0 sur Iy

et donc y(x) =0 dans 2 ce qui contredit (5.27). Ceci montre (5.26).
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Etape 6. De (5.25) et (5.26), on obtient I'estimation d’observabilité suivante

T 2
oy(z,t
E(T)<C / m(z).v(z) ‘ G (5.30)
o Jr ot
(5.30) conjointement avec (5.17) implique que
B(T) < ——E(0)
“1+C
Ce qui implique I'estimation de stabilité désirée (5.9) puisque 0 < H% < 1 (voir [12],

p.299, proposition 1.7).

6.4 Démonstration du résultat de la stabilité interne
On a besoin de 'estimation d’observabilité suivante.

Proposition 6.1 Soient Q) et w comme indiqué dans le théoréeme 3. Alors pour chaque

T > 0, il existe une constante positive C' telle que

T
leollZi0 < € / / o, )2 ddt (5.31)

pour chaque solution réguliére de

8@({;, H = i p(x,t) dans Q x (0,T), (5.32)

o(x,0) = po(z) dans 2, (5.33)
Op(x, 1)

o(x,t) = = 0 surT'x (0,7). (5.34)

Preuve. Nous procédons en plusieurs étapes.
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Etape 1.

h(.,.) satisfaisant

(x,t) € Ty x (e, T —¢),
(x,t) e T x (0,7),
x €,

(z,1) € (2\ W) x (0,T),

oll @ est un autre voisinage de Iy tel que (Q N 5) C w , on obtient

T T
/ / |Ap(z,t)[> dTdt < C’/ /|A<p(x,t)|2da7dt
0 To 0 w

qui combiné avec le théoréme 1.1 de [52] donne

T
H‘:DOH?{g(Q) < C/o [|A¢($,t)|2dxdt

Etape 2. A partir de (5.35) on obtient

2
looligm <€ [

De plus, nous avons m

T
1%
0

(t) ||§{2(a) dt

Appliquant l'identité (B.6) au ¢—probléme avec un champ de vecteur

(5.35)

(5.36)

Lemme 6.1 Soit f € H*(Q) et supposons que u € HZ(Q) est la solution du probléme

APu(z)

dans 1,

surl.

Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend pas de f telle que

2 2 2
ey < CLUF 20 + 1l o}
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Preuve du lemme. Supposons que 7 (.) est une C*°(R"™)—fonction satisfaisant

ldans @

0 dans Q\@

Ainsi la fonction v = nu vérifie

A% = (A’ u+nf +4VAWYY+AVUVAD+ 200Au +4 Y, 520 0

1, 0x;  O0x0T;
v e HQ).
Puisque A% est un isomorphisme de HZ(w) sur H%(w), alors
[0l 2y < CHU 20 + 1ull g3y}

et par conséquent

||u||H2(@) < C1{||f||H*2(w) + HuHHgl(Q)}

parceque

||U||H2(a) = ||U||H2(a) < ||U||H2(w)

Maintenant, combinant (5.36) et (5.37), on obtient

dep
E@)

T
2 2
ol <€ [ 1+ ol oo

2
H=2(w)

Etape 3. On montre par contradiction que

2

dt

dy
(t)
2w

T
2
oWz o300 < C/O

dans w,

(5.38)

(5.39)

Supposons que (5.39) n’est pas satisfaite, alors il existe une suite {p,} de solutions de

(5.32) — (5.34) avec
P (2,0) = @y (@) r e
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telle que

“(pTLHiQ(O,T;H(}(Q)) =1 pour tout n, (5.40)
T dQO 2
et / —2(t) dt — 0 quand n — +o0. (5.41)
o I dt " lla-w)

De (5.38), on déduit que {?} est bornée dans HZ(§2) uniformément en n. Donc il existe

une sous suite, encore notée par {p,} telle que
@2 — " dans HZ(Q2) faiblement.
Soit ¢ la solution de (5.32) — (5.34) correspondante & la condition initiale ¢,. Alors
¢, — ¢ dans L% (0,T;H()) faible étoile. (5.42)

Il s’ensuit de (5.42) que {¢,} est uniformément bornée dans L> (0,T; HZ(Q2)). Ce fait

avec la compacité de I'inclusion HZ(Q) — H}(Q) implique
0, — ¢ fortement dans L>=(0,T; Hy (2)) .

De (5.40), on obtient

H(pni?(o,T;Hé(Q)) =1 (5.43)

D’autre part, on a de (5.41), on a

Op (z,t) _
9 =0 dans w x (0,7).
Posons
o) = 2@ cax 0.1, (5.44)

ot
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Alors o résoud le probléme

Gaéf,t) = iA%0 (z,1) dans Q x (0,7),
o(z,0) = g—f (x,0) dans (2,
U(x,t):%i’t)zo sur ' x (0,7).
et satisfait
Ao (z,t) =0 sur [y x (0,7). (5.45)

Rappelant le théoréeme 1.1 de [52], on obtient de (5.45)

o(x,t) =0 dans Q x (0,7). (5.46)

(5.46) combiné avec (5.32) et (5.34) implique que

iA%p(z) =0 dans (2,
o (z) = 89081(/@ =0 sur I,
et donc
p(x)=0 dans €2

qui contredit (5.43).
Etape 4. En combinant (5.39) et (5.38), et en utilisant le fait que A? est un isomor-

phisme de HZ () sur H%(Q), on obtient 'estimation suivante

2 T
<c /
H-2(Q) 0

2

dt (5.47)

H=2(Q)

0
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Etape 5. On suppose que ¢ € C ([0,T]; H%()) est la solution de (5.32) — (5.34) et

on défini
t
a(x,t) = / o (z,s)ds + ® (x)
0
ou
iA*D (1) = ¢ (x,0) dans Q,
@(I):ag—fjﬁ)zo sur I

Alors « est la solution de (5.32)—(5.34) avec a (z,0) = @ (x) € HZ() et % = (z,1).

Dong, en réecrivant 'estimation (5.47) pour «, on obtient

T
o O)zr-20) < C [ Ml (0)l -2y (5.48)
0
Etape 6. De (5.36) et (5.48), on a
2 g 2
le Olz) = C [ Ml Ol dt; (5.49)
0 0
T
le OMi-2) < C [ Ml -2 dt- (5.50)
0
On montre (5.31) par interpolation. A cette fin, on défini un operateur linéaire
L:H?(Q)— L*(0,T; H*(w))

par

(Lp) () =S () ¢l

ou S (t) est le Cy—groupe dont le générateur est I'operateur A donné par
D(A) = Hg(Q), Af =iA*f.

Il est clair que

“LSO“L?(O,T;H*Q(w)) <C HQDHH*Q(Q) :
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En outre, en réecrivant (5.50) en fonction de l'operateur L, on obtient

||L90||L2(O,T;H*2(w)) >C ||90||H*2(Q) : (5.51)

Donc L est un isomorphisme de H 2(Q) sur Xg = L(H 2(Q)). Posons L = L™ et
Yo=H2(Q). Alors L € £ (X,,Yp) .

Posons maintenant ~ X; = X, N L2 (0,T; H* (w)) et Y; = HZ (). Il suit de (5.51)
que L € £(X;,Y7).

Appliquant le théoréme d’interpolation ([33], p.32, théoréme5.4) a l'operateur L, on

obtient
Lecl ([X07X1]% ; D@%]%) .
On a
V1, Yolp = L* () (28], p.79, théoréme 12.3)
(L2 (0,73 12 (@) L2 (0, T3 H 2 @)], = L2 (0,73 [H2 (@), H* ()], )

([6], p-107, théoréme 5.2.1)
[H? (w),H?(w)], = L?(w) ([33], théoréme 12.4, p.81)

N|=

Maintenant, puisque X est un sous espace de L? (0, T; H 2 (w)) et X; est un sous espace
de L?(0,T; H* (w)), il suit de [33], p. 108, théoréme 15.1, que la norme de [X,, X;] est

équivalente a la norme de L? (0,T; L? (w)) et par conséquent

T
[0 ()2, < C / o (1) dt

Ceci met fin & la démonstration de la proposition.
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6.5 Démonstration du théoréme 3

On montre le théoréme 3 pour donnée initiale réguliére. Le cas général suit par un

argument de densité.

Dérivant la fonction énergie F' (.) et appliquant le théoréme de Green, on obtient

d

GF0 == [ a@ et do

qui donne aprés intégration sur (0,7)

F(T) - // Yy (2,0)] da

(5.52)

Maintenant, on réécrit la solution y de (5.11) — (5.12) comme y = ¢ + ¢ o ¢ = ¢ (z,1)

résoud

I (z, 1) = iN2p (1) dans © x (0, +00),

ot
w (x,0) = yo () dans €,
go(x,t)z%zO sur I' x (0, +00) .

et ¥ = (x,1) satisfait

% = iA*Y (2,t) —a(z)y (2,1) dans Q x (0, +00),
¥ (,0) =0 dans (2,
¢($,t)=wzo sur T' x (0, +00) .

D’aprés la proposition 4, on a

T
MﬂﬁméCAl/w@ﬁfwﬁ
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Combinant (5.52), (5.53) et (5.10), on obtient

T
F(T)gC’/ /|<,0(m,t)|2dmdt
< = // ) | (2, 1)|? dadt
< — // |yxt|dxdt+—// ) [0 (2, t)|? dadt
2@0
< - // |ddt+m//|@/} O dedt  (5.54)
2(10

Des estimations d’énergie sur I’équation de Schrodinger de quatriéme ordre, on a

10120 zsz2tey < C llall iy / / )|y (. )] dadt. (5.55)

En inserant (5.55) dans (5.54) et en rappelant (5.52), on obtient

C
F(T) < H——CF<O)

a partir de laquelle suit le résultat de stabilité désiré.
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Appendice 6A

Proposition 6.2 Les opérateurs A et A* définis respectivement par (5.14) et (5.15) sont
dissipatifs.

Preuve. Soit ¢ € D (A). Alors

(¢, Ap)y = /QAgo (x) A(Agp) (z)dz.

D’aprés le théoréme de Green, on a

o)y = [ s DS ar - [OSEOTTGar 4 [ a2 o) T s

En utilisant (5.14), on obtient de (A1)

(0, Ap)y = — | m (). () | A% (2)[*dT — Z/Q A% (2)|° da.

1)

Donc

Re (¢, Ap),, = — (z) v (z) | A% (x)}QdF <0

o

Alors A est dissipatif. La dissipativité de A* est prouvée d’une maniére similaire.
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Appendice 6B

Démonstration de I'identité (5.18)

Soit h (.,.) € C? (2 x [0,7];R") . Multipliant les deux membres de (5.4) par

h(x,t).Vy (x,t) et intégrant sur Q x (0,7"), on obtient

/ / (ay x,t) — A2y (x,t)) h(z,t).Vy (z,t)dzdt = 0

(B.1)

Pour la premiére intégrale du membre gauche de (B.1), on a aprés intégration par parties

ent
/0 8ygz’t>h( 1) -VMdl‘dt
y (z,t) h(z,t).Vy (I,t)dzv} _

, T
) Vy (x,t)dzdt

J
U
//
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Rappelant le théoréme de Green, on obtient de (B.2)

/0 /Q ayglt:’ t)h (z,1).Vy (z,t)dzdt

y(z,t)h(z,t) . Vy (z,t)dx| —

J
/oT /Q y(@:1) %'demdt—
I

>
n
<
w®
~
~—
>
w
=
<
<
&
=
U
8
IS8
T

=]

-~
S—
S
>
©
S
w
~
S~—
=
w
N
<
<
&
=
8
8
QL
T

z‘/OT/AQy (z,t)y (x,t)div h (x,t) dodt—
i /0 ' / A%y (z,t) h(z,t) . Vy (z,t)dzdt
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qui implique a son tour

T
2Re/ /AQy(x,t)h(a:,t).Vy (x,t)dzdt
o Ja
T

y(z,t)h(z,t) Vy (z,t)dx| —

y (z,1) 8héx, t) Vy (x,t)dzdt—

>
n
<
=
~
~—
<
=
~
~—
=7
<
>
=
~
~—
IS8
8
IS
~
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On calcule I'intégrale du membre de gauche de (B.4). Du théoréme de Green, on a

/T/ A%y (w,t) h(2,1) .Vy (2, t)dedt

/ /aAy xt z,t) . Vy (x,t)dldt—

Z/ /8Ay z,t) Oh; (z,t) ay<x’t)dxdt—
8Ik axk 813]'

O0Ay (z,1) t D%y (z,t)
Z / / Oy (%) dry0; dhedt =
/ /aAy 20 b () Ty (o dTdt—

/ /Ay x,t 8ha z.t) 0y (x’t)uk (x) dTdt+

T, 0z

Z/ /Ay x,t) pe f ) ayaTj’t)dxdt—f—
22/ /Ay 8; . 882xk(8x])d =
Z/ /Ay x,t) h; (z,t) a;mk((‘?a:]) k (x) dldt

o —
+ Ay (x,t)h; (x,t) =— Ay (z,t)dxdt
Z//y< )y (0,1) 5 Ay ()
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En utilisant (B.5) dans (B.4), on obtient

Si h(x,t)

2R/ /aAy @20 (2,4) Yy (o, DT d—

(2,t) 9y (x,1)
2Rez / / Ay (x axk 5 Uk () dUdt+

O*h; (x,t) Ay (x,1)
2Re / /Ay x,t dxdt+
;j 0 Q ( ) 3 2 81']
T

ohj (x,t) D%y (x,1)
4 A —
ReZ/ y(z,t) Jrr Omdr, dxdt

T 2
2ReZ/U FAy (z,1) by (z,1) %uk (z) dTdt+
J

Im/ / ah (z t) Vy (z,t)dzdt—

o /Fm

T
Re / / A2y (x,t)y (z,t) div h (z,t) dedt
o Ja

h (x,t) v (x)dldt—

=m(x), alors

divm(xz) = n,
(9mj(x) B 1sik=y,
om0 sik#£j
0*my; (x,t)

= 0 pour tout j,k
0x?
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et (B.6) devient

2Re / /aAy @) s (2) Vi (o DT di—

2 Re / / Ay (z ay * t)dthJr

4/ /|Ay(x,t)|2dxdt—

2
QRGZ/ /Ay z,t)m; (x a@xk(&c) k (z) dDdt+
j

2Re Aymtm aA x,t)dxdt
i ( 8
T

~ m Uﬂy (. 8)m () Vy (z.0dz| —

0
T
Im/ /y ,
T —
nRe/ /y(a:,t) A%y (z,t)dzdt
0o Ja

Mais d’aprés le théoréme de Green, on a

/T/y(w,t) AQdedt:/oT/ry aAy OBy @.0) gy _

T
//8ymt y (z, t)dDdt + /|Ay:vt|d:tdt
o Jo

’ t)m () .v (z)dldt—

et
2Re2/ /Ay x, t)ym; (z) =— 0 Ay y (z, t)dxdt
I Oy

/0 /F\Ay(a:,t)!2m(x).z/(a:)d1“dt—n/:/ﬂmy(x,t)‘?dxdt
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Par conséquent (B.7) peut étre écrite comme suit

2Re / /aAy @) s (2) Vi (o DT di—
2 Re / / Ay (z ay * t)dthJr

4/ /\Ay(;c,t)y2dxdt—

QRGZ/ /Ay z,t)m; (x >a;xk(8x]) k (z) dDdt+

/0 /F Ay (x, 6)[*m (z) v (x) dTdt

~ m UQy (. 8)m () Vy (&, 0dz| —

0

Im/ /y(a:,t) Mm (x).v (z)dldt—

nRe/ / x,t) >dth+

Oy (x
nRe/ / 8y y (z,t)dDdt.

De plus, puisque y(z,t) = 3y§i’t) =0 sur Iy x (0,7), alors

=0 ,k=1,...,n sur'y x(0,7),

et
Py (z,t) 0 (8y (z,t)

= - k=1,.. r T
0z;0z,  Ov \ Oz )”J(‘”)’ gk =1,..n sur Ty x(0,T)
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qui impliquent

y (x,t
ij l’ 8]} 8xk Zm] l/< 8(xk )>VJ<I)Vk<‘T>

Oy (x,t) .,
Z 5 < 9, ) vi (x) (d’aprés B.9),

Py (x,1)
ox2

=m(z).v(x) Z
=m(x).v(z)Ay(x,t), sur I'y x (0,7) (B.10)

En substituant (5.6), (5.7) et (B.10) dans (B.8), on obtient

T
4/ /my@,m?dmt
0 Q

—Im{/y(m tym (x).Vy (z,t)de| —

2 Re / / aAy (.0, 2) .Vy (z, t)dTdt—

nRe/ / (x,t)
Lo
Im/ /y
0o Jrg

/0 A Ay (z,t)]*m (z) v (z) dDdt. (B.11)

m () .v (z)dldt+
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