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Résumé

L�objectif de cette thèse est l�étude de quelques problèmes de contrôlabilité exacte et

stabilisation uniforme pour un système gouverné par l�équation de Schrödinger de qua-

trième ordre dans un domaine borné 
 de Rn: On montre deux résultats de contrôlabilité

exacte en un temps T > 0 arbitrairement petit ; le premier dans l�espace V 0 (V 0 dual de

V = f' 2 H3 (
) ;' = �' = 0 sur �g) avec deux contrôles frontières y = u1;�y = u2

sur �; le second dans H�2 (
) avec contrôle frontière u = @y
@�
et y = 0 sur �: La méthode

de démonstration repose dans les deux cas sur la méthode HUM introduite par Lions, les

techniques de multiplicateur, et l�argument de compacité/unicité.

D�autre part, on établi sous des conditions géométriques sur le domaine 
, des résul-

tats de stabilisation frontière et interne.

Pour la stabilisation frontière, on montre, en introduisant des conditions aux limites

dissipatives appropriées, que la solution décroit exponentiellement dans un espace d�éner-

gie approprié. Pour la stabilisation interne, en supposant que le terme d�amortissement

agit sur un voisinage d�une partie de la frontière, on montre que la solution décroit ex-

ponentiellement dans l�espace d�énergie L2 (
). La démonstration des deux résultats est

basée sur les techniques de multiplicateur et l�argument de compacité/unicité.

Mots clés : Equation de Schrödinger de quatrième ordre, contrôlabilité exacte, sta-

bilisation uniforme, contrôle frontière, contrôle interne.
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Abstract

The purpose of this thesis, is the study of exact controlability and uniform stabiliza-

tion for a system gouverned by a Schrödinger equation of the fourth order in a bounded

domain 
 of Rn: we prove two results of exact controlability in an arbitrarily short time

T > 0; the �rst in the space V 0 (V 0 dual of V = f' 2 H3 (
) ;' = �' = 0 on �g) with

two boundary controls y = u1;�y = u2 on �; The second in H�2 (
) with boundary

control u = @y
@�
and y = 0 on �: In both cases, the proof relies on HUMmethod introduced

by Lions, multiplier techniques and compactness / uniqueness argument. On the other

hand, we establish under geometric conditions on the domain 
, internal and boundary

stabilization results. For the boundary stabilization , by introducing suitable dissipative

boundary conditions, we prove that the solution decreases exponentially in an appro-

priate energy space. For the internal stabilization, by assuming that the dambing term

is e¤ective on the neighborhood of the boundary, we prove the exponential decay of the

L2 (
) energy of the solution. Both results are established by using multiplier techniques

and compactness / uniqueness argument.

Keywords : Fourth order Schrödinger equation, Exact controlability, Uniform sta-

bilization, Boundary control, Internal control
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 مـــــــلخص

 

ير بمعادلة قــقةة ااإسس قةرارةة المتقمةة لتما  مسالهدف من هذه الرسالة دراسة بعض مسائل المراقبـــة الد

 .   من   Ωشرادنجر من الرتبة الرابعة معرفة على مجموعة محدادة  

 .نبين نتـجقين للةراقبة الدقـةة في مدة زمنية قصيرة كيفـةأ اإ 

     Δ ,     بمراقبين    لـــ        الثتوي   في الفضاء مبيتةالتتـجة ال الى  -

 .   على                   حـث   Σعلى 

بمراقب        التتـجة الثانية مبيتة في الفضاء  -
  

  
 .  Σعلى     ’    

المةدمة من  (طرةةة الوحدانية الهلبارتية) HUMطرةةة البرهان تعتمد في كلقا الحالقين على طرةةة 

 .الوحدانية/اتةنيات المضاعف احجة التراص Lionsطرف 

 Σ  على: نقائج الايس قةرارةة التمامـة   من جهة اخرى نبين تحت شراط هتدس ية على المجةوعة 

 .ابالداخل

ةتناقص أ س يا في فضاء أ ن الحل نبين باس قعمال شراط تبدةد مناس بة  Σس قةرارةة على من أ جل اإس   -

 Σ س قةرارةة بالداخل نفرض أ ن حد اإسرجاع فعال في جوار جزء من اإس  مناسب ا من أ جلطاقة 

التتـجقين  في كلقا برهانال .     بين أ ن الحل ةتناقص أ س يا في فضاء الطاقة ن في هذه الحالة 

 .الوحدانية/حجة التراص ةعتمد على تةنيات المضاعف ا

 

 

 ,المراقب على الحافة ,اإسس قةرارةة المتقمةة ,المراقبة الدقـةة ,معادلة شرادنجر من الرتبة الرابعة :مفاتيح الكلمات

 . المراقب بالداخل



Chapitre 1

Introduction

L�équation de Schrödinger de quatrième ordre apparaît dans plusieurs domaines scien-

ti�ques, tels que la physique des plasmas, la communication optique, la physique ato-

mique, la chimie ou encore la biologie, etc....

Les problèmes d�existence et d�unicité de solutions pour sa forme non-linéaire ont

été intensivement étudié (voir, par exemple : [8], [9];[47], [20], [22], [15], [16] et leurs

références):

Les problèmes de contrôle et de stabilisation des systèmes gouvernés par les équations

de Schrödinger linéaires ou non linéaires ont reçu beaucoup d�attention au cours de ces

dernières années. Les premiers travaux ont été consacrés à l�obtention des propriétées de

contrôlabilité et de stabilisation pour les équations de Schrödinger de second ordre où

le contrôle considéré est porté, soit sur la frontière, soit sur une région ! de l�intérieur

d�un domaine borné 
 � Rn. Un des résultats certainement le plus général est due

6



à Lebeau [21] qui garantit que la condition de contrôle géométrique (CCG en abrigé)

pour la contrôlabilité exacte de l�équation des ondes est su¢ sante pour la contrôlabilité

exacte de l�équation de Schrödinger linéaire de second ordre à chaque instant T (voir par

exemple : [2], [3], [1], [11] et leurs références).

La condition CCG peut être formulé comme suit (voir par exemple [2], [3], [1], [11]

et leurs références). Le sous domaine ! de 
 � Rn est dit à satisfaire la CCG au temps

T si et seulement si chaque rayon de l�optique géométrique qui se propage à l�interieur

du domaine 
 et rebondisse sur sa frontière passe par ! en un temps t inférieur ou

égal à T: Cette propriété géométrique est équivalente à la propriété de la contrôlabilité

exacte pour l�équation des ondes avec contrôle agissant dans ! (voir par exemple [3]).

Dans [35], Machtyngier a considéré le problème de la contrôlabilité exacte pour l�équa-

tion de Schrödinger linéaire de second ordre dans un domaine borné 
 de Rn, dans les

deux cas suivants : contrôle frontière de classe L2 agissant sur la condition de Dirichlet,

alors la contrôlabilité exacte est prouvée dans l�espace H�1 (
), et contrôle interne de

classe L2 dont le support est un voisinage ! de le frontière @
, alors la contrôlabilité

exacte est prouvé dans l�espace L2 (
). Les deux résultats sont obtenus en combinant

les techniques des multiplicateurs et la méthode HUM introduite par Lions [31]. Dans

[36]; Machtyngier et Zuazua ont étudié le problème de la stabilisation pour l�équation de

Schrödinger linéaire de second ordre dans un domaine borné 
 de Rn en deux situations

di¤erentes. Tout d�abord, le problème de la stabilisation frontière avec des conditions

aux limites dissipatives est considéré et la méthode utilisée pour la démonstration de

la décroissance exponentille dans l�espace H1 (
) combine les techniques des multiplica-

teurs et la construction d�une fonction d�énergie. Ensuite, le problème de la stabilisation

interne est considéré. Quand le terme d�amortissement est e¤ectué sur un voisinage de la

frontière, la décroissance exponentielle dans l�espace L2 est obtenue à l�aide de l�adapta-

tion des techniques des multiplicateurs développées dans le contexte de la stabilisation

des équations des ondes et des plaques. Dans [27], Lasiecka et Triggiani ont étudié la

contrôlabilité exacte par un contrôle frontière de type Dirichlet et la stabilisation uni-
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forme de l�équation de Schrödinger linéaire de second ordre sur l�espace de la régularité

oplimale de cette équation via un opérateur de feedback dissipatif explicite, en dédui-

sant que la théorie abstraite du problème de coùt quadratique optimal sur un horison

in�ni avec une équation de Riccati algébrique associée est applicable au problème mixte

de Schrödinger. Ceci fournit en particulier, un autre operateur de feedback stabilisable,

généralement non dissipatif, dé�nie en fonction de l�operateur de Riccati qui correspond.

De plus, ils ont établié à l�aide de l�introduction d�une nouvelle variable que ces résultats

sont encore valable pour l�équation des plaques, une équation trés proche à l�équation de

Schrödinger. Par conséquent, plusieurs résultats sur la contrôlabilité et la stabilisation de

l�équation de Schrödinger de second ordre peuvent ètre obtenus des modèles correspon-

dants pour les modèles des équations des plaques en se basant simplement sur la propriété

que l�operateur @2t + �
2 découlant des équations des plaques peut ètre décomposé en

deux operateurs conjugués de Schrödinger(@t � i�) (@t + i�) :

(voir par exemple [27], [5], [23], [25], [26], [37], [14], [4] et leurs références):

L�équation de Schrödinger est légèrement meilleure qu�une équation des ondes avec

une vitesse in�nie de propagation du point de vue de la contrôlabilité. En e¤et, un certain

nombre de résultats montrent que, dans certaines situations où la CCG n�est pas satisfaite

en tout temps T , on peut encore obtenir des résultats trés satisfaisants pour l�équation de

Schrödinger. Les deux résultats les plus signi�catifs dans cette direction sont : Le résultat

de Ja¤ard [18] qui montre que, lorsque le domaine 
 est un carré, alors pour tout sous

ensemble ouvert non vide ! � 
, la contrôlabilité exacte de l�équation de Schrödinger

linéaire de second ordre est satisfaite en tout temps T > 0 dans l�espace L2 (
) et avec

des contrôles dans L2 (! � (0; T )). Le résultat de N. Burq, P. Gérard et N. Tzvetkov

[8] montre que l�équation de Schrödinger dans un domaine perforé, malgré l�existence de

rayons piégés rebondissant entre deux trous, peut ètre contrôlée à partir d�un voisinage

de la frontière exterieure dans chaque espace de Sobolev Hs (
) avec s > 0: Bien que,

aucun de ces résultats n�est vrai pour l�équation des ondes.

Pour les problèmes de contrôle de l�équation de Schrödinger nonlinéaire de second
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ordre, on peut mentionner les travaux suivants. Dans [17], Illner, Lange et Teismann

ont considèré la contrôlabilité exacte de l�équation de Schrödinger nonlinéaire de second

ordre dans un intervalle �ni (��; �) avec des conditions aux limites périodiques et avec

un contrôle interne dont le support est un sous intervalle de (��; �). Ils ont montré que

ce système est localement exactement contrôlable dans l�espace H1. Leur approche est

basée sur la méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method) et le théorème du point �xe

de Schauder. Lange et Teismann [22] ont considéré cette équation sur l�intervalle (0; �)

avec les conditions aux limites de Dirichlet homogènes, et ils ont établi la contrôlabilité

exacte locale dans l�espace H1
0 (0; �) autour d�un état propre partculier. Dans [10], Deh-

man, Gérard et Lebeau ont étudié le problème de contrôle et de stabilisation d�une classe

d�équations de Schrödinger nonlinéaires défocalisantes dé�nies sur une variété Rieman-

niènne bidimensionnelle compacte M sans conditions aux limites. Ils ont démontré, en

particulier, que le système est localement contrôlable et exponentiellement stabilisable

dans l�espace H1 (M) en supposant que la condition de contrôle géométrique CCG et la

propriété de la continuation unique sont satisfaites. La démonstration est basée sur un

résultat de propagation des singularitées et sur les éstimations de dispersion (inégalités

de type Strichartz) dues a Burq, Gerard et Tzvetzkov (voir [8], [9]). Dans [29], l�auteur

s�est intéressé tout d�abord au problème de contrôle interne. Grâce aux méthodes d�ana-

lyse microlocale et l�utilisation des espaces be Bourgain, il a prouvé la stabilisation et la

contrôlabilité en grand temps de l�équation de Schrödinger nonlinéaire sur un intervalle,

puis sur une variété de dimension trois. De plus, il a étudié le problème de contrôle bi-

linéaire. Grâce a un e¤et régularisant, il a établi la contrôlabilité locale de l�équation de

Schrödinger sur un intervalle avec une démonstration plus simple que celle existante déjâ

dans la littérature.

Les problèmes de contrôle de l�équation de Schrödinger linéaire de quatrième ordre

ont été récemment considérés ([50],[52]). Dans [52], il a été montré que l�équation de

Schrödinger linéaire de quatrième ordre avec un contrôle frontière L2 de type Neumann

est exactement contrôlable en un temps arbitrairement petit T > 0 dans H�2(
).
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Dans [50], les auteurs ont montré que l�équation avec un contrôle frontière, soit de

type Dirichlet, soit de type Neumann et avec l�observation localisée associée est bien-posé

au sens de Salamon [46] et régulier au sens de Weiss [48], [49]. Ils ont également établi un

résultat de contrôlabilité exacte pour cette équation avec un contrôle frontière de type

Dirichlet de classe L2. Ces résultats ainsi que celui de [52] ont leur permis de déduire la

stabilité exponentielle de l�équation de Schrödinger linéaire de quatrième ordre avec un

feedback dissipatif agissant soit sur les conditions aux limites de type Dirichlet, soit sur

les conditions aux limites de type Neumann.

Un problème inverse pour l�équation de Schrödinger de quatrième ordre dans le cas

uni-dimensionnel a été étudié dans [51].

Dans cette thèse, on s�intéresse à l�étude de quelques problèmes du contrôle et de

stabilisation pour l�équation de Schrödinger linéaire de quatrième ordre. Le travail de

cette thèse est organisé comme suit.

Dans le chapitre 1, on étudie le problème de la contrôlabilité exacte de l�équation de

Schrödinger linéaire de quatrième ordre soumise à l�action de deux contrôles frontières

y = u1 et �y = u2 et sans conditions géométiques. Au début, on rappelle quelques résul-

tats préliminaires concernant l�existence et la régularité de la solution faible du problème

adjoint au problème homogène. Ensuite, on établi à l�aide des techniques des multipli-

cateurs une identité qui nous permettra d�établir une estimation a priori : l�inégalité

inverse, c�est-à-dire, l�inégalité d�observabilité qui est équivalente à la propriété de la

contrôlabilité exacte. En�n, en utilisant la méthode HUM introduite par Lions (voir [31],

[32]) et des arguments de compacité/unicité, on obtient l�existence d�un contrôle frontière

u = (u1; u2) dans un espace aproprié tel que la solution du problème considéré satisfait

la condition d�équilibre y (T ) = 0 dans 
:

Dans le chapitre 2, on s�intéresse au problème de la contrôlabilité exacte de l�équation

de Schrödinger linéaire de quatrième ordre soumise à un seul contrôle frontière de type

Neumann @y
@�
= u, appliqué à une partie de la frontière �. Tout d�abord, on donne un

résultat d�existence, d�unicité et de régularité de solution. Ce résultat nous permettra
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ensuite d�établir les estimations nécessaires pour aboutir à la contrôlabilité exacte dans

l�espace H�2 (
) : En appliquant la méthode HUM et en utilisant des arguments de

compacité/unicité, on montre l�existene d�un contrôle frontière de type Neumann tel que

la solution du système considéré satisfait la condition d�équilibre y (T ) = 0 dans 
:

En�n, on caractérise le contrôle donné par la méthode HUM comme celui qui minimise

la fonctionnelle J (�) = 1
2

R T
0
k� (t)k2L2(�1) dt sur le convexe

Uad = f� 2 L2 (�) tel que y (T ) = 0 dans 
g :

Dans le chapitre 3, on s�intéresse au problème de la stabilisation uniforme dans l�espace

d�énergie H�2 (
) pour l�équation de Schrödinger linéaire de quatrième ordre par un seul

contrôle frontière agissant sur la condition de Neumann alors que la condition de Dirichlet

est gardé homogène. En choisit la fonction de contrôle de tel façon que la norme dans

H�2 (
) de la solution correspondante décroit quand t tend vers +1 :En suite, on utilise

comme dans ([23], [27], [42]) un argument de levage de la topologie de la solution basé

sur un changement de variable qui transforme le problème initial à un problème dont les

solutions sont assez régulières. En�n, par la méthode des multiplicateurs on aboutit à des

estimations qui nous permettront avec l�utilisation des arguments de compacité/unicité

à l�obtention de la stabilisation uniforme du problème.

Dans le chapitre 4, on considère le problème de la stabilisation uniforme pour l�équa-

tion de Schrödinger de quatrième ordre par des contrôles frontières en position et en

moment. Les deux fonctions de contrôle sont choisies de sorte que la solution correspon-

dante décroit quand t tend vers +1 dans un espace d�énergie approprié. Pour établir la

décroissance exponentielle de la solution, on procède comme dans le chapitre précédent.

On opéra un changement de variables pour tronsformer le problème initial à un problème

dont les solutions sont assez régulières, et on utilise les techniques de multiplicateur et

un argument de compacité/unicité.

Le chapitre 5 concerne l�étude de la stabilisation frontière et interne de l�équation

de Schrödinger linéaire de quatrième ordre dans un domaine borné. Dans ce chapitre,

on reprend le travail de l�article publié avec le professeur Mr. REBIAI Salah Eddine
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dans le Journal of Mathematical Analysis and Applications, intitulie � Uniform stabili-

zation of the fourth order Schrödinger equation�. Dans ce chapitre, on considère, tout

d�abord le problème de la stabilisation frontière. En introduisant des conditions aux li-

mites dissipatives appropriés, on montre que la solution décroit exponentiellement dans

un espace d�énergie approprié. Dans le problème de stabilisation interne, en supposant

que le terme d�amortissement est agit sur un voisinage d�une partie de la frontière, on

montre la décroissance exponentielle de la solution dans l�espace d�énergie L2 (
). Les

deux résultats sont établies en utilisant les techniques de multiplicateur et des arguments

de compacité/unicité.
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Chapitre 2

Contrôlabilité exacte de l�équation

de Schrödinger de quatrième ordre

avec contrôles frontières y = u1;

�y = u2

2.1 Introduction

A travers ce chapitre, 
 est un domaine borné non vide dans Rn ( n � 2 ) ayant une

frontière régulière � = @
 de classe C4: Soit T > 0:

Dans 
, on considère le problème non homogène pour l�équation de Schrödinger de

quatrième ordre en y(x; t) :

iyt +�
2y = 0 dans Q = 
� (0; T ); (1.1)

y(x; 0) = y0(x) dans 
; (1.2)

y = u1; �y = u2 sur � = �� (0; T ): (1.3)
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où : - y : Q ! C est l�état du système (1:1) � (1:3) c�ést-à-dire : y = y(x; t) est la

solution du système (1:1)� (1:3):

- u1; u2 : �! C sont deux fonctions de contrôle qui agissent sur la frontière �:

Soit V l�éspace de Hilbert dé�ni par

V = D(A
3
4 )

= f' 2 H3(
) : ' = �' = 0 sur �g (1.4)

où A est l�opérateur positif auto-adjoint dé�ni par

Af = �2f

D(A) =
�
' 2 H4(
) : ' = �' = 0 sur �

	
(1.5)

On prend : u1 2 L2(�), u2 2 [ H1(0; T ;L2(�) ]0 = espace dual de l�espace de Hilbert

H1(0; T ;L2(�)). On choisit comme espace des états l�espace V 0 = dual de V .

Dans ce chapitre, on s�intérèsse au problème de la contrôlabilité exacte du système

(1:1)� (1:3), qui consiste à analyser si on peut amener la solution y = y(x; t) du système

(1:1) d�un état initial y0 donné dans l�espace V 0 à un état �nal �xé à l�avance yT au temps

t = T (en partiqulier à yT = 0) en agissant sur le système (1:1)� (1:3) par l�intermédiaire

des fonctions de contrôle frontières u1 et u2.

Si cela est possible, on dit que le système d�évolution (1:1) est exactement contrôlable

à partir de y0 au temps T > 0 et au moyen des fonctions de contrôle u1 et u2.

L�équation de Schrödinger est l�une des équations fondamentales pour la mécanique

quantique, comme l�est la loi de Newton en physique classique, on la retrouve pour décrire

des phénomaines assez variés, que ce soit dans l�optique non linéaire (propagation d�un

faisceaux laser ), la physique atomique (par exemple : supraconductivité), la physique

des plasmas, la chimie ou encore la biologie, etc....

Plusieurs auteurs se sont intéressés à ce type d�équation aux dérivées partielles qui

apparaît comme un problème à part, assez délicat, puisque elle possède à la fois des
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aspects paraboliques et hyperboliques. Elle est réversible en temps comme l�équation des

ondes, mais sa vitesse de propagation est in�nie ce qui est le cas de l�équation de la

chaleur.

Les questions d�existence, d�unicité et de régularité des solutions de l�équation de

Schrödinger linéaire ou non-linéaire de quatrième ordre ont été étudiées par plusieurs

auteurs ( voir par exemple [38], [39], [50], [15], [16], [19]) par l�application de la méthode

d�énergie, ou par l�utilisation des arguments de l�analyse harmonique.

Dans la littérature, on trouve plusieurs réferences concernant l�obtention des pro-

priétés de la contrôlabilité exacte des systèmes d�évolution gouvernés par l�équation de

Schrödinger linéaire ou non-linéaire de second ordre (voir par exemple [21], [13], [34], [35],

[41], [28], [53], [17], [22], [43], [44], [30], [45]). Cependant les propriétés de la contrôlabi-

lité exacte des systèmes d�évolution gouvernés par l�équation de Schrödinger linéaire ou

non-linéaire de quatrième ordre restent encore, en cours de développement.

Dans ce chapitre, on établit une propriété de la contrôlabilité exacte du système

d�évolution (1:1) � (1:3) à l�aide de l�utilisation des téchniques de multiplicateur et de

l�application de la méthode HUM �Hilbert Uniqueness Method�introduite par Jaques-

Louis-Lions.

Plus précisement ; par les arguments de la dualité classique (voir par exemple [2]), la

propriété de la contrôlabilité exacte est équivalente à une éstimation d�obsèrvabilité (dite

inégalité inverse) pour le système adjoint ; c�est-à-dire pour le système de l�équation de

Schrödinger de quatrième ordre non contrôlé

i't +�
2' = 0 dans Q = 
� (0; T ); (1.6)

' = �' = 0 sur � = �� (0; T ); (1.7)

'(x; 0) = '0 dans 
: (1.8)

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le premier paragraphe, on rappelle quelques

résultats préliminaires concernant l�éxistence et la régularité de la solution faible du
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problème adjoint (1:6)�(1:8) qui seront utilisés par la suite. Dans le deuxième paragraphe,

on montre une identité pour l�équation de Schrödinger de quatrième ordre par un choix

approprié du multiplicateur en tenant compte des conditions au bord. Dans le troisième

paragraphe, on montre à l�aide de cette identité une éstimation d�observabilité (inégalité

inverse). En�n dans le quatrième paragraphe, on résoud le problème de la contrôlabilité

exacte pour le système (1:1)� (1:3) par l�adaptation de la méthode HUM.

2.2 Existence et régularité de solution du problème

adjoint

Considérons le problème non homogène suivant

i�t +�
2� = f dans Q = 
� (0; T ); (1.9)

�(x; 0) = �0 dans 
; (1.10)

� = �� = 0 sur � = �� (0; T ): (1.11)

Le résultat concernant l�éxistence et la régularité de la solution du système (1:9) �

(1:11) est donné par le théorème suivant.

Théorème 2.1 Pour toutes données �0 2 V; f 2 L1(0,T ;V ) il existe une solution

faible unique � = �(x; t) pour le système (1:9)� (1:11), avec

� 2 C(0; T ;V )

En plus, l�application : (�0,f )! � est linéaire continue de

V � L1(0,T ;V ) ! L1(0,T ;V ) et dépend continuement des données (�0,f );

c�est-à-dire, il existe une constante CT > 0 ( dépendant seulement de T ) telle que

k�(t)kV � CT (k�0kV + kfkL1(0;T ;V ))
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La démonstration de ce théorème peut ètre obtenue à l�aide de l�application de l�une

des procédures suivantes :

- Méthode de Galerkin basée sur des décompositions de Fourier.

- Méthode variationnelle introduite par Lions et Magenes [33].

- Tthéorie de Hille-Yosida [40].

On considère maintenant le système homogène associé au système non homogène

(1:9)� (1:11)

i't +�
2' = 0 dans Q = 
� (0; T ); (1.12)

' = �' = 0 sur � = �� (0; T ); (1.13)

'(x; 0) = '0 dans 
: (1.14)

On a alors le résultat suivant.

Lemme 2.1 Pour chaque temps t > 0, la solution ' = '(x; t) du système (1:12) �

(1:14)satisfait les deux lois de conservation, à savoir :

1)- La loi de conservation de la charge ( masse) :

Q(t) =

Z



j'(x; t)j2 dx =
Z



j'(x; 0)j2 dx (1.15)

2)- La loi de conservation de l�énergie :

E'(t) = E(t) =
1

2

Z



jr�'(x; t)j2 dx = 1

2

Z



jr�'(x; 0)j2 dx = E'(0) = E0 (1.16)

Preuve. 1)- En multipliant l�EDP dans (1:12) par ', en intégrant par parties sur 


et en prenant la partie réelle, on obtient

d

dt

Z



j'(x; t)j2 dx = 0
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ce qui signi�e que la norme L2 de ' (la charge) reste constante le long du temps.

2)- En multipliant cette fois-ci l�EDP dans (1:12) par �'t, en intégrant par parties

sur 
 et en prenant la partie réelle, on obtient

d

dt
E(t) = 0

2.3 Une identité

On cherche maintenent à établir une identité qui nous permettra dans la suite d�obte-

nir des estimations à priori nécessaires pour l�application de la méthode HUM au système

(1:1)� (1:3).

Lemme 2.2 Soit h = h(x) 2 C3(
)n un champ de vecteurs. Alors, pour chaque solution

� = �(x; t) du problème (1:9) � (1:11) avec �0 2 D(
) et f 2 D(Q), on a l�identité

suivante :

1

2

Z
�

�
@

@�
(��)

�2
h:�d��Re

Z
Q

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@

@xi
(��)

@

@xj
(��)dQ

= �1
2

Z
�

@

@�
(��)�hr�d� + 1

2

Z
Q

r(��)r(�h:r�)dQ+ 1
2

Z
Q

r(��):��:r(div h)dQ

�
Z
�

@

@�
(��)

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
d� +

Z
Q

r(��):r(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

i

2

Z



��hr�dxjT0

� i
2

Z
�

@�t
@�

:hr�d� + Re
Z
Q

fhr(��)dQ+ 1
2

Z
Q

f �hr�dQ+
Z
Q

f (

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ

+
1

2

Z
Q

f�� div hdQ: (1.17)
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Preuve. En multipliant l�EDP dans (1:9) par h:r(��), en intégrant par parties sur

Q et en prenant la partie réelle, on obtient

Re

Z
Q

(i�t +�
2�)hr(��)dQ = Re

Z
Q

fhr(��)dQ

Ce qui implique

Re

Z
Q

�2�hr(��)dQ� Im
Z
Q

�thr(��)dQ = Re
Z
Q

fhr(��)dQ

On e¤ectue maintenant le calcul des intégrales

Re

Z
Q

�2�hr(��)dQ; et Im

Z
Q

�thr(��)dQ:

Premièrement, on utilise la formule de Green pour calculer
R
Q
�2�hr(��)dQ:

On a

Z
Q

�2�hr(��)dQ =
Z
�

@

@�
(��)hr(��)d��

Z
Q

r(��)r(hr(��))dQ

=

Z
�

@

@�
(��)hr(��)d��

Z
Q

r(��)[rhr(��) + hr(r(��))]dQ

=

Z
�

@

@�
(��)hr(��)d��

Z
Q

r(��)rhr(��)dQ�
Z
Q

r(��)hr(r(��))dQ

=

Z
�

@

@�
(��)hr(��)d��

Z
Q

r(��)rhr(��)dQ� 1
2

Z
Q

r(jr��j2)hdQ

D�aprés la formule de divergence

div(	q) = r	q +	div q
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Pour 	 = jr��j2 et q = h:On a

1

2

Z
Q

r(jr��j2)hdQ = 1

2

Z
�

jr��j2 h�d�� 1
2

Z
Q

jr��j2 div hdQ:

En remplaçant maintenant dans l�expression de l�intégrale
R
Q
�2�hr(��)dQ,

on obtient

Z
Q

�2�hr(��)dQ =

Z
�

@

@�
(��)hr(��)d�� 1

2

Z
Q

r(��)rhr(��dQ

�1
2

Z
�

jr��j2 h�d� + 1
2

Z
Q

jr��j2 div hdQ:

De la condition au limite �� = 0 sur �, on a

hr(��) = h�:(�r(��)) = h�
@

@�
(��);

jr��j2 =

���� @@� (��)
���� sur�:

Donc on déduit que

Re

Z
Q

�2�hr(��)dQ =
1

2
Re

Z
�

h�

���� @@� (��)
����2 d�� ReZ

Q

r(��)rhr(��)dQ

+
1

2
Re

Z
Q

jr��j2 div hdQ:

Pour le calcul de Im
R
�
�thr(��)dQ, on utilise la formule de divergence suivante

div(�t��h) = �t�� div h+r(�t��)h

= �t�� div h+ [r�t�� + �tr(��)]h

= �t�� div h+��hr�t + �thr(��)

= �t�� div h+ �thr(��) +
d

dt
(��hr�)���thr�
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Puisque Z
Q

div(�t��h)dQ =

Z
�

�t��h�d� = 0

alors

0 =

Z
Q

div(�t��h)dQ =

Z
Q

�t�� div hdQ+

Z
Q

�thr(��)dQ+Z



��hr�dx jT0 �
Z
Q

��thr�dQ

ce qui implique que

Z
Q

�thr(��)dQ =
Z
Q

��thr�dQ�
Z
Q

�t�� div hdQ�
Z



��hr�dx jT0 :

Mais comme

Z
Q

��thr�dQ =

Z
�

@�t
@�

hr�d��
Z
Q

r�t(hr�)dQ

=

Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�(hr�)�tdQ

=

Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�t�(hr�)dQ

Utilisant maintenant la formule de dérivation suivante

�(hr�) = �hr� + hr(��) + 2
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj

.
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pour déduire que

Z
Q

��thr�dQ =
Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�t[�hr� + hr(��) + 2
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
]dQ

=

Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�t�hr�dQ+
Z
Q

�thr(��)dQ+
Z
Q

�t(2

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ

En remplaçant dans la formule de l�intègrale
R
Q
�thr(��)dQ, on obtient

Z
Q

�thr(��)dQ =
Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�t�hr�dQ+
Z
Q

�thr(��)dQ

+

Z
Q

�t(2
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ�

Z
Q

�t�� div hdQ�
Z



��hr�dx jT0 :

ce qui signi�e que :

Z
Q

�thr(��)dQ�
Z
Q

�thr(��)dQ =
Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�t�hr�dQ

+

Z
Q

�t(2
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ�

Z
Q

�t�� div hdQ�
Z



��hr�dx jT0 :

De ceci, on déduit que

2i Im

Z
Q

�thr(��)dQ =
Z
�

@�t
@�

hr�d� +
Z
Q

�t�hr�dQ

+

Z
Q

�t(2

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ�

Z
Q

�t�� div hdQ�
Z



��hr�dx jT0 :
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et par conséquent

Im

Z
Q

�thr(��)dQ = �
i

2

Z
�

@�t
@�

hr�d�� i

2

Z
Q

�t�hr�dQ

� i
2

Z
Q

�t(2

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

i

2

Z
Q

�t�� div hdQ+
i

2

Z



��hr�dx jT0

et comme �t = i�2� � if , alors

Im

Z
Q

�thr(��)dQ = �
i

2

Z
�

@�t
@�

hr�d�� i

2

Z
Q

(�i�2� + if)�hr�dQ

� i
2

Z
Q

(�i�2� + if)(2
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

i

2

Z
Q

(i�2� � if)�� div hdQ

+
i

2

Z



��hr�dx jT0

= � i
2

Z
�

@�t
@�

hr�d�� 1
2

Z
Q

(�2�)�hr�dQ �
Z
Q

(�2�)(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ

�1
2

Z
Q

(�2�)�� div hdQ+
1

2

Z
Q

f �hr�dQ+
Z
Q

f (
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ

+
1

2

Z
Q

f�� div hdQ+
i

2

Z



��hr�dx jT0

= � i
2

Z
�

@�t
@�

hr�d�� 1
2

Z
�

@

@�
(��)�hr�d� + 1

2

Z
Q

r(��)r(�hr�)dQ

�
Z
�

@

@�
(��)

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
d� +

Z
Q

r(��)r(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ

�1
2

Z
�

@

@�
(��)�� div hd� +

1

2

Z
Q

r(��)r(�� div h)dQ+ 1
2

Z
Q

f �hr�dQ

+

Z
Q

f (

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ +

1

2

Z
Q

f�� div hdQ+
i

2

Z



��hr�dx jT0 :
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Mais comme on a

Z
Q

r(��)r(�� div h)dQ =
Z
Q

r(��)[r(��) div h+��r(div h)]dQ

=

Z
Q

jr��j2 div hdQ+
Z
Q

r(��)��r(div h)]dQ:

Donc on obtient

Im

Z
Q

�thr(��)dQ = �
i

2

Z
�

@�t
@�

hr�d�� 1
2

Z
�

@

@�
(��)�hr�d�+

1

2

Z
Q

r(��)r(�hr�)dQ�
Z
�

@

@�
(��)

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
d�+

Z
Q

r(��)r(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ� 1

2

Z
�

@

@�
(��)�� div hd�+

1

2

Z
Q

jr��j2 div hdQ+ 1
2

Z
Q

r(��)��r(div h)]dQ

+
1

2

Z
Q

f �hr�dQ+
Z
Q

f (
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

1

2

Z
Q

f�� div hdQ+
i

2

Z



��hr�dx jT0

Puisque : �� = 0 sur �, alors
R
�

@
@�
(��)�� div hd� = 0.
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Donc

Im

Z
Q

�thr(��)dQ = �
i

2

Z
�

@�t
@�

hr�d�� 1
2

Z
�

@

@�
(��)�hr�d�+

1

2

Z
Q

r(��)r(�hr�)dQ�
Z
�

@

@�
(��)

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
d�+

Z
Q

r(��)r(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

1

2

Z
Q

jr��j2 div hdQ+

1

2

Z
Q

r(��)��r(div h)]dQ+ 1
2

Z
Q

f �hr�dQ

+

Z
Q

f (

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

1

2

Z
Q

f�� div hdQ+
i

2

Z



��hr�dx jT0

En�n, en reportant ceci dans l�égalité

Im

Z
Q

�thr(��)dQ = Re
Z
Q

�2�hr(��)dQ� Re
Z
Q

fhr(��)dQ

On obtient l�identité suivante

� i
2

Z
�

@�t
@�

hr�d� + i

2

Z



��hr�dx jT0 �
1

2

Z
�

@

@�
(��)�hr�d�

+
1

2

Z
Q

r(��)r(�hr�)dQ�
Z
�

@

@�
(��)

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
d�

+

Z
Q

r(��)r(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

1

2

Z
Q

r(��)��r(div h)]dQ

=
1

2
Re

Z
�

h�

���� @@� (��)
����2 d�� ReZ

Q

r(��)rhr(��)dQ�

Re

Z
Q

fhr(��)dQ� 1
2

Z
Q

f �hr�dQ�Z
Q

f (

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ� 1

2

Z
Q

f�� div hdQ
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Mais Z
Q

r(��)rhr(��)dQ =
Z
Q

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@

@xi
(��)

@

@xj
(��)dQ

Alors l�identité précédente peut ètre formulée comme suit

1

2
Re

Z
�

�
@

@�
(��)

�2
h:�d��Re

Z
Q

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@

@xi
(��)

@

@xj
(��)dQ =

�1
2

Z
�

@

@�
(��)�hr�d� + 1

2

Z
Q

r(��)r(�h:r�)dQ

+
1

2

Z
Q

r(��):��:r(div h)dQ�
Z
�

@

@�
(��)

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
d�

+

Z
Q

r(��):r(
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj
)dQ+

i

2

Z



��hr�dxjT0

� i
2

Z
�

@�t
@�

:hr�d� + Re
Z
Q

fhr(��)dQ+ 1
2

Z
Q

f �hr�dQ

2.4 Inégalité d�observabilité

Proposition 2.1 Pour chaque T > 0, il existe une constante positive C > 0 (indépen-

dante de T ) telle que l�inégalité suivante est satisfaite :

k'0k
2
V � C

Z
�

[

����@�'@�
����2 + ����@'t@�

����2 + ����@'@�
����2]d�: (1.18)

pour chaque solution ' = '(x; t) du problème (1:12)� (1:14).

Preuve. Soit x0 2 Rn: Dans l�identité (1:17), posons � = '; h(x) = x� x0 et f = 0

On obtient

2

Z
Q

jr�'j2 dQ = 1

2

Z
�

(
@�'

@�
)2h:�d�� i

2

Z
�

@'t
@�

h:r'd� + i

2

Z



�'hr'dx jT0
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Du fait que les normes
�R



jr�f j2 dx

	 1
2 et kfkV sont équivalentes, on a

2

Z
Q

jr�'j2 dQ � C



A 3

4'



2
L2(0;T ;L2(
))

= C



A 3

4'0




2
L2(0;T ;L2(
))

= CT k'0k
2

D(A
3
4 )

���� i2
Z



�'hr'dx jT0
���� � Mh

2�
kr'k2C([0;T ];L2(
)) +

�

2
Mhc k'0k

2

D(A
3
4 )
:����� i2

Z
�

@'t
@�

h:
@'

@�
d�

���� � Mh

2

Z
�

(
@'t
@�
)2d� +

Mh

2

Z
�

(
@'

@�
)2d�:

Ces inégalités nous permettront d�écrire

Mh

2

Z
�

(
@�'

@�
)2d� � CT k'0k

2

D(A
3
4 )
� Mh

2�
kr'k2C([0;T ];L2(
)) �

�

2
Mhc k'0k

2

D(A
3
4 )

�Mh

2

Z
�

(
@'t
@�
)2d�� Mh

2

Z
�

(
@'

@�
)2d�:

ce qui veut dire que :

1

2

Z
�

[

����@�'@�
����2 + ����@'t@�

����2 + ����@'@�
����2]d� + 1

2�
kr'k2C([0;T ];L2(
))

� (CT
Mh

� �

2
c) k'0k

2

D(A
3
4 )
: (1.19)

On montre maintenant à l�aide de l�argument de compacité et d�unicité le lemme

suivant.

Lemme 2.3 Pour chaque 0 < T < +1, il existe une constante positive CT telle que :

kr'k2C([0;T ];L2(
)) � CT

Z
�

[

����@�'@�
����2 + ����@'t@�

����2 + ����@'@�
����2]d�: (1.20)

Preuve. On montre (1:20) par contradiction. On suppose que cette inégalité est

fausse. Alors, il existe une suite de solutions f'ngn2N pour le problème (1:12) � (1:14)
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sur (0,T ) telle que

i('n)t +�
2'n = 0 dans Q = 
� (0; T );

'n = �'n = 0 � = �� (0; T );

'n(x; 0) = 'n0 dans 
:

et que les conditions suivantes sont satisfaites

kr'nk
2
C([0;T ];L2(
)) = 1;Z

�

[

����@�'n@�

����2 + ����@'nt@�

����2 + ����@'n@�

����2]d� �! 0 quand n �! +1:

La suite f'ngn2N satisfait l�inégalité (1:19):

1

2

Z
�

[

����@�'n@�

����2 + ����@'nt@�

����2 + ����@'n@�

����2]d� + 2Mh

�
kr'nk

2
C([0;T ];L2(
))

� (CT � 2�Mh) k'n0k
2

D(A
3
4 )
:

Donc la suite f'n0gn2N est bornée dans l�espace V . On peut alors extraire une sous-

suite notée encore f'n0gn2N telle que 'n0 �! e'0 2 V faiblement.

Soit maintenent e' la solution du problème (1:12)�(1:14) correspondante à la condition
initiale e'0 2 V , il s�ensuit que

'n(t)* e'(t) faible étoile dans L1(0; T ;V )

Ceci implique que 'n(t) est uniformément borné dans L
1(0; T ;V ); et puisque l�injec-

tion V � H1
0 (
) est compacte, on conclut qu�il existe une sous-suite notée encore f'ng

telle que

'n(t)! e'(t) fortement dans L1(0; T ;H1
0 (
))
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Donc

kre'k2C([0;T ];L2(
)) = 1
et

@�~'

@�
=
@~'

@�
=
@~'t
@�

= 0 sur �

ce qui veut dire que la fonction e' satisfait
ie't +�2e' = 0 dans Q;

e' = 0;�e' = 0 sur �;

@�e'
@�

=
@~'

@�
=
@~'t
@�

= 0 sur �:

Alors pour T > 0 arbitrairement petit le théorème d�unicité de Holmgren implique

e' = 0 dans Q

Ceci contredit kre'k2C([0;T ];L2(
)) = 1; d�où le résultat désiré.
2.5 Mise en place de la méthode HUM

Grâce à l�estimation d�observabilité (1:18) et au théorème1, on dé�nit la norme

k'0kF =
 Z

�

(

����@�'@�
����2 + ����@'t@�

����2 + ����@'@�
����2)d�

! 1
2

On considère l�espace de Hilbert

F = complété de V par rapport à la norme k:kF
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De (1:18); on a

F � V; V 0 � F 0

L�existence et l�unicité de la solution faible du problème non-homogène (1:1)� (1:3) est

donnée par la méthode de transposition ( voir par exemple [33]). Plus précisément, on

suppose que y0 2 V 0; u1 2 L2(�) et u2 2 [ H1(0; T ;L2(�) ]0, et soit � = �(x; t) la solution

unique du problème

i�t +�
2� = f dans Q = 
� (0; T ); (1.21)

� = �� = 0 sur � = �� (0; T ); (1.22)

�(x; T ) = 0 dans 
: (1.23)

où f 2 L1(0,T ;V )

En multipliant l�équation (1:1) par � où � = �(x; t) est la solution du problème

(1:21)� (1:23):

On intégrant sur Q, on obtient

0 =

Z
Q

(iyt +�
2y)�dQ = i

Z
Q

yt�dQ+

Z
Q

�2y�dQ

Utilisant la formule de Green, en tenant compte des conditions aux limites, on déduit

que

Z T

0

hy(t); f(t)iV 0�V dt+ h�iy(0); �(0)iV 0�V �
Z
�

u1
@��

@�
d��

Z
�

u2
@�

@�
d� = 0 (1.24)

Donc, on a la dé�nition suivante de la solution faible du problème (1:1)� (1:3).

Dé�nition 2.1 On dit que y 2 L1(0; T ;V 0) est la solution au sens de transposition du

30



problème (1:1)� (1:3) si et seulement si (1:24) est satisfaite pour chaque

f 2 L1(0; T ;V ); o�u � 2 C([0; T ];V )

est la solution du problème (1:21)� (1:23):

La proposition suivante revendique l�existence d�une solution unique du système

(1:1)� (1:3) au sens de la méthode de transposition.

Proposition 2.2 Soit u1;2 L2(�) et u2 2 [ H1(0; T ;L2(�) ]0. Alors il existe une unique

solution y 2 C([0; T ];V 0) au sens de transposition pour le problème (1:1)� (1:3) avec la

donnée initiale y0 2 V 0:De plus l�application

(u1; u2) �! y

est linéaire et continue de L2(�)� [ H1(0; T ;L2(�) ]0 �! C(0; T ;V 0):

Preuve. Sans perte de généralité et à cause de la réversibilité en temps du système

(1:1)� (1:3), on suppose que y0 = 0:Alors d�aprés le théorème1, on a

k�(t)kV � CT kfkL1(0;T ;V ) ;8t 2 [0; T ]:

On dé�nit maintenant la forme linéaire S par

hS; fi =
Z
�

u1
@��

@�
d� +

Z
�

u2
@�

@�
d�;8 f 2 L1(0; T ;V ):
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Alors

jhS; fij �
����ReZ

�

u1
@��

@�
d�

����+ ����ReZ
�

u2
@�

@�
d�

���� � ku1k L2(�) �




@��@�






L2(�)

+ ku2k[H1(0;T ;L2(�)]0 �




@�@�






H1(0;T ;L2(�))

� C(ku1k L2(�) + ku2k[H1(0;T ;L2(�)]0) k�(t)kV

� C 0(ku1k L2(�) + ku2k[H1(0;T ;L2(�)]0) kfkL1(0;T ;V ) :

Par conséquent, S : L1(0; T ;V ) �! R est une forme linéaire continue, ceci veut dire

que S est un élément de L1(0; T ;V 0) le dual topologique de L1(0; T ;V ): De plus on a

kSkL1(0;T ;V 0) � C(ku1k L2(�) + ku2k[H1(0;T ;L2(�)]0)

Donc d�aprés le théorème de Riesz, il existe un élément unique y 2 L1(0; T ;V 0) tel

que

hy; fi =
Z T

0

hy(t); f(t)iV 0�V dt;8 f 2 L1(0; T ;V ):

D�aprés ce qui précède on a

kykL1(0;T ;V 0) � C(ku1k L2(�) + ku2k[H1(0;T ;L2(�)]0)

Ceci implique que l�application

(u1; u2) �! y est linéaire et continue de L2(�)� [ H1(0; T ;L2(�) ]0 sur L1(0; T

;V 0): De plus, y 2 C([0; T ];V 0):

En e¤et, soient fun1gn2N et fun2gn2N deux suites d�éléments de l�espace D(0; T ;C2(�))

telles que : un1 �! u1 2 L2(�) et un2 �! u2 2 [ H1(0; T ;L2(�) ]0, et soit yn la solution

de (1:1)� (1:3) correspondantes aux conditions aux limites un1 et un2 : Alors

yn 2 C([0; T ];V 0) et

kynkL1(0;T ;V 0) � C(kun1k L2(�) + kun2k[H1(0;T ;L2(�)]0)
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et puisque

un1 �! u1 2 L2(�);

et un2 �! u2 2 [H1(0; T ;L2(�)]0;

alors yn �! y dans L1(0; T ;V 0) et puisque C(0; T ;V 0) est un sous espace fermé de

l�espace L1(0; T ;V 0), on déduit que y 2 C(0; T ;V 0):

On introduit maintenant le problème rétrograde

i t +�
2 = 0 dans Q = 
� (0; T ); (1.25)

 =
@�'

@�
;� =

@'

@�
� @

@t
(
@'t
@�
) sur � = �� (0; T ); (1.26)

 (T ) = 0 dans 
: (1.27)

où ' = '(x; t) est la solution du problème (1:12)� (1:14) avec '0 2 F et T > 0 telle

que l�inégalité inverse ait lieu.

La dérivée : @
@t
(@'t
@�
) est prise au sens de la dualité entre l�espace H1(0; T ;L2(�)) et

son dual [ H1(0; T ;L2(�)]0;c�est- à-dire :

�
@

@t
(
@'t
@�
); !

�
[H1(0;T ;L2(�)]0�H1(0;T ;L2(�))

= �
Z
�

@'t
@�

@!t
@t

d�;8! 2 H1(0; T ;L2(�)):

La solution  =  (x; t) du problème (1:25) � (1:27) est dé�nie par la méthode de

transposition. On multiplie la première equation de (1:25) � (1:27) par �� et on intègre

sur Q. On trouve la formulation du problème rétrograde. Trouver  2 L1(0; T ;V 0) qui

véri�e �i (0) 2 V 0 � F 0 tel que

Z T

0

h (t); f(t)iV 0�V dt+ h�i (0); �0iF 0�F �Z
�

@�'

@�

@��

@�
d��

Z
�

@'

@�

@�

@�
d��

Z
�

@'t
@�

@�t
@�

d�

= 0;8(�0; f) 2 F � L1(0; T ;V )
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pour toute solution � du problème (1:21) � (1:23) où l�on a pris f 2 L1(0; T ;V ) et

�0 2 F .

Le terme
R
Q
 fdxdt est interprété par la dualité entre L1(0; T ;V ) et L1(0; T ;V 0)

tandis que les termes
R
�
@�'
@�

@��
@�
d� ,

R
�
@'
@�

@�
@�
d�;

R
�
@'t
@�

@�t
@�
d� ont un sens par la dé�nition

de l�espace F . D�aprés Lions (voir [31]), le problème (1:25)� (1:27) possède une solution

 et une seule véri�ant  2 L1(0; T ;V 0) et �i (0) 2 V 0 � F 0:

On dé�nit maintenant l�application linéaire

� : F �! F 0

par

�'0 = �i (0); 8'0 2 F: (1.28)

En multipliant l�équation (1:25) par ' = '(x; t) la solution du problème homogène

(1:12)� (1:14), et en intégrant par parties sur Q: On trouve

h�i (0); '0iF 0�F =
Z
�

 
@�'

@�
d� +

Z
�

� 
@'

@�
d�

et des conditions aux limites (1:26); on obtient

h�i (0); '0iF 0�F =
Z
�

(
@�'

@�
)(
@�'

@�
)d� +

Z
�

@'

@�

@'

@�
d��

Z
�

@

@t
(
@'t
@�
)
@'

@�
d�

et d�aprés la formule

�
@

@t
(
@'t
@�
); !

�
[H1(0;T ;L2(�)]0�H1(0;T ;L2(�))

= �
Z
�

@'t
@�

@!t
@t

d�;8! 2 H1(0; T ;L2(�)):
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on déduit que :

h�i (0); '0iF 0�F =

Z
�

(
@�'

@�
)(
@�'

@�
)d� +

Z
�

@'

@�

@'

@�
d� +

Z
�

(
@'t
@�
)
@

@t
(
@'

@�
)d�

=

Z
�

(
@�'

@�
)(
@�'

@�
)d� +

Z
�

@'

@�

@'

@�
d� +

Z
�

(
@'t
@�
)(
@'t
@�
)d�:

=

Z
�

(
@�'

@�
)2d� +

Z
�

�
@'

@�

�2
d� +

Z
�

(
@'t
@�
)2d�;8'0 2 F:

et de (1:28); on a

h�'0; '0iF 0�F =
Z
�

����@�'@�
����2 d� + Z

�

����@'@�
����2 d� + Z

�

����@'t@�

����2 d�;8'0 2 F:
Soient maintenant '0; e'0 2 F; et soient ' et e' les solutions correspondantes du système
homogène (1:12)� (1:14).

Alors, il est facile de montrer que

h�'0; ~'0iF 0�F =

Z
�

(
@�'

@�
)(
@�e'
@�

)d� +

Z
�

�
@'

@�

��
@~'

@�

�
d� +

Z
�

(
@'t
@�
)(
@e't
@�
)d�

= ('0; ~'0)F ;8'0; ~'0 2 F

où ()F est le produit scalaire associé à la norme kkF .

En utilisant l�inégalité de Cauchez Schwarz, on obtient

h�'0; ~'0iF 0�F � k'0kF ke'0kF ;8'0; e'0 2 F
et que ��h�'0; '0iF 0�F �� � k'0k2F ;8'0 2 F:
Par conséquent, la forme bilinéaire

('0; ~'0) �! a('0; ~'0) = h�'0; ~'0iF 0�F

est continue et coercive sur F � F . Donc d�aprés le théorème de Lax-Milgram, � est un
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isomorphisme de F sur F 0: En particulier, pour tout �i (0) 2 F 0, il existe un unique

élément '0 2 F tel que �'0 = �i (0): L�unicité de la solution du problème (1:25)�(1:27)

assure que  = y: Par consiquent y(T ) = 0:

Les contrôles u1; u2 sont alors données par

u1 =
@�'

@�
et u2 =

@'

@�
� @

@t
(
@'t
@�
) sur �;

où ' est la solution du problème (1:12)� (1:14) avec '0 = ��1(�iy(0)).

En�n, on observe que d�aprés les conditions aux limites du problème rétrograde

(1:25)� (1:27),

fu1; u2g 2 L2(�)� [H1(0; T ;L2(�)]0:
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Chapitre 3

Contrôlabilité exacte de l�équation

de Schrödinger de quatrième ordre

avec un contrôle frontière de type

Neumann

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, on considère dans un domaine borné 
 de Rn, l�équation de Schrö-

dinger de quatrième ordre avec un contrôle u dans la condition de Neumann agissant

seulement sur une partie �1 de la frontière de 
. On établi à l�aide de HUM un résultat

de contrôlabilité exacte dans H�2(
) avec contrôle u dans la classe L2(0; T ;L2(�1)).

Ce chapitre est organisé comme suit. Dans le premier paragraphe, on commence par

introduire quelques notations et puis on énonce des résultats préliminaires qui seront uti-

lisés par la suite. Dans le deuxième paragraphe on montre notre résultat de contrôlabilité

exacte.
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3.2 Position du problème et résultats préliminaires

Soit T > 0 et soit 
 un domaine borné de Rn( n � 2 ) ayant une frontière � = @


de classe C3: Soit f�0;�1g une partition de � telle que : �0 \ �1 = ?. On suppose qu�il

existe x0 2 Rn un point �xé à l�extérieur de 
 tel que

�1 = fx 2 �=m(x):�(x) > 0g ; (2.1)

�0 = fx 2 �=m(x):�(x) � 0g (2.2)

où m(x) = x� x0 et �(x) désigne le vecteur unitaire normal sortant en x 2 �.

On considère dans 
, l�équation de Schrödinger de quatrième ordre soumis à un

contrôle frontière de type Neumann supporté sur �1:

iyt +�
2y = 0 dans Q; (2.3a)

y = 0 sur �; (2.3b)

@y

@�
= 0 sur �0 = �0 � (0; T ); (2.3c)

@y

@�
= u sur �1 = �1 � (0; T ) ; (2.3d)

y(0) = y0 dans 
: (2.3e)

où y : Q �! C désigne la fonction d�état et u : � �! C désigne la fonction de

contrôle.

3.2.1 Quelques résultats d�éxistence et de régularité.

Dans ce paragraphe, on énonce quelques résultats d�existence et de régularité qui nous

seront utiles pour l�application de la méthode HUM. Considérons le problème homogène
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suivant

i't +�
2' = 0 dans Q; (2.4a)

' =
@'

@�
= 0 sur �; (2.4b)

'(0) = '0 dans 
: (2.4c)

L�espace naturel de l�énergie pour le systeme (2:4a) � (2:4c) est l�espce H2
0 (
) muni

de la norme induite par le produit scalaire

hf; gi =
Z



�f�g(x)dx

L�énergie E(t) associé au problème (2:4a)� (2:4c) est dé�nie par

E(t) =
1

2

Z



j�'j2 dx (2.5)

On a le résultat suivant d�existence et d�unicité de la solution du problème (2:4a) �

(2:4c).

Théorème 3.1 Pour chaque donnée initiale '0 2 H2
0 (
), le problème admet (2:4a) �

(2:4c) une solution unique ' 2 C([0; T ] ;H2
0 (
)); et si '0 2 H6(
) \H2

0 (
); alors

' 2 C([0; T ] ;H6(
) \H2
0 (
)) \ C1([0; T ] ;H2

0 (
))

En plus, la solution du problème (2:4a)� (2:4c) satisfait les deux lois de conservation, à

savoir la conservation de la charge et la conservation de l�énergie, c�est-à-dire

k'(t)kL2(
) = k'(0)kL2(
) 8t � 0; (2.6)

k�'(t)kL2(
) = k�'(0)kL2(
) 8t � 0: (2.7)
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Preuve. Pour montrer l�existence et l�unicité de la solution, on réecrit le problème

(2:4a)� (2:4c) sous la forme d�un problème de Cauchy abstrait du premier ordre comme

suit

't = A';

'(0) = '0;

où A est l�operateur non borné dé�nie par

A : D(A) � H2
0 (
) �! H2

0 (
);

A' = i�2' avec D(A) = H6(
) \H2
0 (
):

A est un opérateur fermé de domaine dense dans H2
0 (
): En plus iA est auto-adjoint.

Donc A est le générateur in�nitisimal d�un C0�groupe unitaire
n
S(t) = ei�

2t
o
t2R

: Alors

il s�en suit de la théorie des semigroupes que le problème (2:4a)�(2:4c) admet une solution

unique

' 2 C([0; T ] ;H2
0 (
)) si '0 2 H2

0 (
);

' 2 C([0; T ] ;H6(
) \H2
0 (
)) \ C1([0; T ] ;H2

0 (
)) si '0 2 H6(
) \H2
0 (
):

Pour montrer (2:6), on multiplie l�équation (2:4a) par '; on intègre sur 
 et on prend la

partie imaginaire, on obtient

d

dt

Z



j'(x; t)j2 dx = 0

Ce qui signi�e que la norme L2 de ' ( la charge) reste constante le long du temps.

Pour avoir (2:7), on multiplie l�équation (2:4a) par 't et on intègre sur 
, on trouve

i

Z



j'tj
2 dx+

Z



�2''tdx = 0
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De la formule de Green, on deduit que

d

dt

Z



j�'j2 dx = 0

D�où la conservation de l�énergie le long du temps.

Considérons maintenant le problème suivant avec un terme source non nul

i�t +�
2� = f dans Q; (2.8a)

� =
@�

@�
= 0 sur �; (2.8b)

�(0) = �0 dans 
: (2.8c)

Théorème 3.2 Soient f 2 L1(0; T ;H2
0 (
)), �0 2 H2

0 (
): Alors (2:8a) � (2:8c) admet

une solution unique � 2 C([0; T ] ;H2
0 (
)). De plus, on a

E(t) � c

(
E(0) +

�Z t

0

kfkL2(
) ds
�2)

(2.9)

Preuve. Puisque f 2 L1(0; T ;H2
0 (
)); on déduit du lemme précédent que le pro-

blème (2:8a)� (2:8c) admet une solution unique � 2 C([0; T ] ;H2
0 (
)): L�éstimation (2:9)

découle du fait que

�(t) = S(t)'0 +

Z t

0

S(t� �)f(�)d�

:

3.3 Une identité

L�identité suivante est considérée comme un moyen essentiel pour l�obtention des

estimations nécessaires dans la mise en place de la méthode HUM. On a la proposition

suivante.
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Proposition 3.1 Soit h(x; t) 2 C3
�
Q;Rn

�
un champ de vecteurs. Alors pour chaque

solution faible � de (2:8a) � (2:8c), c�est à dire pour chaque �0 2 H2
0 (
) et pour chaque

f 2 L1(0; T ;H2
0 (
)), on a l�identité suivante.

1

2

Z T

0

Z
�

h:� j��j2 d�dt = Re
Z T

0

Z



��:�h:r�dxdt+

Re

Z T

0

Z



��

 
2

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2�

@xi@xj

!
dxdt+

1

2

Z T

0

Z



��:�:�(div h) dxdt+

Z T

0

Z



��

 
nX

i;j=1

@�

@xi
:
@2hi
@xi@xj

!
dxdt� i

2

Z T

0

�:ht:r�dxdt+
i

2

�Z



�:h:r�dx
�T
0

+

+
i

2

Z T

0

Z



f:�: div hdxdt� Re
Z T

0

Z



f:h:r�dxdt: (2.10)

Preuve. On montre le résultat dans le cas d�une solution forte, c�est-à-dire qui cor-

respond à des données initiales �0 2 H6(
) \H2
0 (
) et f 2 L1(0; T ;H2

0 (
)) puis on

passe au cas de solution faible par des arguments de densité.

On multiplie l�équation (2:8a) par h:r�, on intègre sur Q et on prend la partie réelle.

Il vient que

Re

Z
Q

fh:r�dxdt = Re
�
i

Z
Q

�th:r�dxdt
�
+Re

Z
Q

(�2�)h:r�dxdt

= � Im
Z
Q

�th:r�dxdt+Re
Z
Q

(�2�)h:r�dxdt (2.11)

Calculons la première intégrale dans le côté droit de (2:11). On a

Z
Q

�th:r�dxdt =
�Z




�h:r�dx
�T
0

�
Z
Q

�ht:r�dxdt�
Z
Q

�h:r�tdxdt

Puisque � = 0 sur �, alors

Z
Q

�th:r�dxdt =
�Z




�h:r�dx
�T
0

�
Z
Q

�ht:r�dxdt+Z
Q

�th:r�dxdt+
Z
Q

�t� div hdxdt
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D�où

2i Im

Z
Q

�th:r�dxdt =
�Z




�h:r�dx
�T
0

�
Z
Q

�ht:r�dxdt+Z
Q

�t� div hdxdt

et donc

Im

Z
Q

�th:r�dxdt =
1

2
Im

�Z



�h:r�dx
�T
0

� 1
2
Im

Z
Q

�ht:r�dxdt+

1

2
Im

Z
Q

�t� div hdxdt

De (2:8a); on obtient

Im

Z
Q

�th:r�dxdt =
1

2
Im

�Z



�h:r�dx
�T
0

� 1
2
Im

Z
Q

�ht:r�dxdt+

1

2
Im

Z
Q

(�i�2� + if)� div hdxdt (2.12)

Mais

Z
Q

(�2�)� div hdxdt =Z
�

@(��)

@�
�divhd�dt�

Z
Q

r��:r�(divh)dQ

�
Z
Q

r��:r(divh)�dQ =Z
�

@(��)

@�
�divhd�dt�

Z
�

��(divh)r�:�d�

+

Z
Q

j��j2 divhdQ+
Z
Q

(��)r�:r(divh)dQ

�
Z
�

���r(divh):�d� +
Z
Q

����(divh)dQ+Z
Q

��r(divh):r�dQ
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Des conditions aux limites (2:8b); on a

Z
Q

(�2�)� div hdxdt =

Z
Q

j��j2 divhdQ+
Z
Q

(��)r�:r(divh)dQ+Z
Q

����(divh)dQ+

Z
Q

��r(divh):r�dQ (2.13)

Insérons (2:13) dans (2:12); on obtient

Im

Z
Q

�th:r�dxdt =
1

2
Im

�Z



�h:r�dx
�T
0

� 1
2
Im

Z
Q

�ht:r�dxdt�

1

2
Re

Z
Q

j��j2 divhdQ� 1
2
Re

Z
Q

(��)r�:r(divh)dQ�

1

2
Re

Z
Q

����(divh)dQ� 1
2
Re

Z
Q

��r(divh):r�dQ+

1

2
Re

Z
Q

f� div hdxdt (2.14)

Maintenant, explicitons l�intégrale Re
R
Q
�2�h:r�dxdt

Du théorème de Green, on a

Z
Q

�2�h:r�dxdt =
Z
�

@ (��)

@�
h:r�d�dt�

Z
Q

r(��):r
�
h:r�

�
dxdt (2.15)

Mais

r(��):r
�
h:r�

�
=

nX
i=1

@(��)

@xi

@

@xi
(
nX
j=1

hj
@�

@xj
)

=

nX
i=1

@(��)

@xi
(

nX
j=1

(
@hj
@xi

@�

@xj
+ hj

@2�

@xi@xj
)
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et donc

Z
Q

r(��):r
�
h:r�

�
dxdt

=

Z
Q

nX
i=1

@(��)

@xi
(

nX
j=1

(
@hj
@xi

@�

@xj
+ hj

@2�

@xi@xj
)dQ

=
nX
i=1

nX
j=1

Z
�

��(
@hj
@xi

@�

@xj
+ hj

@2�

@xi@xj
)�id��

nX
i=1

nX
j=1

Z
Q

��(
@2hj
@x2i

@�

@xj
+
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
+
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
+ hj

@3�

@x2i@xj
)

Par ailleurs des conditions aux limites (2:8b); on a

@2�

@xi@xj
�i =

@2�

@�2
�j et

@2�

@x2j
=

@2�

@�2
�2j sur �

D�où

Z
Q

r(��):r
�
h:r�

�
dxdt =

Z
�

j��j2 h:�d��
nX
j=1

Z
Q

��(�hj
@�

@xj
)dQ�

2
nX
i=1

nX
j=1

Z
Q

��(
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
)dQ�

nX
j=1

Z
Q

��(hj
@(��)

@xj
)dQ (2.16)

Combinant (2:15); (2:8b) et (2:16), on trouve

Z
Q

�2�h:r�dxdt = �
Z
�

j��j2 h:�d� +
nX
j=1

Z
Q

��(�hj
@�

@xj
)dQ+

2

nX
i=1

nX
j=1

Z
Q

��(
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
)dQ+

nX
j=1

Z
Q

��(hj
@(��)

@xj
)dQ (2.17)
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De (2:17); il résulte

Re

Z
Q

�2�h:r�dxdt = �
Z
�

j��j2 h:�d� + Re
nX
j=1

Z
Q

��(�hj
@�

@xj
)dQ+

2Re
nX
i=1

nX
j=1

Z
Q

��(
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
)dQ+Re

nX
j=1

Z
Q

��(hj
@(��)

@xj
)dQ

= �1
2

Z
�

j��j2 h:�d� + Re
nX
j=1

Z
Q

��(�hj
@�

@xj
)dQ+

2Re
nX
i=1

nX
j=1

Z
Q

��(
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
)� 1

2

Z
Q

j��j2 div hdxdt (2.18)

Reportant (2:14) et (2:18) dans (2:11); obtient

1

2

Z
�

j��j2 h:�d� = �1
2
Im

�Z



�h:r�dx
�T
0

+
1

2
Im

Z
Q

�ht:r�dxdt+

1

2
Re

Z
Q

j��j2 divhdQ+ 1
2
Re

Z
Q

(��)r�:r(divh)dQ+

1

2
Re

Z
Q

����(divh)dQ+
1

2
Re

Z
Q

��r(divh):r�dQ�

1

2
Re

Z
Q

f� div hdxdt+Re
nX
j=1

Z
Q

��(�hj
@�

@xj
)dQ+

2Re
nX
i=1

nX
j=1

Z
Q

��(
@hj
@xi

@2�

@xi@xj
)� 1

2

Z
Q

j��j2 div hd� Re
Z
Q

fh:r�dxdt

3.4 Inégalité directe

On établi à présent une majoration de la dérivée normale (inégalité directe).

Lemme 3.1 Soient f 2 L1(0; T ;H2
0 (
)) et �0 2 H2

0 (
): Alors pour chaque T > 0; la
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solution � de (2:8a)� (2:8c) véri�e

Z
�1

j��j2 d�dt � CT k�0k2H2
0 (
)

+ C 0T

�Z T

0

kfk2L2(
) dt
�2

(2.19)

où CT ; CT 0 sont deux constantes positives, et pour f = 0, on obtient l�inégalité suivante

dite inégalité directe Z
�1

j��j2 d�dt � CT k�0k2H2
0 (
)

(2.20)

Preuve. Pour avoir (2:19), on applique l�identité (2:10) avec le choix suivant du

multiplicateur h

h = � sur �

De plus, puisque h est de classe C3, alors il existe une constante Ch telle que

Ch =Max(jhj ; jrhj ; j�hj ; jdiv hj ; jr(div h)j ; j�(div h)j)

Par conséquent il vient que

1

2

Z
�1

j��j2 d�dt � Ch

Z T

0

k��kL2(
)


r�



L2(
)
dt+

2Ch

Z T

0

k��kL2(
)


��



L2(
)
dt+

1

2
Ch

Z T

0



��


L2(
)

k'kL2(
) dt

+Ch

Z T

0



��


L2(
)

kr�kL2(
) dt+
1

2
Ch

h
k�kL2(
)



r�


L2(
)

iT
0
+

1

2
Ch

Z T

0

kfkL2(
) k�kL2(
) dt+ Ch

Z T

0

kfkL2(
)


r�



L2(
)
dt:
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En utilisant l�inégalité de Young, on obtient

1

2

Z
�1

j��j2 d�dt � Ch

Z T

0

�
� k��k2L2(
) +

1

4"



r�

2
L2(
)

�
dt+ 2Ch

Z T

0

k��k2L2(
) dt+

1

2
Ch

Z T

0

�
"


��

2

L2(
)
+
1

4"
k�k2L2(
)

�
+ Ch

Z T

0

�
"


��

2

L2(
)
+
1

4"
kr�k2L2(
)

�
dt+

1

2
Ch

�
"
�
k�( T )k2L2(
) + k�(0)k

2
L2(
)

�
+
1

4"

�


r�(T )


2
L2(
)

+



r�(0)


2

L2(
)

��
+

1

2
Ch

Z T

0

�
" k�k2L2(
) +

1

4"
kfk2L2(
)

�
dt+ Ch

Z T

0

�
"


r�

2

L2(
)
+
1

4"
kfk2L2(
)

�
dt

et en tenant compte des inégalités de Poincaré suivantes

k'k2L2(
) � �1 k�'k
2
L2(
) 8' 2 H2

0 (
) avec �1 > 0;

kr'k2L2(
) � �2 k�'k
2
L2(
) 8' 2 H2

0 (
) avec �2 > 0:

On obtient, aprés simpli�cation,

1

2

Z
�1

j��j2 d�dt � K1

Z T

0

k��k2L2(
) dt+K2E(0) +K3

Z T

0

kfk2L2(
) dt:

où

K1 = Ch

��
5"

2
+ 2

�
+
�1
4

�
1

2"
+ 2"

�
+ �2

�
1

2"
+ "

��
;

K2 = Ch

�
"�1 +

�2
4"

�
;

K3 =
3Ch
8"

De (2:9) et du fait que

Z T

0

kfkL2(
) dt � T 1=2
�Z T

0

kfk2L2(
) dt
�1=2
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on a

1

2

Z
�1

j��j2 d�dt

� K1

Z T

0

C

(
E(0) +

�Z T

0

kfkL2(
) dt
�2)

dt+K2E(0) +K3

Z T

0

kfk2L2(
) dt

� (K1TC +K2)E(0) +
�
K3 + T 2K1C

��Z T

0

kfk2L2(
) dt
�2

Cette inégalité, peut être réecrite comme suit

1

2

Z
�1

j��j2 d�dt � CTE(0) + C 0T

�Z T

0

kfk2L2(
)
�2

où

CT = K1:C:T +K2; C
0
T = K1:C:T

2 +K3

et pour f = 0; on trouve (2:20):

3.5 Estimation d�observabilité ou inégalité inverse

Dans ce paragraphe, on établit une deuxième estimation (estimation d�observabilité

ou bien inégalité inverse) en utilisant le multiplicateur h dé�ni par

h(x) = x� x0; où x0 2 Rn

tel que

h(x):�(x) � 0 sur �0;

h(x):�(x) > 0 sur �1:
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Pour ce champ de vecteurs, on a

div h(x) = n;

@hi(x)

@xj
=

8<: 1 si i = j

0 si i 6= j
;

�h = 0

On a le résultat suivant.

Lemme 3.2 Pour chaque T > 0, il existe une constante C = CT > 0 telle que

k'0k
2
H2
0 (
)

� CT

Z
�1

j�'j2 d�dt (2.21)

pour chaque solution ' du problème (2:4a)� (2:4c) avec '0 2 H2
0 (
):

Preuve. On reécrit l�identité (2:10) avec f = 0 et avec le multiplicateur h dé�ni

comme ci-dessus, on obtient

Z
�

j�'j2 h:�d�dt = 2
Z
Q

j�'j2 dxdt+ i

�Z



':h:r'dx
�T
0

:

On prend la partie réelle

Z
�

j�'j2 h:�d�dt = 2
Z
Q

j�'j2 dxdt� Im
�Z




':h:r'dx
�T
0

= 4T k'0k
2
H2
0 (
)

� Im
�Z




':h:r'dx
�T
0
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En utilisant l�inégalité de Young, il résulte�����Im
�Z




'h:r'dx
�T
0

����� � Chf"
h
k'(T )k2L2(
) + k'(0)k

2
L2(
)

i
+

1

4"

�


r'(T )


2
L2(
)

+



r'(0)


2

L2(
)

�
g

� 2"Ch k'(0)k2L2(
) +
Ch
4"
kjr'jk2C(0;T ;L2(
))

Donc

4T k'0k
2
H2
0 (
)

�
Z
�1

j�'j2 h:�d�dt+ 2"Ch k'(0)k2L2(
) +
Ch
4"
kjr'jk2C([0;T ] ; L2(
))

�Mh

Z
�1

j�'j2 d�dt+ 2"Ch k'(0)k2L2(
) +
Ch
4"
kjr'jk2C([0;T ] ; L2(
)) (2.22)

Pour la démonstration de l�inégalité (2:21) il su¢ t de prouver les estimations suivantes

k'(0)k2L2(
) = k'0k
2
L2(
) � C

Z
�1

j�'j2 d�dt (2.23)

kjr'jk2C([0;T ]:L2(
)) � C

Z
Q

j�'j2 d�dt : (2.24)

On montre seulement l�inégalité (2:24) puisque l�inégalité (2:23) s�obtient directement de

l�inégalité de Poincaré. Si l�inégalité (2:24) n�est pas satisfaite, alors il existe une suite de

solutions f'ngn2N pour le problème (2:4a)� (2:4c) telle que

kjr'njkC([0;T ];L2(
)) = 1 8n 2 N; (2.25)Z
�1

j�'nj
2 d�dt �! 0 quand n �!1: (2.26)

Puisque 'n satisfait (2:22); il résulte que 'n0 est uniformément borné dans H
2
0 (
); donc

il existe une sous-suite encore notée f'n0g telle que

'n0 ! e'0
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Soit e'(t) la solution du problème (2:4a)� (2:4c) correspondante à la donnée initiale e'0;
alors

'n(t)! e'(t) faiblement étoilé dans L1(0; T ;H2
0 (
))

et la suite 'n(t) est uniformément borné dans L
1(0; T ;H2

0 (
)): De la compacité de

l�injection H1
0 (
) � H2

0 (
); on conlcut que

'n(t)! e'(t) fortement dans L1(0; T ;H1
0 (
))

et de (2:25); on a

kjre'jkC([0;T ];L2(
)) = 1
En plus de (2:26); on trouve

�e' = 0 on �1

e' est alors solution du problème
i e't +�2e' = 0 dans Q;

e' = @e'
@�

= 0 sur �; (2.27)

�e' = 0 sur �1:

Il en résult alors de l�unicité de la solution du problème (2:27) que e' = 0 dans Q: Ce

qui conredit que kjre'jkC([0;T ];L2(
)) = 1: Ceci met �n à la démonstraion de (2:24).
En tenant compte de (2:23) et de (2:24), alors (2:21) est une conséquence de (2:22).
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3.6 Existence et régularité de solution du problème

(2:3a)� (2:3e)

Dans cette section, on s�interesse à une notion de solutions faibles du problème (2:3a)�

(2:3e) à laquelle on aura besoin par la suite. Ces solutions sont obtenues par transposition

à partir des résultats précédents.

Plus précisement, on multiplie les deux membres de l�équation (2:3a) par une fonction

� solution du problème (2:8a)� (2:8c) avec la condition �( T ) = 0 et on intègre sur Q,

on obtient

i

Z
Q

yt:�dxdt+

Z
Q

(�2y)�dxdt = 0

On intègre par partie par rapport à la variable t le premier terme et on utilise la

formule de Green pour le second, il vient que

Z
Q

y
�
�i�t +�2�

�
dxdt+ i

�Z



y�dx

�T
0

+

Z
�

@y

@�
��d�dt = 0

où Z
Q

y:fdxdt� i

Z



y(0)�(0)dx+

Z
�

���d� = 0

Ainsi, on peut énoncer la dé�nition suivante pour la solution faible du problème

(2:3a)� (2:3b) avec la condition initiale y0 2 H�2(
):

Dé�nition 3.1 On dit que y 2 L1(0; T ;H�2(
)) est une solution de (2:3a) � (2:3e)

au sens de transposition si et seulement si

Z T

0

hy(t); f(t)iH�2(
)�H2
0 (
)

dt� i hy(0); �(0)iH�2(
)�H2
0 (
)

+

Z
�

���d� = 0 (2.28)

pour chaque f 2 L1(0; T ;H2
0 (
)), où � = �(x; t) est la solution du problème (2:8a) �

(2:8c) avec �(T ) = 0:

Cette dé�nition est justi�ée par le théorème suivant.
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Théorème 3.3 Etant donné u 2 L2(�). Alors il existe une solution unique

y 2 C ([0; T ] ;H�2(
)) au sens de transposition pour le problème (2:3a)� (2:3e) avec

une condition initiale y0 2 H�2(
): De plus, l�application � 7�! y est linéaire et continue

de L2(�) dans C ([0; T ] ;H�2(
)).

Preuve. Sans perte de généralité, on suppose que y0 = 0: Ceci est due à la réversibilité

du système (2:3a)�(2:3e) par rapport à la variable de temps t. Premièrement, on multiplie

l�équation (2:8a) par �, on intègre sur Q et on prend la partie réelle, on obtient

Z
Q

j��j2 dxdt = Re
Z
Q

f�dxdt

et par la suite

k�(t)kH2
0 (
)

� kfkL1(0; T ; H2
0 (
))

; (2.29)

On applique l�identité (2:10) avec le champ de vecteurs h = � sur � et on substitue

l�estimation 2:29 dans l�inégalité 2:20, on trouve

k��kL2(�) � C kfkL1(0;T ; H2
0 (
))

De cette dernière, il en résulte����ReZ
�

u��d�

���� � kukL2(�) k��kL2(�) � C kukL2(�) kfkL1(0; T ; H2
0 (
))

(2.30)

Ce qui signi�e que l�application

f 7�! Re

Z
�

u��d�

est linéaire et continue de L1(0; T ;H2
0 (
)) dans R: Par conséquent, il existe un unique

y 2 L1(0; T ;H�2(
)) qui satisfait 2:29: De 2:29 et l�estimation 2:30, on a

kykL1(0;T ;H�2(
)) � c kukL2(�) (2.31)
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Ce qui implique que l�application u 7�! y est continue de L2(�) sur L1(0; T ;H�2(
)):

De plus, y 2 C([0; T ] ;H�2(
)):

En e¤et, on considère une suite de contrôles fungn2N � D(0; T ;C3(�)) telle que

un �! u fortement dans L2(�) (2.32)

Soit yn la solution de (2:3a)� (2:3e) correspondante à la condition frontière un: Puisque

un est régulier, yn 2 C([0; T ] ;H�2(
)): D�aprés 2:31 et 2:32, yn �! y 2 L1(0; T

;H�2(
)):Puisque C ([0; T ] ;H�2(
)) est un sous espace fermé de L1(0; T ;H�2(
)), alors

y 2 C ([0; T ] ;H�2(
)) :

3.7 Résultat de contrôlabilité exacte

Le résultat de la contrôlabilité exacte du problème (2:3a)�(2:3e) est énoncé ci-dessous.

Théorème 3.4 Soit 
 un domaine borné de Rn(n � 2) de frontière � = @
 de classe

C3: Soit T > 0: Alors, pour chaque donnée initiale y0 2 H�2(
), il existe un contrôle

u 2 L2(�1) tel que la solution y = y(x; t; �) du problème (2:3) satisfait la condition y( T

) = 0. dans 
:

Preuve. Pour la démonstration de ce théorème, on utilise la méthode HUM. On

procède en plusieurs étapes

Etape 1 : On résout le problème homogène

i't +�
2' = 0 dans Q;

' =
@'

@�
= 0 sur �;

'(0) = '0 dans 
:

avec '0 2 H2
0 (
): D�aprés le premier paragraphe, le problème (2:4a) � (2:4c) admet

une solution unique ' 2 C ([0; T ] ;H2
0 (
)) : Du lemme 3:2; on a le résultat de régularité

55



suivant

k�'kL2(�1) � CT k'0kH2
0 (
)

Cette inégalité traduit le fait que l�application '0 �! �' se prolonge en une application

linéaire continue de H2
0 (
) sur L

2(�1):

Etape 2 : On considère le problème rétrograde non-homogène

i t +�
2 = 0 dans Q; (2.33a)

 = 0 sur �; (2.33b)

@ 

@�
=

8<: �' sur �1

0 sur �0
; (2.33c)

 (T ) = 0 dans 
: (2.33d)

Le changement de variable de t en (T � t) ; nous permet de déduire du théorème 3.1

que le problème (2.33) admet une solution unique au sens de transposition avec  2

C ([0; T ] ;H�2(
)): Donc  (0) est bien dé�nie dans H�2(
) et ceci pour chaque choix de

'0: On dé�nit alors pour '0 2 H2
0 (
) l�operateur � par

�'0 = i (0)

On montre que � est un operateur linéaire continue de H2
0 (
) dans (son dual) H

�2(
):

En e¤et, on considère une autre donnée initiale e'0 2 H2
0 (
): On multiplie (2:33a) par e'

et on intégre sur Q, on obtient

h�i (0); e'0iH�2(
)�H2
0 (
)

++

Z
�1

�'�e'd� = 0
et en particulier

h�'0; '0iH�2(
)�H2
0 (
)

=

Z
�1

j�'j2 d�
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D�aprés le lemme 3.2, il est clair que la forme bilinéaire

'0; e'0 2 H2
0 (
) �! h�'0;f'0iH�2(
)�H2

0 (
)

est coercive. Donc, d�aprés le théorème de Lax-Milgram,

8y0 2 H�2(
);9'0 2 H2
0 (
) tel que �'0 = iy(0):

Soient y(:) et  (:) les solutions correspondantes à  (0) = y(0): De l�unicité de la solution

y =  .

Donc y( T ) = 0 dans 
 et le contrôle u 2 L2(�1) est donné par u = �' 2 L2(�1),

où ' est la solution du problème (2:4) avec la donnée initiale '0 = �
�1(iy(0)):

3.8 Contrôle optimal

En admettant que le système (2.3) est exactement contrôlable à l�instant T > 0, on

cherche à caratériser le contrôle qui soit de norme minimale. Cela conduit à considérer le

problème de contrôle optimal suivant

(PC) Inf�2Uad

�
J(�) =

1

2

Z T

0

k�(t)k2L2(�) dt
�
:

où Uad est l�ensemble des contrôles admissibles dé�nis par

Uad =
�
� 2 L2(�) tel que on a : (2.3) et y( T ) = 0

	
Du théorème 3:4, on déduit que Uad 6= ?. Ce qui implique que le problème (PC) a un

sens.

La question naturelle étant alors la suivante, le problème (PC) admet une solution

unique u 2 Uad. Peut-on caractériser cette solution par un système d�optimalité et obtenir
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ainsi un contrôle de norme minimale qui conduit la solution y à la condition y( T ) = 0

dans 
 .

Pour chercher le système d�optimalité ( S.O.), on utilise la méthode des multiplicateurs

de Lagrange. On introduit tout d�abord la fonction de Lagrange

L(y; �; p) =
1

2

Z T

0

k�(t)k2L2(�) dt�
Z
Q

p(t)(iyt +�2y)dxdt

qu�on peut écrire, aprés intégration par parties, comme suit

L(y; �; p) =
1

2

Z T

0

k�(t)k2L2(�) dt+ i

�Z



p(t)y(t)dx

�T
0

� i

Z
Q

pt(t)y(t)dxdt�Z
�

p(t)
@(�y(t))

@�
d�dt+

Z
�

@p(t)

@�
�y(t)d�dt�

Z
Q

�p(t)
@y(t)

@�
d�dt+Z

Q

@ (�p(t))

@�
y(t)d�dt�

Z
Q

�2p(t)y(t)dxdt:

En introduisant le crochet de dualité hp(t); y(t)iH2
0 (
)�H�2(
) et en rappelant la condi-

tion au bord @y
@�
= � sur �1, on a

L(y; �; p) =
1

2

Z T

0

k�(t)k2L2(�) dt+ hp(T );�iy(T )iH2
0 (
)�H�2(
) �

hp(0);�iy(0)iH2
0 (
)�H�2(
) �

Z
Q

�
ipt +�

2p
�
ydxdt�

Z
�

�p(t)�(t)d�dt

Les conditions nécessaires d�optimalité du premier ordre pour le problème de contrôle

optimal (PC) sont alors

rpL(y; u; p) = 0; (2.34a)

ryL(y; u; p) = 0; (2.34b)

r�L(y; u; p)(� � u) � 0;8� 2 Uadetu 2 Uad: (2.34c)

L�équation (2:34a) signi�e que l�équation d�état (2.3) est satisfaite.
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Une évaluation de (2:34b) montre que p est solution du système adjoint suivant

ipt +�
2p = 0 dans Q;

p =
@p

@�
= 0 sur �;

p(T ) = p0; p(0) = 0 dans 
:

L�inégalité (2:34c) est équivalente à l�inégalité variationnelle

Z
�1

(u��p) (� � u) d�dt � 0;8u 2 Uad; � 2 Uad:

Pour �0 = ?, le contrôle optimal est donné par

u = �p sur �1

où p désigne la solution du problème adjoint au problème homogène (2.4).
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Chapitre 4

Stabilisation de l�équation de

Schrödinger de quatrième ordre avec

un feedback frontière de type

Newmann.

4.1 Introduction

Soit 
 un domaine borné de Rn (n � 2) ayant une frontière su¢ samment régulière �

de classe C3 et soit f�0;�1g une partition de � = @
 telle que : � = �0[�1;�0\�1 = ?

avec �1 6= ?:

On considère dans 
 un système gouverné par l�equation de Schrödinger de quatrième
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ordre en y(x; t)

iyt +�
2y = 0 dans Q = 
� (0;+1); (3.1a)

y(x; 0) = y0 dans 
; (3.1b)

y = 0 sur � = �� (0;+1); (3.1c)

@y

@�
= 0 sur �1 = �0 � (0;+1); (3.1d)

@y

@�
= u sur �0 = �1 � (0;+1): (3.1e)

où : - u désigne la fonction de contrôle avec u 2 L2((0;+1);L2(�1)) = L2(�1)

- � désigne le vecteur normal unitaire orienté vers l�exterieur de 
 au point

x 2 �:

- @
@�
désigne l�operateur de dérivation dans la direction normale.

Le but de ce chapitre est l�étude du problème de la stabilisation uniforme pour le

système (3:1a) � (3:1e) via un operateur de feedback frontière linéaire approprié basé

sur la position y, telle que la fonction de feedback frontière u une fois insérée dans la

condition au bord (3:1e) produit un C0�semi-groupe qui décroit exponentiellement vers

zéro lorsque t �! +1 au sens de la topologie uniforme de l�espace des operateurs L(Z):

En raison des résultats de régularité et de contrôlabilité exacte du problème (3:1a)�

(3:1e) établis récemment dans [52]; l�espace approprié pour l�étude de la stabilisation du

problème (3:1a)� (3:1e) est l�espace Z = H�2(
) = D(A
1
2 )0 où A : D(A) � Z �! Z est

un operateur positif auto-adjoint induit par la forme sésquilinéaire a(:; :) donnée par :

hA'; iH�2(
)�H2
0 (
)

= a(';  ) =
R



�'(x)� (x)dx 8';  2 H2
0 (
):

Selon le théorème de Lax-Milgram (voir par exemple [12]), A est un isomorphisme

canonique de D(A) = H2
0 (
) sur Z = H�2(
):

Si on introduit �2 : H4(
) \H2
0 (
) �! L2(
);alors il est facile de montrer que

Af = �2f pour f 2 H4(
) \ H2
0 (
) et que A

�1g = (�2)�1g pour g 2 L2(
): Par

61



conséquent A est une extension du bi-Laplacien �2 à l�éspace H2
0 (
):

Il est bien connu que D(A
1
2 ) = L2(
) (voir [25], [26]) et que A

1
2 est un isomorphisme

canonique de L2(
) sur Z = H�2(
):

De plus, les relations d�équivalence des normes suivantes sont satisfaites : k'kD(A�) =

kA�'kL2(
) et k'kD(A�)0 = kA��'kL2(
) pour tout � � 0, où D(A�)0 est le dual de D(A�)

par rapport à l�espace pivot.

La fonction d�énergie E(t) associée à la solution y = y(x; t) du problème (3:1a)�(3:1e)

au temps t est dé�nie par

E(t) =
1

2
ky(t)k2H�2(
)

=
1

2
ky(t)k2

D(A
1
2 )0

=
1

2




A� 1
2y(t)




2
L2(
)

: (3.2)

4.2 Choix du contrôle feedback

On cherche un contrôle u qui garantie au moins que dE
dt
� 0.

En e¤et par dérivation formelle de la fonction énergie E(t) par rapport à t, on obtient

dE

dt
(t) =

1

2

d

dt




A� 1
2y(t)




2
L2(
)

=
1

2

d

dt

D
A�

1
2y(t); A�

1
2y(t)

E



=
1

2

nD
A�

1
2yt; A

� 1
2y
E
+
D
A�

1
2y; A�

1
2yt

Eo
= Re

D
A�

1
2yt; A

� 1
2y
E
= Re



yt; A

�1y
�
= Re



i�2y; A�1y

�

De la formule de Green, on a
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dE

dt
(t) = Re if

Z
�

@�y

@�
A�1yd��

Z
�

�y
@

@�
(A�1y)d� +

Z
�

@y

@�
�(A�1y)d�

�
Z
�

y
@

@�
(�(A�1y))d� +

Z



y�2(A�1y)d
g

Puisque y 2 H�2(
) donc A�1y 2 H2
0 (
); et par conséquent

A�1y =
@

@�
(A�1y) = 0 sur �;

De plus comme y = 0 sur �; on déduit que

dE

dt
(t) = Re

�
i

Z
�

@y

@�
�(A�1y)d� + i

Z



jyj2 d

�
= Re

�
i

Z
�1

@y

@�
�(A�1y)d�

�

Par conséquent, en choisissant

u = i�(A�1y) (3.3)

on obtient

dE

dt
(t) = �kuk2L2(�1) = �

Z
�1



�(A�1y)

2 d� � 0:
On exprime le contrôle u en fonction de l�operateur de Green G qui agit de la frontière

� à l�intérieur du domaine 
. Plus précisément, soit G l�application dé�nie par :

Gu = y ()

8>>>>>><>>>>>>:

�2y = 0 dans 
;

y = 0 sur ;
@y
@�
= 0 sur �0;

@y
@�
= u sur �1:

9>>>>>>=>>>>>>;
En utilisant la théorie elliptique (voir [33], [40] ), on déduit que
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G : Hs(�1) �! Hs+ 3
2 (
)

est continue pour tout s 2 R, ce qui implique que G est fermé.

En particulier pour s = 0 on a

G : continue de L2(�1) �! H
3
2 (
):

Par conséquent, on obtient par dualité que l�operateur adjoint G�est dé�nie par :

G� : continue de H� 3
2 (
) �! H0(�1) = L2(�):

Le lemme suivant détermine explicitement l�operateur G�:

Lemme 4.1 (voir [?]) Soit G� : L2(�1) �! L2(
) l�opérateur adjoint de G;dont le sense

hGu; �i
 = hu;G��i�1 ;8u 2 L
2(�1); � 2 L2(
)

de G: Alors

G�A� = ��� j�1 pour � 2 D(A) (3.4)

De (3:3) et (3:4), on a

u = �iG�y sur �1: (3.5)

En utilisant maintenant des techniques comme dans ([5], [24], [42]), le problème

(3:1a) � (3:2) peut ètre modélisé comme équation du premier ordre sous forme ad-

ditive

yt = iAy � iAGu dans D(A)0

En vertu de (3:1a) � (3:2) et du lemme 4.1, le système de feedback qui en résulte
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s�écrit sous la forme

iyt +�
2y = 0 dans Q; (3.6a)

y(x; 0) = y0 dans 
; (3.6b)

y = 0 sur �; (3.6c)

@y

@�
= 0 sur �1; (3.6d)

@y

@�
= i�(A�1y) sur �1: (3.6e)

4.3 Bonne position du système (3:6a)-(3:6e)

Le système (3:6a)-(3:6e) peut ètre reformulé sous la forme d�un problème de Cauchy

abstrait du premier ordre comme suit :

8<: yt = AFy dans D(A)0

y(x; 0) = y0(x) y0 2 D(A
1
2 )0 = H�2(
)

(3.7)

où AF = iA� AGG� avec D(AF ) = fy 2 Z = H�2(
);AFy 2 Z = H�2(
)g :

Théorème 4.1 Pour chaque donnée initiale y0 2 D(A
1
2 )0 = H�2(
), il existe une

solution unique y 2 C((0;+1);Z) pour le système (3.7). De plus, si y0 2 D(AF ), alors

y 2 C((0;+1);D(AF )) \ C1((0;+1);Z):

Preuve. Daprés le théorème de Lumeur-Phillips, il su¢ t de montrer que l�operateur

AF est maximal dissipatif sur l�espace des états Z = H�2(
): Ce qui revient alors à

montrer les deux assertions suivantes

i)8y 2 D(AF ) on a : Re hAFy; yiH�2(
) � 0 :

ii) 8f 2 Z = H�2(
);9y 2 D(AF ) tel que : (�I � AF )y = f:
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En e¤et ;

i) On a pour tout y 2 D(AF )

Re hAFy; yiH�2(
) = Re hAFy; yiD(A 1
2 )0

= Re h(iA� AGG�)y; yi
D(A

1
2 )0

= Re hiAy; yi
D(A

1
2 )0
� Re hAGG�y; yi

D(A
1
2 )0

= �Re hAGG�y; yi
D(A

1
2 )0

= �Re kG�yk2L2(�1) � 0;

ii) On montre maintenant que �I � AF est surjectif pour un certain � > 0:

Soit f 2 Z = H�2(
); on détermine y 2 D(AF ) tel que (�I � AF )y = f , ou bien

�y � iAy � AGG�y = f .

Pour cela, on utilise le crochet de dualité h.,.iH�2(
)�H2
0 (
)

avec � 2 H2
0 (
), on a

� hy; �iH�2(
)�H2
0 (
)

� i hAy; �iH�2(
)�H2
0 (
)

+ hAGG�y; �iH�2(
)�H2
0 (
)

= hf; �iH�2(
)�H2
0 (
)

:

Comme H�2(
) = D(A
1
2 )0et H2

0 (
) = D(A
1
2 ), on obtient

� hy; �i
D(A

1
2 )0�D(A

1
2 )
�i hAy; �i

D(A
1
2 )0�D(A

1
2 )
+hAGG�y; �i

D(A
1
2 )0�D(A

1
2 )
= hf; �i

D(A
1
2 )0�D(A

1
2 )
:

Ce qui implique que

�
D
A�

1
2y; A

1
2�
E
L2(
)�L2(
)

� i
D
A�

1
2Ay;A

1
2�
E
L2(
)�L2(
)

+
D
A�

1
2AGG�y; A

1
2�
E
L2(
)�L2(
)

= hf; �i
D(A

1
2 )0�D(A

1
2 )

où bien

� hy; �iL2(
) � i hAy; �iL2(
) +
D
A

1
2GG�y; A

1
2�
E
L2(
)

= hf; �i
D(A

1
2 )0�D(A

1
2 )

66



Mais comme GG�y 2 H2
0 (
), alors

hAGG�y; �iH�2(
)�H2
0 (
)

=
D
A

1
2GG�y; A

1
2�
E
L2(
)

= hGG�y; �i
H2
0 (
)=D(A

1
2 )
= hG�y;G��iL2(�1)

D�où

� hy; �iL2(
) � i hAy; �iL2(
) + hG�y;G��iL2(�1) = hf; �iD(A 1
2 )0�D(A

1
2 )
: (3.8)

En utilisant la formule de Green, on déduit que

hAy; �iL2(
) =
R



(Ay)�d
 =

Z



(�2y)�d
 =

Z
�

@(�y)

@�
�d��

Z
�

�y
@�

@�
d�

+

Z



�y��d
 (3.9)

En reportant (3:9) dans (3:8), on obtient

� hy; �iL2(
) � i h�y;��iL2(
) + hG�y;G��iL2(�) = hf; �iD(A 1
2 )0�D(A

1
2 )

En multipliant les deux membres de l�équation de ci-dessus par 1 + i; on trouve

a(y; �) = l(�)

où

a(y; �) = (1 + i)
n
� hy; �iL2(
) � i h�y;��iL2(
) + hG�y;G��iL2(�1)

o
et

l(�) = (1 + i) hf; �i
D(A

1
2 )0�D(A

1
2 )

Il est clair que la forme a(y; �) est une forme sésquilinéaire continue et coercive sur

l�espace D(A
1
2 ) = H2

0 (
):
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En e¤et, on a

ja(y; �)j =
���(1 + i)n� hy; �iL2(
) � i h�y;��iL2(
) + hG�y;G��iL2(�1)

o���
�

p
2
n
� kykL2(
) k�kL2(
) + k�ykL2(
) k��kL2(
) + kG�ykL2(�1) kG

��kL2(�1)
o

� C kykH2
0 (
)

k�kH2
0 (
)

:

D�autre part, pour y = � 2 H2
0 (
), on a

Re a(�; �) = Re
n
(1 + i)

n
� h�; �iL2(
) � i h��;��iL2(
) + hG��;G��iL2(�1)

oo
= � k�k2L2(
) + k��k

2
L2(
) + kG��k

2
L2(�1)

= � k�k2L2(
) + k�k
2
H2
0 (
)

+ kG��k2L2(�1)

� k�k2H2
0 (
)

:

De plus la forme linéaire l est continue. En e¤et

jl(�)j =
���(1 + i) hf; �i

D(A
1
2 )0�D(A

1
2 )

��� � p2 kfkH�2(
) k�kH2
0 (
)

� Cf k�kH2
0 (
)

:

Donc d�aprés le théorème de Lax-Milgram, il existe un unique élément y 2 H�2(
) tel

que

a(y; �) = l(�)

pour tout � 2 H2
0 (
):

Proposition 4.1 Supposons que y0 2 Z. Alors la solution de (3:6a)� (3:6e) satisfait

E(T )� E(0) = �kG�yk2L2(0;T :L2(�1) ) (3.10)

D�où on a Z +1

0

Z
�1

�
@y

@�

�2
d�dt =

Z +1

0

kG�yk2L2(�1) dt � E(0) (3.11)

.
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Preuve. Tout d�abord, on suppose que y0 2 D(AF ): Alors l�énergie E(t) est di¤éren-

tiable et on a

1

2

d

dt
E(t) =

1

2

d

dt
hy(t); y(t)i

D(A
1
2 )0

=
1

2

d

dt



eAF ty0; e

AF ty0
�
D(A

1
2 )0

= Re


AF e

AF ty0; e
AF ty0

�
D(A

1
2 )0

= �kG�y(t)kL2(�1) :

Intégration de 0 à T; nous donne

E(T )� E(0) = �
Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt

D�où Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt � E(0)

et par conséquent Z +1

0

kG�yk2L2(�1) dt � E(0)

Puisque D(AF ) est dense dans Z; l�inégalité (3:11) reste vraie pour tout y0 2 Z:

4.4 Résultat de stabilisation exponentielle

Notre objectif dans ce paragraphe est d�étudier le problème de la stabilité exponen-

tielle pour le système en boucle fermée (3:6a)� (3:6e):

Le résultat principal est fournie par le théorème suivant.

Théorème 4.2 Supposons qu�il existe un champ de vecteur h(x) 2
�
C3(
)

�n
tel que

(H1) h(x):�(x) � 0 sur �0:
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Alors, il existe des constantes positives M et � telle que pour chaque donnée initiale y0 2

Z = H�2(
), la solution correspondante du système (3:6a)� (3:6e) satisfait l�éstimation

suivante

E(t) �Me��tE(0); 8t � 0:

Preuve. Un changement de variable y �! p

En réference à l�énergie E(t) du problème (3:6a)� (3:6e), notre tâche est de montrer

qu�il existe d�un temps 0 < T <1 tel que

E(T ) � rE(0); r < 1; pour tout y0 2 Z: (3.12)

ou bien 

eAFT


$(Z)

< 1

et d�aprés laquelle la décroissance exponentielle uniforme est établie. Comme d�habitude,

il su¢ t de montrer l�estimation (3:12) pour y0 2 D(AF ) et d�étendre ensuite le résultat

par l�argument de continuité à tout y0 2 Z.

On suppose donc que y0 2 D(AF ) et en adaptant alors aux circonstances actuelles les

idées de ??. On introduit une nouvelle variable notée p par

p = A�1y 2 D(A 1
2 ) = H2

0 (
)

où la régularité indiquée est une conséquence du théorème 4.1. On obtient alors le système

suivant

pt � i�2p = F dans Q; (3.13a)

p =
@p

@�
= 0 sur �; (3.13b)

p(0) = A�1y0 dans 
: (3.13c)
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où

F = �GG�Ap

On a la relation

kp(t)k2
D(A

1
2 )
= ky(t)k2

D(A
1
2 )0

Une identité pour le p�problème

On établi une une identité pour le p� problème qui nous permettra d�obtenir par la

suite des éstimations a priori nécessaires pour la réalisation de l�inégalité (3:12):

Proposition 4.2 Soit h(:) un champ de vecteurs dans
�
C3(
)

�n
et soit p0 2 D(A

1
2 ):

Alors la solution p du problème (3:13a)� (3:13c) satisfait l�identité suivante

1

2

Z
�

(�p)2h:�d� = 2Re

Z
Q

�p

 
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2p

@xi:@xj

!
dQ+

Re

Z
Q

�p

 
nX

i;j=1

@2hi
@2xj

:
@p

@xi

!
dQ+

Z
Q

�p

 
nX

i;j=1

@p

@xj
:
@2hi

@xi:@xj

!
dQ+

1

2

Z
Q

�p:p:�(div h)dQ+
i

2

�Z



p:h:rpdx
�T
0

+ Im

Z
Q

FhrpdQ+

i

2

Z
Q

F :p div hdQ: (3.2) (3.14)

Preuve. Multipliant des deux membres de l�équation (3:13a) par hrp, intégrant par

parties sur Q et prenant la partie imaginaire on obtient

Im

Z
Q

pthrpdQ� Re
Z
Q

(�2p)h:rpdQ = Im
Z
Q

Fh:rpdQ (3.15)

Calculons chaque terme de l�identité (3:15)

Terme Im
R
Q
pt:hrpdQ;

En intégrant par parties par rapport à t et en appliquant la formule de divergence,
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on obtient en tenant compte des conditions aux limites (3:13b)

Z
Q

pth:rpdQ =
�Z




ph:rpdx
�T
0

�
Z T

0

Z



ph:rptdQ

=

�Z



ph:rpdx
�T
0

+

Z
Q

pth:rpdQ+
Z
Q

ptp div hdQ

De (3:13a), on déduit que

Z
Q

pt:hrpdQ =
�Z




phrpdx
�T
0

+

Z
Q

pthrpd
� i

Z
Q

�2p:p div hdQ+Z
Q

F :p div hdQ:

D�où

Z
Q

pt:hrpdQ�
Z
Q

pthrpd
 =
�Z




phrpdx
�T
0

� i

Z
Q

�2p:p div hdQ+

Z
Q

F :p div hdQ:

et par conséquent

2 Im

Z
Q

pt:hrpdQ = Im
�Z




phrpdx
�T
0

� Re
Z
Q

(�2p)p div hdQ+

Im

Z
Q

F :p div hdQ (3.16)

De la formule de Green et des conditions aux limites (3:13a), on a

Z
Q

(�2p)p div hdQ =

Z
Q

�p:�(p div h)dQ

=

Z
Q

j�pj2 div hdQ+
Z
Q

(�p)p�(div h)dQ+ 2

Z
Q

�prp:r div hdQ: (3.17)
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Insérant (3:17) dans (3:16), on obtient

2 Im

Z
Q

pt:hrpdQ = Im
�Z




phrpdx
�T
0

�
Z
Q

j�pj2 div hdQ�

Re

Z
Q

(�p)p�(div h)dQ� 2Re
Z
Q

�prp:r div hdQ+

Im

Z
Q

F :p div hdQ (3.18)

Terme Re
R
Q
�2p:hrpdQ,

La formule de Green et les conditions aux limites (3:13b) nous donnent

Z
Q

�2p:hrpdQ = �
Z
�

h:� j�pj2 d� +
Z
Q

�p:�(hrp)dQ

Mais

�p�(h:rp) = �p
"

nX
i;j=1

@2hi
@x2j

:
@p

@xi

#
+�p

"
2

nX
i;j=1

@hi
@xj

:
@2p

@xi@xj

#
+

1

2
div(j�pj2 h)� 1

2
j�pj2 div h:

Donc

Re

Z
Q

�2p:hrpdQ

= �
Z
�

h:� j�pj2 d� + Re
Z
Q

�p

"
nX

i;j=1

@2hi
@x2j

:
@p

@xi

#
dQ+

2Re

Z
Q

�p

"
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2p

@xi@xj

#
dQ+

1

2

Z
Q

div(j�pj2 h)dQ

�1
2

Z
Q

j�pj2 div hdQ (3.19)
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En insérant (3:18) et (3:19) dans (3:15), on obtient

1

2
Im

�Z



phrpdx
�T
0

�

1

2
Re

Z
Q

(�p)p�(div h)dQ� Re
Z
Q

�prp:r div hdQ+

1

2
Im

Z
Q

Fp div hdQ+

Z
�

h:� j�pj2 d�� Re
Z
Q

�p

"
nX

i;j=1

@2hi
@x2j

@p

@xi

#
dQ�

2Re

Z
Q

�p

"
nX

i;j=1

@hi
@xj

:
@2p

@xi@xj

#
dQ� 1

2

Z
Q

div(j�pj2 h)dQ =

Im

Z
Q

Fh:rpdQ (3.20)

Spécialisons maintenant l�identité (3:20) au champs de vecteurs radial h(x) = x� x0;où

x0 2 Rn: On a

div h(x) = n;

@hi(x)

@xj
=

8<: 1 si i = j

0 si i 6= j

r(div h) = 0; �(div h) = 0:

et l�identité (3:20) s�écrit comme suit

2

Z
Q

j�pj2 dQ = 1

2
Im

�Z



phrpdx
�T
0

+
n

2
Im

Z
Q

FpdQ+
1

2

Z
�

h:� j�pj2 d�

� Im
Z
Q

Fh:rpdQ (3.21)

On éstime maintenant chaque terme de l�identité (3:21).

Terme
R
Q
j�pj2 dQ

De la décroissance de l�énergie on a

2

Z T

0

Z



j�pj2 dxdt � 2CTE(T ) (3.22)
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Terme Im
R
Q
F:hrpdQ

On a ����Im Z
Q

F:hrpdQ
���� � ����Z

Q

F:hrpdQ
����

� CG
2"

Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt+
"Mh

2
kjrpjk2C([0;T ] ; L2(
)) (3.23)

Terme
R
Q
FpdQ

De l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on a����Z
Q

FpdQ

���� �
Z T

0

kpkL2(
) kGG�ykL2(
) dt

� CG
2"

Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt+
"

2

Z T

0

kpk2L2(
) dt

Puisque p 2 H2
0 (
); alors

n

2

����Im Z
Q

FpdQ

���� � nCG
4"

Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt+
n"

4
�TE(0) (3.24)

Terme
�R


phrpdx

�T
0

En combinant l�inégalité de Cauchy-Schwarz avec le fait que p 2 H2
0 (
); on obtient�����

�Z



phrpdx
�T
0

����� � Ch

n
kp(T )kL2(
) krp(T )kL2(
) + kp(0)kL2(
) krp(0)kL2(
)

o
� Mh

2
f1
"
fkp(T )k2L2(
) + kp(0)k

2
L2(
)g+

"

2
fkrp(T )k2L2(
) + krp(0)k

2
L2(
)gg

� �Mh

"
E(0) +

"Mh

2
kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
)) (3.25)
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On reporte (3:22)-(3:25) dans (3:21), on obtient

2CTE(T ) � �Mh

"
E(0) +

"Mh

2
kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
))+

nCG
4"

Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt+
n"

4
�TE(0)+

1

2

Z
�

h:� j�pj2 d� + CG
2"

Z T

0

kG�yk2L2(�1) dt+

"Mh

2
kjrpjk2C([0;T ] ; L2(
)) (3.26)

De (3:10), (3:11); de (H1) et du fait que

G�y = �p on �1

on déduit de (3:26)que

((2C � n"

4
�)T � �Mh

"
)E(T )

� (
nCG
4"

+
Mh

2
+
CG
2"
)

Z
�1

j�pj2 d� + "Mh kpk2C([0;T ] ; H1
0 (
))

(3.27)

On choisit " et T de telle façon que

2C � n"

4
� > 0;

(2C � n"

4
�)T � �Mh

"
> 0:

En�n, on a besoin d�absorber le terme d�ordre inférieur kpk2
C([0;T ] ; H1

0 (
))
.

Lemme 4.2 L�estimation (3:27) implique qu�il existe une constante CT > 0 telle que

kpk2
C([0;T ] ; H1

0 (
))
� CT

Z t

0

Z
�1

j�pj2 d�dt (3.28)

Preuve. On applique l�argument de compacité-unicité. Supposons que l�inégalité

(3:28) est fausse. Alors il existe une suite de solutions fpngn2N pour le problème (3:13a)�
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(3:13b) telles que

kpnk2C([0;T ]; H1
0 (
))

= 1; (3.29)Z t

0

Z
�1

j�pnj2 d�dt �! 0 quand n �!1: (3.30)

De (3:27), il en résulte que la suite de conditions initiales fpn0gn2N de solutions est

uniformément bornée dans H2
0 (
) et donc, on peut extraire une sous-suite notée encore

fpn0g telle que

pn0 ! ep0 faiblement dans H2
0 (
)

Soit ep(t) la solution du problème (3:13a)� (3:13b) correspondante à la donnée initiale ep0:
Alors

pn(t)! ep(t) faible étoile dans L1(0; T ;H2
0 (
))

et pn(t) est uniformément borné dans L1(0; T ;H2
0 (
)): Ceci avec la compacité de l�in-

jection H2
0 (
) � H1

0 (
); impliquent qu�il existe une sous-suite notée encore {pn(t)g telle

que

pn(t)! ep(t) fortement dans L1(0; T ;H1
0 (
))

et par (3:29), on a

kepkC(0;T ;H1
0 (
))

= 1

En plus de (3:30), on obtient

�ep = 0 sur �1 (2.31)

De (2:31), on conclut que

G�ep = 0
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et donc ep est solution du problème homogène
ept + i�2ep = 0 dans Q; (3.32a)

ep = @ep
@�

sur �; (3.32b)

�ep = 0 sur �1 (3.32c)

De l�unicité de la solution du problème (3:32a)� (3:32c), on déduit que

ep = 0 dans Q
Ceci contredit

kepkC(0;T ;H1
0 (
))

= 1

L�inégalité (3:28) utilisée dans (3:27) donne

((2C � n"

4
�)T � �Mh

"
)E(T ) � Cn;G;h;"

Z
�1

j�pj2 d�

qui avec (3:10) implique l�estimation désirée (3:12).
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Chapitre 5

Stabilisation de l�équation de

Schrödinger de quatrième ordre avec

des contrôles frontières en position

et en moment

5.1 Introduction

Soit 
 un domaine borné non vide dans Rn(n � 2) de frontière � = @
 de classe C4:

Soit un temps T > 0:

On considère dans 
 un système dynamique gouverné par une équation de Schrödinger

de quatrième ordre en y(t; x)

iyt +�
2y = 0 dans Q; (4.1)

y = u1 sur �; (4.2)

�y = u2 sur �; (4.3)

y(0) = y0 dans 
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où y = y(t; x) est la fonction d�état , u1 et u2 sont les fonctions de contrôle.

L�objectif de ce chapitre est l�étude du problème de la stabilisation uniforme pour le

système (4:1)� (4:3) par des contrôles frontières explicités en fonction de y:

Des résultats de régularité et de contrôlabilité exacte pour le problème (4:1) � (4:3)

sont établis dans le premier chapitre, voir aussi par exemple ([31], [32], [52]). Ici on étudie

la stabilisation du problème (4:1) � (4:3) dans l�espace Z = D(A
3
4 )0 dual de l�espace de

Hilbert

D(A
3
4 ) =

�
' 2 H3(
); ' = �' = 0 sur �

	
avec des contrôles feedback

u1 2 L2(0;1;L2(�)); u2 2
�
H1(0;1;L2(�)

�0
.

5.2 Préliminaires et choix des contrôles feedback

Soit A : D(A) � Z �! Z l�operateur positif auto-adjoint dé�ni par

A' = �2';

D(A) =
�
' 2 H4(
) : ' = �' = 0 sur �

	
On a

D(A
1
4 ) = H1

0 (
);

D(A3=4) = f' 2 H3(
) : ' = �' = 0 sur �g
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avec normes équivalentes. Ainsi, pour ' 2 D(A 1
4 );

k'kD(A1=4) =


A1=4'



L2(
)
équivalente à

Z



jr'j2 d
 (4.4)

et

k'kD(A3=4) =


A3=4'



L2(
)
équivalente à

Z



jr(�')j2 d
 (4.5)

L�énergie associée à la solution y = y(t; x) du problème (4:1) � (4:3) dans l�espace Z =

D(A
3
4 )0 est donnée par

E(t) =
1

2
ky(t)k2

D(A
3
4 )0
=
1

2




A� 3
4y(t)




2
L2(
)

(4.6)

:

Dérivons formellement la fonction d�énergie E(t) par rapport à t, on obtient

dE(t)

dt
=

1

2

d

dt
ky(t)k2

D(A
3
4 )0

=
1

2

d

dt




A� 3
4y(t)




2
L2(
)

=
1

2

d

dt

D
A�

3
4y(t); A�

3
4y(t)

E
L2(
)

=
1

2

�D
A�

3
4yt(t); A

� 3
4y(t)

E
L2(
)

+
D
A�

3
4y(t); A�

3
4yt(t)

E
L2(
)

�
= Re

D
yt(t); A

� 3
2y(t)

E
L2(
)

De (4:1); on écrit
dE(t)

dt
= Re

D
i�2y(t); A�

3
2y(t)

E
L2(
)
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Application de la formule de Green, nous donne

dE(t)

dt
= Refi

Z
�

@ (�y)

@�

�
A�

3
2y
�
d�� i

Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�+

i

Z
�

@y

@�
�
�
A�

3
2y
�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d�+

i

Z



y�2
�
A�

3
2y
�
d
g (4.7)

Mais y 2 D(A 3
4 )0, alors A�

3
2y = A�

3
4

�
A�

3
4y
�
2 D(A 3

4 ) et par conséquent

A�
3
2y = �

�
A�

3
2y
�
= 0 sur � (4.8)

Insérons (4:8) dans (4:7), on obtient

dE(t)

dt
= Ref�i

Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d� + i

Z



y�2
�
A�

3
2y
�
d
g

= Ref�i
Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d� + i

Z



yA
�
A�

3
2y
�
d
g

= Ref�i
Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d� + i

Z



y
�
A�

1
2y
�
d
g

= Ref�i
Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d� + i

Z



A�
1
4y
�
A�

1
4y
�
d
g

= Ref�i
Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d� + i

Z



���A� 1
4y
���2 d
g

= Ref�i
Z
�

�y
@
�
A�

3
2y
�

@�
d�� i

Z
�

y
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
d�g

= Re < u2; i
@
�
A�

3
2y
�

@�
>L2(�) +Re < u1; i

@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
>L2(�)
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Par conséquent, un choix naturel des contrôles feedback est donné par

u1 = �i
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
sur �; (4.9)

u2 = �i
@
�
A�

3
2y
�

@�
sur �: (4.10)

En e¤et, pour ce choix, on a

dE(t)

dt
= �








@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�








2

L2(�)

�








@
�
A�

3
2y
�

@�








2

L2(�)

� 0 (4.11)

Ce qui signi�e que l�énergie du système (4:1) � (4:3) est une fonction décroissante sur

l�espace d�état Z = D(A
3
4 )0:

5.3 Formulation abstraite du système feedback

Dans ce paragraphe, on s�interesse à la formulation abstraite du problème (4:1)�(4:3)

avec u1 et u2 donnés respectivement par (4:9) et (4:10); sous la forme d�un problème de

Cauchy abstrait du premier ordre et à l�obtention des résultats d�existence et d�unicité

de la solution de ce dernier. Pour cela, on introduit les applications de Green G1 et G2 :

y1 = G1u1 () f�2y1 = 0 dans 
 ; y1 = u1 ; �y1 = 0 sur �g; (4.12)

y2 = G2u2 ()
�
�2y2 = 0 dans 
 ; y2 = 0 ; �y2 = u2 sur �

	
: (4.13)

Soit D l�opérateur de Dirichlet dé�ni par

D : Hs(�) �! Hs+ 1
2 (
); s 2 R;

� = Du () f�� = 0 dans 
, � = 0 sur �g (4.14)
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On a ([25])

G1 = D; (4.15)

G2 = �A�
1
2D; (4.16)

Soit maintenant G�i (i = 1; 2) l�opérateur adjoint de Gi dans le sens

(Giu; f)L2(
) = (u;G
�
i f)L2(�) ; u 2 L2(�); f 2 L2(
):

Alors le second théorème de Green nous permet d�établir

G�1Af =
@ (�f)

@�
; f 2 D(A); (4.17)

G�1A
1
2f = D�A

1
2f = �@f

@�
; f 2 D(A 1

2 ); (4.18)

G�2Af =
@f

@�
; f 2 D(A); (4.19)

G�2A
1
2f = �D�A

1
2f =

@f

@�
; f 2 D(A 1

2 ): (4.20)

En utilisant maintenant les techniques de [14] , le problème (4:1) � (4:3) peut ètre

modélisé comme une équation additive du premier ordre

yt = iAy � iAG1u1 � iAG2u2 (4.21)

où A est l�extension de L2(
) �! [D(A)]0 de l�opérateur A dé�ni dans le paragraphe

précédent.

En utilisant (4:9); (4:10); (4:17) � (4:20); on peut exprimer les fonctions de contrôles

u1 et u2 comme suit

u1 = �iG�1A�
1
2y = �iD�A�

1
2y; (4.22)

u2 = �i�2G�2A�
1
2y = i�2D�A�

1
2y: (4.23)
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Dans (4:23), � désigne l�isomorphisme de Hs(0; T ; L2(�) ) sur Hs�1(0; T ; L2(�)

) ; s 2 R:

En vertu de (2.2), le système (4:21) prend la forme

yt = AFy; (4.24)

y(0) = y0: (4.25)

où

AF = iA� AG1G
�
1A

� 1
2 � AG2�

2G�2A
� 1
2 ;

D(AF ) = fy 2 D(A
3
4 )0;AFy 2 D(A

3
4 )0g (4.26)

L�équation aux dérivées partielles correspondante à (4:24); (4:25) est

iyt +�
2y = 0 dans (0;1)� 
; (4.27)

y(0; x) = y0 dans 
; (4.28)

y = �i
@
�
�
�
A�

3
2y
��

@�
sur (0;1)� � (4.29)

�y = �i�2
@
�
A�

3
2y
�

@�
sur (0;1)� � (4.30)

On a le résultat suivant pour la bonne position du problème (4:24); (4:25):

Théorème 5.1 i) L�opérateur AF dé�ni dans (4:26) est le générateur in�nitisimal d�un

C0�semi groupe de contraction sur Z = D(A
3
4 )0:ii) Pour chaque y0 2 Z = D(A

3
4 )0, la

solution y(t) du problème (4:24); (4:25) satisfait

E(T ) � E(0) = �(



G�1A� 1

2y



2
L2(0;T ;L2(�))

+



�2G�2A� 1

2y



2
[H1(0;1;L2(�))]0

) (4.31)
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et par conséquent

Z 1

0




G�1A� 1
2y



2
L2(�)

dt � E(0); (4.32)


�2G�2A� 1
2y



2
[H1(0;1;L2(�))]0

� E(0) (4.33)

La démonstration i est similaire à la démonstration du théorème 1 du chapitre2, alors

que ii découle de (4:11):

5.4 Résultat de stabilisation exponentielle

On établi dans ce paragraphe, la stabilité exponentielle du système en boucle fermée

(4:28)� (4:31):

Théorème 5.2 Il existe des constantes positives M et � telle que, pour chaque donnée

initiale y0 2 Z = D(A
3
4 )0, la solution correspondante du problème (4:28)� (4:31) satisfait

l�estimation suivante

E(T ) �Me��tE(0) ;8t � 0:

Preuve. En référence à l�énergie E(t) du problème (4:27)� (4:30), notre tâche est de

montrer l�existence d�un temps 0 < T <1 tel que

E(T ) � rE(0); r < 1 (4.34)

pour tout y0 2 Z = D(A
3
4 )0 et à partir de laquelle la décroissance uniforme est déduite.

Comme d�habitude, il su¢ t de montrer (4:34) pour y0 2 D(AF ) et d�étendre ensuite

le résultat à y0 2 Z = D(A
3
4 )0 par un argument de densité.

Soit y0 2 D(AF ) et on introduit une nouvelle variable p en posant

p = A�
3
2y 2 C([0; T ] ;D(A 3

4 )) (4.35)
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De (4:26) et (4:35); on obtient l�équation abstraite

pt = iAp� A�1=2G1G
�
1Ap� A�1=2G2�

2G�2Ap; (4.36)

p(0) = A�3=2y(0): (4.37)

L�équation aux dérivées partielles associée à (4:36)� (4:37) est

ipt +�
2p = F1 + F2 dans (0;+1)� 
; (4.38)

p = �p = 0 sur (0;+1)� �; (4.39)

p(x; 0) = p0 2 D(A
3
4 ) dans 
: (4.40)

où

F1 = �iA�
1
2G1G

�
1Ap = �iA�

1
2G1

@ (�P )

@�
= �iA� 1

2D
@ (�p)

@�
; (4.41)

F2 = �iA�
1
2G2�

2G�2Ap = �iA�
1
2G2�

2 @p

@�
= iA�1D�2

@p

@�
: (4.42)

En terme de p(:); l�énergie E(t) est donnée par

E(t) =
1

2
kp(t)k2

D(A
3
4 )

Une identité pour le problème (3.1)

Proposition 5.1 Soient h(x) 2
�
C3
�


��n

un champ de vecteur, et y0 2 D(AF ): Alors
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, la solution p du problème (4:38)� (4:40) satisfait l�identité suivante

i

2

�Z



�phrpdx
�T
0

� i

2

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt� 1
2

Z T

0

Z
�

@ (�p)

@�
�hrpd�dt+

1

2

Z T

0

Z



r (�p)r (�hrp) dxdt+ i

2

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�hrpdxdt�

i

2

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�hrpdxdt�

Z T

0

Z
�

@ (�p)

@�
rhr (rp) d�dt+Z T

0

Z



r (�p)r (rhr (rp)) dxdt+ i

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
rhr (rp) dxdt�

i

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
rhr (rp) dxdt+ 1

2

Z T

0

Z



r (�p)�pr (div h) dxdt�

i

2

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�p div hdxdt+

i

2

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�p div hdxdt =

Re

Z T

0

Z
�

@ (�p)

@�
hr (�p) d�dt� Re

Z T

0

Z



r (�p)rhr (�p) dxdt�

1

2

Z T

0

Z
�

h:� jr (�p)j2 d�dt� Im
Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
hr (�p) dxdt+

Im

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
hr (�p) dxdt: (4.43)

Preuve. On multiplie les deux membres de l�équation (4:38) par h:r (�p), on intègre

par parties sur (0; T )� 
; et on prend la partie réelle. On obtient

Im

Z T

0

Z



pthr (�p) dxdt = Re
Z T

0

Z



�2phr (�p) dxdt� (4.44)

Im

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
hr (�p) dxdt+ Im

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
hr (�p) dxdt:

On calcule les deux premiers termes de l�identité (4:44).

Terme Im
R T
0

R


pth:r (�p) dxdt
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On a des conditions aux limites (4:39)

Z T

0

Z



pthr (�p) dxdt = �
�Z




�phrpdx
�T
0

+

Z T

0

Z



�pthrpdxdt�Z T

0

Z



pt�p div hdxdt

= �
�Z




�phrpdx
�T
0

�
Z T

0

Z



rptr (hrp) dxdt�
Z T

0

Z



pt�p div hdxdt

= �
�Z




�phrpdx
�T
0

+

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt+
Z T

0

Z



pt�(hrp) dxdt�Z T

0

Z



pt�p div hdxdt

= �
�Z




�phrpdx
�T
0

+

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt+Z T

0

Z



pt (�hrp+ 2rhr (rp) + hr (�p)) dxdt�
Z T

0

Z



pt�p div hdxdt

= �
�Z




�phrpdx
�T
0

+

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt+
Z T

0

Z



pt�hrpdxdt+

2

Z T

0

Z



ptrhr (rp) dxdt+
Z T

0

Z



pthr (�p) dxdt:�
Z T

0

Z



pt�p div hdxdt

(4.45)

De (4:45); on obtient

2i Im

Z T

0

Z



pthr (�p) dxdt = �
�Z




�phrpdx
�T
0

+

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt + (4.46)Z T

0

Z



pt�hrpdxdt+ 2
Z T

0

Z



ptrhr (rp) dxdt�
Z T

0

Z



pt�p div hdxdt:
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Combinant (4:46) et (4:38), pour avoir

2i Im

Z T

0

Z



pthr (�p) dxdt = �
�Z




�phrpdx
�T
0

+

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt�

i

Z T

0

Z



�2p�hrpdxdt�
Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�hrpdxdt+Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�hrpdxdt� 2i

Z T

0

Z



�2prhr (rp) dxdt�

2

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
rhr (rp) dxdt+ 2

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
rhr (rp) dxdt�

i

Z T

0

Z



�2p�p div hdxdt+

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�p div hdxdt�Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�p div hdxdt:

Ce qui implique que

Im

Z T

0

Z



pthr (�p) dxdt =
i

2

�Z



�phrpdx
�T
0

� i

2

Z T

0

Z
�

@pt
@�

hrpd�dt�

1

2

Z T

0

Z
�

@ (�p)

@�
�hrpd�dt+ 1

2

Z T

0

Z



r (�p)r (�hrp) dxdt+

i

2

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�hrpdxdt� i

2

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�hrpdxdt�Z T

0

Z
�

@ (�p)

@�
rhr (rp) d�dt+

Z T

0

Z



r (�p)r (rhr (rp)) dxdt+

i

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
rhr (rp) dxdt� i

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
rhr (rp) dxdt+

1

2

Z T

0

Z



jr (�p)j2 div hdxdt+ 1
2

Z T

0

Z



r (�p)�pr (div h) dxdt�

i

2

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�p div hdxdt+

i

2

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�p div hdxdt

(4.47)

Terme Re
R T
0

R


�2phr (�p) dxdt:
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On a

Re

Z T

0

Z



�2phr (�p) dxdt = Re
Z T

0

Z
�

@ (�p)

@�
hr (�p) d�dt�

Re

Z T

0

Z
r (�p)rhr (�p) dxdt� 1

2

Z T

0

Z
�

h:� jr (�p)j2 d�dt

+
1

2

Z T

0

Z



jr (�p)j2 div hdxdt: (4.48)

Reportant (4:47) et (4:48) dans (4:44), on obtient l�identité (4:43).

On considère maintenant le cas où le champ de vecteur h(x) = x� x0;où x0 2 Rn est

un point �xé.

Alors

div h = n;rh = In;

r (div h) = �h = 0

et soit

Mh = sup
x2


jh(x)j

En terme de h(:); l�identité (4:43) prend la forme

1

2

Z T

0

Z



jr (�p)j2 dxdt =
Z T

0

Z
�

����@ (�p)@�

����2 h:�d�dt+ i

2

Z T

0

Z
�

@pt
@�

@p

@�
h:�d�dt+

i
n

2

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�pdxdt� i

n

2

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�pdxdt�

i

Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
r (rp) dxdt+ i

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
r (rp) dxdt�

i

2

�Z



�phrpdx
�T
0

� Im
Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
hr (�p) dxdt+

Im

Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
hr (�p) dxdt (4.49)
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On estime maintenant chaque termes de cette identité :

Terme
R T
0

R


jr (�p)j2 dxdt

De (4:5), on a

Z T

0

Z



jr (�p)j2 dxdt � 2C
Z T

0

E(T )dt = 2CTE(T ) (4.50)

Terme i
2

R T
0

R
�
@pt
@�

@p
@�
d�dt

De l�inégalité de Cauchy-Schwarz, on a���� i2
Z T

0

Z
�

@pt
@�

@p

@�
h:�d�dt

���� � Mh

4

Z T

0

Z
�

����@pt@�

����2 d�dt+ Mh

4

Z T

0

Z
�

����@p@�
����2 d�dt (4.51)

Terme in
2

R T
0

R


A�

1
2D @(�p)

@�
�pdxdt :

De (4:16) et (4:17), on déduit que����in2
Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�pdxdt

���� = ����in2
Z T

0

< G1G
�
1Ap;A

� 1
2�p >L2(
) dt

����
Mais




A� 1
2�p





L2(
)

� C k�pkH�2(
) � C kpkH3(
) � C kpk
D(A

3
4 )
;8p 2 D(A 3

4 );

et 


G1G�1A� 1
2y




L2(
)

� CG1 kG�1ApkL2(�) ;8y 2 D(A
3
4 )0;

Donc ����in2
Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
�pdxdt

���� � nCCG1
4"

Z T

0

kG�1Apk
2
L2(�) dt+ (4.52)

"nCCG1
4

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt

Terme �in
2

R T
0

R


A�1D�2 @p

@�
�pdxdt:
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On a grace à (4:16) et (4:20),�����in2
Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�pdxdt

���� = ����in2
Z T

0

< G2�
2G�2Ap;A

� 1
2�pL2(
) > dt

����
et du fait que




G2�2G�2A� 1
2y




L2(
)

� CG2 k�G�2ApkL2(�)

� CG2 kG�2ApkL2(�) + CG2 kG�2AptkL2(�)

on obtient �����in2
Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
�pdxdt

���� � nCCG2
4"

Z T

0

kG�2Apk
2
L2(�) dt+

nCCG2
4"

Z T

0

kG�2Aptk
2
L2(�) dt+

"nCCG2
4

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt (4.53)

Terme �i
R T
0

R


A�

1
2D @(�p)

@�
r (rp) dxdt:

On a�����iZ T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
r (rp) dxdt

���� = �����iZ T

0

< A�
1
2r (rp) ; G1G�1Ap >L2(
) dt

����
� CCG1

2"

Z T

0

kG�1Apk
2
L2(�) dt+

"CCG1
2

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt (4.54)

Terme i
R T
0

R


A�1D�2 @p

@�
r (rp) dxdt:

On a����iZ T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
r (rp) dxdt

���� = �����iZ T

0

< A�
1
2r (rp) ; G2�2G�2Ap >L2(
) dt

����
� CCG2

2"

Z T

0

kG�2Apk
2
L2(�) dt+

CCG2
2"

Z T

0

kG�2Aptk
2
L2(�) dt+ (4.55)

"CCG2
2

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt
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Terme � i
2

�R


�phrpdx

�T
0
:

On a ������ i2
�Z




�phrpdx
�T
0

�����
� Mh

�


�p(T )



L2(
)

krp(T )kL2(
) +



�p(0)




L2(
)
krp(0)kL2(
)

�
� Mh

�
1

4
k�p(T )k2L2(
) +

1

4
krp(T )k2L2(
) +

1

4
k�p(0)k2L2(
) +

1

4
krp(0)k2L2(
)

�
(4.56)

De (4:39) et (4:11), on a

k�p(T )k2L2(
) � C kr (�p(T ))k2L2(
) ; (4.57)

k�p(0)k2L2(
) � C kr (�p(0))k2L2(
) ;

� CfE(T ) + kG�1Apk
2
L2(0;T ;L2(�)) +



�2G�2Ap

2[H1(0;1;L2(�))]0g: (4.58)

Insérant (4:57) et (4:58) dans (4:56), pour trouver������ i2
�Z




�phrpdx
�T
0

����� � Mh

2
kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
)) +

1

2
CMhE(T )+

Mh

4
fkG�1Apk

2
L2(0;T ;L2(�)) +



�2G�2Ap

2[H1(0;1;L2(�))]0g (4.59)

Terme � Im
R T
0

R


A�

1
2D @(�p)

@�
hr (�p) dxdt
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De (4:16) et (4:17), on peut écrire����� Im Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
hr (�p) dxdt

����
=

����� Im Z T

0

< G1G
�
1Ap;A

� 1
2hr (�p) >L2(
) dt

����
�
Z T

0

kG1G�1ApkL2(
)



A� 1

2hr (�p)




L2(
)

dt

Mais




A� 1
2hr (�p)





L2(
)

= khr (�p)k
D(A

1
2 )0

� Ch kpkD(A 3
4 )

Donc ����� Im Z T

0

Z



A�
1
2D

@ (�p)

@�
hr (�p) dxdt

����
� CG1Ch

2"

Z T

0

kG�1Apk
2
L2(�) dt+

"CG1Ch
2

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt (4.60)

Terme Im
R T
0

R


A�1D�2 @p

@�
hr (�p) dxdt:
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De (4:16) et (4:20), on a����Im Z T

0

Z



A�1D�2
@p

@�
hr (�p) dxdt

����
=

����� Im Z T

0

< G2�
2G�2Ap;A

� 1
2hr (�p) >L2(
) dt

����
�
Z T

0



G2�2G�2Ap

L2(
) 


A� 1
2hr (�p)





L2(
)

dt

� CG2Ch
2"

Z T

0

k�G�2Apk
2
L2(�) dt+

"CG2Ch
2

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt

� CG2Ch
2"

Z T

0

kG�2Apk
2
L2(�) dt+

CG2Ch
2"

Z T

0

kG�2Aptk
2
L2(�) dt

+
"CG2Ch
2

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt (4.61)

Insérons (4:50)� (4:59); (4:60) et (4:61) dans (4:49), on obtient

1

2
TE(T ) � Mh

2

Z T

0

Z
�

����@ (�p)@�

����2 d�dt+
Mh

4

Z T

0

Z
�

����@pt@�

����2 d�dt+ Mh

4

Z T

0

Z
�

����@p@�
����2 d�dt+

(
CG1Ch
2"

+
nCCG1
4"

+
CCG1
2"

+
Mh

4
)

Z T

0

kG�1Apk
2
L2(�) dt+

(
CCG2
2"

+
nCCG2
4"

+
Mh

4
)

Z T

0

kG�2Aptk
2
L2(�) dt+

Mh

2"
kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
))+

(
nCCG2
4"

+
CG2Ch
2"

+
CCG2
2"

+
Mh

4
+
CG2Ch
2"

)

Z T

0

kG�2Apk
2
L2(�) dt+

"(
CG2Ch
2

+
CG1Ch
2

+
CCG2
2

+
CCG1
2

+
nCCG2
4

+
nCCG1
4

)

Z T

0

kp(t)k2
D(A

3
4 )
dt+

1

2
CMhE(T ) (4.62)
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Utilisant encore une fois (4:50), on simpli�e (4:62) à

1

2
TE(T ) � Mh

2

Z T

0

Z
�

����@ (�p)@�

����2 d�dt+ Mh

4

Z T

0

Z
�

����@pt@�

����2 d�dt
+
Mh

4

Z T

0

Z
�

����@p@�
����2 d�dt+K1

Z T

0

kG�1Apk
2
L2(�) dt

+K2

Z T

0

kG�2Aptk
2
L2(�) dt+K3

Z T

0

kG�2Apk
2
L2(�) dt+

"K4TE(T ) +
1

2
CMhE(T ) +

Mh

2"
kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
))

qu�on peut réecrire grace à (4:17)� (4:20)

((
1

2
� "K4)T �

1

2
CMh)E(T ) �

(
Mh

2
+K1)

Z T

0

Z
�

����@ (�p)@�

����2 d�dt+ (Mh

4
+K2)

Z T

0

Z
�

����@pt@�

����2 d�dt+
(
Mh

4
+K3)

Z T

0

Z
�

����@p@�
����2 d�dt+ Mh

2"
kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
))

et donc

E(T ) � eK1

Z T

0

Z
�

����@ (�p)@�

����2 d�dt+ eK2

Z T

0

Z
�

����@pt@�

����2 d�dt+
eK3

Z T

0

Z
�

����@p@�
����2 d�dt+ eK4 kjrpjk2C( [0;T ] ; L2(
)) (4.63)

On élimine maintenant de (4:63) le terme d�ordre inférieur en utilisant un argument de

compacité-unicité. On montre qu�il existe une constante C > 0 telle que

kjrpjk2C([0;T ];L2(
)) � C(

Z T

0

Z
�

����@ (�p)@�

����2 d�dt+ Z T

0

Z
�

����@pt@�

����2 d�dt+ Z T

0

Z
�

����@p@�
����2 d�dt)
(4.64)
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Supposons que (4:64) n�est pas vraie. Alors, il existe une suite fpn(t)g de solutions du

problème (4:38)� (4:40) sur [0; T ]

ipnt +�
2pn = F1 + F2 dans Q;

pn(0) = pn0 dans 
;

pn = �pn = 0 dans �: (4.65)

telle que

kjrpnjk2C([0;T ];L2(
)) = 1 (4.66)Z T

0

Z
�

����@ (�pn)@�

����2 d�dt+ Z T

0

Z
�

����@pnt@�

����2 d�dt+ Z T

0

Z
�

����@pn@�
����2 d�dt = 0 (4.67)

Chaque solution pn(t) satisfait (4:63), et ainsi on a

kpn0k2
D(A

3
4 )
� Const; uniformément pour n 2 N

Donc, on peut extraire une sous-suite notée encore fpn(t)g telle que

pn0 �! ep0 faiblement dans D(A
3
4 )

Soit e'n(t) la solution du problème (4:65) correspondante à ep0: Donc, il s�ensuit que
pn(t) �! ep(t) faible étoile dans L1(0; T ;D(A

3
4 )) (4.68)

(4:68) implique à son tour que pn(t) est uniformémént borné dans L1(0; T ;D(A
3
4 )): Ce

fait avec la compacité de l�injection D(A
3
4 ) � H1

0 (
) implique qu�il existe une sous-suite

notée encore par fpn(t)g telle que

pn(t) �! ep(t) fortement dans C
�
[0; T ] ;H1

0 (
)
�

98



De (4:66), on obtient

kjrepjk2C([0;T ];L2(
)) = 1 (4.69)

En plus, par (4:67)
@ (�ep)
@�

=
@ept
@�

=
@ep
@�
= 0 sur �

Ainsi

F1 = �iA� 1
2D

@ (�ep)
@�

= 0;

F2 = iA�1D�2
@ep
@�
= 0

et par conséquent ep(t) satisfait
iept +�2ep = 0 dans Q;

ep = �ep = 0 sur �;

@(�ep)
@�

=
@ept
@�

=
@ep
@�
= 0 sur �: (4.70)

Le théorème d�unicité de Holmgren appliqué à (4:70) donne ep = 0: Ceci contredit (4:69),
et la démonstration de (4:64) est achevée.

Maintenant (4:63) et (4:64) donnent

E(T ) � Const

Z T

0

Z
�

(

����@ (�p)@�

����2 + ����@pt@�

����2 + ����@p@�
����2)d�dt

qui avec (4:31) implique

E(T ) � Const

1 + Const
E(0)

D�où le résultat désiré.

99



Chapitre 6

Stabilisation frontière et

stabilisation interne de l�équation de

Schrödinger de quatrième ordre

6.1 Introduction

L�objectif de ce chapitre est l�étude des problèmes de la stabilisation frontière et

interne pour l�équation de Schrödinger de quatrième ordre dans un domaine régulier 


de Rn:

On considère, tout d�abord le problème de la stabilisation frontière . En introduisant

des conditions aux limites dissipatives appropriés, on montre que la solution décroit

exponentiellement dans un espace d�énergie approprié. Dans le problème de stabilisation

interne, en supposant que le terme d�amortissement est e¤ectué sur un voisinage d�une

partie de la frontière, on montre la décroissance exponentielle de la solution dans l�espace

d�énergie L2(
). Les deux résultats sont établis en utilisant des techniques de la méthode

des multiplicateurs et des arguments de compacité/unicité.

Soit 
 un domaine borné non vide de Rn de frontière � = @
 su¢ samment régulière.
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Soit f�0;�1g une partition de la frontière � dé�nie par

�0 = fx 2 � : m(x):�(x) > 0g (5.1)

�1 = fx 2 � : m(x):�(x) � 0g (5.2)

où �(:) est le vecteur normal unitaire à � orienté vers l�extérieur de 
 , m(x) = x�x0;

et x0 2 Rn est un point �xé à l�extérieur de 
 tel que

�0 \ �1 = ? (5.3)

Dans 
; on considère l�équation de Schrödinger de quatrième ordre avec un terme

d�amortissement frontière supporté sur �0:

yt(x; t) = i�2y(x; t) dans 
� (0;+1) ;

(5.4)

y(x; 0) = y0(x) dans 
;

(5.5)

y(x; t) =
@

@�
y(x; t) = 0 sur �1 � (0;+1) ;

(5.6)

�y(x; t) = 0 sur �0 � (0;+1) ;

(5.7)

@

@�
(�y(x; t)) = m(x):�(x)yt(x; t) sur �0 � (0;+1) :

(5.8)

L�espace naturel de l�énergie pour le système (5:4)� (5:8) est l�espace

V = ff 2 H2(
); f =
@f

@�
= 0 sur �1g
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muni de la norme induite par le produit scalaire

h f ; g i =
Z



�f(x)�g(x)dx

qui dans V est équivalente à la norme de H2(
):Par concéquent la fonction d�énergie

d�une solution du système (5:4)� (5:8) est dé�nie par

E(t) =
1

2
ky(t)k2V

=
1

2

Z



j�y(x; t)j2 dx

En ce qui concerne la bonne-position de la solution du système (5:4)� (5:8), on a le

résultat suivant .

Théorème 6.1 Pour chaque donnée initiale y0 2 V; le système (5:4)� (5:8) admet une

solution unique

y 2 C ([0;+1);V ) \ C1([0;+1);V 0)

où V 0 est le dual de V . En plus si y0 2 H6(
) \ V , et

�y0(x; t) = 0 sur �0 � (0;+1) ;
@�y0(x; t)

@�
= im(x):�(x)�2y0(x; t) sur �0 � (0;+1) :

Alors y 2 C1 ([0;+1);V ) \ C ([0;+1);H6(
) \ V ) et satisfait

�y(x; t) = 0 sur �0 � (0;+1) ;
@�y(x; t)

@�
= im(x):�(x)�2y(x; t) sur �0 � (0;+1) :

Dans le théorème suivant, on indique un résultat de stabilité exponentielle pour le

système (5:4)� (5:8).
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Théorème 6.2 Il existe des constantes positives M et � telles que pour chaque donnée

initiale y0 2 V , l�énergie E(:) de la solution du système (5:4) � (5:8) où �0 et �1 sont

données par (5:1) et (5:2) satisfait l�inégalité

E(t) �Me��tE(0) pour tout t � 0 (5.9)

Dans ce chapitre, on étudie également le problème de la stabilité pour l�équation de

Schrödinger de quatrième ordre ave un terme d�amortissement interne . Pour cela , soit

! � 
 un voisinage de �0 et soit a(:) une fonction de L1(
) telle que8<: a(x) � 0 a.e. dans 


9 a0 > 0 : a(x) � a0 a.e. dans !
(5.10)

On considère l�équation de Schrödinger de quatrième ordre amortie interieurement

yt(x; t) = i�2y(x; t)� a(x)y(x; t) dans 
� (0;+1) ; (5.11)

y(x; 0) = y0(x) dans 
; (5.12)

y(x; t) =
@

@�
y(x; t) = 0 sur �� (0;+1) : (5.13)

Il est facile de voir que le système (5:11)� (5:13) admet une olution unique de classe

y 2 C
�
[0;+1);L2(
)

�
\ C1

�
[0;+1); (H4(
) \H2

0 (
))
0�

si y0 2 L2(
); et dans la classe

y 2 C
�
[0;+1);H4(
) \H2

0 (
)
�
\ C1

�
[0;+1);L2(
)

�
si y0 2 H4(
) \H2

0 (
):
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On dé�nie l�énergie d�une solution de système (5:11)� (5:13) comme suit

F (t) =
1

2
ky(t)k2L2(
)

=
1

2

Z



jy(x; t)j2 dx

On a alors le résultat de décroissance exponentielle suivant.

Théorème 6.3 Soit ! � 
 un voisinage de �0: On suppose que la fonction a(:) 2 L1(
)

satisfait (5:10). Alors, il existe des constantes positives M et � telles que

F (t) �Me��tF (0); 8t > 0

pour chaque solution de (5:11)� (5:13) avec donnée initiale y0 2 L2(
):

Le reste de ce chapitre est organisé comme suit. Dans la première section, on donne la

preuve du théorème 1. La démonstration du théorème 2 est présentée dans la troisième

section.

La quatrième section est consacrée à la démonstration du théorème 3.

6.2 Démonstration du théorème 1

On réecrit le système (5:4)�(5:8) comme un problème de Cauchy abstrait dans V sous

la forme

y0(t) = Ay(t);

y(0) = y0
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où A est un operateur linéaire non borné dé�ni par8<: D(A) = ff 2 V;�2f 2 V;�f = 0 sur �0 et
@(�f)
@�

= im(x):�(x)�2f sur �0g

Af = i�2f

(5.14)

Il est clair que A est fermé et de domaine dense dans V: De plus, il est dissipatif (voir

Appendice A ): Son adjoint A� qui est dé�nitpar8<: D(A�) = ff 2 V;�2f 2 V;�f = 0 sur �0 et @(�f)@�
= �im(x):�(x)�2f sur �0g

A�f = �i�2f

(5.15)

est aussi dissipatif (voir Appendice A).

Par conséquent A engendre un C0�semi groupe de contraction sur V (voir [40], p.

15, corollaire 4.4 ). Le théorème 1 suit maintenant de la théorie de semi groupes .

6.3 Démonstration du résultat de la stabilisation fron-

tière

On montre le théorème pour les solutions régulières. Le cas général suit par un argu-

ment de densité. On procède en plusieurs étapes.

Etape 1. On dérive la fonction d�énergie E(t) et on applique le théorème de Green.

On obtient
d

dt
E(t) = �

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d� (5.16)

aprés l�utilisation des conditions aux limites (5:6)� (5:8).

(5:16) implique

E(T )� E(0) = �
Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt (5.17)
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pour tout T > 0:

Etape 2. On multiplie des deux membres de l�équation (5:4) par m(x):ry(x; t) et on

intègre par partie sur 
� (0; T ) : On obtient (Voir Appendice B)

4

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt = Im
�Z




y(x; t)m(x):ry(x; t)dx
�T
0

� 2Re
Z T

0

Z
�0

@ (�y(x; t))

@�
m(x):ry(x; t)d�dt�

nRe

Z T

0

Z
�0

y(x; t)
@
�
�y(x; t)

�
@�

d�dt� Im
Z T

0

Z



y(x; t)yt(x; t)m(x):�(x)d�dt+Z T

0

Z
�1

j�y(x; t)j2m(x):�(x)d�dt (5.18)

Puisque m(x):�(x) � 0 sur �1; alors on a de (5:18)

4

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt � Im
�Z




y(x; t)m(x):ry(x; t)dx
�T
0

� 2Re
Z T

0

Z
�0

@ (�y(x; t))

@�
m(x):ry(x; t)d�dt�

� nRe

Z T

0

Z
�0

y(x; t)
@
�
�y(x; t)

�
@�

d�dt� Im
Z T

0

Z
�0

y(x; t)yt(x; t)m(x):�(x)d�dt

(5.19)

Etape 3. On estime chaque terme du membre de droite de (5:19) séparément.

Premier terme : D�aprés l�inégalité de Cauchy, on a�����Im
�Z




y(x; t)m(x):ry(x; t)dx
�T
0

�����
� C

Z



�
jy(x; T )jry(x; T ) + jy(x; 0)j jry(x; 0)j

�
dx (5.20)

Ici et dans le reste du chapitre C désigne une constante positive di¤érente à des

occurrences di¤érentes.
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Utilisant l�inégalité de Poincaré, on obtient de (5:20)�����Im
�Z




y(x; t)m(x):ry(x; t)dx
�T
0

����� � C

Z



�
jry(x; 0)j2 + jry(x; T )j2

�
dx (5.21)

Deuxième terme : Utilisant les conditions aux limites (5:8) et le théorème de trace,

on obtient����2ReZ T

0

Z
�0

@ (�y(x; t))

@�
m(x):ry(x; t)d�dt

���� � C

"

Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt+

"�1

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt (5.22)

où " est une constante positive à �xé plus tard et �1 est une constante telle queZ
�0

jr (x)j2 d� � �1

Z



j� (x)j2 dx

pour tout  2 V :

Troisième terme : Du théorème de trace suivi de l�inégalité de Poincaré, on obtient

������ nRe
Z T

0

Z
�0

y(x; t)
@
�
�y(x; t)

�
@�

d�dt

������ � Cn2

2"

Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt+

"

2
�2

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt (5.23)

où �2 est telle que Z
�0

j (x)j2 dx � �2

Z



j� (x)j2 dx

pour tout  2 V:
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Quatrième terme : On a aussi du théorème de trace et de l�inégalité de Poincaré����Im Z T

0

Z
�0

y(x; t)yt(x; t)m(x):�(x)d�dt

����
� C

2"

Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt+

"

2
�2

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt (5.24)

Etape 4. Par l�insertion de (5:21)� (5:24) dans (5:19), on obtient

4

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt � C

Z



�
jry(x; 0)j2 + jry(x; T )j2

�
dx+

C

Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt+

"(�1 + �2)

Z T

0

Z



j�y(x; t)j2 dxdt

Choisissant " su¢ sammment petit pour que 4 � " (�1 + �2) > 0 et invoquant la

propriété de non-croissance de la fonction d�énergie E(t); on aboutit à

TE(T ) �
Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt+ C kyk2
C(0;T:H1

�1
(
)) (5.25)

où

H1
�1
(
) = ff 2 H1(
); f = 0 sur �1g

:

Etape 5. On établit maintenant l�existance d�une constante positive C telle que

kyk2
C(0;T:H1

�1
(
)) � C

Z T

0

Z
�0

m(x):�(x) jyt(x; t)j2 d�dt (5.26)

On procéde par contradiction. Si (5:26) n�est pas satisfaite, il existe une suite fyngn2N
de solutions pour le système (5:4)� (5:8) avec
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yn(x; 0) = y0n(x); x 2 
;

telle que

kynkC(0;T ;H1
�1
(
)) = 1; pour tout n (5.27)Z T

0

Z
�0

m(x):�(x)

����@yn(x; t)@t

����2 d�dt �! 0 quand n �! +1 (5.28)

Puisque chaque solution de (5:4)� (5:8) satisfait (5:25) , on déduit de (5:27) et (5:28)

que la suite fy0ngn2N est uniformément bornée dans V: Par conséquent il existe une sous

suite notée encore par fy0ngn2N telle que

y0n �! ey0 faiblement dans V

Supposons que ey est la solution de système (5:4) � (5:8) correspondante à la condition
iniciale ey0: Alors

yn �! ey faible étoile dans L1(0; T ;V )

La suite fyngn2N est donc uniformément bornée dans L1 (0; T ;V ) : Ce fait ainsi que la

cyompacité de V �! H1
�1
(
) implique qu�il existe une sous suite notée encore par

fyngn2N telle que

yn �! ey fortement dans L1(0; T ;V )

Puis de (5:27)

keykC(0;T ;H1
�1
(
)) = 1

De plus par (5:28) Z T

0

Z
�0

m(x):�(x)

����@ey(x; t)@t

����2 d�dt = 0
Donc

@ey(x; t)
@t

= 0 sur �0 � (0; T )
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Posons �(x; t) = @ey(x;t)
@t

; alors � résoud le problème

@�(x; t)

@t
= i�2�(x; t) dans 
� (0; T ) ;

�(x; 0) = �0(x) dans 
;

�(x; t) =
@�(x; t)

@�
= 0 sur �1 � (0; T ) ;

��(x; t) = 0 sur �0 � (0; T ) ;
@��(x; t)

@�
= 0 sur �0 � (0; T ) :

Notons que le ��problème di¤ère de y�problème (5:4)� (5:8) seulement par la dèr-

nière condition au bord, alors nous pouvons exprimer l�identité (B:11) en termes de �

4

Z T

0

Z



j��(x; t)j2 dxdt = Im
�Z




�(x; t)m(x):r�(x; t)dx
�T
0

�2Re
Z T

0

Z
�0

@��(x; t)

@�
m(x):r�(x; t)d�dt� nRe

Z T

0

Z
�0

�(x; t)
@��(x; t)

@�
d�dt

� Im
Z T

0

Z
�0

�(x; t)
@�(x; t)

@t
m(x):�(x)d�dt+

Z T

0

Z
�1

j��(x; t)j2m(x):�(x)d�dt

L�insertion de la condition au bord @��(x;t)
@�

= 0 sur �0 � (0; T ) implique que

4

Z T

0

Z



j��(x; t)j2 dxdt = Im
�Z




�(x; t)m(x):r�(x; t)dx
�T
0

� Im
Z T

0

Z
�0

�(x; t)
@�(x; t)

@t
m(x):�(x)d�dt+Z T

0

Z
�1

j��(x; t)j2m(x):�(x)d�dt (5.29)

et puisque Z



j��(x; t)j2 dx =
Z



j��(x; 0)j2 dx
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Alors, on déduit de (5:29) que

(4T � C)

Z



j��(x; 0)j2 dx � C

Z T

0

Z
�0

(
j�(x; t)j2 +

����@�(x; t)@t

����2
)
d�dt

Cette estimation avec le fait que

�(x; t) =
@ey(x; t)
@t

sur �0 � (0; T )

implique que pour T assez grand

�(x; t) = 0 dans 
� (0; T )

Donc ey dépend seulement de x, i.e.
ey(x; t) = ey(x)

et par conséquent satisfait

i�2ey(x) = 0 dans 
� (0; T ) ;

ey(x) = @ey(x)
@�

= 0 sur �1;

�ey(x) = @�ey(x)
@�

= 0 sur �0

et donc ey(x) = 0 dans 
 ce qui contredit (5:27). Ceci montre (5:26):
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Etape 6. De (5:25) et (5:26), on obtient l�estimation d�observabilité suivante

E(T ) � C

Z T

0

Z
�0

m(x):�(x)

����@y(x; t)@t

����2 d�dt (5.30)

(5:30) conjointement avec (5:17) implique que

E (T ) � 1

1 + C
E (0)

Ce qui implique l�estimation de stabilité désirée (5:9) puisque 0 < 1
1+C

< 1 (voir [12];

p.299, proposition 1.7).

6.4 Démonstration du résultat de la stabilité interne

On a besoin de l�estimation d�observabilité suivante.

Proposition 6.1 Soient 
 et ! comme indiqué dans le théorème 3. Alors pour chaque

T > 0 , il existe une constante positive C telle que

k'0k
2
L2(
) � C

Z T

0

Z
!

j'(x; t)j2 dxdt (5.31)

pour chaque solution régulière de

@'(x; t)

@t
= i�2'(x; t) dans 
� (0; T ) ; (5.32)

'(x; 0) = '0(x) dans 
; (5.33)

'(x; t) =
@'(x; t)

@�
= 0 sur �� (0; T ) : (5.34)

Preuve. Nous procédons en plusieurs étapes.
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Etape 1. Appliquant l�identité (B:6) au '�problème avec un champ de vecteur

h(:; :) satisfaisant

h(x; t) = �(x) (x; t) 2 �0 � ("; T � ") ;

h(x; t):�(x) � 0 (x; t) 2 �� (0; T ) ;

h(x; 0) = h (x; T ) = 0 x 2 
;

h (x; t) = 0 (x; t) 2 (
 n b!)� (0; T ) ;
où b! est un autre voisinage de �0 tel que �
 \ b!� � ! , on obtient

Z T

0

Z
�0

j�'(x; t)j2 d�dt � C

Z T

0

Z
b! j�'(x; t)j

2 dxdt

qui combiné avec le théorème 1.1 de [52] donne

k'0k
2
H2
0 (
)

� C

Z T

0

Z
b! j�'(x; t)j

2 dxdt (5.35)

Etape 2. A partir de (5:35) on obtient

k'0k
2
H2
0 (
)

� C

Z T

0

k'(t)k2H2(b!) dt (5.36)

De plus, nous avons

Lemme 6.1 Soit f 2 H�2(
) et supposons que u 2 H2
0 (
) est la solution du problème

�2u(x) = f (x) dans 
;

u(x) =
@u(x)

@�
= 0 sur �:

Alors il existe une constante C > 0 qui ne dépend pas de f telle que

kuk2H2(b!) � Cfkfk2H�2(!) + kuk
2
H1
0 (
)

g (5.37)
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Preuve du lemme. Supposons que � (:) est une C1(Rn)�fonction satisfaisant

� (x) =

8<: 1dans b!
0 dans 
nb!

Ainsi la fonction � = �u véri�e8<: �2� = (�2�)u+ �f + 4r�u:r� + 4ru:r�� + 2���u+ 4
P

k;i
@2u

@xk@xi
: @2�
@xk@xi

dans !;

� 2 H2
0 (
):

Puisque �2 est un isomorphisme de H2
0 (!) sur H

�2(!), alors

k�kH2(!) � CfkfkH�2(!) + kukH1
0 (
)

g

et par conséquent

kukH2(b!) � CfkfkH�2(!) + kukH1
0 (
)

g

parceque

kukH2(b!) = k�kH2(b!) � k�kH2(!)

Maintenant, combinant (5:36) et (5:37), on obtient

k'0k
2
H2
0 (
)

� C

Z T

0





d'dt (t)




2
H�2(!)

dt+ k'k2
L2(0;T ;H1

0 (
))
(5.38)

Etape 3. On montre par contradiction que

k'k2
L2(0;T ;H1

0 (
))
� C

Z T

0





d'dt (t)




2
H�2(!)

dt (5.39)

Supposons que (5:39) n�est pas satisfaite, alors il existe une suite f'ng de solutions de

(5:32)� (5:34) avec

'n (x; 0) = '0n (x) x 2 
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telle que

k'nk
2
L2(0;T ;H1

0 (
))
= 1 pour tout n; (5.40)

et
Z T

0





d'ndt (t)




2
H�2(!)

dt �! 0 quand n �! +1: (5.41)

De (5:38); on déduit que f'0ng est bornée dans H2
0 (
) uniformément en n. Donc il existe

une sous suite, encore notée par f'ng telle que

'0n �! '0 dans H2
0 (
) faiblement:

Soit ' la solution de (5:32)� (5:34) correspondante à la condition initiale '0: Alors

'n �! ' dans L1
�
0; T ;H2

0 (
)
�
faible étoile. (5.42)

Il s�ensuit de (5:42) que f'ng est uniformément bornée dans L1 (0; T ;H2
0 (
)) : Ce fait

avec la compacité de l�inclusion H2
0 (
) �! H1

0 (
) implique

'n �! ' fortement dans L1
�
0; T ;H1

0 (
)
�
:

De (5:40); on obtient

k'k2
L2(0;T ;H1

0 (
))
= 1 (5.43)

D�autre part, on a de (5:41), on a

@' (x; t)

@t
= 0 dans ! � (0; T ) :

Posons

� (x; t) =
@' (x; t)

@t
(x; t) 2 
� (0; T ) : (5.44)

115



Alors � résoud le problème

@� (x; t)

@t
= i�2� (x; t) dans 
� (0; T ) ;

� (x; 0) =
@'

@t
(x; 0) dans 
;

� (x; t) =
@� (x; t)

@�
= 0 sur �� (0; T ) :

et satisfait

�� (x; t) = 0 sur �0 � (0; T ) : (5.45)

Rappelant le théorème 1.1 de [52]; on obtient de (5:45)

� (x; t) = 0 dans 
� (0; T ) : (5.46)

(5:46) combiné avec (5:32) et (5:34) implique que

i�2' (x) = 0 dans 
;

' (x) =
@' (x)

@�
= 0 sur �;

et donc

' (x) = 0 dans 


qui contredit (5:43):

Etape 4. En combinant (5:39) et (5:38), et en utilisant le fait que �2 est un isomor-

phisme de H2
0 (
) sur H

�2(
); on obtient l�estimation suivante





d'dt (0)




2
H�2(
)

� C

Z T

0





d'dt (t)




2
H�2(
)

dt (5.47)
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Etape 5. On suppose que ' 2 C ([0; T ] ;H�2(
)) est la solution de (5:32) � (5:34) et

on dé�ni

� (x; t) =

Z t

0

' (x; s) ds+ �(x)

où 8<: i�2� (x) = ' (x; 0) dans 
;

� (x) = @�(x)
@�

= 0 sur �:

Alors � est la solution de (5:32)�(5:34) avec � (x; 0) = � (x) 2 H2
0 (
) et

@�(x;t)
@t

= ' (x; t) :

Donc, en réecrivant l�estimation (5:47) pour �, on obtient

k' (0)k2H�2(
) � C

Z T

0

k' (t)k2H�2(
) dt (5.48)

Etape 6. De (5:36) et (5:48), on a

k' (0)k2H2
0 (
)

� C

Z T

0

k' (t)k2H2(!) dt; (5.49)

k' (0)k2H�2(
) � C

Z T

0

k' (t)k2H�2(!) dt: (5.50)

On montre (5:31) par interpolation. A cette �n, on dé�ni un operateur linéaire

L : H�2(
) �! L2
�
0; T ;H�2(!)

�
par

(L') (t) = S (t)' j!

où S (t) est le C0�groupe dont le générateur est l�operateur A donné par

D(A) = H2
0 (
); Af = i�2f :

Il est clair que

kL'kL2(0;T ;H�2(!)) � C k'kH�2(
) :
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En outre, en réecrivant (5:50) en fonction de l�operateur L, on obtient

kL'kL2(0;T ;H�2(!)) � C k'kH�2(
) : (5.51)

Donc L est un isomorphisme de H�2(
) sur X0 = L (H�2(
)) : Posons L = L�1 et

Y0 = H�2 (
) : Alors L 2 L (X0; Y0) :

Posons maintenant X1 = X0 \ L2 (0; T ;H2 (!)) et Y1 = H2
0 (
) : Il suit de (5:51)

que L 2 L (X1; Y1) :

Appliquant le théorème d�interpolation ([33], p.32, théorème5.4) à l�operateur L, on

obtient

L 2 L
�
[X0; X1] 1

2
; [Y1; Y0] 1

2

�
:

On a

[Y1; Y0] 1
2
= L2 (
) ([28]; p.79; théorème 12.3)�

L2
�
0; T ;H2 (!)

�
; L2

�
0; T ;H�2 (!)

��
1
2

= L2
�
0; T ;

�
H2 (!) ; H�2 (!)

�
1
2

�
([6], p.107; théorème 5.2.1)�

H2 (!) ; H�2 (!)
�
1
2

= L2 (!) ([33]; théorème 12.4; p.81)

Maintenant, puisque X0 est un sous espace de L2 (0; T ;H�2 (!)) et X1 est un sous espace

de L2 (0; T ;H2 (!)), il suit de [33], p. 108, théorème 15.1, que la norme de [X0; X1] est

équivalente à la norme de L2 (0; T ;L2 (!)) et par conséquent

k' (0)k2L2(!) � C

Z T

0

k' (t)k2L2(!) dt

Ceci met �n à la démonstration de la proposition.
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6.5 Démonstration du théorème 3

On montre le théorème 3 pour donnée initiale régulière. Le cas général suit par un

argument de densité.

Dérivant la fonction énergie F (:) et appliquant le théorème de Green, on obtient

d

dt
F (t) = �

Z



a (x) jy(x; t)j2 dx

qui donne aprés intégration sur (0; T )

F (T )� F (0) = �
Z T

0

Z



a (x) jy (x; t)j2 dx (5.52)

Maintenant, on réécrit la solution y de (5:11)� (5:12) comme y = '+  où ' = ' (x; t)

résoud

@' (x; t)

@t
= i�2' (x; t) dans 
� (0;+1) ;

' (x; 0) = y0 (x) dans 
;

' (x; t) =
@' (x; t)

@�
= 0 sur �� (0;+1) :

et  =  (x; t) satisfait

@ (x; t)

@t
= i�2 (x; t)� a (x) y (x; t) dans 
� (0;+1) ;

 (x; 0) = 0 dans 
;

 (x; t) =
@ (x; t)

@�
= 0 sur �� (0;+1) :

D�aprés la proposition 4, on a

ky0k2L2(
) � C

Z T

0

Z
!

j' (x; t)j2 dxdt (5.53)
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Combinant (5:52), (5:53) et (5:10), on obtient

F (T ) � C

Z T

0

Z
!

j' (x; t)j2 dxdt

� C

a0

Z T

0

Z



a (x) j' (x; t)j2 dxdt

� C

2a0

Z T

0

Z



a (x) jy (x; t)j2 dxdt+ C

2a0

Z T

0

Z



a (x) j (x; t)j2 dxdt

� C

2a0

Z T

0

Z



a (x) jy (x; t)j2 dxdt+
C kakL1(
)

2a0

Z T

0

Z



j (x; t)j2 dxdt (5.54)

Des estimations d�énergie sur l�équation de Schrôdinger de quatrième ordre, on a

k k2L1(0;T ;L2(
)) � C kakL1(
)
Z T

0

Z



a (x) jy (x; t)j2 dxdt: (5.55)

En inserant (5:55) dans (5:54) et en rappelant (5:52), on obtient

F (T ) � C

1 + C
F (0)

à partir de laquelle suit le résultat de stabilité désiré.
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Appendice 6A

Proposition 6.2 Les opérateurs A et A� dé�nis respectivement par (5:14) et (5:15) sont

dissipatifs.

Preuve. Soit ' 2 D (A) : Alors

h';A'iV =
Z



�' (x)�(A') (x)dx:

D�aprés le théorème de Green, on a

h';A'iV =
Z
�

�' (x)
@(A') (x)

@�
d��

Z
�

@�' (x)

@�
(A') (x)d� +

Z



�2' (x) (A') (x)dx

(A1)

En utilisant (5:14), on obtient de (A1)

h';A'iV = �
Z
�0

m (x) :� (x)
���2' (x)

��2 d�� i

Z



���2' (x)
��2 dx:

Donc

Re h';A'iV = �
Z
�0

m (x) :� (x)
���2' (x)

��2 d� � 0
Alors A est dissipatif. La dissipativité de A� est prouvée d�une manière similaire.
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Appendice 6B

Démonstration de l�identité (5:18)

Soit h (:; :) 2 C2
�

� [0; T ] ;Rn

�
: Multipliant les deux membres de (5:4) par

h (x; t) :ry (x; t) et intégrant sur 
� (0; T ), on obtient

Z T

0

Z



�
@y (x; t)

@t
� i�2y (x; t)

�
h (x; t) :ry (x; t)dxdt = 0 (B.1)

Pour la première intégrale du membre gauche de (B:1), on a aprés intégration par parties

en t

Z T

0

Z



@y (x; t)

@t
h (x; t) :ry (x; t)dxdt

=

�Z



y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dx
�T
0

�Z T

0

Z



y (x; t) :
@h (x; t)

@t
:ry (x; t)dxdt

�
Z T

0

Z



y (x; t)h (x; t) :r
 
@y (x; t)

@t

!
dxdt (B.2)
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Rappelant le théorème de Green, on obtient de (B:2)

Z T

0

Z



@y (x; t)

@t
h (x; t) :ry (x; t)dxdt

=

�Z



y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dx
�T
0

�Z T

0

Z



y (x; t)
@h (x; t)

@t
:ry (x; t)dxdt�Z T

0

Z
�

y (x; t)
@y (x; t)

@t
h (x; t) :� (x) d�dt�

i

Z T

0

Z



�2y (x; t)h (x; t) :ry (x; t) dxdt�

i

Z T

0

Z



�2y (x; t)y (x; t) div h (x; t) dxdt (B.3)

L�insertion de (B:3) dans (B:1) donne

�Z



y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dx
�T
0

�Z T

0

Z



y (x; t)
@h (x; t)

@t
:ry (x; t)dxdt�Z T

0

Z
�

y (x; t)
@y (x; t)

@t
h (x; t) :� (x) d�dt�

i

Z T

0

Z



�2y (x; t)h (x; t) :ry (x; t) dxdt�

i

Z T

0

Z



�2y (x; t)y (x; t) div h (x; t) dxdt�

i

Z T

0

Z



�2y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dxdt

= 0
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qui implique à son tour

2Re

Z T

0

Z



�2y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dxdt

= Im

�Z



y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dx
�T
0

�

Im

Z T

0

Z



y (x; t)
@h (x; t)

@t
:ry (x; t)dxdt�

Im

Z T

0

Z
�

y (x; t)
@y (x; t)

@t
h (x; t) :� (x) d�dt�

Re

Z T

0

Z



�2y (x; t)y (x; t) div h (x; t) dxdt (B.4)
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On calcule l�intégrale du membre de gauche de (B:4). Du théorème de Green, on a

Z T

0

Z



�2y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dxdt

=

Z T

0

Z
�

@�y (x; t)

@�
h (x; t) :ry (x; t)d�dt�

X
k;j

Z T

0

Z



@�y (x; t)

@xk

@hj (x; t)

@xk

@y (x; t)

@xj
dxdt�

X
k;j

Z T

0

Z



@�y (x; t)

@xk
hj (x; t)

@2y (x; t)

@xk@xj
dxdt�

Z T

0

Z
�

@�y (x; t)

@�
h (x; t) :ry (x; t)d�dt�

X
k;j

Z T

0

Z
�

�y (x; t)
@hj (x; t)

@xk

@y (x; t)

@xj
�k (x) d�dt+

X
k;j

Z T

0

Z



�y (x; t)
@2hj (x; t)

@x2k

@y (x; t)

@xj
dxdt+

2
X
k;j

Z T

0

Z



�y (x; t)
@hj (x; t)

@xk

@2y (x; t)

@xk@xj
dxdt�

X
k;j

Z T

0

Z
�

�y (x; t)hj (x; t)
@2y (x; t)

@xk@xj
�k (x) d�dt

+
X
j

Z T

0

Z



�y (x; t)hj (x; t)
@

@xj
�y (x; t)dxdt (B.5)
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En utilisant (B:5) dans (B:4), on obtient

2Re

Z T

0

Z
�

@�y (x; t)

@�
h (x; t) :ry (x; t)d�dt�

2Re
X
k;j

Z T

0

Z
�

�y (x; t)
@hj (x; t)

@xk

@y (x; t)

@xj
�k (x) d�dt+

2Re
X
k;j

Z T

0

Z



�y (x; t)
@2hj (x; t)

@x2k

@y (x; t)

@xj
dxdt+

4Re
X
k;j

Z T

0

Z



�y (x; t)
@hj (x; t)

@xk

@2y (x; t)

@xk@xj
dxdt�

2Re
X
k;j

Z T

0

Z
�

�y (x; t)hj (x; t)
@2y (x; t)

@xk@xj
�k (x) d�dt+

2Re
X
j

Z T

0

Z



�y (x; t)hj (x; t)
@

@xj
�y (x; t)dxdt

= Im

�Z



y (x; t)h (x; t) :ry (x; t)dx
�T
0

�

Im

Z T

0

Z



y (x; t)
@h (x; t)

@t
:ry (x; t)dxdt�

Im

Z T

0

Z
�

y (x; t)
@y (x; t)

@t
h (x; t) :� (x) d�dt�

Re

Z T

0

Z



�2y (x; t)y (x; t) div h (x; t) dxdt (B.6)

Si h (x; t) = m (x) ; alors

divm (x) = n;

@mj (x)

@xk
=

8<: 1 si k = j;

0 si k 6= j
;

@2mj (x; t)

@x2k
= 0 pour tout j; k
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et (B:6) devient

2Re

Z T

0

Z
�

@�y (x; t)

@�
m (x) :ry (x; t)d�dt�

2Re

Z T

0

Z
�

�y (x; t)
@y (x; t)

@�
d�dt+

4

Z T

0

Z



j�y (x; t)j2 dxdt�

2Re
X
k;j

Z T

0

Z
�

�y (x; t)mj (x)
@2y (x; t)

@xk@xj
�k (x) d�dt+

2Re
X
j

Z T

0

Z



�y (x; t)mj (x)
@

@xj
�y (x; t)dxdt

= Im

�Z



y (x; t)m (x) :ry (x; t)dx
�T
0

�

Im

Z T

0

Z
�

y (x; t)
@y (x; t)

@t
m (x) :� (x) d�dt�

nRe

Z T

0

Z



y (x; t)�2y (x; t)dxdt (B.7)

Mais d�aprés le théorème de Green, on a

Z T

0

Z



y (x; t)�2y (x; t)dxdt =

Z T

0

Z
�

y (x; t)
@�y (x; t)

@�
d�dt�Z T

0

Z
�

@y (x; t)

@�
�y (x; t)d�dt+

Z T

0

Z



j�y (x; t)j2 dxdt

et

2Re
X
j

Z T

0

Z



�y (x; t)mj (x)
@

@xj
�y (x; t)dxdt

=

Z T

0

Z
�

j�y (x; t)j2m (x) :� (x) d�dt� n

Z T

0

Z



j�y (x; t)j2 dxdt
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Par conséquent (B:7) peut ètre écrite comme suit

2Re

Z T

0

Z
�

@�y (x; t)

@�
m (x) :ry (x; t)d�dt�

2Re

Z T

0

Z
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@y (x; t)

@�
d�dt+

4

Z T

0

Z



j�y (x; t)j2 dxdt�

2Re
X
k;j

Z T

0

Z
�

�y (x; t)mj (x)
@2y (x; t)

@xk@xj
�k (x) d�dt+Z T

0

Z
�

j�y (x; t)j2m (x) :� (x) d�dt

= Im

�Z



y (x; t)m (x) :ry (x; t)dx
�T
0

�

Im

Z T

0

Z
�

y (x; t)
@y (x; t)

@t
m (x) :� (x) d�dt�

nRe

Z T

0

Z
�

y (x; t)
@�y (x; t)

@�
d�dt+

nRe

Z T

0

Z
�

@y (x; t)

@�
�y (x; t)d�dt: (B.8)

De plus, puisque y(x; t) = @y(x;t)
@�

= 0 sur �1 � (0; T ), alors

@y (x; t)

@xk
= 0 ; k = 1; :::; n sur �1 � (0; T ) ;

et
@2y (x; t)

@xj@xk
=

@

@�

�
@y (x; t)

@xk

�
�j (x) ; j; k = 1; :::; n sur �1 � (0; T ) (B.9)
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qui impliquent

X
j;k

mj (x)
@2y (x; t)

@xj@xk
�j (x) =

X
j;k

mj (x)
@

@�

 
@y (x; t)

@xk

!
�j (x) �k (x)

= m (x) :� (x)
X
k

@

@�

 
@y (x; t)

@xk

!
�k (x) (d�aprés B:9) ;

= m (x) :� (x)
X
k

@2y (x; t)

@x2k
;

= m (x) :� (x)�y (x; t); sur �1 � (0; T ) (B.10)

En substituant (5:6); (5:7) et (B:10) dans (B:8); on obtient
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Z
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j�y (x; t)j2m (x) :� (x) d�dt: (B.11)
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 مـــــــلخص

 

ير بمعادلة قــقةة ااإسس قةرارةة المتقمةة لتما  مسالهدف من هذه الرسالة دراسة بعض مسائل المراقبـــة الد

 .   من   Ωشرادنجر من الرتبة الرابعة معرفة على مجموعة محدادة  

 .نبين نتـجقين للةراقبة الدقـةة في مدة زمنية قصيرة كيفـةأ اإ 

     Δ ,     بمراقبين    لـــ        الثتوي   في الفضاء مبيتةالتتـجة ال الى  -

 .   على                   حـث   Σعلى 

بمراقب        التتـجة الثانية مبيتة في الفضاء  -
  

  
 .  Σعلى     ’    

المةدمة من  (طرةةة الوحدانية الهلبارتية) HUMطرةةة البرهان تعتمد في كلقا الحالقين على طرةةة 

 .الوحدانية/اتةنيات المضاعف احجة التراص Lionsطرف 

 Σ  على: نقائج الايس قةرارةة التمامـة   من جهة اخرى نبين تحت شراط هتدس ية على المجةوعة 

 .ابالداخل

ةتناقص أ س يا في فضاء أ ن الحل نبين باس قعمال شراط تبدةد مناس بة  Σس قةرارةة على من أ جل اإس   -

 Σ س قةرارةة بالداخل نفرض أ ن حد اإسرجاع فعال في جوار جزء من اإس  مناسب ا من أ جلطاقة 

التتـجقين  في كلقا برهانال .     بين أ ن الحل ةتناقص أ س يا في فضاء الطاقة ن في هذه الحالة 

 .الوحدانية/حجة التراص ةعتمد على تةنيات المضاعف ا

 

 

 ,المراقب على الحافة ,اإسس قةرارةة المتقمةة ,المراقبة الدقـةة ,معادلة شرادنجر من الرتبة الرابعة :مفاتيح الكلمات

 . المراقب بالداخل


