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Résumé

Dans cette these, nous étudions la méthode de points intérieurs (MPI) de trajectoire centrale
de type primal-dual basée sur une fonction noyau pour résoudre des problémes d’optimisation
semi-définie (OSD). Pour cette étude, nous proposons une nouvelle fonction noyau avec un
terme de barriere logarithmique. Nous proposons aussi des directions de recherche, et une
fonction de proximité qui sont basées sur cette fonction noyau, et on donne la complexité des
algorithmes a grand et a petit pas. L'efficacité numérique de ces algorithmes est confirmée par
des tests numériques qui sont encouragées.

Mots clés: Optimisation semi-définie, Méthode de points intérieurs, Chemin centrale,
Fonction noyau, Complexité algorithmique.

Abstract:

In this thesis, we study a primal-dual Interior Point Method (IPMs) of central path type based
on a new kernel function for solving the semidefinite problems (SDO). For this study, we
propose a new kernel function with a logarithmic barrier term. We also propose a search
directions, and a proximity function which are based on this kernel function, and we give the
complexity of the large and small update algorithms. The numerical efficiency of these
algorithms is confirmed by some numerical tests which are encouraged.

Keywords: Semidefinite optimisation, Interior point method, Cental path, Kernel function,
Algorithmic complexity.
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Introduction

Introduction

La programmation mathématique, branche de 'optimisation, s’occupe de la minimisation
(ou la maximisation) sous contraintes d’une fonction & plusieurs variables, schéma trés général
s’appliquant & de nombreuses situations pratiques dans beaucoup de domaines (minimisation de

cotits, de durées, maximisation de gains, de rentabilité, etc.).

Le probléme de la programmation semi-définie (SDP) est un domaine d’actualité dans la
programmation mathématique, la plupart des documents sur SDP ont été écrits dans les années
90, bien que ses racines remontent a quelques décennies de plus, (voir par exemple Bellman et Fan
[41]). Un article sur la programmation semi-définie paru en 1981 intitulé "Linear Programming
with Matrix Variables" (Craven et Mond [4]), représente un ouvrage le plus convenable et la
meilleure facon d’introduire le probleme SDP. L’objectif est de minimiser le produit scalaire de
deux matrices symétriques, & savoir une matrice constante C et une matrice variable X semi-

définie positive (X > 0), soumis & un ensemble de contraintes :

min{7r(CX): Tr(4,X)=0b,i=1,..,m, X >0},

ou Tr désigne la trace d’une matrice carrée, A;, b;, i = 1,...,m sont respectivement des

matrices symétriques réelles et des scalaires réels.

Le probleme SDP est une généralisation de la programmation linéaire PL, ot les vecteurs sont
remplacés par des matrices et I'orthant positif (R'} ), est remplacé par le cone des matrices semi-
définies positives, ce qui explique donc le transport du savoir faire de la programmation linéaire
a la programmation semi-définie. Ce probléme est d’une importance capitale pour au moins trois
raisons : la premiére est que la SDP contient des classes importantes de problémes comme par
exemple les cas spéciaux des programmations linéaire et quadratique. La deuxiéme raison est
que ce probléme a des applications en optimisation combinatoire, en théorie d’approximation, on

systeme et théorie de controle, en mécanique, en ingénierie, en électricité, en économie, ect. La
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derniére est que le probléeme SDP peut étre résolu en temps polynomial par des algorithmes de

points intérieurs.

Les algorithmes de points intérieurs de la SDP ont été étudiés intensivement dans les années
90, et c’est ce qui explique la résurgence de l'intérét de la recherche en programmation semi-
définie. En considérant les liensentre la programmation linéaire PL et la programmation semi-
définie, on peut se demander comment les algorithmes de points intérieurs de la PL ont été

étendus avec succés a la SDP 7

Le domaine des méthodes de points intérieurs pour PL a commencé avec ’algorithme d’el-
lipsoide de Khachiyan en 1979, qui a permis de lier le nombre d’itérations par un polynéme. Ce
qui a répondu a la question de savoir si des problémes de programmation linéaire peuvent étre
résolus en temps polynomial, mais les expériences pratiques par la méthode d’ellipsoide ont été

décevants.

Suivi par le célebre article de Karmarkar [39] en 1984, qui a introduit un algorithme avec
une complexité polynomiale améliorée, ceci a également été accompagnée par efficacité du com-
portement numérique de ’algorithme. Dans la décennie suivante, des milliers de documents sont

apparus sur ce sujet.

La plupart des idées sous-jacentes a les méthodes de points intérieurs proviennent du domaine

de la programmation non linéaire. Parmi leurs avantages, citons :

1. Efficacité théorique : ces méthodes ont une complexité polynomiale et s’exécutent en temps

polynomial.
2. Efficacité pratique : les temps de calcul et de réponse de ces méthodes sont compétitifs.

3. Traitement de trés grands problémes : ces méthodes permettent de résoudre des problémes

de trés grande taille en un temps acceptable et raisonnable.
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4. Adaptation au cas non linéaire : il est possible d’adapter ces méthodes a la programmation
non linéaire, plus particuliérement a la programmation convexe, ce qui permet de traiter
de nouveaux types de problémes pour lesquels on ne connaissait jusqu’a présent aucune

méthode de résolution efficace.

On désigne par méthode de points intérieurs (MPI), toute procédure de résolution géné-
rant une suite de points appartenant a l'intérieur (relatif) du domaine réalisable (admissible)
et convergeant vers une solution optimale du programme considéré. Il y a principalement trois
grandes catégories de méthodes de points intérieurs :

- Les méthodes affines.

- Les méthodes de réduction du potentiel.

- Les méthodes de trajectoire centrale.

On peut distinguer différents MPI, selon qu’il s’agit des MPI réalisables ou non-réalisables.
Les MPI réalisables commencent par une matrice strictement réalisable et conservent la faisabi-
lité pendant le processus de résolution. Cependant, pour obtenir un tel point, il est généralement
aussi difficile que de résoudre le probléme sous-jacent. Les MPI non-réalisables pour les pro-
blémes de programmation semi-définis commencent par une matrice définie-positive arbitraire.

La performance des MPI non réalisables existantes dépend fortement du choix du point de départ.

Récemment, Kojima, Shindoh et Hara [30], Monteiro [45] et Y. Zhang [52] ont présenté des
algorithmes primaux-duaux de points intérieurs pour la programmation semi-défnie (ou pour la
version de complémentarité linéaire semi-définie issue du probléme SDP) qui sont généralisés a
partir des algorithmes similaires congus pour la programmation linéaire PL (ou pour le probléme
de complémentarité linéaire PCL). Leurs directions de recherche sont obtenues a partir d’une
équation modifiée (en utilisant un facteur de paramétrisation) de Newton pour approcher une
solution réalisable sur le chemin central. La convergence polynomiale de ces algorithmes a été

étudiée et prouvée par plusieurs chercheurs [32, 5, 21, 47, 46, 2].
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Les fonctions noyaux jouent un role important dans la conception de nouveaux algorithmes de
points intérieurs de type primal-dual. Les méthodes de points intérieurs basées sur la notion des

fonctions noyaux ont fait récemment ’objet de plusieurs études citons, [56, 12, 55, 49, 33, 36, 35].

Premiérement, Peng et all. [24] ont présenté des méthodes de points intérieurs pour (PL) et
(SDP) basées sur les fonctions barriéres auto-réguliére, puis, Bai et all. [56, 55, 57], ont proposé
une classe des méthodes de points intérieurs de type primal-dual pour (PL) basé sur une variété
de fonctions noyaux non-auto-réguliére et ils ont obtenu la méme complexité favorable pour les
algorithmes a grand et petit-pas que [24]. De plus, Wang et all ont fait ’extension des résultats

ci-dessus obtenus pour (PL) & (SDP) [16] et(CQSDP) [14].

Pour d’autre algorithmes de points intérieurs basé sur les fonctions noyaux on cite [54, 1, 15,

16, 37, 9]. Notons que la meilleure borne d’itérations pour les algorithmes & petit et a grand pas,

O(yv/n(log %)) et O(y/nlogn(log %)), respectivement.

Comme les fonctions noyaux sont utilisées dans des algorithmes du chemin central, nous
nous somme intéressés a une méthode de trajectoire centrale de type trimal-dual résoudre des
problémes de la programation semi-définie basée sur les fonctions noyaux qui sont satisfont
quelques propriétés et qui conduisent & un modeél trés important pour dévlopper ces méthodes.
Ces méthodes déterminent une nouvelle classe de directions de Newton et sont considérées comme

une proximité pour mesurer la qualité des points par rapport au chemin central.

Notre travail apporte sur des contributions théoriques, algorithmiques et numériques pour
résoudre convenablement des problémes d’optimisation de la programmation semi-définie. Nous
proposons une méthode de résolution de la programmation semi-défnie (SDP) par la méthode
de trajectoire centrale, via une nouvelle fonction noyau avec un terme de barriére logarithmique
[3] définie par :

(-1 log(t) 1 ~t'97-1

vg(t) = 5 3 29 < 1_—jq;Q>1»S€N\{O}-
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TT(XOSO))

Sqg+1
Nous avons montré que l’algorithme correspondant converge apres O(anZQTq log —=

. . T N . ,
itérations pour les méthodes a grand-pas, et O(¢?S%\/n log w) itérations pour les méthodes

a court-pas.

La thése se présente comme suit :

Le chapitre 1 présente un rappel sur des notions fondamentales d’usage fréquent pour la
suite, & savoir : L’analyse convexe, quelques résultats de programmation mathématique et les
notions des principales propriétés des cones des matrices symétriques semi-définies positives.
Dans le chapitre 2,nous 'avons consacré a la programmation semi-définie,on donne alors la
formulation générale de ce type de probléme et sa dualité. On précise ainsi quelques domaines
d’application et on termine par les méthodes de résolution d’un probléeme (SDP). Dans le dernier
chapitre c’est-a-dire le chapitre 3, nous proposons une nouvelle fonction de proximité pour
un probléme d’optimisation semi défini SDO par une nouvelle fonction noyau. En outre, nous
formulons un algorithme de points intérieurs primal-dual pour (SDO) en utilisant la fonction de
proximité et de donner son analyse de la complexité.

Enfin, nous cléturerons ce travail par une conclusion et perspectives suivi par Annexe et

Bibliographie.




Notations et terminologie

Notations et terminologie

Terminologie
(IPMs) . Les méthodes de points intérieurs,
(SDO) :  Optimisation semi-définie,
(SDP) : Programmation semi-définie,
(DSDP) : Ledual de (SDP),
(PL) : Programmation linéaire,
(PM) : Programmation mathématique,
(CQP) : Programmation quadratique convexe,
(CQSDP) : Programme quadratique convex esemi-définie,
(P) : Le probléme primal,
(D) : Le probléme dual,
(K.K.T) : Karush-Kuhn-Tucker,
c—a—d : Clest adire,
NT . Nesterov et Todd,
(CPI) : Condition de points intérieurs,

= : Egale par définition,

resp . Respectivement,
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Notations

R™ . L’espace euclidien des n-composantes réelles,

R? : L’orthant positif de 'espace R",

Rmxm . L’espace des matrices réelles & m lignes et n colonnes,
R . L’espace de smatrices carrées d’ordre n,

S = {X: XeRv" X =XT},

St = {X: XeS",X >0},

Sty = {X: X &S X >0},

int(D) L’intérieur du domaine D,

Vi) = (%(az), aa—rfz(x), s %(z)), gradient de f au point z,
Vif(r) = (%(w))lsmgn, la matrice Hessiennede f,

g—i(:ﬂ) . Les dérivées partielles au point x,

AT :  La matrice transposée de A,

At : L’inverse d’une matrice réguliére A,

A3 . La racine carrée de lamatrice A > 0,

A~ B : 1l existe une matrice inversible P telle que A = PBP~!, (semblable),
sp(A) Le spectre de la matrice A,

i (A) : La i valeur propre de A € R"*",

Tr(4) = >ai = Ai(A), la trace d'une matrice A € R"™*",
p(A) = max [Ai (A)|, le rayon spectral de A,

Amax (A) = max\; (A),
)\min (A) = mm)\z (A) y

det(A) = J[MN(A), déterminant de A € R™*"
A0 : A est une matrice symétrique semi-définie positive,
A=0 : A est une matrice symétrique définie positive,

10
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AeB
)(k
diag ()
x>0

x>0

La matrice identité d’ordre n,
Tr(ATB),VA, B € R™",
La k™€ terme d’une suite de matrices,
X, la matrice diagonale avec X;; = x;,
Les composantes de z, z; > 0 pour tout ¢,
Les composantes de z, z; > 0 pour tout ¢,
Transposé du vecteur x de R”,

La "¢ composante de z,

Un vecteur de R” tel que e; = 1,Vi =1,...,n,
La k°™° vecteur d’une suite de vecteurs,

(181, ..., TnS,) T, produit d’Hadamard,

Ty T2 Tn

(=, =, .., )T (s #£0),

S1 S2 Sn
(%, ;—1, . ﬁ)T (z #£0),
(VZ1, oos /T) T 2 (> 0),

xls = > r_i TSk : le produit scalaire de deux vecteurs,

Tr (ATA) = \/@

V/p (AT A), la norme spectrale de A.

11



Chapitre 1

Préliminaires et notions fondamentales

Ce chapitre introductif contient certaines notions et résultats bien connus sur le calcul matri-
ciel et quelques propriétés des matrices symétriques (en particulier, semi-définie-positive), ainsi
que des notions de base de I'analyse convexe et de la programmation mathématique qui seront

utiles par la suite.

1.1 Quelques notions sur les matrices

On notera M,, ,,(R) 'espace vectoriel des matrices réelles m x n, et M,(R) I’espace vectoriel

des matrices carrées d’ordre n. L’espace vectoriel des matrices carrées symétriques d’ordre n est

noté S* = {A € M,(R) / AT = A}.

1.1.1 Valeurs propres et spectre

1. Pour une matrice A € M, (R), le polynome a variable A,
pa(A) =det (A, — A),

est appelé polynome caractéristique de A. Les racines de p4 () sont dites les valeurs propres

de A.

2. Il est important de signaler que le déterminant d’une matrice A est le produit de ses valeurs

12



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

propres.

3. Le spectre de A € M, (R), est 'ensemble des valeurs propres de A,
o(A)={NeR, (M, — A) est singuliére (i.e.,n’est pas inversible)} .
4. Le rayon spectral de A est la plus grande valeur propre de A en valeur absolue

A) = Al
p(A) Agl;};;)l |

5. Pour nos besoins, il convient d’écrire les valeurs propres dans I'ordre croissant
Amin(A) = A (A4) < A2(A) < .. < A(A) = Anax(4),

et pour A et B deux matrices de S™, on a :
(2) Amin(A+ B) > Ain(A) + Amin(B).
(b) Amax(A + B) < Anax(A) + Amax(B).
6. Soit la matrice A € M, (R), alors on a :
(a) Si A est orthogonale, alors les valeurs propres de A sont —1 ou 1.
(b) A est réguliére (ou inversible) si et seulement si 0 n’est pas une valeur propre de A.
7. Soit A une matrice inversible de M, (R) alors :

(
(

a) \ est une valeur propre de A si et seulement si A est une valeur propre de A”.

)

b) A est une valeur propre de A si et seulement si A~! est une valeur propre de A~

(c) A est une valeur propre de A si et seulement si A+ [ est une valeur propre de A+ 51,,.
)

(d) A est une valeur propre de A si et seulement si A\ est une valeur propre de SA.

Proposition 1.1 Toutes les valeurs propres notées \;(A) d’une matrice symétriqgue A € S™ sont
réelles et de plus il existe une matrice orthogonale P € M, (R) (dite de passage) qui diagonalise
A, (i.e., PPAP = Dy ot Dy est une matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les

valeurs propres de A).

13



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

1.1.2 Trace d’une matrice

Définition 1.1 La trace d’une matrice A € M,(R) est la somme de ses éléments diagonauz,

T’I“(A) = zn:aii = zn:)\lA,
i=1 i=1

ol N\; sont les valeurs propres de A.

Il est important de signaler que la trace est une fonction linéaire, de plus elle vérifie les

propriétés suivantes :
1. VA, B € M,(R),Tr(AB) = Tr(BA).
2. VA € M, (R),Tr(A) = Tr(AT).

3. VA, B € M,(R): A~ B=Tr(A) = tr(B).

1.1.3 Produit scalaire et normes

On commence par la définition du produit scalaire de deux vecteurs.

Définition 1.2 Etant donné deux vecteurs x, y € R", le produit scalaire euclidien est noté et

défini par

n
Y
(w,y) =2y = wiys.
i=1
De méme, on définit un produit scalaire sur I’ensemble des matrices carrées réelles.

Définition 1.3 Soient A, B € M,(R), le produit scalaire de A et B noté A e B est défini par :

Ae DB = TT'(ATB) = f:f:awbw =DBeA

i=1 j=1

Enongons maintenant la notion de norme vectorielle.

Définition 1.4 La norme vectorielle est une application de R™ dans R, notée par ||-|| et vérifie

les conditions suivantes :
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1.V eR": ||z|| =0 <=z =0.
2. VA e R Vz e R": || Az|| = [N ||z -

3. Va,y € R [l +y| < [lzfl + [lyll-
La norme matricielle associée au produit scalaire de deux matrices est définie par :

Définition 1.5 Soient A, B € M, (R), l’application |-|| : R"™*™ — R est appelée norme matri-

cielle si elle vérifie les conditions suivantes :
1. |A =0<= A=0,VA € M,(R).
2. || AA] = M A, VA € R.
3. [|[A+ Bl < ||A|| + |B]|,YA, B € M, (R).

4 [[AB| < [[AI[|B]l, VA, B € My(R).

les normes matricielles usuelles pour toute A € M,,(R) sont :

Al = (2 |a,-j|) Al = mhx (z |aij|) et 1Al = | /mbx || = /p (ATA).
- 1= - J= -
la dérniére norme est appelée la norme euclidienne, o \;, ¢ = 1, ..., n, sont les valeurs propres
de la matrice AT A.

On utilisera également la norme de Frobenius :

et

IAll, = v/p(A2) [Ni] = mas [Xi(A)]

de plus,
Al < [[Allp < VrllAll,,
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et pour toute norme matricielle on a :

p(A) < [JA]l.

1.1.4 Matrices semi-définies positives

Enoncons maitenant la notion d’une matrice semi-définie positive. Puis, on présente certaines

propriétés qui seront utilisées par la suite.

Définition 1.6 Soit A € S",
> A est dite semi-définie positive, et on écrira A = 0, si et seulement si : 27 Ax > 0,Vr € R, et
on note par ST l’ensemble des matrices semi-définies positives.

> A est dite définie positive, et on écrira A = 0 si et seulement si : 7 Az > 0,Vo € R"—{0}, et

on note par ST, l’ensemble des matrices définies positives.

Théoréme 1.1 Soit A € S™, alors les propositions suivantes sont équivalentes :
1. AeSY (resp. Ae ST, ).
2. Ni(A) >0 (resp. \i(A) >0), Vi=1,...,n.
3. 3B € M,(R) telle que : A= BTB.

4. Pour une suite arbitraire A; € S', i = 1,...,n, de sous-matrices principales de A : det(A;) >

0, pourt=1,...,n.
On a aussi, pour une matrice définie positive, I’existence d’une racine carrée :

Proposition 1.2 Soit A € S}, alors il existe une matrice unique B € S} | telle que : A = B2,

et on la note souvent par B = Az. De plus, B est appelée la racine carrée de A.

Proposition 1.3 Soient A, B € S, alors :
1. A- B« A—-B>0.
2. A+ B> B.

3. AsBAz = 0.
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4. Tr(AB) <Tr(A)Tr(B).

5. Tr (AB) >

Propriétés
1. Toute sous-matrice principale d’'une matrice semi-définie (resp. définie) positive est aussi
semi-définie (resp. définie) positive.
2. Pour tout A € S7, il existe ¢ € {1, ..., n}tel que a; = nax |aij| :
3. Si AeS" et a; =0 pour un certain i € {1, ...,n}, alo;s a;; = 0 pour tout j € {1,...,n}.

4. Soit B € M,(R) une matrice inversible, alors : A € S (resp. S7,)<= BTAB € S"
(resp. ST ).

5. On a ’équivalence suivante : A = 0 <= Ae B> 0,VB = 0.
6. Onaaussi: A>0<= Ae B > 0,VB = 0 non nulle.
7.SiA,BeSt, alors: Ae B=0<+= AB=0<= 3 (AB+ BA) = 0.

8. Soit A, B € S™, alors :
(a) Si A= 0, alors : ||A]l, < Tr(A), et n(det(A))w < Tr(A).
(b) SiC,D €S" telleque C — A > 0et D—B >0, alors: Tr (AB) < Tr(CD).

d

)
)
(c) A= B = CTAC > CTBC, VC € M,(R).
) Si A= I, alors : A est inversible et I, = A~
) S

(e B = A= 0 alors B est inversible et A~ = B~1.
9. Amin (A) Amax (B) < Amin (A) tr (B) < A @ B < nA\pay (A) tr (B) < n*Amax (A) Amax (B) .

Théoréme 1.2 Si Ac S7,,C € S", B € R glors

A B

=0«<= C—-BTA'B>0.
BT C
A B

=0«<=C—-—BTA B 0.
BT C

La matrice S = C — BT A1 B s’appelle complément de Schur de A.
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En particulier, pour tout z € R" et X € S”
1 27

r X

—0<«—= X —zz' =0

1.2 Rappel d’analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour I’étude théorique et numé-
rique des problémes d’optimisation. On présente dans cette section quelques notions d’analyse

convexe d’usage courant.

1.2.1 Ensembles affines

Définition 1.7 Un sous ensemble F' de R™ est dit affine st :
Ve,ye FYAER: (1 —= XNz + Ay € F.

On dit aussi que F' est une variété affine (ou linéaire)

Les ensembles affines élémentaires sont : (), {x} (x € R™) , et chaque sous-espace vectoriel de

R".

Définition 1.8 On appelle combinaison affine des éléments x1, ..., x,, de R" tout élément de la

forme :

T = zm:)\ixi, avec \; € R et i)‘i = 1.
i=1 i=1

Théoréme 1.3 Toute partie affine de R™ contient ses combinaisons affines :

Vx; EF,Z)\Z-:Q € F, avec \; € R et Z)\i: 1.

i=1 =1
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1.2.2 Fonctions affines

Définition 1.9 Une fonction f est dite affine sur F C R"si :
Ve,y e R, VAER - f[(1=Nz+ Ayl =1 =N)f(z)+Af(y),

Théoréme 1.4 Toute fonction affine f de R™ dans R™ est de la forme f(x) = Az + b; ou
Ae My, (R) etbeR™.

Proposition 1.4 Une fonction affine f de R™ dans R™ est linéaire si et seulement si f(0) =0,

i.e., b=0.

1.2.3 Ensembles convexes

Définition 1.10 Un sous ensemble C de R™ est dit convexe si :
Ve,y e C, VA€ [01]: (1 —-XNx+ Ay €C.

Autrement dit, si le segment de droite joignant deux points quelconques x,y € C, c-a-d :

[z,y] = {(1 = XNz + A\y,0 < X\ < 1} est entiérement inclus dans C.

Définition 1.11 C est un polyédre conveze s’il est de la forme :
C= {xGR":afxﬁbi, i = 1,...,m},

ol a; est un vecteur non nul de R™ et b; un scalaire pour 1 =1,...,m.

Remarque 1.1 C peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :
C={xeR": Az < b},

ot A est une matrice de R™*™ et b un vecteur de R™.

19



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

1.2.4 Fonctions convexes

Définition 1.12 La fonction f : C— R est dite convexe équivaut & dire que

FA=Nzx+Xy) <A=N)f(x)+ A (y), YA€ [01], Vo,y € C.

m
ou d’une maniére équivalente : si Ym € N*, Y\, >0, Y\, =1, z; € C.
i=1

m m
/ <Z Aﬂi) < Z)\if (z:)
i=1 i=1
et si linégalité au dessus est stricte, alors f est dite strictement convexe Y # y :

1.2.5 Fonction mid-convexe

Définition 1.13 Soit f une fonction réelle de la variable réelle définie sur un intervalle I non

réduit a un point. On dit que « la fonction f est mid-convexe sur C » si on a :

V(a:,y) EC2’ f(x;_y) < f(x);—fQ/)

» Soit f une fonction réelle de la variable réelle définie sur C non réduit & un point. Si f est

continue et mid-convexe sur C alors f est convexe sur [.

1.2.6 Caractérisation d’une fonction convexe différentiable

Si f € C*(C), ou C est un ensemble convexe alors on a les équivalences suivantes :

1. f est convexe si et seulement si

fy) = flx) > (Vf(z),y—x), Va,y €C.

2. f est convexe si et seulement si

(Vf(x)=Vf(y),r—y) >0, Vz,y € C.
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3. De plus, f est dite strictement convexe si I'une ou I'autre des inégalités précédentes sont

strictes pour x # y.

4. f est convexe si et seulement si V?f(z) (le Hessien de f ) est semi-défini positif sur C (c’est
a dire que y'V2f(x)y > 0, Yo,y € C ou encore toutes les valeurs propres de V2 f(x) sont

positives).

5. f est strictement convexe si et seulement si V*f(z) est défini positif sur C (c’est & dire que
y'V2f(x)y > 0, Va,y € C et y # 0 ou encore toutes les valeurs propres de V?f(z) sont

strictement positives).

1.2.7 Fonction barriére

Définition 1.14 Soit D C R"™. On appelle fonction barriére associée a4 D toute fonction B,

définie sur int(D) telle que :
1. B, est continue.
2. B, (z) > 0,Vz € int(D).

3. lim B, () = +o00, quand v — z* € Fr (D).

Les fonctions barriéres les plus utilisées sont les fonctions logarithmiques définies par :

B, (z) = —Zln (hi (x))

Exemple 1.1 Pour

D={zeR":hi(x)<0,i=1,...m},
avec h; € C* (R™) et
int(D)={z€R":h;i(z) <0,i=1,..,m}
On peut prendre
- 1
B, (z) = —;ln )
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et

By, (z) = —Zlog (—h; (2)).

Remarque 1.2 Dans la programmation mathématique, la fonction barriére classique la plus

utilisée est la fonction barriére logarithmique.

1.2.8 Cones

Définition 1.15 On dit que K est un cone si :
AK C K,VA > 0.
Un cone K est dit :
1. Pointé 510 € K.
2. Saillant si K N (—K) C {0} .
3. Solide si Int (K) # @.

4. Convexe si K + K C K.

Proposition 1.5 L’ensemble S’} est un cone conveze fermé saillant et solide. Et [’ensemble ST} .

est un cone convexe.

Comme exemples de cone, on peut citer les orthants positifs R, R” | I'ensemble des poly-
noémes positifs, ’ensemble des fonctions réelles qui sont positives sur une partie donnée de leur
ensemble de définition, les ensembles de matrices symétriques définies positives, semi-définie-

positives.

Proposition 1.6 > L’%ntersection quelconque de cones convexes est un cone convexe.

> Le produit cartésien de cones convexes est un cone convexe.

1.3 Programmation mathématique

On donne, dans cette partie, les outils de base de 'optimisation. On rappelle quelques dé-
finitions élémentaires et les théorémes fondamentaux d’existence et d’unicité de minima. Des

conditions d’optimalité sont aussi présentées.
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1.3.1 Définitions

Probléme d’optimisation

Sous sa forme générale, un probléme d’optimisation s’écrit comme suit :

minf (),
x e C,

ou f : R" — R continue, @ # C C R" est I’ensemble des contraintes, et si C = R", ce

probléme est appelé probléme d’optimisation sans contraintes.

Programme mathématique

Un programme mathématique est un probléme d’optimisation qui consiste a trouver une
solution du probléme qui maximise ou minimise une fonction donnée sous un ensemble des

contraintes. En général, un programme mathématique est défini par :

minf (x).

x e F,

(PM)

ou f: R" — R continue est appelée fonction objective de (PM) et F C R™ est 'ensemble
des contraintes (ou des solutions admissibles), dit aussi domaine de faisabilité. Souvent F est
présenté comme suit :
F={xeR" hj(z)<0, j=1,2,..,pet g;(x) =0, i =1,2,....,n},

avec g;, h; sont des fonctions de R" — R.

Solution réalisable (faisable) on appelle solution réalisable de (PM) tout point z° vérifiant

les contraintes (i.e., 2° € F).

Solution optimale globale : Une solution réalisable qui optimise I'objectif sur F est dite
solution optimale globale de (PM) (i.e.,z* € F est un minimum global de f si et seulement si

pour tout x € D, f(2*) < f (z)). L’ensemble des solutions optimales globales est noté :
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arg m;nf(x), ( L’argument du minimum ).

Solution optimale locale Un point z* € F est une solution optimale locale de (PM) si :

3 9 (voisinage) de z*telque : f (z*) < f (z),Vz € 9.

Contrainte saturée (active) Une contrainte d’inégalité h; () < 0,Vj, est dite saturée (ac-
tive) en z* € F si hj (2*) = 0. Une contrainte d’égalité est par définition saturée en tout point x

de F.

1.3.2 Classification

On classifie le probléme (PM) a partir de deux propriétes fondamentales & savoir la convexité
et la différentiabilité des fonctions du probléme.
— (PM) est un probléme différentiable si les fonctions f, g;, h; sont toutes différentiables.

— (PM) est un probléme convexe si f et h; sont convexes et g; affines.

Qualification des contraintes

La Qualification des contraintes est satisfaite pour tout z* € F dans 'un des trois cas sui-
vants :

— Les contraintes sont affines (F est un polyédre convexe).

— La condition de (Slater) : Si F est convexe (c-a-d h; sont convexes et g; sont affines) et

int(F) # &, c-a-d :

32° : hj(2°) < 0,et g:i(z°) = 0,Vi, j.

— La condition de (Magazarian-Fromowitz) : Si les gradients des contraintes saturées en

x* € F sont linéairements indépendants, alors les contraintes sont qualifiées en x*.

Théoréme 1.5 Pour un programme conveze, tout optimum local est un optimum global.
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La convexité et la différentiabilité jouent un role trés important dans la programmation

mathématique.

Définition 1.16 Soit une contrainte inégalité h; (x) < 0 Si x* satisfait h; (z*) < 0, on dit que
la contrainte est inactive en x*. Si x* satisfait h; (x*) =0, on dit que la contrainte est active ou

saturée en x*.

1.3.3 Résolution d’un programme mathématique (PM)

Principeaux résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 1.6 (Weierstrass) Si F C R" est compact ( fermé et borné ), et f est continue sur

F, alors (PM) admet au moins une solution optimale globale x* € F.

Corollaire 1.1 Si F est non vide et fermé, et f est continue et coercive sur F (au sens que

f(z) — +oo lorsque||z|| — +o0), alors (PM) admet une solution optimale globale.

Corollaire 1.2 Si f est une fonction inf-compacte, alors (PM) admet une solution optimale

globale.

Théoréme 1.7 Si F est convexe et f est strictement convexe, alors il existe au plus une solution

optimale de (PM).

Remarque 1.3 La stricte convexité n’assure pas ’existence de la solution mais assure l'unicité.

Conditions d’optimalités

Considérons le probléme (PM) suivant :

minf(z),
h; <0,7=1,...

(PM) j () <0,5=1,..,p,
gi(x)=0,i=1...,n,

r eR",
\

on associe a ce probléme la fonction lagrangienne suivante :

25



Chapitre 1 : Préliminaires et notions fondamentales

ﬁ(fL’, )‘7/1’) = f(l’) + Z/\jhj (l‘) + Zuigi (aj) S Rn’

ou : \; et p,; sont des réels dits multiplicateurs de Lagrange tel que : A\; € R, j =1, ....p et
w € Rii=1...n.

La théorie de Karush-Kuhn-Tuker (K.K.T) permet d’écrire les conditions nécéssaires d’op-
timalité pour tout probléme d’optimisation avec contraintes possédant une fonction objectif dif-

férentiable.

Théoréme 1.8 (Karush-KuhnTucker) Six* est une solution optimale locale de (PM) satis-
faisant l'une des conditions de qualifications précédentes, alors il existe des multiplicateurs \; €
Rt j=1,..,petpu € Ri=1. n. tels que :
Vf(x*) + ijlkthj (x*) + ﬁ;ungi (z*), (condition d’optimalité),
= iz
(K.K.T) Ajhj (%) =0, j=1,..,p, (condition de complémentarité),
gi (z*) =0, i=1.,n.

Remarque 1.4 1) Si les contraintes ne sont pas qualifiées en x*, les conditions de (K.K.T) ne
s’appliquent pas (x* peut étre optimal sans vérifier ces conditions).
2) Si (PM) est conveze, les conditions de (K.K.T) sont a la fois nécessaires et suffisantes

pour que x soit un minimum global.

1.3.4 Dualité lagrangienne

Le dual de (PM) est le programme mathématique (DM) suivant :

supinf L(z, \, ),

A\ zeF
(DM) VaoL(w, A 1) =0,
A€eR" e RP.

La dualité joue un role fondamental dans 1’étude et la résolution de (PM). Entre autre, elle

fournit des informations supplémentaires trés utiles.
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1.3.5 Méthode de Newton pour résoudre un systéme non linéaire

La résolution du (PM) revient & résoudre le systéme d’équation non linéaire suivant :

Vf(z)+ éAthj () + i:l,ungi (),

Aih; (2) Jj=1,..p,
gi (z), 1=1...,n.
Posons
Viz)+ jzp:l)\thj (x) + ifjlmvéh (z) =0,
F(z, A\ p) = Ak (z) =0, Jj=1,..p,
gi (z) =0, 1=1..n.
ou

F - R2n+p N R2n+p
(z, A\ ) — (Vf(f)Jer:l)\thj (ﬁU)+Zn:1MiV9¢ (), Ajhj (), 9: ($)>

Les méthodes les plus populaires appliquées pour la résolution d’un systéme non linéaire est
la méthode de Newton. Dans ce qui suit décrivons son principe.
Soit g : R™ — R™ une fonction continue, différentiable et soit J(z) la matrice jacobiénne de

la fonction g. Alors nous considérons le systéme non linéaire suivant :

g(z)=0.

A partir d'un vecteur z° de R™ et l'utilisation de la formule suivante :

xkz—H — xk . J(xk)_lg (:Ck) 7

on construit une suite de point définie par :

gh = gk g g,
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ou d* est le vecteur de direction, solution du systéme :

1.3.6 Meéthodes de directions admissibles

Cette classe de méthodes résout un probléme de minimisation non linéaire en se déplacant
d’un point de I’ensemble des contraintes de (PM) F vers un autre de ses points au cott inférieur.
Elles fonctionnent selon le principe suivant : étant donné un élément 2* de F, une direction d*

est générée telle que pour un o > 0 et suffisamment petit, les propriétés suivantes sont assurées :

1. 2¥ + o*d* appartient toujours a F.
2. f (xk + akdk) est inférieure & f (:ck) .

Une fois d* déterminée, o* s’obtient par minimisation monodimenssionnelle pour que le dé-
placement dans la direction d* soit optimal, mais cette fois-ci il est nécessaire d’imposer une
borne supérieure sur la valeur de o afin de ne pas sortir de F. Cela définit le nouveau point

o et le processus est recommencé.

1.3.7 Meéthode de résolution d’un programme mathématique

On peut classifier les méthodes de résolution d’un programme mathématique en trois catégo-

ries

1) Méthodes de type gradient

a) Gradient conjugué : Cette méthode a été proposée par Hestenes (1952) pour résoudre
un systéme linéaire a matrice définie-positive, puis généralisée par Fletcher et Reeves (1964)
pour résoudre des problémes d’optimisation non linéaires, elle est connue par son efficacité pour
minimiser une fonction quadratique sans contraintes. Dans le cas contraint, un changement de
variable simple permet de se ramener au cas sans contraintes, en effet : 2 un point satisfaisant
les contraintes (Az° = 0) et posons x = 20 +Pay tel que Py = I — AT(AA)"'A est 'opérateur

de la projection sur le noyau de la matrice A. Le principe de cette méthode est de construire
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progressivement des directions dy, dy, ..., d, mutuellement conjuguées par rapport a la matrice
Hessienne (V2f(z)) de la fonction objectif du probléme d’optimisation : d;V f(x)d; = 0, Vi #
gyt =0,1,... k.

b) Gradient projeté (Rosen 1960) : le principe de cette méthode est de projeter a chaque
itération le gradient sur la frontiere du domaine réalisable. Il faut signaler que cette méthode est

congue pour un programme plus général de la forme :

ou f est différentiable non nécessairement convexe.

2) Méthodes simpliciales

Parmi les méthodes simpliciales on cite, celle de gradient réduit dtie a Wolfe. C’est une
extension directe de la méthode du simplexe, appliquée a la programmation quadratique. De ce

fait, elle présente les mémes inconvénients a savoir complexité exponentielle.

3) Méthodes de points intérieurs

Conjointement aux méthodes décrites précédemment, il existe actuellement des méthodes de
points intérieurs pour la résolution d’un probléme d’optimisation convexe. Ce sont des extensions
des méthodes développées pour la programmation linéaire (affines, projectives et de trajectoire
centrale). Les problémes d’initialisation, le cott de I'itération et le choix de la direction de descente
deviennent plus pesants.

On distingue trois classes fondamentales de méthodes de points intérieurs a savoir :

a) Méthodes Affines : 1l s’agit pratiquement de l'algorithme de Karmarkar sans fonction
potentiel et sans transformation projective, on utilise une transformation affine et on remplace
la contrainte de non négativité par un ellipsoide qui contient le nouvel itéré. L’algorithme est

d’une structure simple, malheureusement, il n’est pas facile de démontrer la polynoémialité.
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b) Méthodes de réduction du potentiel : La fonction potentiel joue un grand role dans
le développement des méthodes de points intérieurs. L’algorithme de Karmarkar appliqué au pro-
gramme linéaire sous forme standard utilise une fonction potentiel de la forme (n + 1) log (CT.Z’ — z) —
Zn: log (x;), ou z est une borne inférieure de la valeur optimale de 'objectif. Karmarkar prouve
zlzlconvergence et la polynomialité de son algorithme et a montré que cette fonction potentiel est
réduite a chaque itération par au moins une constante. Depuis 1987, les chercheurs introduisent
des fonctions du potentiel de type primales-duales, parmi lesquelles, celle de Tanabe, Todd et Ye
48] défnie par @, (z,s) = plog (z”s) — Xn: log (z;5), pour p > n. Cette fonction a joué un role
trés important dans le développement dels:filgorithmes de réduction du potentiel apres 1988. Les
algorithmes correspondants a ces méthodes possedent une complexité polynémiale, nécessitant

O (v/n |logel) itérations pour réduire le saut de dualité.

c) Méthodes de la trajectoire centrale : Elles ont été introduites a la méme époque que
les méthodes de réduction du potentiel et pleinement développées au début des années 90. Elles
possédent de bonnes propriétés théoriques :

une complexité polyndmiale et une convergence superlinéaire.

Les algorithmes de la trajectoire centrale restreintent les itérés & un voisinage du chemin
central, ce dernier est un arc de points strictement réalisables.

Plusieurs chercheurs essaient de généraliser le principe de ces méthodes pour la program-
mation non linéaire. En 1989, Megiddo [40] a proposé un algorithme primal-dual de trajectoire
centrale pour la programmation linéaire avec une généralisation pour le probléme de complé-
mentarité linéaire (LC'P). Kojima et all. [28] ont développé un algorithme primal-dual pour la
programmation linéaire, une extension pour le (LC'P) est proposée par les mémes chercheurs en

1
1989 avec la complexité O (\/ﬁlog —) itérations.
€
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Chapitre 2

Programmation semi-définie

Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude des problémes de minimisation de fonctions linéaires
sous ’ensemble des contraintes linéaires dont I'inconnu X est une matrice carrée symétrique semi-

définie-positive (X € S’}r)

2.1 Formulation du probléme

Un programme semi-défini est un programme mathématique avec :
- Une fonction objectif linéaire.

- Un ensemble des variables x;;.

- Un ensemble des contraintes linéaires.

- Une contrainte de semi-défini positivité.
Définition 2.1 Le programme semi-défini sous forme standard s’écrit :

minCeX = (C,X)=Tr(CX),
(SDP) AZOX = bi, 1= 1,...,m,
X =0,

ot C, X et A; (i =1,...,m) sont des matrices dans S™, et b = (b1, ...,b,,) € R™.
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Définition 2.2 Une matrice X € S™ est dite réalisable (resp. strictement réalisable) pour (SDP)
St :

Aje X =b;, i=1...metX >0, (resp. ;e X =0b;, i=1,...metX>0).

Et on note par F, = {X € S", X réalisable}, (resp. F,7 = {X € S", X strictement réalisable} ),
l’ensembles des solutions réalisables primales, (resp. l'ensembles des solutions strictement réali-

sables primales) pour (SDP).

Définition 2.3 La valeur optimale primale de (SDP) est définie par :
p* = inf [COX:X eSS, Aje X =b;, i= 1,...,m}

X* est une solution optimale primale de (SDP) si :

X eF,etCeX*=p"

2.2 Cas particuliers

Plusieurs programmes mathématiques peuvent se formuler en un probléme (SDP). Nous

présentons ici quelques uns.

2.2.1 Programmation linéaire

En pratique, personne ne veut ltransformer un programme linéaire en un programme (SDP)
pour la résolution numérique, mais du point de vue théorique, un programme linéaire peut étre
considéré comme un cas particulier de probléeme (SDP). En effet :

Un programme linéaire (PL) est un probléme sous la forme :

min ¢!z,

(PL) Az =1,
x>~ 0,
oux,c e R" beR™et Ac R™™,

Pour transformer le programme linéaire (PL) en un programme (SDP), on définit :
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X =diag(z),C = diag(c) et A; = diag(A; )Vi e {1,...,m},

ou A, désigne la 1 ligne de la matrice A. Nous reécrivons alors la fonction objectif linéaire

sous la forme :

dr=CeX,

et pour les contraintes, on a :

Ar=b<= A;e X =0;, i1=1,..,m.

De méme

;= 0,i=1 .., n<=srecR} < XS] < X 0.

Ainsi, (PL) en variable x peut étre réécrit sous la forme standard d'un (SDP) en variable

matricielle X comme suit :

minC' e X
(SDP> Az o X = bi7 1= 1,...,m,
X =0,

2.2.2 Programmation quadratique

Les problémes d’optimisation quadratiques peuvent aussi se formuler en programme (SDP).

Définition 2.4 Un programme quadratique convexe (PQC') sous contraintes quadratiques convezes

est défini par :

min 27 Qoz + bl x + co,
(PQC) TQix + b +¢; <0, i=1,..,m,

r € R™,

ot Q; €ST;b; eR" ¢; eRi=1,...,m.
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Pour transformer (PQC') en (SDP), on procéde de la maniére suivante :

Pour la fonction objectif on rajoutant une variable auxiliaire réelle y de sorte que

Qo+ bjx+co <y,y eR.

Donc la résolution de (PQC') revient a la résolution du probléme

min ¥,

2" Qor +bjz+co <y,

TQur + bz +¢; <0, i=1,..,m,
r e R,

(PQC)

On transforme ensuite les contraintes en s’appuyant sur le théoréme de Schur. En effet,

Comme Q; € ST, elle posséde une unique racine carrée M; € S d’'out Q; = M?, et on a :

I Moﬂf
1TQor + btz +cy <y = > 0.
e ME ey —blz+y

TQir + bz +¢; <0< = 0.

'MI ¢ — bl

Le probléme (PQC') se transforme alors comme suit

.
min y

I M()Z’
=0

T MT o — bz +y

e MTI ¢, — bl

=0

\ reR" yeR,

ou il y a (n + 1) variables inconnues (z,y) et (m + 1) contraintes d’inégalité matricielles

linéaires.
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2.3 Domaines d’application

La programmation semi-définie a trouvé de nombreuses applications en ingénierie, statis-

tiques, graphes,... etc. Quelques unes de ces applications sont présentées dans la partie suivante.

2.3.1 Optimisation des valeurs propres

Recherche des valeurs propres extrémes
Considérons A une matrice symétrique réelle, le probléme de recherche de la valeur propre
minimale d’une matrice symétrique peut se formuler comme suit :

Amin (A) = thin xl Ax
z||=1

2T Ax
TER™ 240 Hx||2

Posant X = zz7, alors

Tr(X)=) af= || =1.
=1

Le probléme devient alors

min Ae X = Ay (4),
(SDP) Tr(X) =1,
X = 0.

De méme, le probléme de la plus grande valeur propre peut s’écrire comme :

Amax (4) = maxa® Ax

lzll=1
T
ax Z Af,
zeRm z£0 [17]]

et sa formulation en (SDP) est :
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max A e X = A\nax (4),
Tr(X) =1,
X > 0.

Problémes de Min-Max des valeurs propres

Le probléme suivant a été étudié dans [13, 5] comme suit :

A" = min Apay (C' + A(2)) .
Ou:C e M,,et
A: R*"— M,
r— A(z) =Y ;A
i=1

On a la propriété A X A\, <= Apax(A4) < A, tel que A € S" et A € R.

Le probléme min-max s’écrit sous forme d’un probléme (SDP) comme suit :

min A\, min A\,
Amax (C+ A(z)) <A, <= ¢ M —-C—A(z) >0,
r € R" x € R™

Norme spectrale d’une matrice

Soit A € M,,. On considére sa norme spectrale

max VA = ||A],.

Aesp(AT A)

Cette norme peut étre calculer a I'aide du probléme (SDP) suivant :
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14]l; = mine

tI A
AT ]

> 0.

On utilise ici le théoréme du complément de Schur.

Minimisation de la somme des r plus grandes valeurs propres

Pour minimiser la somme des r plus grandes valeurs propres de la matrice symétrique A(x)
dépend affinement de z i.e., A(z) = Ao+ 2141 + ... + Ay, avec A; € S", 1 =0, ..., k, on résout

le probléeme de programmation semi-définie suivant

minrt 4+ Tr(X),
th, + X — A(z) = 0,
X = 0.

OuX eS"etteR.
Pour plus de détail voir [50].

2.3.2 Programmation quadratique avec des contraintes quadratiques

La contrainte quadratique convexe

(Az +b)" (Az+b) — Tz —d <0,

avec x € R¥, peut s’écrire comme :

I Az +0b
(Az +b)" Tz +d

Cette derniére inégalité peut étre exprimée par :

F((L’) = FO + $1F1 + ...+ LL’ka,
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avec

I b 0 a;
Fo = 7F12': aizla"'vk7
vl d al

ou A= [al, e ak}. Par conséquent, un programme convexe quadratique avec des contraintes

quadratiques de type :

min fy (z),

fi (I‘) < O,Z = 1, ...,l,

(QCQP)

ou chaque f; est une fonction quadratique convexe :

fi(x) = (Ajz + b)T (Ayx +b) — cl'w —d,

peut étre formulé comme suit :

.
mint,
I Aol‘"f‘b o
(QCQP) (Aoz +0)T To+do+t |
=0,0=1,...,1
(Aix-i-b)T C?ﬁ—f—di"f‘t

(QCQP) est un programme semi-défini avec les variables z € R* et t € R.

2.3.3 Probléme de programmation non linéaire
Exemple 2.1 Soit le programme non linéaire suivant :
min (23 + z5),

3
riwe > 1,

r1 > 0,29 > 0.
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Ce probléme s’écrit sous forme d’un probléme (SDP) comme suit :

minC' e X
(SDP)q{ AeX =1,
X =0,
3z 0o 1
avec C' =1, X = b A= 2] b=1.
I3 T9 % 0

Exemple 2.2 Soit le programme non linéaire suivant :

(")’
dly
Ax+b >0,

min

ot on suppose que d’z > 0. Ce probléme se reformule alors de la maniére suivante :

min ¢,
Az +b >0,
(cTa:)2 <t e t Tz - 0.
dz e d'x
\
On obtient alors le probléeme (SDP) suivant :
( mint,
diag(Az+0b) 0 0
0 t 'z | =0
0 e d'x

\

Exemple 2.3 Soit le programme non linéaire suivant :

min h(a) = 22 + 6 — Stana,

Cos «

ae}();g[.
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Ce probléme s’écrit sous forme d’un programme (SDP) comme suit :

minC' e X
(SDP){ AeX >1,
X =0,
avec
0 0 100 0 100
X = 0 tana O [, C=] 0 -5 0 |etA=|0 0 0
0 0 1 0 0 6 000

2.4 Dualité en programmation semi-définie

La dualité en (SDP) linéaire est trés similaire a la dualité en (PL) classique a quelques

différences pres.

Soit le probléme (SDP) linéaire standard

minC e X
(S.DP) Ai.X:bi,’iil,...,m,
X = 0.

Pour obtenir le probléme dual de (SDP), on considére la fonction lagrangienne :

q(y) = min [COX—FZ(bi—AioX)yi,yERm] ,
Xesh i=1

= min {(C — iyﬁh) o X +bly,ye Rm] ,
i=1

Xesy

eton a:

maxbly, si C — > y:A; =0,
max = i=1

naxq (y)
Y —00, ailleurs.

D’ou par convention le dual du probléeme (SDP) est :
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max by,

1=1
y € R™.

C’est un programme semi-défini qui s’écrit aussi :

max by,

i=1

yeR™ S >=0.

Définition 2.5 Une solution réalisable de (DSDP) est le couple (y,S) € R™ x S" tel que :

S=0,Y yAdi+S=Cli=1,.,m.
=1

De méme le couple (y,S) est dit strictement réalisable pour (DSDP) si :

S}O,ZyzAl—f—S:O,Z:l,,m
=1

On designe par Fq = {(y,S) € R™ x S", (y, S) réalisable} , 'ensemble des solutions réalisables
duales de (DSDP). Et Ff = {(y,5) € R™ x S", (y, S) strictement réalisable} , ’ensemble des

solutions strictement réalisables duales de (DSDP).

Définition 2.6 La valeur optimale de (DSDP) est définie par :

d* =sup |b'y : C—ZyiAi eSt,i=1,...,myecR"|.
Yy

i=1

(y*,S*) est une solution optimale duale de (DSDUP) si :

(y*,S*) € Fu, et bly* =d*.
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2.4.1 Relations primales-duales pour la programmation semi-définie

Comme pour la programmation linéaire, le probléeme (SDP) peut s’écrire sous plusieurs

formes, le tableau suivant présente les différents types de problémes duales correspondants

Minimisation Maximisation
Variables Contraintes
matrice ou scalaire > 0 matrice ou scalaire <
matrice ou scalaire < 0 matrice ou scalaire >
matrice >~ 0 matrice <
matrice =< 0 matrice >
matrice ou scalaire non astreint matrice ou scalaire =
Contraintes Variables
matrice ou scalaire < matrice ou scalaire >0
matrice ou scalaire > matrice ou scalaire <0
matrice < matrice >~ 0
matrice > matrice < 0
matrice ou scalaire = matrice ou scalaire non astreint

2.4.2 Dualité faible

Proposition 2.1 Soit X € F, et (y,S) € Fq, alors :

CeX —bly=SeX>0,etp >d.
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Preuve 1) On a

CoX =y =CoX—Y by
i=1
=1

i=1
=SeX >0,car S =0,et X =0,

donc Ce X —bTy > 0,VX € F, et V(y,s) € Fu.

2)On a

CeX>bly VXeF,etVyeF, = CeX*>blyV(y,s)eFy
— = C e X* > by = d
== p=>d,

d’ou la dualité faible. m

Remarque 2.1 S e X toujours positive est appelé ’écart ou "Saut de dualité”.

Remarque 2.2 Certains résultats de la Programmation Linéaire ne sont pas valables en (SDP) .

Exemple 2.4 Considérons le probléme semi-défini suivant :

minC' e X,
(SDP) Ai.X:bia i:1727
X eSi.

S% : lespace des matrice symétriques 3 X 3.

0 0 0 I11 T21 0 1 0 0
C = 000 ;X: Tig Tog O 7A1: 0 00 )
0 01 0 0 33 0 0O
010
0
AZZ 1 0 0 7b:
2
0 0 2
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Ce probléme s’écrit aussi sous la forme suivante :

(

min (1 — $12) s
0 =z 0
(SDP) 2t
T12 Ta22 0 € Si'
0 0 1-— T12

\

L’ensemble des solutions réalisables est donné par :
{(z12,w2) € R? : w12 = 0,9 > 0}

L’ensemble des solutions optimales est :

0 0 O
0 299 0 |;222>0
0 0 1
1l result que p* = 1.
Le probléme dual est :
max by,

2

y € R?,
qui correspond a la forme :
.
max 2ys,
— — 0
(DSDP) Y1 —Y2
g 00 € §i.
0 0 1-—2y

\

L’ensemble des solutions réalisables est :

{(y1,92) ER?* 1 41 < 0,55 =0} .
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L’ensemble des solutions optimales est :
{(yl,O) eR?:y < O}.

11 result que d* = 0.

Les problémes (SDP) et (DSDP) sont tous deux réalisables, leurs ensembles des solutions
optimales sont tous deux non vides mais le saut de dualité est non nul. On conclut que la réalisa-
bilité des deuz problémes (SDP) et son dual (DSDP) ne suffit pas pour avoir les mémes valeurs

optimales.

En conséquences, 'existence d’une solution optimale pour 1'un des deux problémes (SDP)
ou son dual (DSDP) n’implique pas nécessairement 1’optimalité de 'autre méme si leurs valeurs
optimales sont identiques et finis. Pour conserver le resultat de forte dualité pour (SDP), on
exige la condition de stricte réalisabilité de I'un des deux problémes comme le montre le théoréme

suivant.

2.4.3 Dualité forte

Théoréme 2.1 1- Si le probleme (SDP) est strictement réalisable, c-a-d : 3X € FF alors
p* = d*. Si en outre p* est fini, alors l'ensemble des solutions optimales duales de (DSDP) est
compact non vide.

2. Si le probleme (DSDP) est strictement réalisable, c-a-d : 3 (y,S) € F, alors p* = d*. Si
en outre d* est fini, alors l’ensemble des solutions optimales primales de (SDP) est compact non

vide.

2.5 Complémentarité en (SDP)

A Timage de ce qui se passe en programmation linéaire, on peut exprimer la condition pour
X* et y* d’étre des solutions optimales de (SDP) et (DSDP) sous la forme d’une condition dite

de complémentarité.
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Théoréme 2.2 Soient X* € F, et (y*,S*) € F4 de saut de dualité
(C, X*) —bTy* = (X*,8%).

Alors X* et (y*,S*) sont des solutions optimales pour (SDP) et (DSDUP) respectivement si

et seulement si : X*S* =0

Le probléme de complémentarité s’écrit comme suit :

<AZ,X> :bi, izl,...,m, XEO,
(PC){ S+ Y yAdi=C,8 =0,
1=1

XS =0.

Remarque 2.3 Comme (SDP) est un probléme conveze, la solution du probléme de complé-

mentarité est un optimum global pour (SDP).

2.6 Méthodes de résolution de (SDP)

La similarité de (SDP) avec la programmation linéaire (PL), a motivé les chercheurs d’ap-
pliquer des techniques ayant fait leurs preuves pour les (PL), en particulier les méthodes de
trajectoire centrale de type primal-dual de points intérieurs. La généralisation des méthodes de
points intérieurs de (PL) & (SDP) remonte au début des années 1990. Les premiers algorithmes
dans ce sens ont été introduites de fagon indépendante par Alizadeh [12] et Nesterov et Nemi-
rovskii [50]. Alizadeh [12] a étendu I’algorithme projectif de réduction du potentiel de Ye & partir
de P L a (SDP) et affirme que de nombreux algorithmes de points intérieurs connus pour (PL)
peuvent étre transformés en des algorithmes pour résoudre (SDP). Nesterov et Nemirovski [50]
ont présenté la théorie profonde des méthodes de points intérieurs qui est basée sur des fonctions

barriéres auto-concordantes.
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2.6.1 Meéthodes de points intérieurs

On désigne par méthode de points intérieurs, toute procédure de résolution générant une suite
de points appartenant & 'intérieur relatif du domaine réalisable et convergeant vers une solution
optimale. Ces méthodes sont réputées grace a leur convergence polynomiale, leur rapidité et
efficacité et se sont révélées comme de véritables concurrentes des méthodes simpliciales surtout
pour les problemes de grandes tailles.

Derriére le terme points intérieurs découlent trois différents types de méthodes

1. Les méthodes affines.

2. Les méthodes de réduction du potentiel.

3. Les méthodes de trajectoire centrale.

a) Méthodes affines

L’idée remonte en 1967 par Dikin [19], Puis reprise et développée par plusieurs chercheurs au
milieu des années 80. Il s’agit pratiquement de ’algorithme de Karmarkar sans fonction potentiel
et sans transformation projective, on utilise une transformation affine et on remplace la contrainte
de non négativité par un ellipsoide qui contient le nouvel itéré. L’algorithme correspondant a
cette méthode est d’une structure simple, malheureusement, il n’est pas facile de démontrer la
polynomialité. A cet égard, on trouve, en 1967 Dikin [19] & prouvé la convergence de la méthode
affine primale sous des hypothéses de non dégénérescence. Actuellement la convergence pour les
méthodes affines primales ou duales n’est pas prouvée. Par contre, en 1990 Monteiro et all. [42]
ont démontré que la méthode affine primale-duale est de complexité polynomiale (O(nL?)); ou

L représente le nombre de bits requis pour stocker (et traiter) les données.

b) Méthodes de réduction du potentiel

Ces méthodes sont le fruit direct d’'une grande partie des études acharnées menées par plu-
sieurs chercheurs vers la fin des années 80. En 1995, Alizadeh a proposé une méthode primale-
duale de réduction du potentiel [12]. En 2003 et inspirant des travaux de Alizadeh, Benterki [8]

a fait une étude algorithmique et numérique sur des méthodes de reduction du potentiel pour
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résoudre des problémes de programmation semi-définie. Les ingredients principaux utilisés dans
ce type d’algorithme sont :
1- Une transformation projective T}, qui permet de ramener (SDP) a la forme réduite. En
effet, supposons a l'itération %, qu’on dispose d’une solution strictement réalisable X; € S , .
Comme X, est symétrique et définie positive, il existe une matrice triangulaire inférieure Ly
tel que Xy = L, LY.

La transformation projective est définie comme suit :

T.: S" — S" x R"
X — T, (X) = (775)
ou
¥ L XLT . (nr) B . ;
X = 7"+<;1§17X§ T o T (1,..,1)" eR".

Propriétés dely, :
> T} (Xk> = (I,e,«) .
> T}, est bijective et on a : X =T, ! (7, E) = L’;)T(EL{

Appliquons Tysur le probléme (SDP), On obtient le probléme semi-défini suivant :

min (C, X) + ¢’ (2) 7,
— [ veeX 0
(TSDP){ A = ,

T n-+r

X =+ -l < 87

ou
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Ql

= LgCLk S
z) =— (%eT) est un vecteur de R".

— LTAL, € S™.

ol
—~

= A (L, ® L) est une m x n? matrice.

S S N

= (—%bef) est une m x r matrice.

A A ,
= est une (m + 1) X (n? +r ) matrice.
(vecI)" €T

La solution optimale (7*,?) de (T'SDP) est facile a obtenir; il suffit par exemple d’écrire

les conditions d’optimalité, on trouve :

vecX _ vecl iy p(2)
- . FeIk
L vecC . =
ou p(z) est la projection du vecteur cotit sur le noyau de la matrice A.

()
Dou X =T, ! (Y*,f*) est une solution réalisable de (SDP) candidate a 'optimalité.

2- Fonction potentielle primale-duale :

v (X,y) = (n+r)log <X,C - zm:yiAi> — log det (X (C - iyﬁh)) ,

i=1

m
définie pour tout X € S, et tout y € R™ vérifiant C' — > y;A; € ST,
i=1

Cette fonction permet de prouver la convergence polynémiale de ’algorithme proposé par

Alizadeh [12].

¢) Méthodes primale-duale de type trajectoire centrale (TC)

Les méthodes de trajectoire centrale primale-duale ont été introduites a la méme époque que
les méthodes de réduction du potentiel et pleinement développées au début des années 90. Elles
ont attiré une grande intention de la part des chercheurs dans le monde entier et elles montrent
en général un excellent comportement pratique et théorique (une complexité polynomiale et une

convergence super linéaire). On trouve en 1996 ; les travaux de Helmberg et all. [5] qui ont proposé
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un algorithme primal-dual de trajectoire centrale pour (SDP) : En 1997 ; Monteiro [45] a proposé
une méthode primale-duale de trajectoire centrale et a montré la convergence polynomiale de
lalgorithme a court et long pas. En 1999; Ji et all. [21] ont étudié la convergence de la méthode
de trajectoire centrale de type prédicteur-correcteur. Aussi, Monteiro et all. [42] ont proposé une
méthode primale-duale de trajectoire centrale et ont montré la convergence polynomiale vers une
solution optimale. Ces travaux se poursuivent a ce jour, on trouve ainsi ceux de Halicka et all. en
2002 [32], qui ont proposé une étude sur la convergence de la méthode de trajectoire centrale en
optimisation semi-définie. En 2007 Koulaei et all. [34] ont proposé une extension de ’algorithme
de Mehrotra prédicteur-correcteur basé sur la direction de Nesterov et todd. En 2012, Liu et all.
[7] ont présenté un nouveau algorithme de type correcteur de second ordre pour (SDP) et ont
prouvé la convergence polynomiale de ce dernier pour la direction de Nesterov et todd.

Le principe de ces méthodes est de minimiser le saut de dualité en résolvant le systéme

paramétrisé des conditions d’optimalité des problemes (SDP) et (DSDP) suivant :

<AZ,X> :bia 1= 1,...,77’?,,
(SDP), < S+ > yAi=C,
=1

i
XS=ul, X,S=0.

Le systéme (SDP), admet une solution unique notée par (X (u),y (1), S (1)), (u > 0 fixé)
sous les hypotheéses :

1) F+#£0.

2) A;,i =1,...,n sont linéairement indépendantes.

La trajectoire centrale qui est défini par I’ensemble des solutions (X (), y (1), S (1)), converge
vers la solution optimale quand u tend vers 0.

On utilise la méthode de Newton pour résoudre le systéme non linéaire (SDP),. L'objectif
est d’obtenir des directions primales et duales AX, Ay et AS, respectivement en résolvant le

systéme linéaire suivant :

50



Chapitre 2 : Programmation semi-définie

<AZ,AX> :bi; izl,...,m,
> Ay Ai + AS =0,
=1

XAS + SAX = ul — XS, X,S = 0.

L’itération de Newton compléte est définie par :

XT=X+AX, y"=y+Ay, ST=5+AS.

Et doit étre strictement réalisable (i.e., X € Ff et (y*,57) € F/.

Mais comme X n’est pas toujours symétrique, plusieurs chercheurs ont proposé des direc-
tions symétriques pour remédier ce probléme, On cite par exemples les travaux de Zhang [52]
, Helemberg et all., Kojima et all. et Monteiro [5, 30, 45], Alizadeh-Heaberly-Overton [13] et
Nesterov-Todd [31].

Actuellement, plusieurs chercheurs bai et autres [53, 38, 35, 26] ont introduit la notion des
fonctions noyaux pour trouver une classe de directions, & travers laquelle les auteurs ont pu

améliorer la complexité algorithmique de méthodes & petit et grand-pas.
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Chapitre 3

Algorithme de points intérieurs pour un
probléme d’optimisation semi défini
(SDO) basé sur une nouvelle fonction

noyau

Les méthodes de points intérieurs I PM s démarre avec un point positif arbitraire et la faisa-
bilité est atteint comme 'optimalité est approché. Le choix du point de départ dans IPM est
cruciale pour la performance. Lustig [20] et Tanabe [25] ont été les premiers & présenter I PM s
pour Doptimisation linéaire (LO). Kojima et al. [29] ont été les premiers qui ont prouvé la
convergence globale d’un primal - dual /PM pour LO. Zhang [51] a été le premier qui a pré-
senté la compléxité polynomiale pour I'optimisation linéaire (LO). Les méthodes primale-duale
de points intérieurs (I PM) pour la programmation semi définie (SDO) ont été largement étu-
diés, le lecteur est renvoyé a Klerk [10] pour plus d’eclaircissement. Récemment, une méthode
de points intérieurs non réalisable de programmation linéaire (PL) a été présenté par Roos [6].
Certaines extensions des méthodes de points intérieurs ont été réalisées par Mansouri et Roos
[17]. Mansouri et Roos [18] étendu cet algorithme de programmation semi-définie en utilisant une
étape de faisabilité spécifique. La fonction de barriére est déterminée par une fonction simple uni-

dimensionnel, appelé fonction noyau. Bai et all. [54] introduit une nouvelle fonction de barriére

02



Chapitre 3 : Algorithme de points intérieurs pour un probléme d’optimisation semi
défini (SDO) basé sur une nouvelle fonction noyau

qui n’est pas une fonction de barriére dans le sens habituel du terme.
Dans ce chapitre, nous définissons une nouvelle fonction de proximité pour (SDO) par une
nouvelle fonction noyau. En outre, nous formulons un algorithme de points intérieurs primal-dual

pour (SDO) en utilisant la fonction de proximité et de donner son analyse de la complexité. De

Tr(X959 )
I3

plus, la complexité obtenue par ’algorithme de long pas est O(anSthf1 log et de petit
pas est O(¢2S?y/nlog w)

Les notations utilisées tout au long du chapitre sont les suivantes : R", R’} et R" , désignent
respectivement I’ensemble des vecteurs & n composantes, I’ensemble de vecteurs positifs ou nuls
et I'ensemble de vecteurs strictement positifs. R"*" désigne ’ensemble des matrices réelles. ||.||
et |.||, désigne la norme de Frobenius et la norme spectrale de matrices, respectivement. S,,, S}
et ST désigne respectivement le cone de matrices symétrique, matrices symétrique semi-définie
positive et matrices symétrique définie positive de dimension n X n. E représente la matrice
identité. A = B (or A = B) si A — B is positive semidefinite (ou bien definie positive). Nous

utilisons le produit de matrice interne Ae B = Tr(A” B). Pour Q € S}, 'expression Q2 indique

sa racine carrée symétrique. pour V' € S, on note Apin(V') & la valeur propre minimale de V.

3.1 Deéscription de ’algorithme

3.1.1 Meéthode de la trajectoire centrale

Nous considérons le probléme d’optimisation semi définie (SDO), dont la forme primale est

donnée par :

min{7r(CX): Tr(A;X)=0b,i=1,...,m, X =0}, (SDO)
et son dual
max {bty > yAi+S=C, S = 0} : (SDD)
i=1

ou A;, i1 =1,...,m et C sont des matrices symétriques de R"*", b et y € R™.
Tout au long de ce chapitre, nous formulons les hypotheéses suivantes :

Hypothése 1 : les matrices A;,7 = 1,...,m sont linéairement indépendantes
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Hypothése 2 : une solution initiale (X 4%, S°) tels que :
Tr(AX%) =b,i=1,...m, X°=0, Y974, +5°=0C, S~0.
i=1

Nous avons le lemme suivant qui est bien connu :

Lemme 3.1 /23] Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. X»=0,S=0etTr(XS)=0,
2

2. X +0, SiOetHX%S% _0,

3. X =0, S0 et XS=0.

Il est bien connu que la recherche d’une solution optimale (X*,y*, S*) de (SDO) et (SDD)

est équivalent a résoudre le systéme suivant :

TT'(AZX) = bl,l = 1, —eey M, X b 0,

> yidi+S=C, 50, (3.1)
XS =0.

L’idée de base des méthodes de points intérieurs (I PMs) de type primale-duale consiste a
remplacer dans le systéme (3.1) la troisiéme équation, la condition de complémentarité par
I’équation paramétrisée X.S = puFE avec p > 0, ou E est une matrice identité d’ordre n. Ainsi on

considére le systeme suivant

Tr(AX) =bii=1,..,m, X =0,
iyzfl@- +S5=0C, S=0, (3.2)
XS =puk.
Si le probleme (SDO) et (SDD) satisfait les conditions de points strictement intérieur
(IPC's), alors pour chaque p > 0 le systéme (3.2) admet une solution unique (X (), y(u), S(u))
(voir [30, 50, 22, 27]), que l'on appelle p-centre de (SDO) et (SDD). L’ensemble de pu-centres,

A={(X(u),y(p),S()) /> 0}, construit la trajectoire centrale de (SDO) et (SDD).
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Chapitre 3 : Algorithme de points intérieurs pour un probléme d’optimisation semi
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En générale, les méthodes de points intérieurs (I PMs) pour (SDO) se composent de deux
stratégies : Le premier stratégie consiste a déterminer une solution paramétriseé strictement
réalisable et vérifie certaine conditions (condition de proximité) et le second consiste & diminuer

le parametre g a put = (1 — @)u, pour 6 € (0,1) pour déterminer la qualité de solution.

3.1.2 Direction de descente

Sans perte de généralité de I PM s, nous supposons que (X (u),y(u), S(1)) est une solution
pour p > 0. Par exemple, en raison des hypotheses citée dans le paragraphe 3.1.1, on peut
Tr(X°89)

supposer cela pour p’ = ,avec X = 0 et S® = 0. Nous avons ensuite diminuer p a

p=(1—8)u, pour § € (0,1), et on résout le systéme suivant :

Tr(AAX)=0,i=1,..,m,
=1

(2

XAS+AXS = pE — X8,

Nous considérons le schéma de symétrisation qui donne la direction de Nestrov-Toold (NT)),

on définit la matrice :

Et définir aussi

On remarque que les matrices D et V' sont semi définie positive et symétrique, similaire a

(SDO) [17]. On peut conclure que le systéme (3.1) a une unique solution symétrique, on définir

— 1 1 1
Ai = —DAZD, 1= 1, My DX = —l)_lA)(l)_1 et DS = TDASD (35)
%

Vi Vi

La direction de descente de (NT') est obtenu a partir du systéme suivant :
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Tr(A;Dx) =0, i=1,...,m,
> AyiA; + Dg = 0, (3.6)

i=1
Dx + Dsg=V"1-V=-Vy(V).
Nous pouvons dire que Tr(DxDg) = 0, qui provient des premiére et seconde équations de
(3.6) ou a partir de 'orthogonalité de AX et AS. La fonction noyau classique est définie comme
suit :

n(t) = %(t? — 1) = logt.

3.1.3 Algorithme générique de points intérieurs pour (SDO)

On appelle ¢,(t) la fonction noyau de la fonction barriére logarithmique ¥;(V'). Dans ce
chapitre on remplace 1,(t) par une nouvelle fonction ¢ (¢) qui est défini dans la section suivante
et supposons que 7 > 1.

L’algorithme proposé dans ce chapitre se déroule comme suit : supposons que 'on donne
un point strictement réalisable (X, y,.S) qui est dans un 7-voisinage de p-centre. Ensuite, nous
diminuons p & pt = (1 — O)p, pour § € (0,1) puis on résout le systéme de Newton (3.6) pour
obtenir la direction de descente. La condition de positivité d’'une nouvelle itération est assurée
avec le bon choix de la taille du pas « qui est défini dans la section suivante. Cette procédure est
répétée jusqu’a ce qu’on trouve une nouvelle itération (X, y*, ST) qui est dans un 7-voisinage
de pt-centre. Alors p est encore réduite par le facteur (1 — 6). Ce processus est répété jusqu’a
ce que i est suffisamment petit, i.e., nu < e.

Les parameétres 7, 0 et le pas de déplacement « doit étre choisie de telle sorte que I’algorithme
est optimisée dans le sens ou le nombre d’itérations requises par I'algorithme est le plus petit
possible. Le choix de paramétre 6 joue un role important dans la théorie et la pratique de I PM:s.
Si 0 est une constante indépendante de la dimension n du probléme, par exemple 0 = % , nous

appelons ’algorithme de grand pas. Si € dépend de la dimension du probléme, telles que 6 =

Y

Sl

alors I’algorithme est appelé algorithme de petit pas.

L’algorithme générique de points intérieurs primal-dual pour (SDO) est donnée comme suit :
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Primal-Dual /PM pour (SDO)

Début Algorithme
Initialisation

e > 0 un parameétre de précision
un parameétre 0, 0 < 0§ < 1

un parameétre de seuil 7,0 < 7 < 1,

une solution initiale strictement réalisable (X°, 19, S%) et pu® = w tels que ¥(X0°, S0 %) <

k=0
X =X 9:=8% pu:=pu°,
Tant que (np > ¢) faire
p=1-0)u
Tant que (V(V) > 7) faire
Résoudre le systéme (3.6) pour obtenir (AX, Ay, AS),
Déterminer le pas de déplacement «
Prendre
X :=X+alAX
y:=y+aly
S:=54+alAS
Fin Tant que.
Fin Tant que.
Fin Algorithme.

Dans la section suivante, nous définissons une nouvelle fonction noyau et donner ses propriétés

qui sont essentielles a notre analyse de la complexité.
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3.2 Fonction noyau et ses propriétés

Soit ¢ : Ri; — Ry est une fonction noyau, si ¢ est deux fois dérivable et satisfait les

conditions suivantes [55] :

"

¥ (t) >0, (3.7)
i ol0) = Jimv(0) =0

Dans cette étude, nous définissons une nouvelle fonction noyau suivante :

(-1 log(t) 1 =t
vs(t) = 5 o9 ﬁ;l——jq’q > 1,5 € N\{0}. (3.8)

Alors, on a les dérivées partielles de la fonction 1 :

Yg(t) =1+ o + &£ 7 gt (3.9)
Vg (t) = —& — 55 >0y daljq + 17972,

D’apres les conditions (3.7), ¥4(t) est bien définie.
We(t) > 1, pour t > 0. (3.10)
On remplace la fonction ¥;(V') de (3.6) par la fonction ¥g(V') suivante :

Dy + Dg = —VUg(V) (3.11)

ou Vg(V) = Tr(yvg(V)) = Zws()\i(\/)), 1g¢(t) définie dans (3.8). Ainsi, la direction de
i=1
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descente (A X, Ay, ,/AS) est obtenue & l'aide de la résolution du systéme suivant :

Tr(AAX)=0,i=1,...m
S Ayidi + AS =0, (3.12)

=1

XAS+ AXS = —pVVg(V).

(3.13)
& VUg(V) =0

X =X(n),5=5(w.

Nous utilisons Vg (V') comme fonction de proximité pour mesurer la distance entre I'itération
en cours et p-centrale pour p > 0. On définit aussi la mesure de proximité basé sur la norme,

o(V): Ry — R, comme suit :
1 1
O0(X, 5, u) =0(V) = 5 [VEs(V)] = 5 IDx + Ds||. (3.14)

Lemme 3.2 Pour 14(t), nous avons ce qui suit.

(1) ¥g(t) est exponentielle convexe pour toust > 0,
(i1) Yg(t) est monotone décroissante pour tous t > 0,

(iii) thg(t) — ' (t) > 0, pour tous t > 0.

Preuve Pour (i), par le Lemme 2.1.2 dans [50], il suffit de montrer que la fonction 1 ¢(t)

satisfaite t1)g(t) + ¥g(t) > 0, pour ¢ > 0. En utilisant (3.9), on a

1

s
qu—ltjq>0 pour t > 0,
Jj=1

et par le Lemme 2.1.2 dans [23], on déduit que 1 4(t) est exponentiellement convexe.

"

Pour (i), en utilisant (3.9), on a 14 (¢) > 0, d’ou le résultat
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Pour (7i7), en utilisant (3.9), on a

tg(t) — s(t)

H~|H

s
1
—SZ 1+j¢g)t 71 >0, pour t > 0.

D’otu le résultat. m

Lemme 3.3 Pour 14(t), nous avons ce qui suit.

[%( )}2, pour t >0, (3.15)

l\DlH

S =17 < glr) <

Ps(t) < [w]

(t—1)%,t>1., pourt>1. (3.16)

Preuve Pour (3.15), en utilisant (3.7) et (3.10), on a

= / j Y4(C)cde > / /§ dcde = 5(t— 1"

et on a aussi,

t

us) = [ j Y5(C)dcde

1

< / j Y (€)s(C)dCds
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Pour (3.16), en utilisant le théoréme de Taylor, nous avons

"

Vsl) = (1) F U~ 1)+ S0~ 1) + Lo (€ — 1)
= UG- 1+ S - 1)

< Sule— 1y

_ % {W] (t—1)* = [%] (t- 1)
— [%] (t—1)>

D’ou le résultat. m
Maintenant, nous définissons v : (0, 00) — (1, 00), la fonction inverse de 14(t) pour ¢ > 1,
et p: (0,00) — (0,1), la fonction inverse de —%wls(t) pour ¢ € (0,1). Alors nous avons le

lemme suivant.
Lemme 3.4 Pour v ¢(t), nous avons ce qui suit.

8s

1, —2 < <1425, 5s>0 3.17

+ 6+q(s+1)—7(8)— +V2s, >0, (3.17)
et .
1 5

> > 0. 1

p(S)_[4Z+2} , 520 (3.18)

Preuve Pour (3.17), on pose s = ¥4(t), t > 1, i.e., y(s) =t,t > 1,
en utilisant (3.15), on a

vs(t) = S(t—1)%,

alors

s> —(t—1)2t>1.

DO | —

Ce qui implique que

t=7(s) <1+V2s
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D’aprés (3.16), nous avons

s=usto) < | IS ez,
alors
8s
t= ’)/(S) Z 1+ m

Pour (3.18), on pose z = —%w:g(t) pour t € (0,1).Par la définition de p, on a p(z) =t et
2z = —)g(t). Alors

S

11 1 & 1
2= —t+— = t9> 14+ =Y t79= 14 75
Ty T as +25*; Tt

ce qui implique que

Dot le résultat. m

Lemme 3.5 Soit 7y : (0,00) — (1,00),la fonction inverse de 1g(t) pour t > 1. Alors on a

Ve(V
ws(v) < s (00 (B0)) ve 21 (3.19)
Preuve En utilisant le théoréme 3.2 dans [55], nous obtenons le résultat. m

Lemme 3.6 Soit 0 <0 <1, V= ﬁv. SiVs(V) <7, alors on a

On + 27+ 2v/2mn
) <
Ve(VT) < 21— 0) (3.20)
(5

Preuve Lorsque \/1179 >1letry (‘I’ST(V)) >1,0na
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En utilisant le Lemme (3.5), avec 3 =+/1—6, (3.15), (3.16) et ¥g(V)<T7,0na

ws(v) < s (o (V20

V-6 n

o (217 2
<3 —\</119> ! :2(1i6)<[0<%75m)] _(1_9)>
S2(171_9) 1JFW@)Q_O_O)

< n 5 2_T+2Z+9 :9n+27'+2\/27'n.
20-0)\"V n n 2(1-10)
D’otu le résultat. m

On note par

On + 27 + 2/21n
21—6)

(\IJS)(] = L(”v 977—) - (321)

alors (Wg), est une borne supérieure pour Wg(V') pendant le processus de I’algorithme.

3.3 Convergence de I’algorithme

Le but de ce chapitre est de définir une nouvelle fonction noyau et d’obtenir des nouveaux
résultats pour la complexité d’un probléme (SDO), en utilisant la fonction de proximité défini
par la fonction noyau. En utilisant le concept d’une fonction de matrice [44], la définition de la
fonction noyau peut étre étendue a toute matrice diagonalisable de valeurs propres positives. En

particulier, pour une décomposition de la matrice V' donnée par

V = Qy' diag(M(V), A (V), ... \(V)) Qv,

(v une matrice non singuliére, la fonction de matrice ¢(V') est définie par

Y(V) = Qv diag ((A(V)), ¥ (X2(V)), -, v (Aa(V))) Qv (3.22)
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Dans cette section, nous calculons un pas de déplacement « efficace et la diminution de la

fonction de proximité au cours d’une itération interne et améliorer les résultats de la complexité

de l'algorithme, pour p > 0.

3.3.1 Le pas de déplacement

Soit « est le pas de déplacement, le nouvel itéré est donné comme suit

Xt=X+alAX, y"=y+alyet ST =85+ alS.

Soit
AX D X
+ _ -
X _X(I+aX> X(I—i—av) V(V—l—aDX),
AS D S
Alors, on a

e ((V +aDx)? (V +aDs) (V + QDX)%>

Cela implique que les valeurs propres de V* sont les mémes que celles de

-

[N

((v +aDy)? (V +aDg) (V + aDX)%) ’,

Donc

N[

U (VF) = Ug (((V +aDx)? (V +aDs) (V + aDx) )> .

Lemme 3.7 (Proposition 5.2.6 dans [23]) Soient V1, V, € ST . Alors on a
1 113 1
v ([vazvlﬂ ) < 5 (W) + 9(V3).

A partir du lemme (3.7), on obtient
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Ue(VH) = g (((v +aDy) (V + aDS))%) ,

IN

% (U (V + aDy) + Ug(V + aDs)) .

Définir, pour o > 0
fla) = Ts(VT) = Wg(V).

Par conséquent, on a f(a) < fi(a), ou

N —

fila) =

évidemment,

f(0) = f1(0) = 0.

Maintenant, nous traitons avec d’autre concepts pertinents aux fonctions matricielles dans la

théorie des matrices [43].

Définition 3.1 [43] Une matrice X (t) est une matrice de fonctions si chaque entrée de X (t) est
une fonction de t, c’est-a-dire, X (t) = [X;;(t)].

Les notions de continuité, dérivabilité et intégrabilité s’étend naturellement aux fonctions de
matrice d’une valeur, d’un scalaire en interprétant les composants sage. Ainsi, nous pouvons dire
que

d d ,

%X(t) = (X ()] = X (¢).

Supposons que la matrice des fonctions de valeur H(t) et G(t) sont différentiables par rapport

at. Alors on a
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Pour chaque fonction v (t), notons par At (t) la différence divisée de (t) :

P(t1) — P(ta)

AT/J(% t2) = t— 1,

Vit Aty € R

Si t; = tg, nous écrivons simplement A (tq,t2) = @bl (t).

Nous allons définir que @), est la matrice orthogonale de telle sorte que
V +aDx = QL diag (M (V + aDx), \a(V + aDx), ..., \(V + aDx)) Q,

et notons aussi par D; est une matrice identité. Il résulte de [43, 23] que

d /
—— (U(V +aDx)) = QF (Z AYO(V + aDx ), \e(V + aDx))D; <Qa(V + aDy) QZ) Dk) Qu.
7,k=1
(3.24)
Maintenant par le choix de D;, il contient T (Dj (Qa(V + ozDX)'QZ;) Dk) = 0, pour j # k.

Il s’ensuit donc que

% (¥(V + aDx)) Tr (Z Y (Ai(V + aDx))D; (Qa(v + OZDX)IQZ) Di) 7

=1

= Tr (QT (Z DZ@D i(V 4+ aDx)) z) Qa(V + aDX),> )

= "g/) (V+aDx)D )

Et
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4 v + aDg)) = Q7 (Z AY(A(V + aDs), A(V + aDg))D; (Qa(v + aDS)’Qg“) Dk> Q.

da
7.k=1
(3.25)
Et Tr (D; (Qa(V + ozDs)'Qg:) Dy,) =0, pour j # k. Il s’ensuit donc que

a (W(V +aDg)) = Tr <Z¢ (V + aDs))D; (Qa(v + @DS),QZ> Di) ;

do
= Tr <QT <Z D) (M(V 4+ aDg))D > Qa(V + OéDs)/> ,

= Tr (zb (V + aDS)D5> :

Maintenant, nous pouvons écrire

fi(0) = 3Tr (¥ (V + aDx) Dx) + 05(V + aDs)Ds )

On obtient

f1(0) = =247,

En outre,

i (Tr (0 (V + aDx)) = Tr (& (¥ (V + aDx) Dx) ).
=Tr (QT (Z A’;ﬁ V + CYD)(> )\k(V + O./DX)) ( (V + OéDx)le:) Dk> Qan> s

7.k=1

(Z DY (\(V + aDx), AV + an))Dj(QanQZ:)Dk(QanQZZ)) ,

7.k=1

(Z AP (X(V +aDx), iV + an))(QanQE)?k> ,

7.k=1

< max{’Aw iV +aDx), \(V +aDx))

k=1, n }IDxP

Aussi, on a

L (Tr (¢ (V + aDyg))) = Tr (% (w’ (V + aDs) DS>> ,
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=Tr (QT (Z AY (M(V + aDg), \(V + aDg))D; (Qa(V + aDg)'QY) Dk.) QQDS) ,

7,k=1

(Z AY (M (V + aDg), \e(V + @DS))DJ’(QaDSQg)Dk(QaDSQ£)> ;

7.k=1

(Z DG (N(V + aDs), M(V + QDS))(QaDSQz)?k) ,

7.k=1

<max{’Aw 5V +aDs), MV +aDs))|, jk=1,...n} | Ds|.

On note par

Wi = max { ‘Aw/()\j(v +aDx), \u(V + aDx))

y Ik = 1a---an}7

et

Wy = max{’Ai/J i(V +aDg), \(V + aDyg))

, j,k:l,...,n}.

Par conséquent,

L Tr (4 (V +aDx) + ¢ (V +aDy)),

f”(a)_ do
(w1 |1Dx 1> + wa | Ds]|?) -

<

(3.26)

1
2
1
2

Lemme 3.8 Soit 6(V) celui défini au (3.14). Alors on a

Preuve En utilisant (3.15), on a
v(V) = Tr(ys(V))

i=1

"1
< 25%/13()\ V))?

i=1

1 2
= SIVEs))
= 26(V)?,
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on obtient
Ve(V)
5

6(V) >

D’ou le résultat. m

Nous supposons que 7 > 1. En utilisant le Lemme (3.8) et I'hypothése que Wg(V) > 7, on a

5(V) > \/g

Nous avons le lemme suivant.

Lemme 3.9 Soit fi(«) celui défini au (3.23), 0(V') celui défini au (3.14) et ¢g est la fonction

noyau défini au (3.8). Alors on a
f1 (@) < 200 g(Amin(V) — 200).

Preuve On a

fi (@) < 2max {wy, wy} 62

I1 suffit de montrer I'inégalité suivante :
max {wy,ws} < Yg(Amin(V) — 206).

Nous pouvons choisir j*, k* € {1,2,...,n} tel que

PN+ (V + aDx) — s\ (V + aDyx)
A+(V+aDx) — M= (V+aDx) |

w1 =
En utilisant le théoreme de la valeur moyenne, il existe
n € min (Aj+(V + aDx), A\ (V + aDx)), max (Aj+(V + aDx), A= (V + aDx))] ,

tel que
Vg(n) = Abg(A\-(V + aDx), e (V + aDx)).

Lorsque Dy est une matrice symétriques, a partir de la définition de 6 et norme de Frobenius,
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nous avons

=
v

min {)\f«(V + OéDx), )\k*(V + OéDx)} s
Z Amin(v) — 20[5,
a fin que, ¢; soit monotone décroissante, on obtient

w1 S ¢2(Am1n<v) - 20((5)

Par la méme méthode pour obtenir wy, on obtient aussi

YN+ (V + aDs) = 5 (M= (V + aDs)

Wo =
En utilisant le théoreme de la valeur moyenne, il existe
n € min (Aj+(V + aDg), \g«(V + aDg)) , max (A j«(V 4+ aDg), A= (V 4+ aDs))],

tel que
Yg(n) = Dpg(Aj=(V + aDs), A+ (V + aDs)).

Lorsque Dg est une matrice symétriques, a partir de la définition de ¢ et norme de Frobenius,

nous avons

n > min {)\]*(V + OZD5>, )\k*(V + OADS)} s

V

)\min(v) — 206(5,

" . .
a fin que, 1g est monotone décroissante, on obtient

wa < Pg(Amin (V) — 206).
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Par conséquent,

max {wy,ws} < Vg(Amim(V) — 2a6).

on obtient

fi (@) < 20°Y g (Amin(V) — 200).

D’ou le résultat. m

puisque f1(0) =0 et f,(0) = —26(V)? on a

=
£
IA

fil@) == £1(0) + fi(0)a + // Q)dc,

IN

fala) = £1(0) + Fi(0)a + 26° / / Vemn(V) = 208)dCde.
On remarque que f5(0) = 0. Alors

fo(@) = =20 +8 (¥5(hmin(V)) = Y5 (Anin(V) = 209))

ona f,(0) = —26% qui est la méme valeur de f,(0) et f;(oz) = 2620 (Amin (V) — 2a6), ce

)‘min(v)

% ] . Ainsi, nous pouvons réécrire fo(«) comme suit :

qui augmente pour a € [O,

a §
fole) = £2(0) + fo(0)r + 262 / / & Ovain(V) — 206)dC .

Maintenant, en utilisant f;(0) = £,(0) et ff(oz) < f;(oz), on peut facilement vérifier que

fila) = £1(0) + / 1 (€)de < fola).

Cela donne que

fila) <0, si fo(a) <O0.
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Pour calculer le pas de déplacement « telle que la mesure de proximité soit décroit quand
nous prenons une nouvelle itération pour p > 0. Nous voulons calculer le pas de déplacement «
qui s’assure que f,(a) < 0 tient avec o le plus grand possible. Puisque f;(oz) > 0, c’est-a-dire
f>(@) est monotone croissante & «, la plus grande valeur possible a « satisfaisant f,(a) < 0 se

produit lorsque f,(a) = 0, c’est-a-dire

’

Vs in(V)) = Vs (Amin (V) — 208) = 26 (3.27)

Lorsque Q/J;(t) est monotone décroissante, la dérivée de la partie gauche de (3.27) par rapport
A Amin (V) est
Vs (Amin(V)) = ¥ g(Amin (V) — 200) < 0.
Ainsi, le membre gauche de (3.27) diminue & A, (V). Cela implique que si A\yin (V) devient

plus petit, alors a devient plus petit avec §. On note que

n

o= D Ws(v))*

zbiS‘(Amm(‘/)) )
> (V)

v

et 1'égalité est vraie si et seulement si Ayin (V') est les coordonnées de (A1 (V), Aa(V), ..., A (V)
sont différent de 1 et Apin (V) < 1, c’est-a-dire, zpls()\min(V)) < 0.
Par conséquent, la pire situation pour la plus grande valeur de a se produit lorsque Apin (V)

satisfait
s (Amin(V)) = 8 (3.28)

Pour notre propos, nous devons faire face a la pire des cas et si nous supposons que (3.28)

est vérifie. Cela implique

Amin(V) = p(9) (3.29)
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En utilisant (3.27) et (3.28) on obtient immédiatement

Par la définition de p et l'utilisation de (3.29), la valeur de pas maximal est donnée comme

suit :
o = 20 = p(20) (3.30)

20

Lemme 3.10 On considére la définition de p et o celui défini au (3.30), alors on a

. 25
o 2 jg+1 °
Sq

25+ S(46+2)% +q Y0 (40 +2)

Preuve En utilisant le Lemme 4.4 in [55], la définition de 1g(t) et (3.18), on a

1

o _—

s (p(20))

1
1+ 1p(20)2+ £ 320 5 (p(20)) 777"
1

jg+1 °
Sq

14+ 140 +2)% + L35 j(46+2)
25

25 + 5 (46 +2)% + ¢ Y7, j (46 + 2)

ja+1
Sq

D’ot le résultat. m
Pour utiliser @ comme un pas de déplacement par defaut dans I’algorithme, nous définissons

« comme suit :

a= 25 . (3.31)

25+ 5 (46 +2)% + ¢ X7, j (40 +2)"

3.3.2 Diminution de la fonction de proximité

Maintenant, on montre que la fonction de proximité Vg avec le pas de déplacement @ est

diminue. Alors on a le résultat suivant :
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Lemme 3.11 [23] Soit h(t) une fonction deux fois différentiable convexe, avec h(0) = 0, h'(0) <

0 et soit h(t) atteint son minimum (globale) aut > 0. Si h" (t) augmente pourt € [0,t*], alors

Soit la fonction h tel que

"

h(0) = £1(0) =0, K'(0) = f1(0) = =26, B" () = 26%¢ 5(Amin(V) — 206).

Lorsque fo(r) maintient la condition du lemme ci-dessus, , alors :

fla) < fila) < fola) < fzéO)

a, pour 0 < a < .

Nous pouvons obtenir la limite supérieure de la valeur décroissante de la proximité dans

I'itération interne par le lemme ci-dessus

Théoréme 3.1 Soit @ le pas de déplacement définie dans (3.31) et § = Wg(V) > 7 = 1. Alors

on a
25 Sq—1

f(@) < 8v/2(S +8) (1 + 4¢S) [Fso)] ==

Preuve Pour tous o < a*, on a

f(@) < —as?
_ (29)82
- 2 S Jg+1
25+5(46+2) 59 +q 3°7_, j(4642) Sa
< (25)52
= 2 5 Jq+1
25(20)+5(2(20)+2(26)) St 4+ 355, j(2(26)+2(25)) 54
< (25)52
= 2 2 5 JqF1 JqF1L
25(26)+454 (20) 54 +¢ 35, j4" Sa (25)" 54
< (28)62
= = Sq+1 2 Sq+1 < Jq+1 Sq+1
25(20) 59 4+454(28) 59 ¢35, j4 51 (20) Sa
(25)52
S 25+1 s Jjq+1 Sq+1
2 Sq (25+42+q2j:1j4 Sq )5 Sq
Q,M
< (29)§"  Sa
= Sq+1 s Sq+1
2 Sq (2S+42+qzj:1j4 Sq )
Sg—1
(29)8 54

= 22(25+424¢X7, j4?)
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Sqg—1
(25)5 54
22(2S+16+16g 37, j)
Sqg—1

. (28)5 Sa
4(25+16+8¢S(1+5))
Sq—1
_ (25)0 53
4(2(S+8)+8¢S(1+5))

IA

Sq—1

IN

25 1
T A2(58)+8¢5(5+9)) it (W (v)] 257

8 gg()] T
8V2(S+8)(1+4¢S) L~ © :

D’otu le résultat. m

VAN

3.3.3 Les bornes d’itération

Nous avons besoin de compter le nombre d’itérations internes nécessaires pour revenir a
la situation ot Wg(V) < 7 aprés une mise a jour de p. On note (Vg), la valeur de W¥g(V)
aprés une mise a jour de p ainsi les valeurs suivantes de la méme itération extérieure notée
(Us),, k =1,... Si K désigne le nombre total d’itérations internes dans I'itération extérieure,

puis nous avons
(‘y5>0 S L = O(nvaaT)ﬂ (\IJS>K71 > T, O S (\IJS) S T.

et selon la (3.19),

25 D)

(\Ijs)k-',-l < (\I]S)k - 8\/§(S+ 8) (1 —|—4qS) (‘I’S)k

Alors, nous invoquons le lemme suivant du Lemme 14 en|[23]

Lemme 3.12 /23] Soient tg, ty, ..., tx une sequence de nombres positives telle que
thor <tp— Bt Y, k=0,1,.., K — 1.

Oup >0, 0<v <1, alors

Par consequent

[0)
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25 Sqg—1 Sq+1
t — \I] 5 = t :1— = R
= sk B = e s a4 25¢  25¢

Lemme 3.13 Soit K le nombre total d’itérations internes dans l’itération extérieure. Alors, on

a

_ 8V2q(S +8) (1 +4¢5) Sgt1

K W) 2% .
- 1+ Sq (Zs)o

Preuve En utilisant le Lemme (3.12), on obtient

v Sqg+1
K < (\IJS)O — 8\/§Q(S+8) (1 +4QS) (\IIS)()QSq .

- P 14 Sq

D’ou le résultat. m

Maintenant, nous estimons le nombre total d’itérations de notre algorithme.

Théoréme 3.2 Si T > 1, le nombre total d’itérations est d’au plus

8v/2q(S + 8) (1 + 4¢S) Sotl 1 0

Ue),>% = log —.
1+ 95q (Zs)o 90g €

Preuve Dans I'algorithme, nu < e, p* = (1—-0)*u% et pu° = %OSO) Par simple calcul, nous

avons
1
0

nu

K < —log

-
Par conséquent, le nombre d’itérations extérieures est majorée par %log o

multipliant le nombre d’itérations extérieures par le nombre d’itérations internes, nous obte-

nons une borne supérieure pour le nombre total d’itérations, a savoir,

8v/2q¢(S + 8) (1 + 44S) Sett ] pud

Ue),> = log —.
1+ 95q (s)o 90g €

Pour ’algorithme de grand pas, on obtient O(anS?qT+q1 log %OSO)) itérations et O(¢*S?y/nlog w)

pour petit pas.

D’otu le résultat. m
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3.4 Tests numériques

L’algorithme a été testé sur quelques problémes de référence issus de la bibliotheque de
probleémes de test SDPLIB [58]. Ici nous avons utilis¢é Nbr qui signifie le nombre d’itérations
produites par I'algorithme. L’implémentation est manipulée en C' + +. Notre tolérance est € =

1078, Pour le paramétre de mise & jour, nous avons varier 0 < < 1.
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Nbr. of iterations
Examples | Size (m,n) Results of our Algorithm
from [58]
6 0.15 0.35 0.75 0.95
controll (21,15) 106
Nbr 104 97 46 34
6 0.15 0.35 0.75 0.95
hinfl (13, 14) 27
Nbr 31 27 20 18
0 015 0.35 0.75 0.95
hinf2 (13, 16) 43
Nbr 39 32 27 23
0 0.15 0.35 0.75 0.95
hinf3 (13, 16) 109
Nbr 103 99 78 69
6 0.15 0.35 0.75 0.95
hinf4 (13, 16) 39
Nbr 31 29 17 11
6 0.15 0.35 0.75 0.95
hinf5 (13; 16) 42
Nbr 37 30 19 15
. 6 015 035 0.75 0.95
hinf7 (13; 16) 38
Nbr 31 27 23 17
6 0.15 0.35 0.75 0.95
hinf9 (13, 16) 28
Nbr 27 19 13 11
0 015 0.35 0.75 0.95
hinf10 (21, 18) 57
Nbr 49 36 29 17
6 0.15 0.35 0.75 0.95
trussl (6, 13) 17
Nbr 11 6 ) 3
6 0.15 0.35 0.75 0.95
truss4 (12, 19) 21
Nbr 17 11 9 6
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Conclusion

Les méthodes de points intérieurs sont connues par leur efficacité, rapidité de convergence,
simplicité algorithmique et capacité de résoudre des problémes de grandes tailles. L’inconvénient
principal dans ce type de méthodes est l'initialisation, c’est-a-dire la détermination d’un point
initial qui se trouve a l'intérieur du domaine. La plupart des résultats théoriques supposent que
ce point initial est connu, mais numériquement 1’obtention de ce point initial prend beaucoup de
temps.

Dans cette thése, nous avons apporté des contributions d’ordre algorithmique, théorique et
numérique. En effet, I'introduction du poids et également ’approche non réalisable constituent
un remede appréciable pour le probleme d’initialisation au niveau des méthodes de trajectoire
centrale. Et d’autre part, en utilisant la fonction noyau d’objective d’atteint une nouvelle classe
de direction de descente, condition de proximité et la complexité théorique.

Les résultats obtenus sont trés encourageants et donnent lieu & d’autres perspectives dans
le domaine de l'optimisation numérique. Les recherches futures pourraient se concentrer sur
I’extension de l'optimisation cone symétrique. Enfin, les tests numériques pour (SDO) est un
travail intéressant pour étudier le comportement d’ algorithme afin d’étre comparée avec d’autres

approches existantes.
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