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Résumé

Résumé

Les changements du régime d'écoulement d'un fluide dans une conduite, entrainent
souvent des variations brusques des pressions ou des vitesses et donnent lieu a des
écoulements transitoires en charge. L’étude du phénomeéne des écoulements transitoires en
charge vise par conséquent, a déterminer si la pression dans I'ensemble d'un systeme est a
I'intérieur des limites prescrites, suite a une perturbation accidentelle de I'écoulement.

En définissant 1’étendue d’une étude de coup de bélier, on prévoit I’examen des
variations de vitesse ou de débit et de pression qui résultent de mauvaises opérations du
systéeme hydraulique, de son opération normale et des opérations d’urgence.

Cette étude présente une modélisation numérique du phénomene des écoulements
transitoires dans les conduites en charge a géométrie circulaire. La méthode des
caractéristiques est utilisée pour résoudre les équations (EDP) gouvernantes dérivées des
équations de Navier-Stokes.

Grace au logiciel AFT Impulse, nous avons obtenu des résultats numériques tres
intéressants et trés pratiques, pour analyser le phénomene des écoulements transitoires dans

les conduites en charge a sections variables.

Mots-clés : Modélisation numérique, écoulement transitoire, coup de bélier, conduite en

charge, section variable, méthode des caractéristiques, logiciel AFT Impulse.



Résumé

Abstract

Changes in the system flow of a fluid in a conduct often cause sudden changes in
pressure or velocity and give rise to so-called transient flows. So, the study of the
phenomenon of transient flows aims to determine if the pressure in a system is within the
prescribed limits, following a perturbation of the flow.

In the objective of studying the range of a water hammer, an examination of variations
in velocity or flow and pressure resulting from inappropriate operation of the hydraulic
system is made.

This study presents a numerical modeling of the phenomenon of transient flows in load
conducts with circular geometries. The characteristic method is used to solve the equations
(PDE) governors derived from the Navier-Stokes equations.

Thanks to the AFT Impulse software, very interesting and very practical numerical
results are obtained to analyze the phenomenon of transient flows in conducts with variable

section.

Keywords: Numerical modeling, transient flow, water hammer, load conducts, variable

section, characteristic method, AFT Impulse software.
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Notations

A : Section de la conduite [m?].

A, : Coefficient de diffusion [m?%s].

C : Célérité de I’onde de pression [m/s].

D : Diametre de la conduite [m].

e : Epaisseur de la paroi [m].

€, : Direction axiale.

€, : Direction radiale.

€, : Direction angulaire.

E. : Module d’Young ou module d’élasticité des matériaux constituant la conduite [N/m2].
E. : Module d’élasticité du liquide ou compressibilité de I’eau [N/m2].
f

: Coefficient de frottement [-].
r : Force de pesanteur le long de x
x . Force de pesanteur le long de r

: Force de pesanteur le long de 0
f. : Paramétre de Coriolis

F : Force de pesanteur
g

: Accélération gravitationnelle [m/s?].
h . Profondeur totale d’eau [m].
h, : Hauteur d’immersion [m].
H : Charge hydraulique [m].
H , : Hauteur géométrique [m].
Hmt : Hauteur manométrique total [m].

k : Coefficient de rugosité absolue.

K : Seconde viscosité dynamique du fluide [Kg/m.s].
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L Longueur de la conduite [m].

M - Le nombre de mach de I’écoulement.

p : Pression locale [N/m?].

P : Pression moyenne [N/m2].

P, : Pression atmosphérique [N/m?].

q : Lavaleur de la surpression et de la dépression due au coup de bélier [m?/s].
Q : Débit volumique [m®/s].

Q, : Débit volumique initial [m?/s].

R : Rayon de la conduite [m].

R. : Nombre de Reynolds.

t : Temps [s].

T : Duré de fermeture de la vanne [s].

t., : Temps caractéristique du trongon de la conduite [s].
U : Vitesse moyenne du fluide [m/ s].

3 : Le volume du fluide [m?].

V : Vecteur vitesse [m/s].

W ™ : Courbe de la caractéristique plus.

W ™ : Courbe de la caractéristique moins.
X : Abscisse [m].
Z : Cote géométrique [m].

Z . : Dénivellation du fond [m].

Z, : Dénivellation de la surface libre d’eau [m].

(u,v, W) : Composantes du vecteur vitesse

(us Ve, WS) : Composantes du vecteur vitesse en surface

(u viw ) : Composantes du vecteur vitesse au fond
o : Angle formé par la conduite et I’horizontale [rad].

¢ Viscosité dynamique du fluide [Kg/m.s].

v : Viscosité cinématique du fluide [m?/s].

¥ : Poids spécifique [Kg/m?.s?].
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o : Contraintes latérale [N/mZ].

& : La déformation du matériau
& : Coefficient de perte de charge.

L2 : Lavitesse angulaire de rotation de la terrestre [rad/s].

@ - Latitude du lieu considéré

T Ty, - Composantes du vecteur contrainte T [N/m2].
To» Tsy - COmposantes du vecteur contrainte 7, [N/m2].
T, - Contrainte tangentielle [N/m?].

ol ,00 : Masse volumique du fluide [Kg/m?].
Ah: Surpression maximale [m].

Ah, .. : Variation max du coup de bélier [m].
Ah, : Perte de charge singuliére [m].

Ah, : Perte de charge totale[m].

AH : Variation de la charge [m].

AP : Variation de la pression [N/m2].

At : Pas de discrétisation temporelle [s].
AU : Variation de la vitesse moyenne [m/s].
AX : Pas de discrétisation spatiale [m].

Ap : Variation de la densité de I’eau [Kg/m?®].
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Introduction générale

Introduction générale

L’étude et la maitrise des regimes transitoires dans les conduites en charge présentent
des intéréts remarquables, lors de la conception et I’implantation des réseaux, en ce sens
qu’elle permet, lors du dimensionnement d’en tenir compte pour le choix des diametres des
conduites ou pour I’installation d’éléments pouvant atténuer les effets de surpressions et de
dépressions indésirables. La prévention de ce régime exige 1’utilisation de gros diamétres et
d’épaisseurs élevées, ce qui revient toujours cher mais néanmoins garantit une certaine
sécurité vis-a-vis des conséquences qu’il peut générer.

Le régime transitoire dans les conduites fermées est caractérisé par des variations des
pressions souvent tres éleve ou tres faible. Ces variations sont accompagnées par le
phénomene de propagation des ondes de pression qui parcourent le réseau pendant un certain
temps jusqu’a leur amortissement et le rétablissement du régime initiale [1]. Ce régime est
source de plusieurs dégats (détérioration des conduites) qui occasionnent des codts
d’équipements et d’entretien habituellement non prévus [2]. Ce phénoméne de propagation
des ondes est appelé coup de bélier ou choc hydrauligue.

L’étude du phénomene du coup de bélier a fait I’objet de beaucoup des recherches tendant a
dégager de la théorie mathématique, des formules pratiques pour ses divers effets. Son importance
apparait dans différents domaines, tels que la biologie, stations hydroélectriques, thermiques et
nucléaires, systeme d’injection de carburant et autres problémes invoquant la transmission de
substance ou de fluides divers.

Dans les réseaux hydrauliques, les causes fréquentes occasionnant des coups de bélier
sont [3] :

e L’ouverture ou la fermeture des vannes dans les conduites gravitaires en charge.

e Lamise en marche ou I’arrét des pompes sur des conduites de refoulement.

¢ Vidange ou remplissage inadéquat de la conduite en charge.

e Implosion des poches d’air suite a une cavitation.

¢ Modification de la vitesse angulaire d’une pompe.

e Coupure électrique inopinée dans une station de pompage qui est la cause la plus
fréquente du coup de bélier en hydraulique urbaine.

e La mise en marche ou la modification de I’opération d’une turbine.

e Variation d’un plan d’eau relié a un réseau en charge.

e Vibration des accessoires de contréle comme les vannes.
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Donc I'étude du phénoméne des écoulements transitoires en charge vise a déterminer si
la pression dans I'ensemble d'un systeme est a l'intérieur des limites prescrites, suite a une
perturbation de I'écoulement.

Evidemment, en definissant 1’étendu d’une étude de coup de bélier, on prévoira
I’examen des variations de débit et de pression qui résultent de mauvaise opération du
systeme, de son opération normale et des opérations d’urgence. Le concepteur d’un systéme
de transport de liquide sous pression aura avantage a effectuer le design du réseau en ne
perdant jamais de vue les considérations du coup de bélier. En effet, certains choix judicieux
au stade de conception peuvent minimiser 1’étendue d’un éventuel probléme de coup de
bélier, et donc réduire le colt du systéme projeté.

L’objectif de cette thése est de traiter la théorie du choc hydraulique provoqué par le
coup de bélier dans les conduites en charge a section variable et I’effet de la durée d’arrét de
la pompe sur la conduite de refoulement [4, 5]. Pour atteindre cet objectif nous allons
étudier le phéenomeéne des écoulements transitoires dans les conduites en charge en passant par
I’aspect théorique présenté par les équations de Navier Stokes pour un écoulement
compressible, équation de conservation de la masse et équation de conservation de la quantité
de mouvement, auxquelles on adjoindra les lois de comportement ou équations d'état du fluide
et d'elasticité de la conduite.

A partir de ces équations chaque méthode emploie différentes hypothéses
simplificatrices et/ou des procédures de résolutions, telle que les méthodes : analytiques,
graphiques, numériques, etc [6]. Compte tenu de la complexité du phénomeéne, ils n’existent
pas vraiment des solutions analytiques complétes qui permettent de résoudre le probleme,
c’est le cas de la méthode d’Allievi [7, 8], qui nous donne une solution globale du probleme,
mais ne tient pas en compte des pertes de charges, qui agissent sur I’ampleur du phénoméne et
les méthodes approximatives graphiques comme la méthode de Schnyder-Bergeron [9, 10].
Ces méthodes ne sont pas vraiment efficaces pour résoudre les cas complexes comme par
exemple une conduite présentant plusieurs embranchements, ou une conduite avec des
caractéristiques variables, comme des variations de la section, etc. Alors les méthodes
numériques de résolution des équations aux dérivées partielles non linéaires, ont donc pris le
relais pour nous permettre de quantifier ce type de phénomene.

Parmi les méthodes numériques les plus utilisées dans ce domaine, nous citons [11, 12]:

1. Méthode des caractéristiques (MDC).

2. Méthode des différences finies (MDF).

3. Méthode des eléments finis (MEF).
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4. Méthodes des volumes finis (MVF).

Les différentes étapes pour modéliser un systeme complexe [13] :

Recherche d'un modele mathématique représentant la physique et mise en équation.
Elaboration d'un maillage et discrétisation des équations de la physique.

Reésolution des équations discrétes (souvent systemes linéaires a résoudre).
Transcription informatique et programmation des relations discrétes.

Simulation numérigue et exploitation des résultats.

La simulation numérique est utilisée afin :

>

Y V V V

D’examiner les concepts de base de la modélisation et la simulation numérique de la
propagation des ondes ¢élastique dans 1’hydraulique transitoire.

De définir les conditions d’utilisation d’un tel modé¢le.

De bien comprendre le phénomene de propagation afin de mieux 1’interpréter.
D’obtenir de résultats bien précis sur 1’évolution du phénomeéne transitoire.

D’en considérer I’exploitation surtout en matiere de protection contre les effets
néfastes des variations de pressions, surtout dans les systemes hydrauliques (réseau de
canalisations ...).

D’obtenir des conditions bien précises en ce qui concerne le dimensionnement des
organes de protections (chambre d’équilibre, réservoir d’air, soupape de décharge, ...)
De bien connaitre les pressions produites afin de mieux dimensionner les conduites
forcées (leur épaisseur) qui constituent un organe important et colteux dans les
installations hydro-électriques (vu leur développement actuel).

De bien cerner la vitesse d’écoulement de 1’eau dans les conduites (vu la tendance
actuelle des industries a augmenter cette vitesse) celles-ci qui ne dépassait pas les 2 ou
3 m/s, atteint aujourd’hui dans certains projets, 5 a 6 m/s ce qui rend encore plus

important le phénomeéne du coup de bélier.

Cette these sera organisée en cing chapitres:

Le premier chapitre présente une étude sur le phénoméne des écoulements transitoires,

les différents travaux faites dans ce domaine.

Le deuxieme chapitre est consacré & 1’analyse théorique puis physique du phénomeéne

transitoire en tant que régime d’écoulement.

Le troisieme chapitre presente les équations qui permettent d’étudier tous les

phénomenes transitoires que 1’on rencontre en écoulement monophasique sous pression. Ces

équations sont dérivées des équations de Navier Stokes pour un écoulement compressible.
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Le quatrieme chapitre sera consacré a la méthode numérique qui est la méthode des
caractéristiques, pour analyser les différents cas des phénomeénes transitoires rencontrées en
pratique dans les installations hydrauliques réelles comme celui de la propagation des ondes
élastiques dans les conduites en charges a section variable (gravitaires, forcées, etc.) suite a un

arrét brusque de la pompe.

Enfin dans le cinquiéme chapitre en utilisant le logiciel AFT impulse, nous allons
présenter les résultats numériques de la variation de la hauteur et du débit d’écoulement au

cours du temps obtenus avec leurs interprétations.
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CHAPITRE I Etat de ’art du phénomene des écoulements transitoires

I.1. Introduction

Un régime transitoire est un régime qui permet I'évolution d'un systeme qui n'a pas
encore atteint un état stable ou le régime établi et il peut apparaitre lors d'une modification
d'un systeme. Dans le présent chapitre nous allons présenter une étude bibliographique des
principaux résultats de recherche théoriques et numériques dans le domaine du calcul des

écoulements instationnaires en charge ou a surface libre.

1.2. Ecoulements transitoires a surface libre

Dans les écoulements a surface libre (riviere, irrigation, assainissement), les
phénomeénes transitoires sont systématiquement présents du fait de la variabilité intrinseque
des débits. Ils se traduisent par une variation, qui peut étre brutale dans certains cas de la
hauteur d"eau due a la propagation d’une onde de gravité ou d’un ressaut hydraulique. En
effet, lors du démarrage d’une pompe ou de I’ouverture d’une vanne, une onde peut

rapidement se propager dans le canal [14].

1.3. Les écoulements transitoires dans les réseaux d’assainissements

Lorsque la conduite est ventilée et que I’effet de I’air sur la dynamique de I’écoulement
est négligé, on parle d’un écoulement transitoire monophasique. L’écoulement transitoire sera
dit diphasique si I’effet de I’air emprisonné dans une conduite non ventilée est intégré dans
I’analyse hydraulique du réseau [15]. L’écoulement transitoire accompagne souvent les orages
particulierement séveres pour lesquels le débit de pointe dépasse la capacité d’évacuation du
réseau. Le réseau est alors le siége d’une succession de phases qui vont du simple écoulement
par gravité a la vidange des eaux en passant par la phase d’inondation [16]. Le passage d'un
régime d'écoulement a l'autre obéit a des lois d’instabilité que Yen [17] regroupe en cing
catégories: I’instabilité sur fond sec, I’instabilité de ressaut hydraulique, I’instabilité

pulsatoire, I’instabilité transitoire et I’instabilité pressurisée.

1.3.1. Instabilité sur fond sec

Les instabilités sur fond sec sont régies par les forces gravitaires et les forces de tension
superficielle. Elles surviennent généralement a I’initialisation de I’écoulement ou lorsque le

niveau de I’eau diminue considérablement dans les canalisations de drainage. Lorsque la
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gravité est prépondérante, la formation d'un mince film d'eau favorise I’initiation de
I'écoulement. Toutefois, si la tension de surface prédomine, I'eau aura tendance a s'accumuler
dans des poches isolées, et son écoulement sera inhibé. La modélisation de cet épisode
conduit a une certaine volatilité du modele ou a la génération de profondeurs négatives. Afin
d’éviter cet obstacle, une pratique courante consiste a imposer une profondeur minimale dont
le seuil dépend de la performance du modéle. Cependant, les volumes d’eau accumulés,
méme avec la profondeur minimale, peuvent atteindre des quantités considérables dans les
grands réseaux. En conséquence, la résolution de cette instabilité ne peut se faire qu’en
prenant en compte les forces de tension superficielle dans la formulation mathématique des
équations régissant le mouvement de I’eau. Malheureusement, ces forces sont souvent

négligées dans les équations habituellement utilisées.

1.3.2. Instabilité de transition supercritique-subcritique

L’instabilité supercritique-subcritique survient lorsque I'écoulement passe du régime
torrentiel (supercritique) au régime fluvial (subcritique). Ce changement de régime est
généralement accompagné d'un ressaut hydraulique. Cette forme d’instabilité peut induire des
profondeurs d’écoulement supérieures a la couronne de I'égout, provoquant alors la transition
vers un écoulement en charge ou I’instabilité transitoire lorsque la hauteur du ressaut se
rapproche trop prés de la couronne de la conduite. En régime fluvial, toute perturbation peut
se propager aussi bien vers I’amont que vers I’aval alors qu’elle ne peut se propager que vers
I’aval si I’écoulement est torrentiel. La direction de propagation rend difficile le choix des
conditions aux limites appropriées lorsque I’écoulement passe aléatoirement du régime
torrentiel au régime fluvial a la limite du systéme. Grace a la méthode des caractéristiques ou
des invariants de Riemann, l'intégration de cette considération dans la modélisation
numérique (direction de propagation des perturbations en fonction de la nature du régime
d'écoulement) permet de limiter dans certains cas le nombre des conditions aux limites
requises par le calcul. Schmidt et al [18] ont par exemple démontré que pour les écoulements
torrentiels, I’imposition des conditions frontiere supplémentaires a la limite aval n’était pas
justifiée. Toutefois, dans les cas ou des changements de régime d'écoulement se produisent
rapidement, un tel examen peut étre difficile a tenir, et une meilleure caractérisation des
conditions aux limites de I’écoulement est alors requise. En outre, une variation instantanée
de la profondeur d’eau dans la conduite ou a I’'une de ses extrémités peut susciter l'initiation

d’un front d'onde. L'écoulement, extrémement complexe dans ces fronts, est généralement
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accompagne de fortes turbulences, d’effets non hydrostatiques (entrainement et
emprisonnement d’air) et d’apparition de phénomenes pulsatoires. Malheureusement, les
modeles actuels sont incapables de simuler ces phénomenes pulsatoires et admettent pour la
plupart une discontinuité de I’écoulement au point de ressaut. Une telle hypothése rencontre
cependant certaines lacunes théoriques et numériques a cause de la difficulté d’intégrer ou de
dériver les équations d’Alliévi au point de la discontinuité. Pour surmonter cet obstacle, les
approches conservatrices par volume fini, y compris la technique Godounov [19, 20], révélent
des perspectives prometteuses en raison de leur capacité a intégrer des fonctions discontinues.
Toutefois, pour les cas ou la distribution de pression n'est pas hydrostatique, une
préoccupation majeure relative aux ressauts en mouvement demeure [21]. Les situations de

cette nature conduisent a remettre en cause I'application des équations de St-Venant.

1.3.3. Instabilité d’écoulement transitoire

Du point de vue physique, les ondes linéaires sont celles qui se propagent dans le fluide
sans modifier les propriétés physiques locales (compressibilité, masse spécifique, Elle est
caractéerisée par une coexistence simultanée du régime en charge et du régime a surface libre
dans I’écoulement. La modélisation précise du phénomeéne transitoire requiert une
compréhension poussée de la physique du phénomeéne tant a l'intérieur qu’aux limites du
systeme d’égout [18]. D’apres Yen [17], quatre mécanismes principaux conduisent a la
génération de I’écoulement transitoire dans les réseaux d'assainissement urbains (RAU). Le
premier mécanisme (le plus courant) decoule d’une variation brutale de la hauteur d’eau au
point de jonction (regard ou puits de ventilation). Elle est souvent engendrée par la fermeture
ou I’ouverture rapide d’une vanne d’arrét, la mise en marche ou I’arrét d’une pompe de
releve, ou lors des crues exceptionnelles générant un accroissement rapide des débits
d’apports [22]. Ce type d’instabilité commence souvent a proximité des limites du systeme,
amplifiant du méme coup la nécessité d’une meilleure maitrise des conditions aux limites. Un
autre mécanisme pouvant causer ces instabilités est I’emprisonnement d’air dans les conduites
du RAU. Lorsque la ventilation des conduites est inadéquate, une compression de I’air des
canalisations devient possible entrainant une augmentation subséquente de la pression
partielle. L’évacuation partielle de I'air a une extrémité de la canalisation abaisse
momentanément la pression, tout en favorisant I’écoulement gravitaire a travers I'émergence
d'une admission d‘air frais a I'extrémité opposee, permettant ainsi simultanément une arrivée

d'eau importante a cette méme extrémité. Ces deux évenements générent a terme un
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accroissement de la pression dans la cavité d’air. Néanmoins, un tel cycle oscillatoire, décrit
par Yen [21] et appelé écoulement intermittent par Aimable et Zech [23], doit encore étre
pleinement formalisé. Dans la méme lancée, des études menées par Martin [24] ou Zhou et al
[25, 26] sur I’expulsion d’air accompagnée de phénomeénes de geyser laissent la place a de
meilleures investigations. Notamment, les travaux récents de Leon et al [27], Vasconcelos et
Wright [28], Wright et al [29, 30] offrent de nouvelles perspectives. Le second mécanisme
identifié par Yen [21] est lié a I'instabilité de Helmholtz qui se développe a I’interface air-eau,
provoquant I’emprisonnement des poches d’air et d’importantes oscillations de pression dans
I’écoulement. L'instabilité de Helmholtz se produit dans les régions intérieures de I'égout ou il
existe de grandes différences entre la vitesse de la couche d'air et de la vitesse de la couche
d'eau [22, 24]. Ces différences de vitesse se produisent par exemple quand il y a un ressaut
hydraulique ou une onde de choc qui pousse l'air dans le sens opposé a la couche d'eau. Un
contre-courant peut également survenir pendant la vidange du réseau: le front de vidange
remonte la conduite de I’aval vers I’amont, provoquant une expulsion d'eau de la conduite et
son remplacement immédiat par I’air [18]. Le différentiel de vitesse air/eau et la présence
inévitable d’ondulation a la surface de I’eau engendrent une variation de pression avec des
valeurs minimales et maximales respectivement dans les crétes et dans les creux des
perturbations [31]. Cette différence de pression pousse la créte de la vague vers le haut tandis
que la force de gravité agit dans le sens contraire. L'instabilité s'installe lorsque la différence
de pression est plus importante que la force gravitationnelle [22]. L'amplitude des ondulations
de l'eau peut devenir suffisamment importante pour atteindre la couronne de la conduite
piégeant du méme coup l'air entre deux colonnes d'eau. La simulation de telles conditions
d’écoulement dans les égouts, sans les oscillations parasites des modeles numériques, et
I'intégration des instabilités potentielles (comme une initiation du front d'onde) sont des
préoccupations majeures pour les chercheurs. Le troisieme mécanisme de mise en charge
rapporté par Yen [22] et par Schmidt et al [18] résulte de la géométrie des réseaux a sections
convergentes pour lesquelles le débit maximal est obtenu a une profondeur d'eau en dessous
de la couronne. L’instabilité géométrique survient lorsque le périmétre mouillé et par
conséquent les forces de frottements augmentent beaucoup plus rapidement que la force
d'inertie a mesure que la profondeur de I'eau augmente. Par la suite, toute augmentation du
débit au-dela du niveau correspondant au débit maximum provoquera des oscillations dans
I’¢écoulement et un ressaut brusque vers I’écoulement en charge [21, 32]. Le dernier

mécanisme de mise en charge résulte d’une ventilation insuffisante des réseaux d’égouts qui
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ne compense pas le déficit d'air créé par I’instabilité de cisaillement a l'interface air eau [18,
21]. La pression négative créée par ce déficit d'air peut entrainer un accroissement des
oscillations dans I’écoulement et générer une mise en charge du réseau. L’augmentation de
pression dans la phase gazeuse (air) en condition de ventilation insuffisante peut également
engendrer un ressaut hydraulique ou la formation d’un courant d’écoulement gravitaire dans

les zones ou I’air se déplace dans la direction opposée a celle du front de mise en charge [33].

1.3.4. Instabilité pulsatoire

Les ondes pulsatoires peuvent se developper dans les écoulements supercritiques stables
lorsque I’écoulement autour de la créte des ondulations rencontre moins de résistance que
I’¢écoulement autour des creux. En effet, en écoulements supercritiques, I’eau se déplace
beaucoup plus rapidement a proximité de la surface libre que dans le fond des canalisations.
Ainsi, une densité relativement importante de I'eau peut provoquer un écoulement plus rapide
en surface, et une friction plus grande prés des parois a cause de la viscosité élevée. Divers
facteurs entrent en jeu pour déterminer la surface des ondes pulsatoires en fonction du nombre
de Froude, le coefficient de résistance ou le nombre de Reynolds [21]. Brock [34] a montré
que le nombre de Froude critique pour la transition vers les ondes pulsatoires est d’environ 2
lorsque I’écoulement s’effectue a surface libre sous un régime permanent et uniforme.
Ghidaoui et Kolyshkin [35] montrent que la non-uniformité de I'écoulement dans une
direction longitudinale a un impact significatif sur la stabilité de I'écoulement. La variabilité
spatiale de la force de frottement dans un écoulement non uniforme peut créer les conditions
d'instabilités d'ondes pulsatoires dans des situations qui autrement s’écouleraient en régime
permanent uniforme. Par ailleurs, en plus de l'altération considérable des frictions, I'hypothése
d’une distribution hydrostatique de la pression n'est pas valide. Ces diverses limites sont,
cependant, toujours d'actualité. Les modeles ne considérent toujours pas les ondes pulsatoires,
tout en intégrant avec succes les conditions qui les engendrent. En conduite circulaire,
I’interaction air-eau peut provoquer une mise en charge partielle et apporter des instabilités,

qui doivent étre considérées dans la modélisation des écoulements.

1.4. Dérivation des équations de Saint-Venant

Les équations dites “de Barré de Saint-Venant”, publiées en 1871 (Saint-Venant, 1871)

[36], occupent encore aujourd’hui une place primordiale dans les études en hydraulique
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maritime ou fluviale. Ces équations décrivent les écoulements a surface libre en eaux peu
profondes, d’ou leur appellation anglaise “Shallow Water Equations”. Elles sont obtenues a
partir d’une intégration verticale des équations de Navier-Stokes en utilisant un certain
nombre d’hypotheses.

Les équations de Navier-Stokes en coordonnées cartésiennes pour un fluide

incompressible sont :

- Equation de continuité :

ou oV Ow
+—+ =

<oyt o 0 (1.1)

- Equation de quantité de mouvement :

ou ou® ouv  ouw 1 0p
4 4 4 =—— +vA(u)+ fv (1.2)
ot ox oy oz L OX
2
N U VT oW TP av)— fu (1.3)

ot OX oy oz L oy

OW Owu Owv  ow? 1 op
+ + + :———+VA(W)—g (1.4)
ot OX oy oz L oz

Ou: u, v, et w, sont des composantes du vecteur de la vitesse dans le repére cartésien et f,
le parametre de Coriolis : f. = 242sin ¢
1.4.1. Hypotheses et approximations

Les équations de Saint-Venant peuvent étre déduites de 1’intégration des équations de

Navier-Stokes sur toute la profondeur, avec les hypothéses suivantes :

1.4.1.1.Hypotheése de pression hydrostatique

Nous supposons ici que 1’accélération du mouvement sur la verticale est négligeable
devant 1’accélération due a la gravité. Le terme de pression dans 1’équation (1.4) devient

donc :
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@:

a0 P9 (1.5)

L’équation (1.5) exprime une distribution linéaire et donc hydrostatique de la pression
sur la verticale. Cette hypothése nous permet de traduire la pression en termes de la hauteur
d’immersion.

En effet, par I’intégration de (1.5) sur la verticale en choisissant la constante telle que,
Patm = Oon obtient I’expression de la pression a une coordonnée verticale ascendante z

quelconque:

P(x,y,2)= pg(z, —2) = pgh, (1.6)
Ou Z, est le niveau de la surface libreet h, =z, — Z est la hauteur d’immersion.

1.4.1.2.Hypothése de I’impermeabilité du fond et de la surface libre

On suppose qu’il n’y a pas de transfert de masse a travers le fond et la surface libre, et
qu'une particule d’eau située sur une de ces deux surfaces y restera au cours du temps.

D’apreés les remarques faites plus haut et en incluant ces hypothéses, nous pouvons donc

écrire :
5823 Sazf 825 s
vV S (17
oz oz oz
u' a—xf+vf yf + 8tf —wf =0 (1.8)

(1.7) et (1.8) assurent que la surface libre ou le fond soit une ligne de courants.

1.4.1.3.Hypothése de Boussinesq
L’hypothése de Boussinesq nous permet de négliger, dans les équations de quantités de
mouvements, les variations de densité de ’eau A0 par rapport & la densité de référence p°

(Ap << po), a D’exception de celles rencontrées dans le terme de gravitation (terme de

flottabilité). On se place de plus dans le cadre de I’hypothése d’un fluide incompressible.
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0 0
p=p +Ap=p (1.9)
Donc les équations de Barre de Saint-Venant bidimensionnelles sont :

- Equation de continuité :

oz, _ 0
ot
- Equation de quantité de mouvement :

%(hu)+%(hv)+ (1.10)

%2s 4 f(hv)+ AHA(hv)+&—&
(22 P, P
(1.11)

0 o 2}, O _
a(hu)+&(hu )+ 2y (huv)=—gh

+ f(hv)+ A, A(hv)+ Ty Ty
P
(1.12)

o o 3 (o . oz,
a(hv)+&(huv)+5(hv )_ gh oy

Ou: A, est le coefficient de diffusion

1.5. Ecoulements transitoires en charge

L’étude du phénoméne du coup de bélier a fait I’objet de beaucoup des recherches
tendant a dégager de la théorie mathématique, des formules pratiques pour ses divers effets.
Son importance apparait dans différents domaines, tels que la biologie, les stations
hydroélectriques, thermiques et nucléaires, systeme d’injection de carburant et autres
problémes invoquant la transmission de substance ou de fluides divers. Nous allons présenter
dans cette section une étude des différents travaux réalisés sur le probleme des écoulements
transitoires en charge.

Ghidaoui et al (2005) déclarent que Menabrea (1885) était le premier chercheur qui a
étudié le probléeme des écoulements transitoires en charge qui est connu aussi par coup de
bélier. Apres Menabrea d’autres tentatives de développement des expressions reliant le
changement de pression dil au changement de vitesse dans une conduite ont été faites par des
chercheurs comme Weston (1885), Carpenter (1893) et Frizell (1898). Notons que Frizell
(1898) a fourni des résultats remarquables par rapport aux autres. En 1902 Joukowsky et

Allievi sont arrivés a réaliser des bonnes recherches dans ce domaine ou Joukowsky a
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élaboré la fameuse formule dans les écoulements instationnaires, appelée « équation

fondamentale du coup de bélier ». Cette formule s’écrit :

AP =+ pCAU ou AH =+— AU (1.13)
g

Ou C désigne la vitesse de I’onde acoustique, P = pg(H — Z)est la pression, z étant la
cote géométrique de I’axe de la conduite par rapport a un plan de référence, o la masse

volumique du fluide.
l 7 = by -
U= KJ-UCIA, représente la vitesse moyenne & travers la section transversale A de la
A

conduite, avec U la vitesse locale longitudinale, et enfin g I’accélération de la pesanteur. Le

signe positif dans I’équation (1.13) s’applique lorsque I’onde de surpression prend naissance,
et le signe opposé quand I’onde de dépression lui succéde.

En 1913 Allievi est devenu le premier chercheur qui a pu interpréter mathématiquement
le coup de bélier ou il I’a donné une théorie genérale. Il a pu aussi de démontre la légitimité
de négliger les termes convectifs dans I’équation dynamique du mouvement, et d’intégrer
deux importants parameétres adimensionnels caractérisant la conduite et la manceuvre de la
vanne ainsi que des abaques pour calculer des suppressions suites a des fermetures linéaires
d’un obturateur. Ultérieurement, des nouvelles tentatives apparaissent pour étendre et raffiner
les équations de base des écoulements transitoires, comme de Jaeger en 1933 et 1977,
Parmakian en 1955 et Wylie et Streeter en 1967.

Les équations de conservation de la masse (continuité) et de conservation de quantité de
mouvement (dynamique) pour les écoulements en charge instationnaires unidimensionnels
(1D) que nous allons fournir ci-apres présentent le fruit de toutes les efforts combinés des

chercheurs cités précédemment:
- Equation de continuité
oH N C? oU
ot g OoX
- Equation dynamique
8U+98H+4T_0 115
ot ox pb " (115)
Dans lesquelles 7, est la contrainte tangentielle au voisinage de la paroi de la conduite

=0 (1.14)

de diamétre D .
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Le systeme d’équations (1.14) et (1.15) constitue les equations fondamentales des
problémes d’écoulement non permanent 1D sous pression et représente le modéle
mathématique de propagation d’ondes élastiques dans les systéemes de conduites en charge.

A . oH ouU T .
Dans ces équations, les termes convectifs U X et U X ont été négligés en raison

de leur tres faible contribution dans le modele mathématique complet [12]. Pour valider
I’approche unidimensionnelle dans le cas des conduites, nous pouvons citer les recherches de
Mitre et Rouleau en 1985 [11] sur le coup de bélier en régime laminaire ainsi que ceux de
Vardy et Hwang (1991) pour le cas du régime turbulent.

Pour le calcul de la perte de charge au cours du régime transitoire, plusieurs modeles ont

été proposés pour I’évaluation de la contrainte tangentielle 7, , sachant que cette résistance a
I’écoulement est essentielle pour garantir une simulation correcte sur de longues périodes.
Dans le modeéle dit « quasi-stationnaire », on accepte I’hypothése que I’expression reliant 7,

a la vitesse moyenne sur la section de la conduite en régime permanent demeure valide en
régime instationnaire [37]. Ce modeéle englobe les formules de type Darcy-Weisbach ou
Hazen-Williams. Cependant, des désaccords entre les résultats numériques et expérimentaux
sont enregistrés en adoptant ce modele de calcul. Pour pallier a ces anomalies, selon Ghidaoui
et al [11], plusieurs modéles empiriques correctifs du précédent modéle ont été introduits,
parmi lesquels nous citons celui de Brunone et al. (1991), Vardy et Brown (1995) et
Axworthy et al. (2000). L’autre classe de modeles se base quant a elle sur la solution
analytique des équations de Navier-Stokes pour la détermination de tw en régime non
permanent, & I’image de I’approche de Zielke (1966) pour le régime laminaire, étendue
ultérieurement par Vardy et Brown (1996) pour le réegime turbulent.
La célérité de I’onde élastique du coup de bélier est donnée par [37, 38] :
1 _ op P OA
C®? oP AO0P

(1.16)

Le premier terme du second membre de I’équation (1.18) représente I’effet de la
compressibilité du fluide sur la célérité et le second terme traduit I’effet de I’¢élasticité de la
conduite sur cette célérité, qui selon Korteweg en 1878, est lié au matériau de la conduite
ainsi qu’a sa géométrie. Ainsi, en appliquant les lois de la mécanique des milieux continus au
fluide et & la conduite et en negligeant la contrainte longitudinale et I’effet d’inertie radiale de

I’enveloppe, Korteweg (1878) obtient la formule suivante [39] :
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E./p
(1.17)
1+[EEDJ
E, e

Dans laquelle Ee représente la compressibilité de I’eau, Ec le module de Young et e

C =

I’épaisseur de la conduite.

Ghidaoui (2004), a essayé de réviser la relation entre les équations d'état et la vitesse des
ondes dans les écoulements transitoires monophasés, multiphases et multicomposants ou il a
formulé des formes variées unidimensionnel et bidimensionnel pour les équations de coups de
bélier et il a éclaircit les hypotheses inhérentes a ces équations. La dérivation des équations
unidimensionnel et bidimensionnel de coups de bélier provient des équations de Navier-

Stokes tridimensionnelles pour un fluide compressible [40].
- Equation de continuité

8p+6pu+16rpv+18pvvzo

1.18
ot OX r or r 06 (1.18)
- Equation dynamique
Suivant [’axe de la conduite
2
8pu+8pu +£8rpuv+£6puwz
ot OX r or r oo (119)
1.19
op o(1Dp >
——— — (K4+ u/3)—| ———L |+ uVu+ of
o (K Hu )ax(p Dtj Y2 oty

Suivant la direction radiale :

2
8,av+6puv+16rpv +1<’9,avw pw
ot OX r or r o6 r

(1.20)
P (k+uiz)l(Lbr +,u[V2V— v_2 awj+pfr
or or\ p r

Suivant 4 :

ot OX r or r 06 pr

op o 1 Dp 2 w 2 (3'Vj
—— — (K+ul3)— | ==L |+ 4 VPW—— — = — |+ pof
o0 (K HH )I’@H[p Dtj “[ o

opw | 6puw+16rpvw+18pvv2 LYW

(1.21)
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Ou:
f : Force de pesanteur le long de x
f, : Force de pesanteur le long de r

f, : Force de pesanteur le long de 0

Ghidaoui est arrive a dériver les équations unidimensionnelles et bidimensionnelles
gouvernantes le phénomene du coup de bélier en appliquant un ensemble des hypothéses

simplificatrices aux équations de Navier- Stokes.

1.6. Techniques de résolution numérique courantes

Les équations aux dérivées partielles (1.14) et (1.15) régissant le phénomene de
propagation d’ondes du coup de bélier dans une conduite en charge sont de type
hyperboligue. Sous cette forme, aucune solution analytique ne se présente pour résoudre les
probléemes réels, exception faite de certains cas simples (généralement hypothétiques) sans
terme dissipatif et des conditions aux limites simplifiées, lesquels n’intéressent pas les
applications d’ingénierie. Cependant, et pour contourner cette difficulté, plusieurs méthodes
numériques ont été appliquées avec succes pour approcher la solution désirée.

Distinction est faite dans la littérature entre plusieurs modéles, parmi lesquels certaines
méthodes n’ont pas réussi a séduire, telles que la méthode spectrale et la meéthode
d’intégration aux frontieres (boundary integral method), bien adaptées a d’autres types de
problémes, néanmoins les méthodes les plus répandues et explorées dans les problémes de
propagation d’ondes sont [11, 12]:

- la méthode des caractéristiques (MDC) ;
- la méthode des différences finies (MDF) ;

la méthode des éléments finis (MEF) ;

la méthode aux volumes finis (MVF).

1.6.1. Méthode des caractéristiques

Aprés la remarquable méthode graphique développée par Louis Bergeron publiée dans
son célebre ouvrage en 1949, la méthode des caractéristiques (MDC), une méthode numérique
de principe similaire, a vu le jour dés les années 1960 suite a I’essor des moyens de calcul
informatique. Un développement significatif en matiere de résolution des équations

hyperboliques a été introduit par Lister en 1960, qui a étudié la méthode des caractéristiques a
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grille fixe. Il démontra alors la facilité de cette approche pour le calcul du débit et de la
pression dans I’espace a un temps constant [39]. Depuis, la méthode des caractéristiques a
recu une intense application dans le calcul des régimes transitoires en charge. En adoptant la
méthode a grille fixe, un pas de temps (At) commun est utilisé pour le calcul des variables
dépendantes sur I’ensemble des conduites du réseau. Dans cette situation, la méthode est
considérée comme tres performante et précise. Cependant, ces conduites pouvant avoir des
longueurs et des célérités d’ondes différentes rendant ainsi difficile voire impossible la
satisfaction de la condition de Courant-Frederich-Levy ( CAt / Ax < 1) si un incrément de
temps identique est adopté pour les conduites. Ce probleme de discrétisation peut alors étre
surmonté par des techniques d’interpolation, d’ajustement artificiel de la célérité d’onde ou
leur combinaison [41].

Diverses techniques d'interpolation ont été présentées pour traiter ce probleme de
discrétisation. Selon Ghidaoui et al (2005), Lister (1960) utilisa une interpolation spatiale
linéaire pour approximer les variables (H, Q) au pied de chaque ligne caractéristique. Trikha
(1975) a suggeré I’utilisation de pas de temps différents pour chacune des conduites afin
d’améliorer les délais de calcul en adoptant des incréments plus conséquents, et ainsi éviter
les erreurs d’interpolations. Toutefois, I’approche de Trikha (1975) requiert une interpolation
aux frontiéres du domaine de calcul, laquelle peut étre source d’imprécisions dans certains
cas. Wiggert et Sundquist (1977) proposérent un schéma unique qui combine deux types
d’interpolation spatiale. L’inconvénient est que ce schéma génere des points de calcul
supplémentaires induisant alors des temps de calcul et espaces mémoire importants.
Ultérieurement, Goldberg et Wylie [42] développérent une technique d’interpolation a temps
rétrograde (reach-back time-line interpolation) utilisant la solution calculée aux pas antérieurs.
Ils trouverent que cette méthode est plus précise et manifeste moins d’amortissement que
I’interpolation spatiale pour une méme discrétisation. Lai [43] combine plusieurs méthodes
d’interpolation en un seul schéma général appelé « schéma multi-modes ». Ce dernier schéma
offre une flexibilité de choix quant a la technique d’interpolation performante a chaque
probléme particulier. Sibetheros et al [44] montrent que I’interpolation par spline cubique est
la plus appropriée quand il s’agit d’une installation hydraulique simple, sans pertes de charge
et sujette aussi d’une perturbation simple du régime. Ils comparérent leur méthode avec le
schéma polynomiale de Hermit développé en 1977 par Holly et Preissmann. Les résultats
montrérent que I’interpolation spline aboutit a une méme précision, cependant meilleur en

général que I’interpolation linéaire. Mais cette technique aussi se heurte a des difficultés aux
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limites du domaine. Karney et Ghidaoui [45] mettent au point des techniques efficientes
d’interpolation dites hybrides qui permettent des temps d’exécution réduits et une utilisation
de I’espace mémoire plus optimise.

Afshar et Rohani [46] ont proposé de leur c6té une méthode des caractéristiques
implicite. Dans cette approche, les équations de base de I’élément conduite et des différents
appareils sont alors organisées dans un systéme matriciel ayant pour inconnus les variables H
et Q au pas de temps considéré. Les auteurs mettent ainsi en relief dans leur travail la
superiorité de la méthode face aux limitations de la méthode des caractéristiques classique.

1.6.2. Méthode des plans d’ondes

A cOté des schémas numériques basés sur la méthode des caractéristiques, d’autres
schémas et méthodes numériques ont pris part dans I’analyse des écoulements transitoires. La
méthode dite des « plans d’ondes », développée sur un concept analogue a celle des
caractéristiques, repose sur I’approximation de la perturbation par une série d’ondes
constantes [47, 48]. Cette approximation est donc de premier ordre dans I’espace et dans le
temps, d’ou la nécessité d’une fine discrétisation pour une bonne précision dans la solution du
probléme. La méthode souffre aussi d’une rigueur dans I’incorporation du terme de frottement
et la description physique des phénomeénes instationnaires liés a la contrainte tangentielle aux

parois [12].

1.6.3. Méthode des différences finies

Il est possible, au lieu d’utiliser la méthode des caractéristiques, de faire usage de
I’approximation par différences finies pour résoudre les équations aux dérivées partielles du
mouvement transitoire sous leur forme conservative ou non conservative. Un bon nombre de
schemas aux différences finies implicites et explicites ont été mis au point a cet effet.

Dans la famille des schémas implicites, les variables dépendantes inconnues H et Q en
un point donné de I’espace a un temps déterminé sont exprimées en terme des valeurs
inconnues au méme pas de temps aux nceuds adjacents. Les équations algébriques résultant
sont résolues simultanement pour le systeme complet a chaque incrément de temps. Dés le
début des années 1970 plusieurs travaux ont été effectués dans ce contexte, a I’image de
Wylie et Streeter qui présentérent une méthode implicite aux différences finies centrées afin
de permettre I’'usage d’incréments de temps plus grand que les schémas explicites [11].

D’aprées [12], un nombre d’autres travaux ont vu jour, parmi lesquels nous trouvons ceux de
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Bribisca (1981), Han (1983), Anderson (1991), Verwey et Yu (1993), Salgado et al. (1994) et
Schohl (2003). Cependant, I’application des schémas implicites augmente le temps de calcul
et le stockage mémoire a cause du calcul matriciel nécessaire et la non linéarité des équations
algébriques résultants. Outre ces difficultés, sur le plan mathématique, les schémas implicites
ne sont pas appropriés aux problemes de propagation d’ondes dans la mesure ou ceux-cCi
distordent le chemin de propagation emprunté par I’information et dégrade de ce fait la
représentativité du modele mathématique de base [11].

Dans la catégorie des schémas explicites, les dérivées partielles sont remplacées par une
approximation aux différences finies tel que les inconnues en un point de la grille de calcul a
un temps t sont exprimées en fonction des variables connues au temps antérieur. Le travail le
plus remarquable dans ce sujet revient a Chaudhry et Hussaini [49] qui ont appliqué les
schémas de MacCormack, Lambda et Gabutti pour le probleme du coup de bélier pour le cas
sans pertes de charge. Ces trois méthodes sont des schémas aux différences finies explicites
d’une précision de deuxieme ordre (en espace et en temps) qui ont recu aussi des applications
dans les probléemes d’écoulement a surface libre [50]. Les auteurs ont fait usage de deux
techniques pour le traitement des conditions aux limites, I’une par I’ajout de nceuds fictifs aux
frontieres et I’autre en exploitant les lignes caractéristiques, qui est la plus facile a
implémenter. 1l a été ainsi démontré que ces trois schémas donnaient une meilleure solution
que la méthode des caractéristiques de premier ordre pour un nombre de Courant Ci<1,
cependant des oscillations numériques dans le profil de I’onde ont été observées. Ainsi, le
Schéma de MacCormack [51] a été utilisé avec succes par Kessal [52] dans la simulation du
probléme d’écoulement homogene transitoire avec cavitation. Ultérieurement Chaudhry et al
[53], appliquérent le schéma de MacCormack et de Gabutti pour la simulation des
écoulements non permanents diphasiques liquide-gaz avec un faible nombre de Mach. Les
résultats obtenus par les auteurs montrent que le schéma de MacCormack aboutit a de

meilleurs résultats pour I’analyse des écoulements transitoires en charge.

1.6.4. Méthode des éléments finis

La méthode des éléments finis a recu une large application dans les problemes de la
mécanique des solides et des fluides [54], mais son succes dans le calcul des écoulements
transitoires est trés restreint. Habituellement, dans ce type de problemes, des techniques
hybrides mettant en ceuvre des éléments finis dans le domaine spatiale et les différences finies

dans le domaine temporelle sont appliquées [12]. L’avantage principal de la méthode des
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éléments finis est son habilité a traiter les geométries complexes du domaine de calcul. A
I’opposé, le temps et le volume des calculs restent les inconvénients majeurs de la méthode.
Szymkiewicz [55] propose une version modifiée de la méthode des éléments finis appliquées
aux équations de transport et des écoulements non permanents. L’approche repose sur une
modification de la méthode standard d’intégration dans la méthode de Galerkin. Son
application a la résolution des équations de Saint-Venant en écoulement a surface libre, a
révélé les mémes résultats que le schéma de Preissmann avec cependant quelques avantages.
Ultérieurement, Szymkiewicz et Mitosek [56], ont appliqué la méme approche pour la
résolution des problemes d’écoulements transitoires en charge. La formulation numérique
aboutit a un schéma aux différences finies implicite a six points avec deux paramétres de
pondération. La méthode ainsi proposée a montré de meilleurs résultats comparativement a la
version standard de la méthode aux éléments finis et aux différences finies. Sattar et al [57]
ont introduit une nouvelle méthode « Ondelette-Galerkin » pour la résolution des équations
hyperboliques du coup de bélier, avec linéarisation du terme de frottement, moyennant
I’utilisation de deux types d’ondelettes (Haar et Daubechies) comme base du schéma de
Galerkin. Les auteurs mettent en relief la supériorité de la méthode vis-a-vis de la méthode
des caractéristiques mais soulignent en parallele la difficulté d’implémentation de la méthode
dans la mesure ou I’on se heurte au probleme de décomposition du signal en ondelettes, ce qui

laisse la méthode loin d’étre pratique.

1.6.5. Méthode des volumes finis

Récemment, et depuis quelques années, la méthode des volumes finis (VF) a attiré les
chercheurs de par sa robustesse et sa facilité d’application. Ainsi, aprés avoir fait ses preuves
dans la résolution des équations hyperboliques, spécialement la dynamique des gaz [58], la
méthode a trouvé application dans les problemes d’écoulement a surface libre et celui du coup
de bélier [59]. D'apres Ghidaoui [11], les schémas de type volumes finis ont été appliqués
pour la premiére fois par Guinot (2000) [60]. Ce dernier a développé une solution de type
Riemann pour la simulation du coup de bélier, et utilisa cette solution pour développer un
schema de Godunov de premier ordre. Ce schéma ainsi obtenu est trés semblable a celui de la
méthode des caractéristiques. Ultérieurement Zhao et Ghidaoui [61] formulent et appliquent
des schémas aux volumes finis de type Godunov de premier et deuxieme ordre pour la
résolution de I’équation dynamique de et celle de continuité gouvernant le probleme du coup

de bélier. Ils montrent alors I’influence négligeable des termes convectifs et aussi la
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supériorité de ces solvers comparés a la classique méthode des caractéristiques en termes de
précision et qualité de la solution. Ces résultats ont été confirmes par la suite par le travail de
Sabbagh-Yazdi et al [62]. A ce temps, les schémas et solveurs numériques découlant de la
méthode aux volumes finis sont en plein essor et ne cessent de progresser par les avantages
gu’ils offrent. Nous citons, en guise d’exemple, les travaux de Léon et al [63] dans
I’application des schémas de Godunov au probléme d’écoulement instationnaire mixte a
surface libre-en charge, qui a introduit de nouveaux concepts pour la prédiction des flux
numériques aux interfaces pour une meilleure capture d’information ainsi que I’amélioration

du traitement des conditions aux limites.

1.7. Conclusion

Dans ce chapitre et dans un premier abord, certaines notions et définitions générales dont
I’usage se fera dans la suite du travail, relevant des écoulements transitoire a surface libre

ainsi que les écoulements transitoires dans les conduites forcées, ont été présentées.
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CHAPITRE 11 Description des ecoulements transitoires en charge

I11.1. Introduction

L’objectif de ce chapitre est I’analyse théorique puis physique du phénomeéne transitoire
en tant que régime d’écoulement dans les conduites sous pression.

Quelques types d’écoulement que 1’on rencontrera au cours de notre travail seront
définis, puis en se penchant sur 1’analyse physique du coup de bélier avec une représentation
graphique de deux cas a savoir :

1- le cas d’arrét brusque de la pompe,

2- le cas de fermeture instantanée de la vanne.

11.2. Types d’écoulements

11.2.1. Ecoulement permanent

L’écoulement du fluide est dit permanent lorsque les propriétés du fluide et les

caracteéristiques hydrauliques de celui-ci restent invariables dans le temps, ¢’est a dire :
oV oP 0
0,£L =0

0, =0,
ot ot ot

V : Vitesse d’écoulement,
P : Lapression,

£ . Masse volumique.

11.2.2. Ecoulement non permanent

L’écoulement du fluide est dit non permanent si la vitesse et la pression varient dans le
temps (t) en un point donné de I’espace (x) remplir de liquide en mouvement, les vitesses et
les pressions en ecoulement non permanent sont les fonctions de quatre variables
indépendantes a savoir : coordonnées (X, Y, z) du point examiné et le temps (t).

On distingue un écoulement non permanent en charge et a surface libre, un écoulement

non permanent unidimensionnel, bidimensionnel et tridimensionnel.

11.2.3. Ecoulement uniforme

Un écoulement est dit uniforme lorsque la vitesse du fluide a un instant donné, a une

méme direction et une méme intensité en tout points de ce fluide c¢’st-a-dire : Z—V =0.
X
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11.2.4. Ecoulement non uniforme

Un écoulement est dit non uniforme si la vitesse du fluide varie d’une section a I’autre

c'est-a-dire : N 0.
OX

11.2.5. Ecoulement transitoire

On appelle régime transitoire, un phénomeéne qui se manifeste entre deux régimes
stationnaires, autrement dit c’est un écoulement varié, ou les paramétres hydrauliques

changent :

EiO a—P;tO 8—V¢O 8—\/7&0
OX "ot ox ot
Avec :
V : vitesse d’écoulement.
P : la pression.
Ce phénomene transitoire peut se manifester soit dans un canal a ciel ouvert ou bien
dans une conduite en charge, par accroissement ou décroissement du debit.
On pourra citer quelques exemples d’écoulements transitoires dans le cas d’une conduite
en charge :
- Ecoulement dans les machines hydrauliques & puissance variable.
- Phénomeéne du coup de bélier.

Donc I’écoulement transitoire est un écoulement non permanent, dans notre travail nous

nous intéresserons uniquement au phénomeéne du coup de bélier.
11.3. Types d’ondes

11.3.1. Ondes linéaires

Du point de vue physique, les ondes linéaires sont celles qui se propagent dans le fluide
sans modifier les propriétés physiques locales (compressibilité, masse spécifique,
conductivité, viscosité.....).

Voici quelques exemples de ces types d’ondes :

- Les ondes du son,

- Les ondes de lumiéres,
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- les ondes électromagnétiques.

11.3.2. Ondes non linéaires

Les ondes non linéaires sont celles qui se propagent dans le fluide en provoquant des

variations dans les propriétés de ce dernier.
I1.4. Phénomeéne du coup de bélier

11.4.1. Définition

Le coup de bélier étant un cas particulier du régime transitoire, est un phénomene
oscillatoire qui se manifeste dans les conduites en charge a écoulement gravitaire ou par
refoulement.

On entend aussi sous le terme « coup de bélier » un écoulement non permanent du
liquide accompagné des variations pratiqguement sensibles de la pression qui peuvent devenir
dangereuses pour la tuyauterie. Ces variations résultent d’une perturbation des conditions
permanentes d’écoulement.

C’est le nom que 1’on donne a une onde de choc hydraulique, lorsqu’un liquide non
compressible comme 1’eau, est stoppé net dans une canalisation. Autrement dit, c’est I’arrét

brutal de la circulation de I’eau lorsqu’un robinet (ou tout autre appareil) se ferme [3].

11.4.2. Causes du coup de bélier

Le coup de bélier est un phénomeéne oscillatoire dont les causes les plus fréquentes sont
les suivantes [3] :

e L’ouverture ou la fermeture des vannes dans les conduites en charge a
écoulement gravitaire.

e La mise en marche ou 'arrét des pompes dans les conduites en charge par
refoulement.

e Le remplissage ou la vidange d’un systéme d’ AEP.

e Modification de la vitesse d’une pompe.

e Une variation du niveau d’un réservoir a une extrémité du réseau.

e La disparition de I’alimentation ¢€lectrique dans une station de pompage qui est la

cause la plus répandue du coup de bélier.
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e La mise en marche ou la modification de 1’opération d’une turbine.
e Une modification de position de vanne.

e Des opérations incontrdlées.

11.4.3. Risques dus aux coups de bélier

Les conséquences du coup de bélier peuvent étre néfastes elles deviennent de plus en plus
dangereuses a mesure que les parametres modificateurs deviennent importants (variation de
pressions et de débits dans le temps).

Ces phénomenes se produisant dans une conduite en charge, peuvent provoquer des
risques a la suite d’une dépression ou surpression engendrée par les manceuvres brusques
[38].

a. Cas de surpression

C’est une conséquence du coup de bélier engendrée par une pression importante se
produisant a la suite d’une fermeture instantanée ou rapide d’une vanne de sectionnement ou
bien a la suite d’une dépression causée par I’arrét brusque d’une pompe. Si la pression totale
c'est-a-dire la pression en régime permanent majorée de la valeur de surpression due au coup
de bélier dépasse la pression maximale admissible des tuyaux il y a risques de rupture de ces
derniers et déboitement des joints (les anneaux d’étanchéité seront déloges).

b. Cas de dépression

C’est une conséquence du coup de bélier engendrée par ’apparition d’une pression
relative négative, a la suite d’un arrét brusque d’une pompe ou d’une ouverture instantanée
d’une vanne de sectionnement. Si cette pression devient inférieur al10 mCE il se produit une
poche de cavitation. Si le profil en long de la canalisation est déformable la canalisation peut
étre aplatie par implosion et les joints peuvent étre aspirés. Le phénomeéne de cavitation une
fois apparu peut provoquer la détérioration de la couche d’enduit intérieur du tuyau.

C. Fatigue de la canalisation

En régime transitoire les alternances des surpressions et dépressions qui sont une

consequence inévitable du phénomene provoquent la fatigue pour le matériau de la

canalisation méme si leur amplitude est faible.
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11.5. Description des phénomenes physiques en jeu

11.5.1. Etat d’équilibre d’un systéme hydraulique

Les phénomenes transitoires hydrauliques apparaissent lorsque 1’équilibre des forces
agissant sur un systeme est modifié. Quand un liquide est en mouvement dans une conduite et
que ce mouvement ne varie pas dans le temps, il y un état d’équilibre permanent. En fait, il y
a ¢équilibre entre 1’énergie disponible (ou potentielle) et les énergies dues au mouvement
(cinétique) et perdues par le frottement, ce qui définit un mouvement permanent. Cette vision
est macroscopique car, a une échelle plus petite, on observe que les vitesses fluctuant
constamment autour d’une valeur moyenne, ¢’est une manifestation de la turbulence. Pour les
besoins de I’analyse que nous ferons ici, nous ne considérerons que les effets globaux,
moyens dans le temps, de la turbulence, notamment en ce qui concerne 1’évaluation des forces

de frottement selon le régime d’écoulement.

11.5.2. Coup de bélier de masse et coup de bélier d'onde

Les variations de régime dans un systéme sous pression peuvent adopter deux
phénomeénes distincts qui sont le coup de bélier de masse et le coup de bélier d’onde.

Dans le coup de bélier de masse, la masse volumique du liquide reste quasiment
constante, et les conduites peuvent étre considérées comme étant indéformables.

Le coup de bélier d’onde est caractérisé par la propagation d'ondes, de surpression et de
dépression, qui dépendent entre autre de I'élasticité de I'eau et de I’élasticité des conduites.
Dans ce qui suit, nous examinerons avec plus d’attention le phénoméne de coup de bélier
d’onde car il entraine des effets plus contraignants sur le matériel que le coup de bélier de

Masse.

11.5.3. Perturbation de I’équilibre, effet sur les pressions

Si on considére la conduite dans laquelle coule un liguide en régime permanent, le
niveau de la pression est fort raisonnable, soit inférieur a celui de la pression hydrostatique
dans des conditions d’écoulement nul. Qu’advient-il lorsque, pour une raison ou une autre, il
y a une modification temporelle de 1’écoulement par accélération ou décélération? La réponse
du physicien se base sur les principes de la mécanique newtonienne. Il y aura un transfert

d'énergie entre les énergies potentielle et cinétique pour chercher a atteindre un nouvel
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équilibre en tenant compte des pertes et sa transgresser le principe de conservation de
I’énergie.

Cette réponse, toute rigoureuse qu’elle soit, peut nous paraitre bien aride et nous
pouvons nous demander comment cela peut s’appliquer au simple cas de la masse d’eau qui
circule en régime permanent dans une conduite et qui voit son mouvement modifié. Partant
des principes que, dans un fluide, I'énergie potentielle se traduit par une énergie de pression et
que, dautre part, I'eau n'est pas absolument incompressible et que la conduite admet des
déformations élastiques.

11.6. Valeur numérique du coup de bélier

11.6.1. Manceuvres rapides (formule de Joukowsky)
Nous avons considéré, jusqu'a présent, une manceuvre instantanée, d’une durée T =0,

ce qui est physiquement impossible.
Dans la réalité, la variation de débit, provoquée par 1’arrét d’'une pompe par exemple, se fait
enuntemps T =0 et des ondes élémentaires sont engendrées, au fur et & mesure que s’opere
I’arrét.

Dans le cas d’une variation de débit rapide, temps d’annulation du débit inférieur au
temps correspondant a I’allée et venue d’une onde élastique, on montre que [64] :

Ah :iCAU

Loi de Joukowsky (1.2)

11.6.2. Le cas de la fermeture lente d’une vanne de sectionnement

Lors de la fermeture rapide de la vanne de sectionnement, la valeur maximale du coup

de bélier était de Ah,_ — = [65].
g

Avec :
U : vitesse moyenne de 1’écoulement (m/s),
C : vitesse de propagation (m/s),
g : Accélération terrestre (m/s?).
Considérons une conduite horizontale “ab”, de diamétre intérieur D de longueur L

alimentée en "a " par un réservoir a niveau constant (Figure (11.1)).
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Soit Q, le débit au temps t = Oet supposons qu’il passe encore apres un temps

ZC—L , un débit g La valeur de la surpression et de la dépression due au coup de bélier est :

C
h=(Q—a) (11.2)

Ou : A e la section de la conduite (m?).

Supposons que le temps de fermeture de la vanne soit T = nZC—L et que pendant ce

temps le débit varie linéairement.

Nous avons : (1.3)
Qo_q = &
n 2L
Qo= ey
C 2L 2LQ
- h prm— prm— 0 .
Donc : 9A Qo CT oAT (11.4)
) 2LU
Finalement : h = oT c’est la formule dite de Michaud.

La formule de Joukowsky ne s’applique que dans le cas de manceuvres rapides.

— Const

Vanne b — Qo a

Figure. II.1. Fermeture lente d’une vanne de sectionnement
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. 2L
Remarquons que si, dans cette formule, on remplace par T = e on retrouve la valeur

de coup de bélier par fermeture brusque.
En conclusion :

2L
e Si T(? , le coup de bélier a pour valeur maximale h = cu :
g

o Sj T)ZC—L , le coup de bélier est moins important et a pour valeur maximale

_2LU

h .
aT

I1.7. Processus de variation de la pression et de la vitesse dans une

tuyauterie

11.7.1. Cas d’arrét brusque de la pompe

Considérons donc un systéme, analogue a une situation de refoulement, ou I'eau coule a

une vitesse U, pour alimenter un réservoir dont le niveau est garde constant. Le phénoméne

peut étre décrit en quatre phases [41] :

1) Au temps t =0, le débit a travers la pompe est brusquement interrompu. La vanne
clapet située a I'amont du systeme est fermée, immédiatement et a proximité de la vanne, la
vitesse d'écoulement s'annule, donc I'énergie cinétique fait de méme et doit étre compensée
par un gain d'énergie potentielle sous forme d'une dépression puisque le mouvement initial de
I'eau a tendance a tirer sur la partie de la colonne d'eau qui est immobile. Cette énergie de
dépression se traduit mécaniquement par une énergie de déformation qui tend a réduire le
diamétre de la conduite. Ce phénoméne se poursuit jusqu'a ce que toute la conduite soit mise
en compression, ce qui prend un temps égal au rapport de la longueur ‘L' sur la célérité de
I'onde de déformation C.

2) Lorsque que l'onde de dépression atteint le réservoir, celle-ci se dissipe puisqu'il
régne a cet endroit une pression constante. A ce moment précis, plus rien ne retient la mise en
compression de la conduite et elle commence a reprendre sa forme a proximité du réservoir.
L'augmentation de volume ainsi créée, entraine le remplissage de la conduite a une vitesse

équivalente a la vitesse initiale du fluide puisque la déformation initiale de la conduite est
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directement liée a cette derniere. Ce phénomeéne a la méme durée que celle de 1’étape
précédente.

3) Au moment ou toute la conduite a repris sa forme, la vitesse de I'eau doit s'annuler en
frappant la vanne fermée. Encore une fois, on doit avoir transformation de I'énergie cinétique
en energie potentielle par contre, cette fois, I'énergie de pression est positive puisque l'inertie
de I’eau tend a comprimer la partie immobile de la colonne d'eau. Cette surpression met en
tension la conduite qui se dilate. La vitesse de I'onde de déformation C étant constante, la
durée de cette étape est identique a celle des précédentes.

4) Le surplus d'eau da a I'augmentation du volume de la conduite commence a s'évacuer

prés du réservoir a une vitesse U, de fagon a ce que la conduite reprenne son diamétre initial.

A la fin de cette étape, toute la conduite aura retrouvé les conditions initiales et I'étape 1

pourra recommencer. Ce cycle de période T = % se répéterait indéfiniment, s'il n'y avait pas

de frottement. Les effets du frottement agissent essentiellement sur 1’amortissement de

I’amplitude de la variation dépression.

11.7.2. Cas d’arrét brusque d’une vanne placée en aval d’une conduite

Dans le cas de I’arrét brusque d’une vanne placée en aval d’une conduite, la
manceuvre d’une vanne a I’aval du systéme entraine une surpression au voisinage de la
vanne semblable a celle observée a ’étape 3 du cas précédent. Le phénomeéne suit

alors les étapes 4, 1, et 2.
Au bout du temps t =% serait engendrée dans le réservoir une onde d’équilibre

qui se propagerait jusqu’a la vanne, ou elle arriverait dans le temps t = % (Phase 4).

A ce moment-la prendrait naissance une onde de dépression, qui atteindrait le

réservoir dans le temps t = % (phase 1), suivie d’une onde d’équilibre, qui attendrait

la vanne dans le temps t = %semblable a la phase 2, et le phénomene recommencerait

s’il n’y n’avait pas de frottement.
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11.8. Evolution des ondes de pression et de vitesse aux points
caractéristiques

Les variations de pression et de vitesse affectant au cours du temps les points a et b ainsi

que le milieu M de la conduite sont représentées respectivement sur les diagrammes de la
figure (11.2).

Pa
] P0+Ap -
Po L L —
v P
A U \ A
Uo _ U 1
o |-- 1 _______________ T - Po+AP -
-Uo 0 L Po |l
Po-AP
¢ Ve > i ¢
— s I BN
L3 5L L 3L 5L7L 9L 2L 4L 6L
¢ ¢ ¢ 2¢ 2¢ 2c2c 2¢ = r i’y
(@) (réservoir)

(M) (milieu de conduite) (b) (vanne)

Figure. 11.2. Evolution de la pression et de la vitesse au cours du temps, aux points caractéristiques
[66].

11.9. Evolution des ondes de pression le long de la conduite

De la méme facon, on peut également tracer le diagramme permettant de déterminer
1I’évolution de la pression au cours du temps en chaque point de la conduite. D’aprés la figure
(11.3), on peut conclure que le temps pendant lequel un point quelconque de la conduite est en

surpression (dépression) et d’autant plus petit qu’il se trouve plus prés du réservoir.
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. . L
Reservoir L a---- >
BT \
+‘| b vanne
a - —
> |
N

i Pression dans la section
: M en fonction du temps

Surpression

Figure. 11.3. Evolution de la pression le long de la conduite [67].

11.10. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment s’évolue un régime transitoire aprés une
manipulation de la pompe, ainsi que la description physique du phénomene du coup de bélier

et les causes induisant le probleme.
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CHAPITRE 111 Modélisation mathématique

I11.1. Introduction

Le troisieme chapitre aborde 1’aspect théorique des probléemes posés par les
mouvements transitoires. La modélisation mathématique de ce phénomene étudié se base
essentiellement sur la dérivation des équations de Navier-Stokes, qui sont associées aux lois
de comportement pour le fluide supposé barotrope, newtonien et le matériau de la paroi de la
conduite élastique (acier). L’écoulement est turbulent, unidimensionnel, de vitesse moyenne

trés faible par rapport a celle de la perturbation des ondes acoustiques dans le fluide.

I11.2. Modélisation mathématique

111.2. 1. Hypothese

Le développement des équations fondamentales invoqué ici repose sur les hypotheses

suivantes :

- La conduite cylindrique circulaire, rectiligne, & paroi mince et dont le matériau
constitutif est supposé homogene, isotrope et a un comportement élastique linéaire

- Le fluide est newtonien, compressible, visqueux, homogéne, monophasique et barotrope

- L’écoulement est turbulent, unidirectionnel, et sans transfert de chaleur et avec une
vitesse moyenne trés faible par rapport a la célérité du son de coup de bélier c.a.d. que
le nombre de Mach de I’écoulement trés faible, ce qui permet de négliger les termes

convectifs.

111.2.2. Equations générales du mouvement dans une conduite en regime

transitoire

Le traitement du comportement dynamique du fluide envisagé fait appel aux équations du
mouvement déduites des principes de conservation de la masse, et de la quantité de
mouvement,

Nous exprimerons ces équations dans un systéme de coordonnées cylindriques (x, r,@),
le champ du vecteur de vitesse peut étre modélisé sous la forme :

V =u(x,r,0)e, +Vv(x,r,0)e +w(x,r,0)E,
Avec:

(e,.€,,€,) Base associée au repere cylindrique
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111.2.2.1. Equation de conservation de la masse

Cette équation se traduit en absence de porosité de la paroi de la conduite et de source

interne, par I’expression locale :

%—’f[’+pdiv\7=0 (111.1)

Avec :

L : Masse volumique du fluide

V : Vecteur de vitesse

d
Ou I’operateur d—'? désigne la dérivée particulaire

d_9.,v grad
dt ot

La projection de 1’équation (111.1) dans le repére cylindrique se ramene a 1’équation (1.18) :

ot OX r or r 06

111.2.2.2. Equation de conservation de la quantité de mouvement

L’équation de conservation de la quantit¢ de mouvement de Navier-Stokes, sous forme

vectorielle, s’écrit:

oV _.
—+V.grad V |[=

B B (111.2)
pF —gradp + 4V + (%,u + K)grad divVv
Avec :

: Force de pesanteur

F
p : Pression du fluide

A4 Laviscosité dynamique du fluide.
K:

Seconde viscosité dynamique du fluide

52



CHAPITRE 111 Modélisation mathématique

, 0% 190 o 1 o7 , ,
Vo = o2 +F8r I’ar + 2 507 : Opérateur de Laplace en coordonnées

cylindriques.

La projection des équations vectorielle dans le repere cylindrique se raméne aux équations
(1.19), (1, 20) et (I, 21) respectivement :

Suivant [’axe de la conduite

2
6pu_|_6pu +18rpuv+16puwz
ot OX r or r o6
op o(1dp >
———(K+ul/3)— | ——— |+ uVu+ of
P (K+p )Gx[p dtj Y o

Suivant la direction radiale :

opv  Opuv | 1 orpv?

L 1opvw w?
ot OX r or
op

r o6

o(1dp 2 v 25Wj
K+ul3)—| =L |+ 4| VV—— — = — |+ pf
or ( # )ar[pdtj 'u[ 2 r Al

Suivant 4 :

opw 6puw+18r,avw+£6pvv2 N

vw _

ot OX r or r o6 o r

op o (1dp [2 W 2avj

— —(K+pul3)— | ———= |+ | VW—— — = — |+ ff
oo (K HH )rae[p dtj # 2 rzoo) ¢
Ou:

f. : Force de pesanteur le long de X
f, : Force de pesanteur le long de I

f, : Force de pesanteur le long de &
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111.2.3. Mise en équation du probleme

Nous supposons dans ce travail que 1’écoulement est unidirectionnel (1D), c'est-a-dire les
composantes du vecteur vitesse v et w sont nulle, les équations de conservations de la masse
et de conservation de la quantité de mouvement se réécrivent :

op op ou

LTuP . _0 .3
ot ax £ ox (1-3)

ou ou 1op K+4u/3 6[8u]
— +uU—=—— + +
ot OX £ OX o, OX \_OX
(111.4)
v O ou
—— | r— [+ f,
r ar[ 6rj

Ou: v = — viscosité cinématique de l'eau
£

D
En multipliant I’équation (111.3) par 2zrdr , en intégrant de 0 a E et en utilisant la

regle de Leibnitz (voir [68]), pour échanger la différenciation de I'ordre, I'intégration conduit

a

8§A+a‘:§(u —2,0A%(%+u%)r=|3/2 =0 (I11.5)
Le dernier terme de I'equation (111.5) représente le flux massique sur la paroi de la
conduite. Un tel flux est non nul s'il y a une fuite dans la conduite. S'il n'y a pas de fuite,
cependant, ce terme s’annule parce que les vitesses tangentielles et normales a la paroi sont
nulles [40]. En I'absence de fuite, I'équation (I11.5) devient:
OPA N oAU
ot OX

Cette équation généralisée laisse la possibilité aux trois variables (masse volumique,

=0 (111.6)

section de passage et vitesse) d’évoluer au cours du temps et dans I’espace. Elle pourra
néanmoins étre simplifiée selon les hypothéses acceptées lors des coups de bélier de masse ou
d’ondes.
En développant les termes de 1’équation (I11.6) et en utilisant la définition des dérivees
totales, nous obtenons :
l1dpo 1dA 0oU
=, - T

~0
o dt L Adt | ox (HL.7)
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1d
e Leterme —d—f prend en compte la compressibilité du fluide, et peut étre exprimée
Yo,

en utilisant la définition de module d'élasticité du fluide [69] :

dp
E.=—9%— ,
. 3 (111.8)

Avec :
E. : Le module d'élasticité du fluide
& : Le volume du fluide
D’aprés le principe de la conservation de la masse
dn=d(p¥ =podS+9dpo =0 (111.9)
La combinaison les équations (111.8) et (111.9) conduit a :

1dp 1 dP
L dt E, dt

(111.10)

L’équation (111.10) est valable pour les fluides Iégerement compressibles dans le cas ou les

effets thermodynamiques sont négligeables [70].
1 dA . -
o Le termexa prend en compte 1’élasticité transversale de la conduite. Nous

considérons que la conduite est construite avec des joints de dilatations ce qui permet une
déformation longitudinale libre c'est-a-dire les contraintes axiales sont nulles.

Selon la théorie de résistance des matériaux, la contrainte latérale pour une conduite
circulaire, élastique et qui se déforme comme si elle est constituée d’annaux indépendants, et
que son épaisseur est relativement faible pour admettre que la contrainte est uniforme sur
I’épaisseur comme le montre la figure (I11.1), nous obtenons 1’équation de comportement

suivante [71] :

o=— (11.11)
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O

Figure.lll.1. Contraintes latérales dans une conduite a paroi mince.

En utilisant la définition de la déformation du matériau, a savoir :

de = dR (1n.12)
R .
Ou: R est le rayon de la conduite.
Et en introduisant le module d’élasticité du matériau E_ , défini par :
o=E. ¢ (11.13)
Cette contrainte mécanique latérale s’explicite comme :
dR

En combinant les expressions (I111.11) et (111.14), sachant que dA = 27RdR et faisant
I’hypothése que 1’épaisseur € de la paroi est constante pendant le processus de déformation de

la conduite on obtient:

1dA_ D dP
A dt e.E., dt

(111.15)

Ainsi en combinant les expressions (I11.7), (111.10) et (I11.15), on obtient I’expression

suivante de 1’équation de continuite :

8U+ 1 + D dl:)=O (1.1e)
OX E. E.e)dt
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On voit que le terme [ é‘ + ED ej dépend d’une part de la compressibilité de

e C

D
I’eau E, et d’autre part des caractéristiques de la conduite| ———— |.
E.-e

Ce terme est donc en général une caractéristique de I’installation sur laquelle on étudie

le coup de bélier. On pose donc :

1 1 D
C? =P E+ E o (111.17)

e

Comme la pression n’est fonction uniquement que de x et de t :

dP oP ox oP oP oP
— 4+ — + U -
dt ot ot ox ot OX

Ce qui donne comme nouvelle expression de I’équation de conservation de la masse :

oV + 1 (6P+U an—O (111.18)
P ox T c?lat % |

Comme il s’agit d’un modele uniquement propagatif, la célérité du son du coup de bélier est
trés grande par rapport a la vitesse de 1’écoulement, c'est-a-dire que le nombre de mach de

l’écoulement(M )est trés faible, ce qui permet de négliger les termes convectifs du type

oP

oxX

M = < (11.19)

. La pression au sein du fluide peut étre donnée par : P = h = pg(H — 2)

Avec :

¥ = 9 . Poids specifique.

H : Hauteur piézométrique.

pon: P = g
ou: —_—  — T
ot ot
. . . . oz
On considere une conduite ne subissant pas de déplacements verticaux c’est dire a =0
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En tenant compte des points précédents on aura la premiere équation du coup de bélier (1.14)

pour un écoulement unidirectionnel (1D) [69]:

2
H, LV, (1.14)
ot g oX

Ou : C est la vitesse de propagation de ’onde de pression, définie par la relation suivante :

(111.20)

1, D
~ E e.E.

e

D
En multipliant 1’équation (111.4) par 2zzrdr , intégrant de 0 a > et en utilisant la régle

de Leibnitz [68], pour échanger la différenciation d'ordre, I'intégration conduit a :

OAU +8,6’AU2 __é@P_F K+4.4/3 0 [6UA)+
ot OX L OX Yo, OX \_ OX

(11.22)
ouU
ﬂDv[—j + Af,
6r r=D/2
Avec :
£ = Iu 2dA /U ? : Coefficient de correction de quantité de mouvement
A
Dénoter :
ouU . . . :
T, = —M| — : Contrainte de cisaillement sur la paroi de la conduite
ar r=D/2
f, = —ysin« : Force gravitationnelle le long de I’axe X, ot «x : ’angle entre la

conduite et la direction horizontale
En utilisant la regle de différenciation du produit a I’équation (111.21), et en divisant tout

par A , on obtient :
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ouU ouU ao(p-1DU? 1 06P i 7, 7D
—+U + + — +gSsino + =
ot OX OX £ OX LA
K+44/3 0o [auj

Yo OX \_ OX

(111.22)

Pour le phénomene de propagation étudié, la célérité du son de coup de bélier est tres

grande par rapport a la vitesse de 1’écoulement, c'est-a-dire que le nombre de mach de
I’écoulement (M )est trés faible, ce qui permet de négliger les termes convectifs, 1’équation

(111.22) devient :

oU 1 6P - 7, 77D
—+———+gsina +

ot £ OX LA

=0 (111.23)

La pression au sein du fluide peut étre donné par: P = ogh = og(H — z)
Avec :
H : Hauteur piézométrique

Z : Altitude du point considere

. oz
Le sinus de I’angle de I’inclinaison de la conduite est: SIN & = X
Les deux égalités précédentes impliques que :
1 0P . oH
———+gSina =g —
£ OX OX

Par la prise en compte des points précédents, nous obtenons la deuxiéme équation du
coup de beélier (1.15) pour un écoulement unidirectionnel (1D) [70]:
ouU oH 4z
— +g—+—2=0 (1.15)
ot OX LD
Exprimons 7, en fonction d’un coefficient de perte de charge stationnaire T par la

définition de Darcy-Weisbach :

pofU 2
T, = 3 (111.24)
Par la prise en compte des points précédents, nous obtenons 1’équation :
oU oH | fUlU
+g + =0 (111.25)

ot OX 2D
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La valeur absolue garantit que le dernier terme est bien dissipatif et pour préciser que les

forces de frottements sont opposées au sens d’écoulement.
En regroupant les equations (1.14) et (111.25) on obtient le systéme d’équation suivant :

C? oU , oH
g o A 111.26
ouU oH  fu U] (1