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Nomenclature

Oij Tenseur du deuxieme ordre des contraintes du matériau hétérogene
Eij Tenseur du deuxieme ordre des déformations du matériau hétérogene
25 Tenseur du deuxieme ordre des contraintes macroscopiques du matériau homogéne
E;j Tenseur du deuxieme ordre des déformations macroscopiques du matériau
homogéne
<> La moyenne
Cijkl Tenseur local d’élasticité
Sijki Tenseur local de souplesse
Cijkl Tenseur apparent d’élasticité
Sijki Tenseur apparent de souplesse
P Fraction volumique
k Module de compressibilité
I Module de cisaillement
U Déplacement
Vv Volume du domaine 3D
oV Les limites du domaine 3D
S Surface du domaine 2D
oS Les limites de la surface 2D
VER Volume élémentaire représentatif
SER Surface élémentaire représentative
E module d’élésticité
v Coéfficient de poisson
A Coefficient de la conductivité thermique
P Coefficient de la resistivité thermique
7 ilndice correspondant a I'inclusion.
m Indice correspondant & la matrice
ph Indice de la phase
T Température

VT ou g Gradient de température local

v



Flux de chaleur local

Taille de I’hétérogéneité

Taille du VER

Taille de la structure

Tenseur de localisation des déformations

Tenseur de localistion des contraintes

Tenseur macroscopique du gradient de température
Tenseur macroscopique du flux de chaleur

Tenseur de localisation du gradient de température
Tenseur de localisation du flux de chaleur

La portée intégrale

Modéle proposé de la portée intégrale

La portée intégrale obtenue par fittage

Parametres de fittage

Parametres de fittage
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Introduction générale

Dans ces derniéres décennies, la modélisation et la simulation numérique occupent
une place de plus en plus importante dans la recherche en science des matériaux. Ceci
s’explique non seulement par I’amélioration continuelle des performances des calculateurs,
mais aussi par la disponibilité de nouveaux codes et techniques de calculs. Il est désormais
possible de déterminer les propriétés d'une large gamme de matériaux pour prédire leurs
comportements avec une précision suffisante pour étre confrontée a I’expérience, a la fois a
une échelle microscopique mais aussi méso et macroscopique. Selon 1’échelle d’observation,
un méme matériau peut étre considéré comme homogene ou hétérogéne. L’hétérogénéité
est liée aux différents constituants élémentaires du matériau (granulats et ciments dans
les bétons, fibres et résine dans un matériau composite, polycristaux dans un matériau
métallique,. .. .). L’homogénéisation a pour but de remplacer ce matériau hétérogéne par

un milieu homogeéne de comportement équivalent.

Deux approches de I’homogénéisation sont distinguées, les approches analytiques et
les approches numériques. Les méthodes analytiques s’appuient sur une microstructure
simplifiée, typiquement une inclusion dans une matrice infinie, pour permettre de calculer
analytiquement des grandeurs moyennes par phase. Les méthodes numériques considérent,
elles, un élément de volume du matériau, de dimension finie, dont on simule numériquement
la réponse mécanique ou thermique. Pour les milieux aléatoires, ce volume, dit Volume Elé-
mentaire Représentatif (V.E.R), doit respecter des conditions spécifiques afin de permettre

une bonne représentation de la microstructure réelle.

Aujourd’hui, et avec le développement technologique, une grande importance est don-
née aux matériaux poreux pour leurs applications industrielles répandues, matériaux de
construction (plaques de platre, béton cellulaire), la filtration (filtres & particules, mem-
branes pour le traitement de ’eau), le biomédical (substituts osseux, revétements), etc..
Cette catégorie de matériaux, fait I'objet d’un intérét grandissant de la communauté scien-
tifique de par sa multifonctionnalité. Leur phase poreuse peut en effet apporter, au-dela
de la légéreté, une capacité d’isolation thermique, d’absorption acoustique, une surface
d’échange importante pour des réactions chimiques ou pour la filtration, ou encore un

accés aux fluides et aux cellules pour les biomatériaux. Néanmoins la porosité affecte les
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propriétés mécaniques de ces matériaux. Il est nécessaire de caractériser ces propriétés pour
assurer la tenue en service des matériaux, méme si les paramétres mécaniques (modules
d’élasticité, résistances) ne présentent pas des valeurs élevées que celle des matériaux non
poreux. Donc 'utilisation de ces matériaux nécessite une connaissance approfondie de leurs
propriétés mécaniques et physiques, quelle que soit I'application.

L’objectif principal de notre travail est 1’étude de I'influence de la morphologie des
pores sur les propriétés mécaniques élastiques et thermiques des matériaux poreux en

utilisant 'homogénéisation numérique.

Cette thése s’articule en quatre chapitres. Le premier chapitre est constitué principa-
lement de rappels des méthodes et techniques d’homogénéisation des milieux hétérogénes.
Les lois de comportement thermique et mécanique sont abordées, ainsi que le principe des
puissances virtuelles. La notion de volume élémentaire représentatif est introduite et les
conditions aux limites des problémes d’homogénéisation sont ensuite analysées. Afin de
pouvoir comparer les résultats provenant de I'homogénéisation numérique, les estimateurs

et autres bornes analytiques sont aussi présentés.

Le deuxiéme chapitre est dédié a l'identification de la portée intégrale, un para-
métre statistique purement morphologique, afin de cerner 'effet de la morphologie des
pores sur les propriétés élastiques, a citer le coefficient de compressibilité £ et le coefhi-
cient de cisaillementyu. L’approche, ainsi adoptée, est statistique numérique proposée par
[Kanit et al., 2003|. L’étude est réalisée sur une matrice poreuse a cingq formes de porosité
différentes et pour trois fractions volumiques. Les résultats trouvés ont montré ’absence
de D'effet de forme vis a vis de la portée intégrale pour ce cas de matériaux et ont conduit
a deux concepts : Le concept de la morphologie équivalente et celui du matériau le plus
hétérogene.

Le troisiéme chapitre est consacré a la modélisation du comportement thermique,
deux types de microstructures ont été étudiées, une poreuse et 'autre non poreuse. Pour
les deux milieux, cinq formes de pores/inclusions différentes avec cing fractions volumiques
et quatre conductivités thermiques différentes de la matrice ont été considérées. D’apreés les
résultats obtenus, l'effet de forme n’est constaté que pour le milieu poreux. Une formule,
obtenue numériquement, permettant I’estimation de la conductivité thermique des milieux

poreux tenant en compte l'effet de la forme des pores est proposée.

Le dernier chapitre sera consacré a la validation du modéle proposé dans le chapitre
précédent, par sa confrontation aux résultats expérimentaux publiés dans la littérature

[Nakajima, 2010].

En fin, une conclusion générale vient cloturer ce travail.




Chapitre 1

Homogénéisation

1.1 Introduction

L’augmentation constante de la puissance des ordinateurs a fait de la simulation
numérique un outil incontournable pour la modélisation des phénomeénes physiques de plus
en plus complexes, jusqu’a arriver a la résolution des problémes multi-physiques a toutes
les échelles et méme & pouvoir intégrer simultanément dans un méme modéle plusieurs
échelles de représentation afin de prédire 'influence du comportement des petites échelles
sur le comportement d’une structure macroscopique. Cette évolution a permis, aussi, le
développement d'un grand nombre de méthodes de changement d’échelles dites méthodes
d’homogénéisation, permettant la prédiction du comportement des matériaux hétérogénes
par des modeéles homogenes. Deux approches de I’homogénéisation sont distinguées : les
approches analytiques et les approches numériques. Les méthodes analytiques s’appuient
sur une microstructure simplifiée, typiquement une inclusion dans une matrice infinie, pour
permettre de calculer analytiquement des grandeurs moyennes par phase. Les méthodes
numériques considérent, elles, un élément de volume du matériau, de dimension finie, dont
on simule numériquement la réponse thermique ou mécanique. Pour les milieux aléatoires,
ce volume, dit Volume Elémentaire Représentatif (V.E.R), doit respecter des conditions

specifiques afin de permettre une bonne représentation de la microstructure réelle.

Dans ce chapitre, on commence par un rappel du cadre d’application de ’homogé-
néisation, en particulier I'hypothése fondamentale de la séparation des échelles de répré-
sentation. Le probléme sur le volume élémentaire représentatif V.E.R est ensuite posé, en
contrainte ou en déformation pour les problémes d’élasticité, ou en flux de chaleur et gra-
dient de température pour la conductivité thermique. On termine par une présentation des
différentes méthodes approchées d’homogénéisation qui fournissent des expressions analy-

tiques du comportement effectif en élasticité et en thermique.
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1.2 Techniques d’homogénéisation

Les techniques d’homogénéisation sont clasées en deux grandes catégories, les mé-

thodes analytiques et les méthodes numeériques [Jean, 2009].

1.2.1 Les Méthodes analytiques

Parmi les nombreuses méthodes analytiques, on peut citer les premiéres théories
mathématiques de ’homogénéisation qui utilisent des développements asymptotiques des
grandeurs mécaniques telles que la contrainte et la déformation [Beran, 1968|,

[Sanchez-Palencia, 1974], [Bensoussen and Papanicolaou, 1978|.

Il existe également un ensemble de bornes et estimations largement utilisé par les
meécaniciens et les physiciens. Les bornes (supérieure et inférieure) encadrent les propriétés
d’un matériau hétérogene. Il existe plusieurs types de bornes qui se différencient par la
finesse de description des échelles. En effet, les bornes inférieure et supérieure sont d’autant

plus resserrées que la connaissance de la microstructure est fine.

Enfin les estimations théoriques permettent, sous certaines hypothéses spécifiques,
d’évaluer les propriétés effectives d’'un matériau hétérogéne. Elles présentent ’avantage
d’approcher avec plus de précision le comportement du matériau hétérogéne contraire-
ment aux bornes qui fournissent un encadrement. On peut écrire une estimation a partir
d’une approche micromécanique comme dans le cas du modele auto-cohérent

[Berveiller and Zaoui, 1979], ou a partir de principes variationnels [Ponte Castaneda, 1989].

1.2.2 Les Méthodes numériques

Les méthodes numériques sont connues sous deux grandes classes, les méthodes inté-

grées et les méthodes séquencées.

1.2.2.1 Les Méthodes intégrées

Les méthodes intégrées consistent a prendre en compte simultanément les deux échelles,
microscopique et macroscopique, dans le calcul par éléments finis. La méthode FE?
[Feyel and Chaboche, 2000] est la méthode la plus citée dans la litérature. C’est une me-
thode qui présente plusieurs niveaux de calculs par éléments finis caractérisant différentes

échelles physiques.
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1.2.2.2 Les Méthodes séquencées

Pour les méthodes séquencées, on cherche a estimer les propriétés macroscopiques
d’un matériau en effectuant un ou plusieurs calculs d’une description pertinente de la micro-
structure correspondante. La plupart des travaux ont été menés sur des cas bidimensionnels,
par exemple le cas de fibres de carbone dans une matrice polymeére
[Zeman and Sejnoha, 2001|. Essayant de s’approcher avec plus de précision de la mor-
phologie réelle de la microstructure, dans le domaine des polycristaux, une modélisation
tridimensionnelle utilisant les polygones de Voronofi est utilisée. Pour estimer correctement
les propriétés macroscopiques, la description de la microstructure doit étre suffisamment
riche et réaliste. Dans certains cas, la modélisation de la microstructure est trés difficile,
I'utilisation des images tridimensionnelles obtenues par microtomographie s’avére indispen-

sable [Madi et al., 2007], |[Burteau et al., 2007].

Les propriétés effectives d’un matériau hétérogéne sont déterminées en moyennant les
champs locaux sur un Volume Elémentaire Représentatif (V. E.R) caractérisé par la taille et
une description géométrique suffisante de la microstructure. La taille du V.E.R n’est & priori
pas connue, sa détermination est assurée par une méthode statistique [Kanit et al., 2003|.
Cette méthode consiste a calculer les propriétés apparentes de microstructures de tailles
croissantes avec plusieurs réalisations de la microstructure a taille donnée, et a caractériser
la représentativité statistique de la grandeur mesurée vis-a-vis de la taille et du nombre de
réalisations. Pour le calcul par éléments finis de microstructures, on impose des conditions

aux limites qui sont propres a ’homogénéisation.

1.3 Principes de I’homogénéisation

Pour tous les matériaux, il existe une échelle a parir de laquelle le matériau est
hétérogéne. Cependant, aux échelles plus hautes ou le calcul de structure se réalise, si
toutes les hétérogénéités sont prises en compte, le calcul numérique deviendra trop long
et trop cotliteux. Par conséquent, I’homogénéisation multi-échelle est née dans le but de
fournir une approche des matériaux hétérogénes par un modéle homogéene équivalent qui
diminue significativement le calcul numérique. La méthodologie d’homogénéisation d’aprés

[Bornert M. and P., 2010] se résume en trois étapes :

1.3.1 Représentation :

Dans cette étape, la plus importante de I’homogénéisation, on est amené a déterminer
le nombre de phases contenues dans le V.E.R. et par la suite a caractériser le comporte-

ment, la géométrie, la répartition spatiale et la proportion de chaque phase. Trois longueurs
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caractéristiques, microstructure/V.E.R /structure, de la microstructure étudiée sont a dis-

tinguer [Besson et al., 2009] :
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FIGURE 1.1: Echelles de représentation en homogénéisation

— La taille d des hétérogénéités ;
— La taille [ du V.E.R;

— La taille L de la structure a calculer a I'aide du modéle homogéne.

1.3.1.1 Elasticité linéaire

En élasticité, le comportement microscopique de chaque phase « ph » est donné par :

(0ij)pn = (Cij)ph(Ext)pn (1.1)

et
(€ij)ph = (Sijr1)pn(Okt)pn (1.2)
(Cijt)ph = (85550 ph (1.3)

ou : (0;)pn €t (gij)pn représentent respectivement les tenseurs de contraintes et de défor-

mations locales de chaque phase "ph”.

(Cijki)ph €t (Sijir)pn sont respectivement les tenseurs d’ordre 4 de rigidité et de souplesse de

chaque phase "ph”.
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1.3.1.2 Conductivité thermique

Dans le cas la conductivité thermique, si on considére g; et ¢; les vecteurs gradients
de température et du flux de chaleur de chaque phase respectivement, le comportement

local en thermique linéaire stationnaire d’un matériau hétérogeéne s’écrit :

(@i)ph = —(Nij)p(95) ph (1.4)

et

(9i)ph = —(Pij)ph () ph (1.5)

ol \;; et p;; sont les tenseur de conductivité thermique et de résistivité thermique respec-
tivement tel que :

ou : I;; est le tenseur identité d’ordre 2.

1.3.2 Localisation

Cette deuxiéme étape consiste a relier les grandeurs microscopiques locales, définies

dans I'étape de représentation, aux grandeurs macroscopiques.

1.3.2.1 Elasticité linéaire

En élasticité linéaire, on définit les relations entre les déformations moyennes locales
de chaque phase < ¢;; >, et le tenseur des déformations macroscopiques Ej; imposées
par :

< &ij >ph= (Aijkt)ph Bt (1.7)

ot : (Ajju)pn désigne le tenseur de localisation des déformations de la phase ”ph”.

avec !

1

< E&jj Zph= _Vh /(5,~j)pth (18)
p
Voh

De méme, on définit les relations entre les contraintes moyennes locales de chaque

hase < 0;; >, et les contraintes macroscopiques >Jj; iImposées par :
j ~p

< 0ij >pn= (Bijk1) ph Ll (1.9)

ou : (Bijk)pn désigne le tenseur d’ordre 4 de concentration des contraintes.
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avec :

1
< Oij >ph: V—h/(O'w)pth (110)
p

Voh

1.3.2.2 Conductivité thermique

Pour la conductivité thermique, cette étape permet de lier les moyennes des gradients
de températures locales de chaques phases < g; >,, au vecteur gradient de température

macroscopique GG; imposé.

< gi Zph=< vT >ph= (ai]’)th]’ (111)

De méme, la relation reliant les moyennes de flux de chaleur locaux de chaque phase

< @; >pn au vecteur flux de chaleur macroscopique (); imposé s’écrit :

< ¢ >ph=(bij)pn@; (1.12)

ol : a;; et b;; sont les tenseurs de localisation du gradient de température et de concentration

des flux de chaleur respectivement.

1.3.3 Homogénéisation

La derniére étape consiste a déterminer le comportement équivalent du matériau

hétérogene.

1.3.3.1 Elasticité linéaire

Dans cette étape, le tenseur moyen des contraintes sur tout le V.E.R est exprimé

par :

N
< 04 >= prh < 045 >ph (113)

ph=1

De méme le tenseur moyen des déformations sur tout le V.E.R est exprimé par :

N
< g >= ZPph < Eij >ph (1.14)

ph=1

Le comportement apparent sera détaillé dans la section 1.3.5.3 aprés avoir mis 'accent sur

les conditions aux limites.
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1.3.3.2 Conductivité thermique

En conductivité thermique, on exprime le tenseur moyen des gradients de tempéra-

tures sur tout le V.E.R par :

N
< g >=<VT >=> P < gi >pn (1.15)
ph=1

et le tenseur moyen des flux de chaleur sur tout le V.E.R par :

N
< g >= ZPph < ¢ >pn (1.16)

ph=1

1.3.4 Condition de HILL

En élasticité linéaire, la condition de HILL impose 1’égalité entre le travail macrosco-

pique et la moyenne des travaux microscopiques [Bornert M. and P., 2010] :

1 1
5 < €4j045 >= §E1]Ezg (117)
cela est assuré par l'égalité :
< g >= Eij et < ;5 >= Zij (118)

Dans le cas de la conductivité thermique équivalente et par analogie au comportement

élastique, la condition de HILL s’ecrit :

ce qui est assuré par :

<qg>=Q;et <VT >=G, (1.20)

Ainsi pour assurer la condition de HILL et I’équivalence du comportement effectif,

des conditions aux limites particulieres aux bords du V.E.R sont nécessaires.
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1.3.5 Conditions aux limites et moyenne des champs locaux

Pour calculer les propriétés effectives du matériau homogéne équivalent (M HE) et
étudier la convergence des propriétés apparentes, plusieurs conditions aux limites peuvent
étre  appliquées; Les plus classiquement proposées dans la littérature
( [Zaoui, 2000] ; [Bornert M. and P., 2010]) sont : les conditions homogenes sur le contour
en déformation (KU BC'), les conditions homogeénes sur le contour en contraintes (SUBC)
et les conditions périodiques (PBC'). D’une fagon analogue, les conditions aux limites du
gradient de temperature homogéne sur le contour (UGT'), Les conditions aux limites du
flux de chaleur homogeéne sur le contour (UHF') et les conditions aux limites périodiques

(CLP) sont imposées pour le cas des propriétés thermiques.

1.3.5.1 Elasticité linéaire

On considére une microstructure de volume V. Pour déterminer les propriétés effec-
tives de ce volume, on impose des conditions aux limites sur sa frontiére notée 0V. On
présente dans ce qui suit les trois types de conditions aux limites utilisés dans les calculs

par éléments finis pour la détermination des propriétés effectives.

Conditions homogeénes sur le contour en déformation (KUBC)

Dans ces conditions, on applique sur tous les nceuds de la surface extérieure 0V du
volume V' un déplacement u; qui s’écrit & partir du tenseur des déformations homogénéisées
E;;j correspondant a la moyenne des déformations locales dans le volume par :

U; = Eij.ZL’j VaoedV

(1.21)
Eij =< g >= % feijdV
|4

Le tenseur des contraintes macroscopiques est alors obtenu par la moyenne des contraintes

locales dans tout le volume V :

1
Zij =< 04 >= V/O'Z'j dV (122)

\%4

Conditions homogénes sur le contour en contraintes (SUBC)

Dans ce cas, on applique sur la surface extérieure 0V du volume V un effort volu-

10
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mique o.n qui s’écrit & partir du tenseur des contraintes homogénéisées ¥;; Correspondant

a la moyenne des contraintes locales dans le volume par :

Uij.n:Eij.n VzedV

1.23
fO'ijdV ( )
v

- o — L
EZ] =< Oij >= Vv
Le tenseur des déformations macroscopiques est alors obtenu par la moyenne des déforma-

tions locales dans tout le volume V :

1
Eij =< g >= V/ﬁl]dv (124)
\%

Conditions aux limites Periodiques (PBC)
Dans ce cas on applique sur tous les noeuds de la surface extérieure 0V du volume
V' un déplacement u qui s’écrit a partir du tenseur des déformations homogénéisées F et

d’une fluctuation périodique v; par :

ui:Eij-xj+Ui VzedV

1.25
Eij =< gy >= % feijdV ( )
14

La fluctuation v est périodique car elle prend la méme valeur en deux points homologues

de faces opposées. De méme, les efforts o.n en deux points homologues sont opposés.

1.3.5.2 Conductivité thermique

Pour les problémes thermiques, la température , le vecteur gradient de température
et le flux de chaleur sont notés T', VT et ¢ respectivement. Le flux de chaleur et le gradient

de température sont liés pour le cas isotrope, d’aprés la loi de Fourrier, par :

qg=-AVT (1.26)

ou : A est la conductivité thermique pour la phase considérée.

Conditions aux limites du gradient de temperature homogéne sur le contour
(UGT)
On applique sur le volume extérieur 0V du volume V un gradient de température

VT qui correspond & la moyenne des gradients locaux dans le volume ainsi :

11
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1.27
G; =< VT >= & [VTdV (1.27)
|4

ou G; est un tenseur d’ordre 1 constant indépendant de z.

Le vecteur flux macroscopique est alors obtenu par la moyenne des flux locaux dans tout

le volume V :

1
14

Conditions aux limites du flux de chaleur homogéne sur le contour (UHF)
Dans ce cas on applique sur le volume extérieur 0V du volume V' un flux de chaleur

QQ; correspondant & la moyenne des flux locaux ¢; dans le volume par :

q-n = Q;.x; VeV

1.29
Qi =< ¢ >=+ [ qdV (1.29)
v

Le vecteur gradient de température macroscopique (; est alors obtenu par la moyenne des

gradients locaux g; :

1
G; =< g; >=< VT >= V/VT.dV (1.30)
1%

Conditions aux limites Périodiques (PBC)

Dans ce cas, la température prend la forme :

1.31
G; =< VT >= L [VTdV (131)
\%4

ou la flectuation t de la température est périodique.

1.3.5.3 Propriétes apparentes et effectives

Elasticité linéaire
A partir des conditions aux limites décrites précédemment, les déformations et les

contraintes locales vérifient les relations :

12
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Eij =< & >

et

Eij =<0y >

Par conséquent, les tenseurs A;;i; et B;ji présentent les propriétés suivantes :

N

Z Pon(Aijkt)ph = Lijki

ph=1

et

N
> Pon(Bijua)pn = Tijw

ph=1
ou I;ji est le tenseur unité d’ordre 4.
La relation constitutive pour le matériau hétérogeéne est donnée par :
L~ — (PP
<oy >= Clpy <& >

D’apres les équations 1.1, 1.7 et 1.13 on a :

N
E - — (/9PP
Pph < 0jj >ph= Cijkl < Ekl >
ph=1

N

Qa’
& prh(cijkl)ph <ew >pn= CiiiEp
ph=1

N
& ZPph(cijmn>ph(Amnkl)phEkl = CiaEn

ph=1

N
= ;‘ﬁ; = ZPph(Cz‘jmn)ph(Amnkl)ph

ph=1

(1.32)

(1.33)

(1.34)

(1.35)

(1.36)

(1.37)

ou G, et Sl sont respectivement les tenseurs apparents d’élasticité et de souplesse pour

iymn

un volume V.

On obtient ainsi le tenseur de rigidité équivalent C’Zi’; exprimé en fonction des tenseurs

de rigidité (Cjjx)pn et des tenseurs de localisation (A, )pn de la déformation dans chaque

phase « ph ».

13
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Dans le cas particulier d’'un milieu hétérogéne constitué de N phases de type inclusions
noyées dans une matrice dominante, et grace a 1’égalité sur la moyenne des tenseurs de
localisation 1.34 et 1.35, les tenseurs apparents d’élasticité et de souplesse, peuvent étres

écrits, en notant m l'indice de la phase constituant la matrice par :

N
Cit = (Coiji)m + Y Pon(Cijomn)ph — (Cijonn ) (At (1.38)

ph=1

et

N

o = (Sige)m + > Pon((Sigmn)ph = (Sijmn)m) (Brnkt)ph (1.39)

ph=1

Il a été observé pratiquement que les résultats apparents différent d’une condition
aux limites a l'autre, mais convergent avec 'augmentation de la taille du V.E en se rap-
prochant de la taille du V.E.R ([Kanit et al., 2003]; [Qi, 2006] ; [Kari et al., 2007]). Cette
convergence est plus ou moins lente selon le cas étudié. Ainsi, il est démontré que les condi-
tions homogeénes KU BC' et SU BC fournissent un encadrement du comportement apparent

[Huet, 1991] exprimé par :

-1 i
st < cfl < o, (140
et que les conditions aux limites périodiques (C'LP) donnent une meilleure estimation des

propriétés apparentes par rapport aux conditions homogénes - KUBC, SUBC
(|[Hazanov and Huet, 1994]; [Kanit et al., 2003]) donnée par :

app—1 app—1 eff app app
Sijklg < Sijklgper < Cz‘jkl < Cz'jklEW < Cz’jklE (1-41)

Lorsque le V.E.R est suffsamment grand (voir figure 1.2), les propriétés apparentes
du matériau hétérogéne ne dépendent plus du type de conditions aux limites et coincident

avec les propriétés effectives [Sab, 1992].

app—1 _ qapp—1 __ ~eff __ ~app __ (vapp
Sijklg - Sijk12PET - Cz‘jkl - CijklEpw - Cz‘jklE (1-42)
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V.E.R \Y

FIGURE 1.2: lllustration de la convergence de la propriété Z pour les différentes conditions
aux limites

Pour les propriétés isotropiques effectives il y a des cas spéciaux des conditions aux
limites KUBC, SUBC et PBC pour lesquelles on choisit les valeurs de E;; et X;;.

Propriétés élastiques :
Pour la détermination du module de compressibilité k*? sur le volume V' et pour
résoudre les problémes micromécaniques KU BC), le tenseur des déformations macrosco-

piques Elkj suivant est appliqué :

kE _

oS O wi

0
0 (1.43)
1
3

O wir O

et pour la détermination du module de cisaillement p*? sur le volume V' | le tenseur des

. . . 17 . . -
déformations macroscopiques [ suivant est appliqué :

Bl = (1.44)

O v O
O O Nl

Le module de compressibilité kP et le module de cisaillement p™” peuvent étre defini

comime :

1
kPP — < 05 > EZ’“J = gtrace < 0j > (1-45)

ptt =< oy > EZ = trace < 04; > (1.46)

15



Chapitre 1 Homogénéisation

Pour le cas de la condition aux limites SUBC', on prend :

0
k _
Eij— 010 (1.47)
01
et
0
Eﬁ‘j: 1 00 (1.48)
0 0 0

dans ce cas le module de compressibilité £?? et le module de cisaillement p*P? peuvent étre

définis comme suit :

k
e B < ey >=trace < g > (1.49)
1
= Bl <eij >=2<epp> (1.50)
lL[/a

Conductivité thermique
En thermique, par analogie avec 1’élasticité et a partir des conditions aux limites
décrites précédement, le flux de chaleur et le gardient de température locaux vérifient les

relations :

Gi=<g; >=< VT > (1.51)

et

Qi =<g¢ > (1.52)

La relation constitutive pour le matériau hétérogeéne est donnée par :

<q>=-N<g> (1.53)

D’apres les équations 1.4, 1.11 et 1.16, on aura :

N
prh < q; >ph: _)\?]pp < i >
ph=1
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N
& ZPph()\ij)ph < gi >p= NG,
ph=1
N
& D Pon(Nin)on(an)ph Gy = NG
ph=1
)\app Z m ph an]) h (1‘54)

ph=1

On obtient le tenseur de la conductivité thermique équivalente Ajj” qui s’exprime en fonc-
tion des conductivités thermiques (\;;)pn et des tenseurs de localisation (a;;),, de chaque

phase.
Dans le cas particulier d'un milieu hétérogene constitué de n phases en inclusions

noyées dans une matrice dominante, les tenseurs apparents de conductivité et de resistivité

thermique, peuvent étre écrits, en notant m l'indice de la phase constituant la matrice par :

AP = (Aij)m + > Pon((Nij)on = (Nig)m) (@) o (1.55)
et
pfjpp (Pu) + ZPph((pijmn)ph - (Pijmn>m)(bmnkl)ph (1.56)

et ceci pour les probléemes UGT et UH F' respectivement.

Selon la condition aux limites imposée, le tenseur de conductivité apparent peut étre défini

par :

Afj”é’ =< Nim-Qmj > (1.57)
et

e Y=< pim by > (1.58)

La encore, sur un volume hétérogéne V', en faisant un calcul pour chaque condition
aux limites, on peut encadrer la conductivité thermique effective par les conductivités

apparentes associées a chaque condition aux limites.

app—1 app—1 eff app app
pZ]Q — pZ]Qper A < )\7».7G )\Z]G (159)
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Les conductivités apparentes sont égales a la conductivité effective lorsque le volume V' est

assez grand.

~1 -1
P = o = AT =N = A (1.60)
Pour le cas des propriétés effectives isotropes, les gradient de température et de flux

de température sont donnés par :

G, = (1117 (1.61)

et

Q; = (111)7" (1.62)

Ainsi la conductivités thermiques apparentes peuvent étre déterminées par :

1
PP = gtrace < q > (1.63)
1
APl — gtrace < VT > (1.64)

1.4 Estimations analytiques des propriétés élastiques

Les méthodes d’analyse sont disponibles pour estimer les propriétés des matériaux
hétérogénes. Elles impliquent généralement des hypothéses concernant la microstructure.
Dans le domaine de la  mécanique, les développements asymptotiques
[Sanchez-Palencia, 1974], [Bensoussen and Papanicolaou, 1978| et les bornes variationnelles
[Hashin and Shtrikman, 1962|, [Beran, 1968| sont des exemples des approches analytiques.
Pour un matériau élastique hétérogene, I’lhomogénéisation consiste a résoudre le probléme
micromécanique de localisation (cas de déformation imposée) ou de concentration (cas de
contrainte imposée). Cela peut se faire numériquement ou analytiquement en utilisant cer-
taines hypothéses. C’est ainsi que les estimations et les bornes ont été développées. Nous
présenterons dans la section suivante quelques estimations et bornes pour les propriétés

¢élastiques et thermiques.
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1.4.1 Estimations analytiques
1.4.1.1 Einstein (1906-1911)

La premiére et la plus simple des estimations évoquées ici est celle d’Einstein (|Einstein, 1906]
et [Einstein, 1911]) qui estima les propriétés d'un fluide visqueux de type plasma contenant

des particules sphériques incompressibles et isolées en suspension par :

HEinstein — Hm (1 + 25PZ) (165)

1.4.1.2 Smallwood (1944)

Smallwood [Smallwood, 1944| utilisa la méme approche qu’Einstein pour décrire le
module d’Young en petites déformations d’un matériau solide renforcé par des particules
sphériques rigides. Cette estimation ne reste valable que pour de faibles fractions volu-

miques de particules.

ESmallwood = Em (]— + 253) (166)

1.4.1.3 Guth-Gold (1938)

Guth et Gold [Guth and Gold, 1938|, contrairement aux estimations d’Einstein et de
Smallwood, proposérent de prendre en compte les phénoménes d’interaction entre particules

et pour de plus fortes fractions volumiques ils ajoutent un terme quadratique a I’équation
1.66 :

EGuth—cold = Em (1 + 2.5P, 4+ 14.1P?) (1.67)

1.4.1.4 Budiansky (1965)

Une estimation auto-cohérente du module de Young a été développée par Budiansky
[Budiansky, 1965] qui s’applique dans le cas de particules rigides dans une matrice incom-

pressible :

Ep,
EBudiansky = ( (168)

1—25P)
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1.4.2 Modéles analytiques de changement d’échelles.

Cette section est consacrée a la présentation des modéles théoriques de changement
d’echelles, destinés a ’estimation des propriétés effectives d’'un matériau hétérogene, dérivés
de la solution du probléme de I'inclusion hétérogéne d’Eshelby. Nous commencons par la
présentation de la solution du probléme de l'inclusion hétérogéne d’Eshelby, suivie des
différents modéles qui en sont derivés, a citer : la solution diluée, la méthode Auto-cohérente

et le modéle de Mori-Tanaka.

1.4.2.1 Probléme de l’inclusion d’Eshelby

Dans une premiére étape, Eshelby a résolu le probléme de ’équilibre mécanique d’une
inclusion de forme ellipsoidale, plongée dans une matrice infinie possédant les mémes pro-
priétés mécaniques que la matrice et soumise a une déformation libre [Eshelby, 1957|. Par
analogie & cette premiére solution, il a donné la solution du probléme de I'inclusion hété-
rogene.

Si on considére une inclusion de rigidité C);, plongée dans une matrice infinie de

rigidité C,, 'expression de la matrice de localisation dans 'hétérogénéité sera :

App =T+ SF:C1 (Cpp— C)) (1.69)

ot S¥ est le tenseur d’ordre 4 appelé tenseur d’Eshelby, dépendant des propriétés méca-

niques de la matrice C,, et de la forme de I'inclusion.

Donc le comportement apparent est obtenu grace a I’équation 1.38 devient :

N
Ot = (Cik)m + Y Pon((Cigmn)pn = (Cijonn)m) (At )ph (1.70)

ph=1

1.4.2.2 Schéma des distributions diluées

Dans cette solution, chaque inclusion est considérée comme une seule entité noyée
dans une matrice infinie. La solution diluée est valable si les inclusions sont suffisamment
¢éloignées les unes des autres, donc, aucune interaction entre les inclusions n’est considérée.
Par conséquent, elle s’applique seulement aux matériaux hétérogénes contenant une faible
fraction volumique P.

Il s’agit donc d’appliquer le résultat du probleme de I'hétérogénéité, équation 1.69, a

chaque inclusion afin d’obtenir les tenseurs de localisation de chaque phase :
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FI1GURE 1.3: Illustration du principe de la solution diluée.

Aph = (I + Sﬁl : O;Zl : (Cph - Cm))_l (171)

Le comportement homogénéisé est obtenu grace au tenseur des rigidités effectif exprimé

par :

N

o = (Cis)m + > Pon((Cimn)pn = (Cijomn)m) (At )ph (1.72)

ph=1

Pour un composite & 2 phases, avec des inclusions sphériques noyées dans une matrice, les

coefficients de compressibilité k et de cisaillement p équivalents sont donnés par :

ki — k) 3k, + 4pi)

B = k1 P

1.73
Bk + ) (1.73)
- 15P(1 — £2)(1 — vy,)
Ko _ (1.74)
hm 7 —bvpm +2(4 — 51/m);‘—;

avec m l'indice attribué a la matrice et 7 & I'inclusion.

1.4.2.3 Modéle auto-cohérant

Dans cette méthode, chaque phase du matériau est successivement assimilée & une
inclusion ellipsoidale noyée dans un milieu infini possédant les caractéristiques du matériau

homogénéisées recherchées.

T ome'HT

FIGURE 1.4: Illustration du principe du schéma Auto-cohérent
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Le tenseur de localisation de chaque phase ph est exprimé par :

Ay = [T+ S5, (CHO) ™+ (G — €AY (1.75)

et le tenseur des rigidités homogénéisé sera :

N
CA% =N " Py Cp : [I+ S5, - (CHO) 71 (G — CAO)T (1.76)

ph=1
ou la solution de cette équation implicite est, généralement, obtenue numériquement.

Pour un composite biphasé, avec des inclusions sphériques, une solution analytique

permet d’exprimer les caractéristiques élastiques recherchées [Aboudi, 1991], & savoir :

(ki — k) (3K4C 4 4pA€)
(3k; + 4pAC)

k4 =kn + P, (1.77)

15(1 — v49)
7 — 5vAC) + 2(4 — 5rAC)

MAC = Hm + PZ(Nz - Mm)luAC(

(1.78)

Pour des problémes a deux dimensions, [Herve and Zaoui, 1995] a proposé une ex-

kAC

pression du module de compressibilté effectif pour des composites biphasés donnée

par :

ki(py + ko) + pa Pk — k)
EAC = 2 1.79
(1 + ko) + P(ky — k2) ( )

Le module de cisaillement A€ a été proposé par [Christensen and Lo, 1979] par I'expres-

sion :

P
pAC = g (1 + P— ) (1.80)
Hm m T 3Hm (1 _ P)

1.4.2.4 Mori-Tanaka (1973)

Le schéma de Mori et Tanaka ([Mori and Tanaka, 1973]; [Benveniste, 1987]) s’ap-
plique & des milieux hétérogeénes constitués d’inclusions noyées dans une matrice. Les
inclusions sont réparties de maniére isotrope et se comportent, en moyenne, comme des
inclusions isolées dans une matrice infinie, soumise, a 'infini & la déformation moyenne de
la matrice €,, (une inconnue du probléme). La déformation de chaque inclusion est alors
reliée a la déformation moyenne de la matrice par des « pseudo-tenseurs de localisation »

T, équation 1.81, solution du probléme de I’hétérogénéité :
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Eph = Tph ‘E€m (1.81)

Le tenseur de localisation de chaque phase aura pour expression :

Aph = Tph . <Z Ppthh>1 (182)

et le tenseur de rigidité homogénéisé, aura pour expression :

N
-1
cMT _ Cp, + prh(cph — Cm) : Tph : (Z Ppthh> (183)
ph=1
Dans ce modéle, les interactions entre les inclusions sont prises en compte mais de
maniére simplifiée, et par conséquent, ce modéle n’est valable que pour des fractions volu-

miques inférieure a 25%.

Pour un composite élastique linéaire a deux phases avec des inclusions sphériques,

kJMT

le module de compressibilité équivalent et le module de cisaillement équivalent p™”

sont définis par les relations suivantes :

MT _
(s (o S (1.84)
(3. kit4-fom) m
Py — fm)
MT __ 1\ Mg m ) Mm
W = i + Ty~ (1.85)

(1= P)(pi — Mm)m + fm

Dans le cas de particules infiniment rigides, les estimations de Mori-Tanaka coincident

avec les bornes inférieures d’Hashin-Shtrikman.

1.4.3 Encadrement analytique

Nous allons maintenant nous concentrer sur les bornes rigoureuses qui peuvent étre
définies en se basant sur les principes variationnels et les informations statistiques sur
la morphologie du matériau. Les propriétés effectives sont comprises entre deux de ces
limites. Une limite analytique est considérée comme optimale si sa définition utilise toutes
les données statistiques disponibles. Nous allons examiner les matériaux a n phases, bien

que chaque borne sera spécialisée pour les matériaux a deux phases.

1.4.3.1 Bornes d’ordre zéro

Considérant un matériau hétérogéne multi-phasique, sa propriété équivalente Z9 est

bornée entre la propriété Z; de la phase la plus dure et la propriétés Z; de la phase la plus
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tendre tel que :

Zy < 2" < Z4 (1.86)

Pour les modules de compressibilité k et de cisaillement p on aura :

ke < kT <ky (1.87)

e < p < g (1.88)

Ces bornes sont les plus simples, car elles ne prennent en considération aucune information

concernant la microstructure.

1.4.3.2 Bornes du premier ordre

— Borne supérieure de Voigt [Voigt, 1889|

La borne de Voigt résulte d’'une approche en déformation qui suppose que la dé-
formation est constante dans toutes les phases et égale a la déformation macroscopique
imposée E;; :

< 5ij(x) >= Eij (189)

Le tenseur de localisation de la déformation est réduit partout au tenseur unité :

Donc, I'expression du tenseur des rigidités équivalent sera :

N
Con® = PonlCijia)pn (1.91)

ph=1
La borne de Voigt [Voigt, 1889] correspond au modéle en paralléle du composite pour
lequel on considére les déformations uniformes dans le matériau. On obtient les relations

suivantes reliant les fractions volumiques et les modules d’élasticité de chacune des phases :

N
9 =N " Py ke (1.92)

ph=1
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vozgt Z b Hph, (193)

ph=1

Pour un matériau biphasé de type matrice-inclusion, ces expressions se réduisent a :

k009t = P ko + Piuk; (1.94)

Pt = P i + Py (1.95)
— Borne inférieure de Reuss (1929)

La borne de Reuss |Reuss, 1929] est 'approche en contrainte qui considére que celle
ci est constante dans toutes les phases et est égale a la contrainte macroscopique imposée
Zij .

< O'ij(ﬂf) >= Eij (196)

Le tenseur de localisation de contrainte est réduit partout au tenseur unité :

Bijri(x) = Liju (1.97)

Donc, I'expression du tenseur des souplesses équivalent sera :

Voigt
Sz]kl Z ph C’ij‘l (198)
ph=1
La borne de Reuss correspond au modéle en série du composite pour lequel on consi-
dére les contraintes uniformes dans le matériau. On obtient les relations suivantes reliant

les fractions volumiques et les modules d’élasticité de chacune des phases :

kReuss Z ( 1 99)

ph=1

Reuss prh o (1100)

ph=1

Pour un matériau biphasé de type matrice-inclusion, ces expressions se réduisent a :

kReuss _ km kl

L Lo — 1.101
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MReuss — % (1102)

Pi:um + P, mfbi
Voigt et Reuss donnent deux bornes supérieure et inférieure du comportement équi-
valent. Ces bornes, associées a des lois de mélanges, sont des bornes du premier ordre. Elles
ne supposent aucune information concernant la microstructure en dehors des fractions vo-

lumiques de chacun des constituants.

1.4.3.3 Bornes du second ordre [Dirrenberger, 2012]

Dans le cas ou la répartition des phases est supposée isotrope au sein du matériau,
il existe des bornes plus resserrées que les bornes de Voigt et Reuss dites bornes d’Hashin-
Shtrikman [Hashin and Shtrikman, 1963]. Le schéma de Hashin-Shtrikman-Walpole (H.S.W)
est le méme que pour la méthode Auto-Cohérente ol le matériau homogéne équivalent en-
tourant les différents constituants est remplacé par un matériau de comparaison. Si le
matériau de comparaison est plus "dur", on retrouve la borne supérieure de la rigidité du
composite, par contre, si le matériau comparaison est plus "souple", on aboutit & la borne

inférieure de la rigidité du composite.

Pour un matériau multiphasé et si le module le plus faible prend I'indice 1 et le plus
fort prend l'indice n (On suppose donc que ky_1 < ky et uy_1 < uy) les bornes de
Hashin-Shtrikman sont définies par :

— Le module de compressibilité k :

B
KHS= = k) + Hﬁ (1.103)
151
B
KPS = ky + Hﬁ (1.104)
NDN
ou oy, ay, By et By sont exprimés par :
3
- ° 1.105
TS A (1.105)
3
— 1.106
aN 3]€N + 4/,6]\7 ( )
et
N
P,
By = Z% (1.107)
ph=2 kphfkl 1
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Y. P
By=)» —"— (1.108)
ph=1 kph—kn —oN

avec Py, la fraction volumique de la phase.

On obtient I’encadrement suivant pour le module de compressibilité & homogeneisé :

EAS= < g < BHST (1.109)
— Le module de cisaillement p :
1 D
HS— 1
=+ (7= 1.110
Il m+ 50755, (1.110)
1 D
HS+ N
= + (= 1.111
p it 555D (1.111)
avec 31, Oy, Dy et Dy exprimés par :
3(ky + 2
g = — S+ 2m) (1.112)
5/11(3]431 +4,u1)
3(k 2
By = — otk T 2pw) (1.113)
5IUN(3/€N +4,UN)
N
Py,
Dy=) ——2— (1.114)
ph=2 2(tph—p1) &
N-1
Py
Dy = Z P i (1.115)

ph=12(ttprh—H1N)
On obtient 'encadrement suivant pour le module de cisaillement homogénéisé p
uHsf < :uH < IuHSJr (1116)

Pour le cas d'un materiau biphasé & 3 dimensions, les deux modules sont exprimés par :

— le module de compressiblité :

1 4
HS— i
k = —5 P ~ 3 (1.117)
(ki‘i’%) * (hm+25m )
1 A,
HS+ _ i
k R S (1.118)
itsa)  (hmt 3
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— le module de cisaillement :

P
HS— __ ¢
e 2kt 2-firm) P (1.119)
(:U'i_lim) 5Mm(~km+%-ﬂm)
P,
HS+ _ m
© = Hi- + 1 2(ki+2.444) . P; <1120)

(o —pi) 5~m(l€i+§-ui)
et pour le cas 2 dimensions, les deux modules sont exprimés par :

— le module de compressiblité :

P;
k75T = k. + :

(1.121)

1 3.Pm
Taom) T Bhtdegim)

B
Tt =k 4+ — =P (1.122)

— le module de cisaillement :

P,
HS— __ i
0 = ftm- + — SR 2 P (1.123)

(Hi—pm) Spim (3 Fm+4.ptm,)

P,
HS+ __ m
® = Mi 6(Ki+2.111).P;
(b —ps) 5.3 (3K +4. i)

(1.124)

A noter que pour une distribution isotrope d’inclusions sphériques dures diluées dans
une matrice molle, la borne inférieure de Hashin et Shtrikman est équivalente a I’estimation
de Mori-Tanaka [Mori and Tanaka, 1973].

1.5 Estimations analytiques des propriétés thermiques

De nombreux modéles analytiques permettent la détermination de la conductivité
thermique effective A\*// en fonction des conductivités thermiques des constituants et de

leurs fractions volumiques.

Dans le cas d’'un matériau biphasé de type matrice inclusion, de conductivites ther-
miques Ajet A, de la matrice et de I'inclusion respectivement, les modéles les plus cou-

rament utilisés sont présentés dans ce qui suit.

1.5.1 Modéles analytiques de changement d’échelles
1.5.1.1 Probléme de l’inclusion d’Eshelby

Par analogie a ’élasticité, la solution du probléme d’inhomogénéité d’Eshelby consti-
tue une platforme pour la construction des différents schémas d’estimation de la conducti-

vité thermique effective.
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1.5.1.2 Schéma des distributions diluées :

Dans ce cas, la fraction volumique est considérée faible et les interactions entre les
différentes hétérogénéités (phases) ne sont pas prises en compte. En conséquence, le tenseur

de concentration moyen de chaque phase ph est donné par :

apn =< [I + (Apn — A1) Hpp] ' > (1.125)

ou H; est le tenseur de HILL.

L’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogéne sera exprimée par :
N
M =M+ Po(Mpn — Ar)-apn (1.126)
ph=2
1.5.1.3 Modéle auto-cohérent

Dans cette méthode, pour tenir compte de l'interaction entre les constituants du
milieu hétérogéne, on suppose que le milieu entourant chaque inclusion est un milieu infini

possédant les caractéristiques du matériau homogénéisé recherché.

En supposant que le milieu équivalent soit soumis au gradient thermique homogene

au contour, on obtient :

< VT >p=a, .E (1.127)

avec

Al =< [T+ (A — NO).HAC] T > (1.128)

I’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogéne est exprimée par :
M=+ ) Pon (gn — A1) aps (1.129)

1.5.1.4 Schéma de Mori-Tanaka

Pour tenir compte de linteraction des inclusions, le schéma de Mori-Tanaka
[Mori and Tanaka, 1973| est utilisé. Le principe de ce schéma est de considérer

I'inhomogénéité ellipsoidale immergée dans la matrice soumise a un gradient thermique

fictif GY.
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La solution du probléme de I'inhomogénéité permet d’ecrire :

< VT >,=G" (1.130)

< VT >,= apG° (1.131)

et en prenant en compte la valeur moyenne < V7' >= G, on obtient la relation entre G°
et G

G =adla (1.132)

wnt

avec

N N -1
aMT = [(1 - ZPph> yt ZPph.aph] (1.133)

ph=2 ph=2

Des équations 1.131 et 1.132, on obtient le tenseur de localisation de la phase ph comme :

any’ = apn.apny (1.134)

ol : a%T est le tenseur de localisation de Mori-Tanaka

apy, est tenseur de localisation de chaque phase

MT

a;,; est le tenseur de localisation de Mori-Tanaka Intermédiaire.

L’estimation des vecteurs de la conductivité thermique homogéne est exprimée par :

N N N -1
)\MT =)\ + Z.Pph ()\ph — )\1) -Qph [(1 — ZPph) T+ ZPph.aph (1135)

ph=2 ph=2 ph=2

1.5.2 Estimations théoriques

Les estimations les plus utlisées dans la littérature, dans le domaine de la conductivité

thermique, sont explicitement présentées dans ce qui suit :

1.5.2.1 Estimation de Maxwell -Garnett

J.C Maxwell [Maxwell Garnett, 1904] a donné une approximation de la conducti-
vité thermique effective d’une seule inclusion sphérique intégrée dans une matrice in-
finie. Sur la base de ce résultat, JC Maxwell-Garnett a proposé une extension de d-

dimension & i inclusions sphériques de conductivité A\; et de fraction volumique P dans
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Chapitre 1 Homogénéisation

une matrice infinie de conductivité A,,, en supposant aucune interaction entre les inclu-
sions [Maxwell Garnett, 1904].

Ainsi, par superposition de la contribution de chaque inclusion, il en resulte :

AMG _ ) A — A
n =P ’ n 1.136
MG (d— 1)\, V(Aﬂr(d— 1)/\m) ( )
qui peut étre écrite comme suit pour d = 3
Mi(142P;) — A (2P, — 2)
MME =\, 1.137
An(2 4+ F) + Ai(1 = B) ( )
et pour d = 2
Ai + Am) + PN — )
AME = Am( 1.138
(A + X)) — Bi( A — A\n) ( )

En effet, les équations 1.136 et 1.137 coincident avec les limites optimales Hashin-
Shtrikman qui sont introduites dans la section 1.5.3.3. Comme l'estimation de Maxwell-
Garnett ne tient pas compte de l'interaction entre les particules, sa validité est limitée a

de petites fractions volumiques.

1.5.2.2 Modéle auto-cohérent de Bruggeman

Bruggeman a proposé dans |Bruggeman, 1935] un modéle auto-cohérent destiné a
déterminer la conductivité effective A€ sur un support constitué de n particules sphériques

de différentes conductivités 37 et de j volume fractions volumiques P; :

N N\AC

SR A
P2 \on + (d — 1)\AC

ph=1

0 (1.139)

Dans le cas d'un matériau biphasé a d dimensions, la solution de ’équation 1.139 sera :

o _ ety +4(d - D,

=T (1.140)

avec

L’équation auto-cohérente a été étendue au cas a d dimensions d'une distribution
d’inclusions sphériques de conductivités A; et de fractions volumiques P; diluées dans une

matrice de conductivité A, :
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Chapitre 1 Homogénéisation

(A = M) (1= P)(Am — M)

axo P Ed—nae (1.142)

Comme toutes les phases sont traitées de maniére identique dans cette estimation
auto-cohérente, son utilisation pour les composites fortement contrastés n’est pas recom-

mandée.

Pour le cas d’un matériau biphasé a deux dimensions, le modéle auto-cohérent est solution

de I'équation :

A — NAC A — MC
W) VR W) Vich

0 (1.143)

1.5.3 Encadrements analytiques des propriétés thermiques

Comme pour le cas des propriétés élastiques, les bornes théoriques peuvent étre dé-
finies pour la conductivité thermique sur la base des principes variationnels et sur les
informations statistiques sur la morphologie du matériau. Nous allons examiner les maté-
riaux a n phases, bien que chaque borne sera citée explicitement pour les matériaux a deux

phases.

1.5.3.1 Bornes d’ordre O

Si on considére que A; est la conductivité la moins conductrice et Ay la conductivité
la plus conductrice d’un matériau composite, les bornes d’ordre 0 correspondent aux pro-
priétés de chacune des phases. Le tenseur de conductivité homogénéisé est alors délimité
par les conductivités de la phase la plus conductrice Ay et la phase la moins conductrice

Ajcomme suit :

A< AT < (1.144)

Ces bornes ne prennent pas la fraction volumique en compte. En fait, ils sont d’un

intérét limité, car ils ne donnent aucune estimation utile des propriétés homogénéisées.

1.5.3.2 Bornes d’ordre 1

Si les informations concernant la fraction volumique sont disponibles, leur utilisa-
tion permet l'obtention des bornes de Wiener [Wiener, 1912|. Elles correspondent respec-
tivement a la moyenne géometrique et arithmétique des conductivités A; des phases 7,

pondérées par les fractions volumiques P; tel que :
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N
)\Wiener—i- = ZPPh)\ph (1145)
ph=1
1 = 1
AWiener— ph=1 Pph>\ph
Les expressions d’un matériau biphasé sont données par :
)‘WienerJr = Pl)‘l + P2)\2 (1146)
Ao
AWiener— = —————— 1.147
v Pido + P\ (1.147)
La propriété effective est alors comprise entre :
/\Wiener— S >‘H S /\Wiene'r+ (1148)

1.5.3.3 Bornes d’ordre 2

Hashin et shtrikman [Hashin and Shtrikman, 1962] proposent un encadrement du

second ordre plus performant des propriétés d’un matériau multiphasé. Pour un matériau

isotrope a d dimensions et constitué de N phases isotropes ot A, sont les conductivités

thermiques et si la conductivité la plus basse est notée \; et la plus haute par Ay alors les

expressions de la borne superieure A% et la borne inférieure A¥%~sont données par :

N
NS = (3 " P(ar +A) ™) =
ph=2
N
NISE = (3" Polan + Xn) ™) 7" = an
ph=1

avec aet ay données par :

Py Py(Aph — M1)?

= P\ + PopApn —

PPy (Ax — Apn)?
OfN:Pph)\ph+PN)\N_ Ph N( al ph>

out P, est la fraction volumique de la phase ph.

)\Npph + )\phPN + (d — 1>)\ph

(1.149)

(1.150)

(1.151)

(1.152)
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la conductivité thermique effective est alors bornée par :

NES= < N < \HST (1.153)

Pour un matériau bipasé a 3 dimensions les expressions des bornes sont données par :

P,
NIS= =\ + ——2 (1.154)
A2—A1 + 3
P
AIS= = )\, + ! (1.155)

L P
A1—A2 + 32
Dans le cas 2 dimensions, il suffit de remplacer le 3 dans les expresssions précédentes par
un 2 pour obtenir :

P
NIS= = A+ B 2

1.156)
P (
A2—A1 + ﬁ

P

NS— — Ao + T 2
—_— L2
A1—A2 22

(1.157)

1.6 Syntheése

Le premier chapitre de ce travail a été consacré a la présentation des différents prin-
cipes de 'homogénéisation des milieux hétérogénes. Commengant par la définition du vo-
lume élémentaire représentatif, passant par la suite aux différentes conditions aux limites
spécifiques a ces problémes d’homogénéisation, arrivant enfin aux différents estimateurs et
bornes analytiques qui, par comparaison, permettent la validation des différents résultats
de I'homogénéisation numérique. Tous ces rappels serviront de base théorique pour les

différentes applications des Chapitres 2 et 3.
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Chapitre 2
Homogénéisation en Elasticité Linéaire

In theory, theory and practice are the same. In practice, they are not.
( A. Einstein )

2.1 Introduction

L’un des sujets de recherche les plus importants dans les matériaux composites est la
détermination de leurs propriétés effectives. Pour résoudre ces problémes, un nombre impor-
tant de théories de la micro-mécanique classique a été élaboré et publié dans
la littérature, a citer [Hashin and Shtrikman, 1963]; [Christensen and Lo, 1979 ;
[Vinson and Sierakowski, 1987];[Gibson, 1994| et |[Kanit et al., 2003]. Initialement intro-
duites pour estimer les constantes moyennes de polycristaux, les approximations de Voigt
et Reuss sont les modéles les plus simples et les plus utilisés pour encadrer les propriétés

élastiques effectives d’un composite.

Par la suite et en utilisant des principes variationnels, Hashin et Shtrikman
[Hashin and Shtrikman, 1963] ont établi des bornes plus serrées et plus précises que celles

de Voigt et Reuss permettant ainsi un meilleur encadrement des propriétés effectives.

L’homogénéisation numérique constitue la deuxiéme catégorie de 'homogénéisation,
elle consiste & utiliser des techniques de simulation numérique sur des échantillons de micro-
structures afin d’estimer leurs propriétés effectives a partir de leurs lois de comportement
et des distributions spatiales de leurs différents composants. Elle est liée directement a la
détermination de la taille du volume élémentaire représentatif (V.E.R), qui a été, largement
étudié avec des outils numériques et statistiques, [Sab, 1992]; [Ostoja-Starzewski, 1993 ;
[Gusev, 1997]; [Terada et al., 1998|; [Ostoja-Starzewski, 1998]; [Kanit et al., 2003];
[Sab and Nedjar, 2005] ; [Lachihab and Sab, 2008].

L’objectif principal de cette partie est, d’une part, ’évaluation des propriétés élas-
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Chapitre 2 Homogénéisation en Elasticité Linéaire

tiques effectives, a citer le coéfficient de compresssibilité et le coéfficient de cisaillement,
de microstructures poreuses par le tracé des courbes des moyennes des variances. Chaque
microstructure étudiée est constituée d’une seule forme d’inclusions distribuées et orientées
aléatoirement dans une matrice. Pour prendre en compte I'effet de la forme de I'inclusion sur
les propriétés élastiqus effectives, cinq différents rapports de forme r sont traités, r = 0.2,
r=20.3,r=0.4,r=0.5et r = 1. La fraction volumique est un autre paramétre important
qui a une influence directe sur le comportement élastique effectif. Dans ce travail, trois

fractions volumiques sont mises en évidence, a savoir P = 10%, P = 30% et P = 50%.

D’autre part, nous nous sommes intéressés particulierement a la notion de la portée
intégrale A et & son role pour estimer les propriétés élastiques effectives. A travers cette
portée intégrale, définie comme un parameétre purement morphologique, une étude de 'effet
de la forme des inclusions sur les propriétés élastiques effectives est réalisée. Un modéle
mathématique a pu étre développé sur la base des résultats numériques obtenus. Enfin, le
concept de la morphologie équivalente et celui de la notion du matériau le plus hétérogene,

ont été abordés pour conclure cette partie.

2.2 Représentation de la microstructure

2.2.1 Description de la microstructure

Dans cette partie, une microstructure biphasée poreuse a deux dimensions est consi-
dérée. La phase 2 est une matrice carrée englobant la phase 1 représentant des inclusions

poreuses, avec

et
PB=1-P (2.2)

qui sont respectivement les fractions volumiques de la phasel et la phase2. Si a et b
représentent, respectivement, le rayon mineur et le rayon majeur de I'inclusion ellipsoidale
et r = a/b leur rapport, la morphologie de la phasel prend trois formes distinctes, r = 0.2,
r = 0.5 et r = 1.0. Ces formes ellipsoidales et circulaires ont des distributions et des

orientations aléatoires.

Pour cerner leffet de la fraction volumique, trois cas sont envisagés : P = 10%, P = 30%
et P =50%. figures 2.1 , 2.2 et 2.3.
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0.2. -a- 10 inclusions, -b- 100 inclusions et -c- 500 inclusions.

FIGURE 2.1: Exemples de microstructures étudiées pour une fraction volumique P

un rapport de forme r
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0.5. -a- 10 inclusions, -b- 100 inclusions et -c¢- 500 inclusions.

FIGURE 2.2: Exemples de microstructures étudiées pour une fraction volumique P

un rapport de forme r

50% et

1.0. -a- 10 inclusions, -b- 100 inclusions et -c- 500 inclusions.

FIGURE 2.3: Exemples de microstructures étudiées pour une fraction volumique P

un rapport de forme r
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2.2.2 Propriétés physiques utilisées

Les modules de compressibilité (k,,, k;) et de cisaillement (g, i1;) de la matrice et des
inclusions d’un matériau biphasé a deux dimensions sont exprimés en fonction des modules

d’Young E et du coefficient de Poisson » des deux phases par :

E. E.
k. = J =7 = ; 2.
AT =ay) M T aigay o AT (23)

Les propriétés physiques : le module de Young F, le coefficient de Poisson v, le module
de compressibilité k et le module de cisaillement y de la matrice et des inclusions, utilisées

dans les simulations numériques, sont définies par :

Pour les inclusions :

(Er, v1, k1, 1) = (=20 MPa, 049, <0 MPa, =0 MPa) (2.4)

Pour la matrice :

(Bs, vo, ko, po) = (10000 M Pa, 0.3, 9615 M Pa, 3846 M Pa) (2.5)

2.3 Outils numériques

2.3.1 Technique du maillage utilisée

Depuis son développement par Lippman et al [Lippmann et al., 1997|, cette technique
a été largement utilisée pour 'homogénéisation des images réelles et virtuelles par plusieurs
auteurs  dont  |Kanit et al., 2003],  [Khdir et al., 2013|, |[El-Moumen et al., 2013]
[El-Moumen et al., 2014||[El-Moumen et al., 2015]. Elle consiste a superposer une grille EF
réguliére, figure 2.4 -a- sur I'image de la microstructure étudiée, figure 2.4 -b-. La micro-
structure obtenue figure 2.4 -c- est utilisée pour attribuer la propriété de la phase propre a
chaque point d’intégration de ce maillage régulier en fonction de la couleur du pixel sous-
jacent. Il est a noter que I’élément utilisé ici est un élément fini quadratique a 4 nceuds

avec 4 points d’intégration.

[’avantage majeur de cette méthode réside dans la simplicité et la rapidité avec
laquelle le maillage du milieu hétérogéne est créé. De plus, la méthode est applicable a
tout type de milieu hétérogeéne. L’inconvénient de cette technique est que la description

des interfaces reste pauvre.
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_C_

FIGURE 2.4: -a- Maillage régulier de densité 100 x 100, -b- microstructure a 100 inclusions,
P =50% and r = 0, 3. -c- Microstructure maillée avec 40000 EF.

2.3.2 Détermination de la densité du maillage

Un test de maillage est effectué afin de déterminer la grille de maillage optimale. Le
calcul est effectué sur une microstructure (V.E.R) en changeant la densité du maillage. le
maillage retenu pour les futurs calculs est celui qui permet la détermination de la propriété

apparente avec une bonne précision en un minimum de temps .
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K2PP[MPa] temps du calcul [s]
6000 . . . . 700
650 |
5000 g 600
550 |
500 |
4000 | g aso |
400 |
3000 | 8 350 |
300 |
2000 g 0 r
200 |
150 |
1000 - g 100 |
50
0 . . . . 0 .
0 10 taﬁ%’ du maillag3é)0 400 500 0 100 taﬁ?g du maillag?i-:*OO 400
-a- -b-

FIGURE 2.5: -a- Convergence du coefficient de compressibilité k en fonction de la densisté
du maillage. -b- temps de calcul correspondant & chaque cas de maillage.

On constate d’apreés la figure 2.5 que le maillage 200 x 200 éléments est le mailllage optimal

et par conséquent il sera utilisé dans tous les calculs de ce chapitre.

2.4 Propriétés élastiques apparentes et effectives

Les propriétés sont dites apparentes lorsqu’elles sont obtenues par des volumes
V < VER. Ces propriétés apparentes convergent vers les propriétés effectives une fois
V> Wer.

2.4.1 Notion de la portée intégrale

D’aprés [Matheron, 1971]; [Matheron, 1975|; [Matheron, 1989|; [Lantuéjoul, 1991];
[Cailletaud et al., 1994] et [Jeulin, 2001], il est possible de définir un parameétre qui donne
des informations sur la taille du V.E.R de la structure pour lequel les paramétres mesurés
dans ce volume ont une bonne représentativité statistique. Ce paramétre est appellé portée

intégrale notée A,, et qui a pour définition mathématique dans l’espace R" :

1

An = C(X,0) — C(X,0)2

/ (C(X,h) — C(X,0)*)dh (2.6)
R™
ou C'(X, h) est la covariance.

Cette notion est trés utile pour la prédiction de la variabilité des propriétés d’un

matériau en fonction de la géométrie de ses constituants.
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Pour un volume V' suffisament grand, [Matheron, 1975] propose une relation entre la va-
riance globale, les différentes propriétés de la microstructure et la portée intégrale comme

suit :
o An

2y

ou A,,D%(V) et D% représentent la portée intégrale, la variance globale et la variance

D%(V)=D (2.7)

locale respectivement.

2.4.2 Stationnarité et Ergodicité

— Un ensemble A est dit stationnaire si la loi spatiale est invariante par translation, figure
2.6, c.a.d si pour tout vecteur h et tout groupe de points (z1,2,......,2x) €t (Y1,Y2,--,Yk),

on a :

P(xl +h>"7$k —|—h, Y1 +h77yk+h) - P(ajl?"?mk —|—h, ?/1,~-,?Jk) (28)

FIGURE 2.6: Propriété de stationnarité du domaine V

— L’ergodicité traduit le fait que les propriétés moyennes d’un milieu ne dépendent pas de

la taille de I’échantillon considéré, figure 2.7.

FIGURE 2.7: Propriété d’ergodicité du domaine V
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2.4.3 Fluctuation des propriétés apparentes

Les propriétés apparentes sont définies comme les moyennes spatiales des champs
Z(x) sur un volume V. Nous considérons maintenant les fluctuations des valeurs moyennes
sur les différentes réalisations du matériau composite aléatoire a l'intérieur du volume
V. En géostatistique, il est bien connu que pour une fonction aléatoire stationnaire et
ergodique, on peut calculer la variance D%(V) pour sa valeur moyenne Z (V) sur le volume
V', [Matheron, 1989] et |Lantuéjoul, 1991| par :

An
D) = DY(E) (29)
ot D% est la variance locale Z(x) et A, la portée intégrale de la fonction aléatoire Z(z).

Cailletaud [Cailletaud et al., 1994] a proposé, dans le cas d’'un matériau a deux phases
avec la propriété élastique Z; pour la phase 1 et Z, pour la phase 2, pour la variance locale

de la variable aléatoire Z, I’expression suivante :

D = P(1— P)(Z, — Z,)* (2.10)
La relation (2.9) devient donc :

DY(V) = P(1 - P2 — Z(37) 2.11)

Dans la théorie des échantillons, I'erreur absolue €4, sur la valeur moyenne de la
propriété étudiée Z obtenue avec n indépendantes (différentes) réalisations de volume V|

est donnée en fonction de la variance 2Dz (V') par :

€abs — 2DZ(V) (212)
Vn
L’erreur relative sera donc :
2D
Ereta = 2 zV) (2.13)

Le nombre minimal n des différentes réalisations nécessaires et suffisantes pour 1’estimation

de la propriété effective Z¢// avec une erreur relative donnée €, sur un volume V est :

n(V) = L_QD*ZQ(%) (2.14)

2
€rela

La convention est que si le volume V' d’un échantillon contenant une cellule de fraction

volumique P fixée égale a 'unité figure (2.8-a-), une surface contenant N cellules de méme

42



Chapitre 2 Homogénéisation en Elasticité Linéaire

fraction est égale & N.V, figure (2.8,-b-). Par conséquent, une augmentation de la surface
signifie un nombre croissant de cellules et donc chaque volume V' peut etre représentée par

le nombre N de cellules qu’il contient.

—Qa —

FIGURE 2.8: -a- Une Microstructure a une inclusion de volume V' et d’une fraction volu-
mique de 30% considérée comme unité. -b- Une microstructure a 9 inclusions de méme
fraction volumique et de volume 9.V

Ainsi les équations 2.11 et 2.13 peuvent étre écrites sous cette forme :

DY(N) = P(1~ P)(Z ~ Z:)(5) (2.15)
et

€ 2D,(N
€rela = —2 — 2D (N) (2.16)
Z Z~\/n
et par conséquent, tous les résultats obtenus seront représentés dans les sections suivantes

en fonction du nombre d’inclusions N.

2.4.4 Propriétés élastiques apparentes et effectives

Les éléments et les notations de la théorie de I'homogénéisation nécessaires pour
I’estimation numérique des propriétés effectives sont mis en évidence dans cette section.
Une attention particuliére est portée aux conditions aux limites a appliquer aux éléments de

volume afin d’estimer les propriétés élastiques apparentes et effectives de la microstructure
et le V.E.R.
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Dans ce qui suit, deux types de conditions aux limites sont utilisés, les conditions
de déformations homogenes au contour (KUBC') et les conditions de périodicité (PBC).
Avant de présenter les différents résultats des proporiétés apparentes et effectives obtenues
par simulation numérique, nous présentons ci dessous une microstructure a 10 inclusions

sollicitée une premiére fois a la déformation uniforme (KU BC'), figure 2.9. et une deuxiéme

fois a la déformation périodique (PBC'), figure 2.10.

_a- b-

FIGURE 2.9: Microstructure a 10 inclusions sollicitée & la déformation uniforme KUBC. -a-
Traction. -b- Cisaillement.

_a- b

FIGURE 2.10: Microstructure a 10 inclusions déformée sous I’éffet d’une sollicitation pério-
dique PBC. -a- Traction. -b- Cisaillement.
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Tous les résultats des simulations numériques obtenus sont présentés aux figures 2.11

a 2.18 pour trois fractions volumiques étudiées :

— Propriétés élastiques pour la fraction volumique P = 10%

9500 . . . — .
Voigt —
HS eeeeeee-
8500 - AE e ]
kubc =
— Periodique i
6500 | .
©
o
=, 5500 -
(=0
o
(1]
-
4500 -
3500 | -
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1500 1 1 1 1 1 1
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N
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e e ettt e e e et
3100 -
T
o
=
& 2700 .
o
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=
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0 100 200 300 400 500 600
N

FIGURE 2.11: Proprietés mécaniques kP et p*PP

lecas P = 10% et r = 0.2

en fonction du nombre d’inclusions pour

45



Chapitre 2

Homogénéisation en Elasticité Linéaire

k2PP[MPa]

u*P[MPa]

FIGURE 2.12: Proprietés mécaniques k7 et P
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FIGURE 2.13: Proprietés méaniques k%P et p®?
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— Propriétés élastiques pour la fraction volumique P = 30%
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FIGURE 2.14: Proprietés méaniques kP et u®? en fonction du nombre d’inclusions pour
le cas P = 30% et r = 0.2
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FIGURE 2.16: Proprietés méaniques k%P et u®? en fonction du nombre d’inclusions pour
le cas P = 30% et r = 1.0
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— Propriétés élastiques pour la fraction volumique P = 50%
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le cas P = 50% et r = 0.5
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FIGURE 2.18: Proprietés méaniques k? et p*P en fonction du nombre d’inclusion pour le
cas P = 50% et r = 1.0

Les figures de 2.11 a 2.18 représentent les valeurs des propriétés élastiques appa-
rentes (le module de compressibilité kP et le module de cisaillement p*?) en fonction de

la taille du volume (ou d’une fagon équivalente le nombre d’inclusions N) pour les huit cas
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considérés. Le V.E.R ou d’une facon équivalente le Ny gr est déterminé en faisant la cor-
respondance entre les deux premiers points ayant une erreur inferieure ou égale a 2% entre
les valeurs apparentes obtenues par les deux conditions aux limites, périodiques (PBC) et
déformations homogénes au contour (KU BC'). Par exemple, pour le cas P = 30%, r = 0.5
la valeur approximative du V.E.Ryy est Ny gr = 100 inclusions pour les deux propriétés
¢lastiques k et p. La totalité des résultats est présentée dans les tableaux 2.4, 2.5 et 2.6.

Les valeurs de k%// et ¢/ trouvées pour les grandes tailles de volume, pour tous les cas
étudiés, sont présentées dans les tableaux 2.1, 2.2 et 2.3 et comparées aux bornes de Voigt,
Hashin—Shtrikman HS+ et au modéle auto-cohérent (AC). Comme la microstruc-ture
étudiée est poreuse, les deux bornes inférieures Reuss et Hashin — ShtrikmanHS— sont

presque nulles et ne sont pas représentées.

Fraction volumique

Forme Propriété Voigt  HS™ AC  Erreur% Simulation

r—=0.2 k 8653 7287 6923 47 3620
1 3461 3180 2933 24 2220
r—=0.5 k 8653 7287 6923 8 6405
1 3461 3180 2956 4 2815
r—=1.0 k 8653 7287 6923 17 5720
1 3461 3180 2956 4 2810

Tableau 2.1: Les valeurs des simulations numériques, les bornes de Voigt, Les bornes de
Hashin-Shtrikman HS +, le modéle auto-cohérent (AC) pour P = 10% et lerreur relative
entre la simulation et le modéle auto-cohérent.

Forme Propriété Voigt HS™T AC  Erreur % Simulation

r = 0.2 k 6730 4307 3846 67 3846
I 2692 2127 1748 54 1748
r = 0.5 k 6730 4307 3846 22 3002
I 2692 2127 1748 20 1412
r=1.0 k 6730 4307 3846 4 3700
I 2692 2127 1748 14 1512

Tableau 2.2: Les valeurs des simulations numériques, les bornes de Voigt, Les bornes de
Hashin-Shtrikman HS +, le modéle auto-cohérent (AC) pour P=30% et lerreur relative
entre la simulation et le modéle auto-cohérent.
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Forme Propriété Voigt  HS™ AC  Erreur % Simulation

r = 0.5 k 4807 2481 2136 %) 960
I 1923 1333 1012 60 400
r=1.0 k 4807 2481 2136 29 1520
I 1923 1333 1012 49 210

Tableau 2.3: Les valeurs des simulations numériques, les bornes de Voigt, les bornes de
Hashin-Shtrikman HS +, le modéle auto-cohérent (AC) pour P=50% et l'erreur relative
entre la simulation et le modéle auto-cohérent.

Cette comparaison a permis, en premier lieu, la validation des différents résultats de
simulations par leur comparaison aux différentes bornes théoriques et en deuxiéme lieu, de
montrer que le modéle auto-cohérent ne permet pas une bonne estimation des propriétés
élastiques et encore moins pour les fractions volumiques importantes. Cela est dii au fait
que l'intéraction entre les differents pores est importante et a une influence, d’autant plus

importante que la fraction volumique est grande, sur les propriétés élastiques effectives.

2.4.5 Estimation numérique de la portée intégrale et proposition

du modéle

Cette section est consacrée a I'estimation de cette portée intégrale, en utilsant ’ap-
proche numérique de [Kanit et al., 2003] pour le cas de microstructures de type matrice-

inclusion.

D’aprés kanit et al [Kanit et al., 2003|, pour les microstructures avec des mosaiques
Voronoi, la portée intégrale est environ la taille d'un grain du V. E. R. Récemment, [Jeulin, 2012]
constate que la portée intégrale A, ne dépend pas du volume de la microstructure V', a
condition que ce volume soit suffisamment large, pour assurer la stationnarité du champ

en minimisant 'effet des conditions aux limites.

D’aprés 'équation 2.13, on peut écrire la propriété apparente moyenne Z en fonction de la

taille N du volume, la portée intégrale A,, et de I'erreur relative d’estimation telle que :

2D4(N)
erela\/ﬁ

La méthode d’estimation des valeurs de la portée intégrale Ay;, pour les différents

7 = (2.17)

cas étudiés, consiste a fitter I’équation 2.17 en prenant n = 1 correspondant au V.E.R
déterministe avec une erreure relative choisie de I'ordre de 2%.

Les différents résultats de la portée intégrale obtenue par fittage sont présentés dans les
tableaux 2.4 ; 2.5 et 2.6.
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Comme un premier pas dans

l'identification de

cette portée

intégrale,

une comparaison des résultats numériques obtenus avec le rapport Eq. 2.18, proposé par

[Kanit et al., 2003|.

P
A —
"7 Nver
sont :

Forme  Propriété Am = 5 — Apit Nygr
r=0.2 k 0.01 0.0112 10

7 0.01 0.0134 10
r=20.5 k 0.01 0.00979 10

7 0.01 0.0117 10
r=1.0 k 0.01 0.0122 10

m 0.01 0.0146 10

(2.18)

Tableau 2.4: Valeurs de A,, pour la fraction volumique P = 10% et pourr = 0.2, r =0.5et r

=1.0

Forme  Propriété Ay = me Agiy NvEr
r=20.2 k 0.003 0.00270 100
1 0.003 0.00262 100
r=20.5 k 0.003 0.00275 100
i 0.003 0.00283 100
r=1.0 k 0.0033 0.00354 90
1 0.0033 0.00348 90

Tableau 2.5: Valeurs de A,, pour la fraction volumique P = 30% et pourr = 0.2, r =0.5etr

=1.0

Forme  Propriété Ay = ﬁ Ay Nver

r=20.5 k 0.0025 0.00231 200
1 0.0025 0.00227 200

r=1.0 k 0.0025 0.00240 200
L 0.0025 0.00235 200

Tableau 2.6: Valeurs de A, pour la fraction volumique P = 50% et pourr = 0.5etr = 1.0

Les résultats obtenus par fittage montrent un bon accord avec le modéle proposé

et confirment ainsi les deux théses annoncées par [Kanit et al., 2003] et [Jeulin, 2012| qui

95



Chapitre 2 Homogénéisation en Elasticité Linéaire

stipulent que : la portée intégrale n’est, tout simplement, que la surface d’une inclusion
dans le V.E.R deterministe dans le cas 2D ( résultat de ce travail) ou le volume d’une
inclusion dans le V.E.R déterministe dans le cas 3D |El-Moumen, 2014].

Pour une meilleure illustration de ce résultat nous présentons aux figures 2.19 & 2.26, les
valeures moyennes des deux modules k%P et u”? obtenues, précédement, par la condition
aux limites (PBC') avec les différents intervales de confiances obtenus par les équations

2.15 et 2.18 en fonction du nombre d’inclusions N.
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Comme il s’agit de microstructures poreuses présentant un contraste élevé et pour
une meilleure représentation des courbes avec leurs variances, la comparaison a été limitée

au modele auto-cohérent (AC).

D’aprés les figures 2.19 a 2.26 le modéle proposé montre qu’il permet de détermi-
ner efficacement les variances et les intervales de confiances, ce qui permetera, par son
utilisation, de simplifier et de faciliter ’application de I’approche statistique proposée par
[Kanit et al., 2003].

2.5 Validation et exploitation du modéle

Deux concepts montrant 'intérét du modeéle proposé sont présentés dans cette section.
2.5.1 Concept de la morphologie équivalente

La notion de morphologie équivalente est une idée nouvelle et originale dans le do-
maine de la modélisation des microstructures hétérogénes aléatoires. Elle stipule, d’aprés

examen et interprétation des résultats obtenus, que :

La portée intégrale A est la surface d’une inclusion du V.E.R déterministe. Donc
A est un parametre purement morphologique qui dépend essentiellement de la surface de
[inclusion et non pas des propriétés mécaniques de la microstructure et nullement de la

forme des inclusions.

D’aprés ce concept et comme la forme circulaire des inclusions est la forme la plus
isotrope, on peut remplacer n’importe quelle autre forme d’inclusion (ellipse, triangle, carré,
rectangle. .. ) d’une microstructure par celle circulaire & condition de respecter le nombre

et la surface de chaque inclusion. La figure 2.27 est bonne illustration de ce concept.
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_a- b-

FI1GURE 2.27: Concept de la morphologie équivalente : -a- morphologie originale, -b- mor-
phologie équivalente

2.5.2 Notion du matériau le plus hétérogéne

Le but de cette section est la détermination de la fraction volumique P* correspondant

aux propriétés les plus hétérogénes d’'un matériau donné.

On définit le matériau le plus hétérogéne comme celui qui posséde les propriétés
effectives les plus différentes de celles de ses constituants (matrice, inclusion) et qui donne
la plus grande taille du V.E.R.

D’aprés I'équation 2.15 qui nous permet d’évaluer la variance globale et sachant que
la valeur de I’écart type est trés faible pour le V.E.R, nous pouvons prendre par exemple :
D.(V) =1 pour N = Nygg. En insérant ces valeurs dans 'équation 2.11 et en prenant
en considération le modéle théorique proposé dans 2.18 du rang intégral, I’équation 2.11

devient :

P

PU=P) (7= 2 (55—

) =1 (2.19)

On peut exprimer maintenant le V.E.R en fonction de la fraction volumique P par :

Nypr =P/ (1 — P)(Zi — Z») (2.20)

L’extremum de la fonction (2.20) est donné pour P* = 2/3, figure 2.28.
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FIGURE 2.28: Variation du V ER en fonction de la fraction volumique P de et la fraction
volumique P*correspondant au matériau le plus hétérogene.

A partir de ces résultats, pour un matériau de type matrice inclusion, nous pouvons
conclure que le cas le plus hétérogéne du matériau & deux phases (matrice, inclusion) est
obtenu pour une fraction volumique P* = 2/3. Cela est d essentiellement a la différence
de morphologie des deux constituants de la microstructure. Dans notre cas, la premiére
phase (inclusion) avec une forme particuliére est noyée dans la deuxiéme phase (matrice).
Par conséquent le comportement d’équilibre de ces deux phases est situé a un point , ce

qui est confirmé par les résultats trouvés.

2.6 Synthése

Une définition élargie du volume élémentaire représentatif (V.E.R) a été proposée par
Kanit et al.[Kanit et al., 2003| qui stipule que les propriétés linéaires effectives des compo-
sites & structures aléatoires peuvent étre déterminées, pas seulement par des simulations
numériques sur de grands volumes mais aussi par les valeures moyennes des propriétés
apparentes de petits volumes. C’est cette approche statistique et numérique proposée par
[Kanit et al., 2003] qui a été utilisée dans ce travail pour I'évaluation de la taille du V.E.R
et les propriétés élastiques effectives des différentes microstructures aléatoires étudiées.

Les résultats numériques des différentes réalisations, obtenus par l'application des

deux conditions aux limites (KUBC) et (PBC) sur différentes réalisations, ont permis

la détermination des fluctuations des propriétés élastiques apparentes. Les courbes des
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moyennes des fluctuations ont conduit a la détermination des différentes tailles des V.E.R et
des proporiétés effectives pour les différentes formes et les différentes fractions volumiques.
Etant donné que la protée intégrale est le seul parameétre, dans cette approche statistique,
lié & la morphologie des inclusions, son évaluation s’avére I'une des clés permettant I’étude
de 'effet de la morphologie des inclusions sur le comportement élastique des microstructures
aléatoires. Le fittage des courbes des moyennes des fluctuations par la formule de la variance

globale a permis I’évaluation numérique de la portée intégrale pour les différents cas étudiés.

Une comparaison de ces résultats numériques au rapport Eq. 2.18, proposé par
[Kanit et al., 2003|, correspondant au volume d’une inclusion dans le V.E.R a permis de
confirmer cette thése et de conclure que : La portée intégrale est un parametre purement

morphologique égale au volume d’une inclusion dans le V.E.R déterministe.

Enfin ces résultats obtenus nous ont conduit aux deux concepts suivants :
— Le concept de la morphologie équivalente qui stipule que toute les morphologies des
inclusions ont le méme comportement élastique.
— Le concept du matériau le plus hétérogene, qui permet de déduire que le matériau le plus
hétérogene, pour les microstructures biphasées de type matrice -inclusion, est obtenu

pour une fraction volumique P* = 2/3
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Chapitre 3

Homogénéisation en Conductivité

Thermique

Experience without theory is blind, but theory without experience is like

mere intellectual play. ( Immanuel Kant )

3.1 Introduction

Aujourd’hui, et avec le développement technologique, une grande importance est don-
née aux propriétés effectives des matériaux poreux/composites pour leurs applications
industrielles répandues. Une attention particuliére a été portée a la conductivité ther-
mique effective (CTFE), particuliérement, des matériaux & deux phases, ot cette propriété
constitue une des quantités les plus importantes qui caractérisent le transport de I’énergie
dans une vaste gamme d’applications industrielles et d’ingénierie, voir [Whitaker, 1 13] et
[Wang and Pan, 2008|.

Les travaux de recherche dans ce domaine sont divisés en modeéles analytiques et simu-
lations numériques, [Coquard and Baillis, 2009]. Les modéles analytiques de [Maxwell, 1873]
et [Wang et Othuman (2011)|, par exemple, ont été généralement basés sur une simplifica-
tion géométrique de la microstructure en supposant des arrangements réguliers de la phase
solide et la phase de I'air, plutot que des mélanges aléatoires. Les modéles numériques sont
basés sur le calcul mathématique de la microstructure décrivant les phases matérielles,
[Veiseh et al., 2009].

Un autre moyen courant de I'estimation de la conductivité thermique effective pour
les matériaux hétérogénes avec des microstructures connues est de faire des simulations

numériques rigoureuses en utilisant la méthode des différences finies, la méthode des élé-
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ments finis, ou d’autres techniques numériques, [Divo et al., 2000], [Rocha and Cruz, 2001|
et [Bolot et al., 2005].

Pour les modéles analytiques, depuis les premiers travaux de [Maxwell, 1873], plu-
sieurs tentatives ont été faites pour développer des expressions de la conductivité thermique
effective des matériaux biphasés par divers chercheurs a citer : [Rayleigh, 1892,
[Wiener, 1904], [Lewis and Nielsen, 1970], [Cunningham and Peddicord, 1981], [Torquato, 1985],
[Hadley, 1986], [Agari and Uno, 1986], [Misra et al., 1994], [Singh and Kasana, 2004],
[Yang et al., 2013, [Akbari et al., 2013] et [Gong et al., 2014].

En ce qui concerne les modéles numériques, beaucoup de travaux ont été réalisés
pour prédire la conductivité thermique effective (CTE) des matériaux composites, a citer :
[Verma et al., 1991], [Veyret et al., 1993| et [Coquard and Baillis, 2009).

L’étude bibliographique a révélé que la plupart des travaux de transfert de chaleur
traitaient de la méme maniére tous les matériaux composites et les milieux poreux, indépen-
damment de la morphologie des inclusions, d’oti la nécessité d’une investigation permettant
de mettre en évidence 'influence de la morphologie des inclusions sur la conductivité ther-
mique effective des matériaux composites. Cette investigation constitue le but principal de
ce chapitre. La méthode des éléments finis (M EF') est appliquée, sur des microstructures

biphasées aléatoires 4 deux dimensions, pour ’évaluation de cette propriété effective.

3.2 Modéles théoriques

On présente, dans le tableau 3.1, les différents modéles théoriques de la conductivité
thermique utilisés pour la comparaison et la validation de nos résultats de simulations pour

tous les cas étudiés.

En considérant une microstructure biphasée de type matrice inclusion, ou I'inclusion
est représentée par la phase 1 de fraction volumique P; = P et la matrice comme phase 2
de fraction volumique P, avec A\; et Ay sont les conductivités thermiques de I'inclusion et

de la matrice respectivement.

ou l'expression explicite de la solution du modeéle EMT est :

AT = i([?)P—1))\1+(3(1—P)—1)/\2]+\/[SP — DA+ (3(1 = P) — 1)AoJ + 8\ A2 (3.1)
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Modele Schéma de la structure  Equation de la conductivité thermique effective
Paralléle N = P + Py

* o ®

®_o

Y [ ]

*og ol 23 py(3L-1)
Maxwell 00 9 _ o MMazl — )\ "o 2y )

.. ® o.. 24P (5L Seanty)

000,

_)\eff aeff
EMT ij Pl)\ +2)\eff +P2)\2+2)\eff —0
- A

Séries ST = P BT

Tableau 3.1: Quatre structures fondamentales de modéles de la conductivité thermique
effective pour les matériaux a deux phases.

3.3 Homogénéisation nuumérique de la conductivité ther-

mique

Dans cette section, tous les éléments et toutes les notations d’homogénéisation nu-
mérique nécessaires pour ’estimation de la conductivité thermique effective, en utilisant la

méthodologie expliquée par [Kanit et al., 2003| sur la base de la MEF, sont mis en ceuvre.

3.3.1 Représentation de la microstructure

L’homogénéisation numérique de la conductivité thermique de microstructures bi-
phasée & deux dimensions de deux composites fait l'objet de cette section. Le premier
composite est considéré poreux, tandis que le second est un composite biphasé non poreux.
Pour chacun, cinq microstructures a cinq populations d’inclusions sont étudiées. Chaque
microstructure contient une seule population d’inclusions, réparties et orientées d’une facon
aléatoire dans une matrice continue. On note ici que les inclusions ne se touchent pas et ne
touchent pas les bords afin de conserver leurs formes. Pour conserver la morphologie des
inclusions aprés maillage, une résolution de 3000 * 3000 pixels est utilisée pour générer les
différentes images. Les mémes notations, utilisées au chapitre précédent, sont conservées

telles que :
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P =P (3.2)

et
PB=1-P (3.3)

pour les fractions volumiques des inclusions et de la matrice, respectivement.

L’indice r désigne le rapport des rayons mineurs et majeurs des inclusions elliptiques,
figure 3.1, (r = 1 pour les inclusions circulaires). Dans cette partie, et pour un maximum
d’informations, la morphologie des inclusions prend cing formes distinctes : r = 0.2, r = 0.3,
r=20,.4,r=0.5et r=1.0. Afin de vérifier I'influence de la fraction volumique, la aussi,
cing situations pour chaque composite sont examinés : P = 10%, P = 20%, P = 30%,P =
40% et P = 50%. Il est important de noter que la combinaison (r = 0.2, P = 50%) ne sera

pas traitée du faite que la percolation des inclusions est inévitable.

La figure.3.2 montre un exemple de différentes microstructures contenant une distri-
bution et une orientation aléatoire des inclusions pour différentes fractions volumiques et

différents rapports de formes.

Rapport r = a/b

FIGURE 3.1: Parameétre de forme de I'inclusion
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AN

FIGURE 3.2: Exemples des microstructures étudiées.

3.3.2 Propriétés physiques

Différentes conductivités thermiques sont attribuées a la matrice continue et aux

inclusions afin de prédire celles effectives. Le tableau 3.2 représente les différentes propriétés

utilisées dans le calcul pour les deux composites.

Composite Conductivité thermique A [W/m.K]
Cas1 Cas2 Cas3 Cas4
Composite 1  Matrice 30 100 150 300
Inclusion 0.026
Composite 2 Matrice 30 100 150 300
Inclusion 10

Tableau 3.2: Conductivités thermiques utilisées pour les deux composites
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3.3.3 Technique de maillage utilisée

Comme dans le cas d’élasticité, la technique d’éléments & phases multiples est uti-
lisée pour générer les différents maillages. Son principe détaillé dans la section 2.3.1 est
rappelé ici brievement, il consiste a attribuer les propriétés de chaque phase aux points

d’intégrations des éléments selon la phase dans laquelle ils sont situés, figure 3.3.

—a— —b—

FIGURE 3.3: - a - Maillage régulier de densité 100x100. - b - Exemple de microstructure a
10 inclusions maillée.

3.3.4 Détermination de la densité du maillage

Pour chaque comportement un test de maillage doit étre effectué, afin de déterminer
la grille de maillage optimal. Pour cette fin, on maille le méme V.E.R de 200 inclusions avec
différentes grilles passant de 2500 & 40000 éléments finis (F'F'). Le maillage retenu est celui
qui permet la détermination de la propriété macroscopique avec une bonne précision en
un temps minimum. La convergence de la propriété macroscopique en fonction du nombre
d’éléments finis est présentée a la figure 3.4. Ces résultats révélent que le maillage de
10 000 EF estime la propriété macroscopique avec une erreur d’environ 4%. Il est clair que
la stabilité de la courbe commence a partir de 40 000 EF. Cette densité de maillage permet
d’estimer la propriété macroscopique avec une erreur de 0,2%. Ainsi, la densité de maillage

de 40 000 EF est retenue dans la présente étude pour toutes les simulations.
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FIGURE 3.4: -a- Convergence du coefficient de conductivité thermique A en fonction de la

densisté du maillage. -b- temps de calcul correspondant a chaque cas de maillage.

3.3.5 Conditions aux limites

On rappelle ici, les deux conditions aux limites détaillées dans la section 1.3.5.2 et

utilisées pour la détermination des propriétes apparentes et effectives.

La loi de Fourrier est exprimée par :

(3.4)

ou T, VT et g sont la température, son gradient et le vecteur de flux de chaleur respecti-

vement.

— Conditions aux limites du gradient de température homogéne (UGT) :

On applique sur le volume extérieur V' du volume V un gradient de température VT qui

correspond a la moyenne des gradients locaux dans le volume :

avec

G; =< VT >= %/VTdV
|4

VaxedV

ou G; est un tenseur d’ordre 1 constant indépendant de z.

(3.5)

(3.6)

Le vecteur flux macroscopique est alors obtenu par la moyenne des flux locaux dans tout

le volume V :

75




Chapitre 3 Homogénéisation en Conductivité Thermique

1
Q: =< q; >= V/qz-.dV (3.7)
14

— Conditions aux limites périodiques (CLP) :

La température prend la forme :

avec
1
\%

ot la fluctuation ¢ de la température est périodique.

3.4 Résultats de ’homogénéisation numérique

La technique numérique avec la notion du V.E.R développée par [Kanit et al., 2003]
est utilisée, dans cette section, pour 'estimation de la conductivité thermique effective des
microstructures considérées. Pour cette fin, tous les calculs ont été menés en deux étapes :
la premiére, section 3.5.2, consiste a déterminer le V.E.R pour les différentes fractions
volumiques considérées. La deuxiéme, section 3.5.3, est consacrée a la détermination de
les propriétés effectives de tous les cas étudiés en se basant sur le résultat de la section

précédente.

3.5 Propriétés thermiques apparentes et effectives

Dans cette partie, la technique numérique et statistique dévelopée par
[Kanit et al., 2003| est utilisée. Son application est un peu longue car elle nécessite 1'exé-
cution d’une centaine de réalisations ( différentes réalisations : différentes distributions des
inclusions dans le méme volume ) pour chaque microstructure afin de déterminer une pro-
priété effective et/ou le V.E.R déterministe (V.E.R;). A noter que le V.E.R; est le volume
qui permet I'estimation de la propriété effective avec une seule réalisation. C’est pour cette
raison que cette étude s’effectue en deux étapes : la premiére étape, sujet de la section 3.5.2,
consiste a déterminer, en utilisant cette technique, un V.E. R, valable sur toute la plage des
fractions volumiques a étudier. Pour couvrer cette plage, trois fractions volumiques sont

considérées : la petite fraction P = 10%, la moyenne P = 30% et la plus grande P = 50%.
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[Kanit et al., 2003] a montré que l'application de la condition aux limites PBC' assure
une convergence rapide par rapport aux autres conditions, cependant son application sur
un V.E.R,; permet 'estimation de la propriété effective par une seule réalisation. C’est ce
principe qui est utilisé dans la deuxiéme étape, sujet de la section 3.5.3, pour déterminer

toutes les propriétés effectives de tous les cas étudiés.

3.5.1 Fluctuation des propriétés apparentes

L’équation 2.9 utilisée dans le cas des propriétés élastiques apparentes peut étre,

aussi, utilisée pour les propriétés thermiques apparentes.

A
DA(N) = D3(5;) (3.10)
ot D3? est la variance locale de A(x) et A est la portée intégrale.
D’aprés |Cailletaud et al., 1994], la variance locale de la variable aléatoire \ est :
D2 = P(1— P)(\; — \p)? (3.11)
et la relation 3.10 devient :
2 2, A
DA(N) = P(1= P)(\ = A2 (3) (312

Comme dans le cas des propriétés élastiques, I’erreur absolue €, sur la valeur moyenne

de la conductivité apparente est donnée par la relation ( 2.12)

2D\ (N
€abs = \;% ) (313)
L’erreur relative sera alors :
abs 2Dy (N
€rela = eTb - )\( ) (314)

A Avn
Le nombre minimal n des différentes réalisations nécessaires et suffisantes pour I’estimation

de la propriété effective A*// avec une erreur absolue donnée €, sur une surface S est :

n(s) = —4_ D2

> 3 N) (3.15)
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3.5.2 Conductivités thermiques apparentes et effectives

Le but principal de cette section est ’estimation des conductivités thermiques appa-

rentes puis effectives des milieux homogeénes équivalents en fonction de la taille du domaine.

Pour les simulations numériques, deux conditions aux limites (UGT et PBC) sont appli-
quées sur chaque volume contenant N inclusions. L’objectif est I’évaluation de la propriété
apparente définie comme étant les résultats de calcul par éléments finis de volumes infé-
rieurs au V. FE.R.

Différentes réalisations (configurations) sont utilisées pour évaluer la valeur moyenne
de la propriété apparente de chaque volume. Les valeurs moyennes et les intervalles de
confiance sont, ensuite, tracés en termes du nombre d’inclusions pour les différentes condi-
tions aux limites. Les résultats obtenus numériquement sont comparées avec ceux obtenus

par les méthodes analytiques, tels que le modeéle Parallele, le EMT et le modéle de Mazwell.

L’ensemble des résultats obtenus est présenté sur les figures 3.5, 3.6 et 3.7. Il ap-
parait que la dispersion des résultats diminue lorsque la taille du volume augmente. Les
barres d’erreur diminuent lorsque de taille du volume augmente, et tendent vers zéro dans
le V.E.R,. Cette taille est également obtenue lorsque les valeurs moyennes, des deux condi-

tions aux limites, coincident et donnent la méme valeur de la propriété effective.

29
28
PARALLELE
27
%
£ 2
S EMT
& 25 i
= MAXWELL
» Ir . z " = = >,
o~
—— UGT
24
PERIODIQUE
23
22
0 100 200 300 400 500
N

FIGURE 3.5: Valeurs moyennes de la conductivité thermique apparente A*? pour (P = 10%,
r = 0.5) en fonction du nombre d’inclusions N pour le composite 1.
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N

FIGURE 3.6: Valeurs moyennes de la conductivité thermique apparente A*? pour (P = 30%,
r = 0.2) en fonction du nombre d’inclusions N pour le composite 1.
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FIGURE 3.7: Valeurs moyennes de la conductivité thermique apparente A*? pour (P = 50%,
r = 0.5) en fonction du nombre d’inclusions N pour le composite 1.

L’effet du rapport de forme sur la taille du V. E. R pour différentes fractions volumiques
est présenté dans cette section. La figure 3.8 résume la variation du V.E.R; en fonction
du rapport de forme pour les deux types de matériaux, composites et poreux. Il semble
que dans le cas des matériaux composites, quelques dizaines d’inclusions suffisent pour

estimer la conductivité thermique effective. Inversement et pour les matériaux poreux,
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FIGURE 3.8: VERy en fonction du rapport de forme r pour tous les cas étudiés.

plus de 20 inclusions sont nécessaires pour l'estimation de cette propriété effective par
simulation numérique. Il convient de noter qu'une microstructure a 100 inclusions est treés

représentative et suffisante pour donner une bonne estimation pour les deux composites.

Pour plus de precision, des V.E.R; & 200 inclusions seront utilisés dans les calculs
pour la détermination des propriétés effectives. On évitera I'utilisation des V.E. Ry > 200
pour eviter la perte de la morphologie des pores aprés maillage.

Les résultats numériques sont obtenus par deux conditions aux limites : gradient de
température uniforme aux limites (UGT) et conditions aux limites périodiques (PBC) et

sont présentés dans ce qui suit pour chaque fraction volumique.

3.5.3 Conductivité thermique effective vs morphologie des inclu-

sions

Selon [Kanit et al., 2003], [SAb, 2005] et [Forest, 2006], les conditions aux limites
PBC conduisent & une convergence rapide, en termes de propriétés effectives, que par
I’application d’autres conditions aux limites. Par conséquent, un V.E.R a 200 inclusions
est introduit dans le code FEM avec PBC pour chaque microstructure. Les résultats de

la conductivité thermique effective, de chaque fraction volumique, en fonction du rapport
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sont présentés sur les figures 3.9 a 3.13.

Chaque figure illustre la variation de la conductivité thermique effective en fonction

du rapport de forme des inclusions pour les matériaux composites et poreux. Il est & noter

que tous ces résultats numériques sont comparés au modeéle de Maxwell.

"{
35 Maxwell Composite ———
Simulation Composite ===
30 4 Maxwell Poreux = ==
Simulation  Poreux R e e o
AR s Gon L oA B oA a e Bar i Desias e HES PR
&
= 20 1
-
=
5 15 A
aa
10 A
5 -
0 T T T T T T T T T
0.6 0.8 1

0.4
r

FIGURE 3.9: Conductivité thermique effective A\*// en fonction du rapport de forme r pour

P =10%
35
Maxwell Composite
30 Simulation  Composite *—+—*
i Maxwell Poreux ==
Simulation  Poreux —t

0.4 0.6

r
FIGURE 3.10: Conductivité thermique effective A/ en fonction du rapport de forme r pour

P =20%
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FIGURE 3.11: Conductivité thermique effective A\*/7 en fonction du rapport de forme r pour
P =30%
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FIGURE 3.12: Conductivité thermique effective A\*// en fonction du rapport de forme r pour
P =40%
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FIGURE 3.13: Conductivité thermique effective A\*/7 en fonction du rapport de forme r pour
P =50%

D’aprés ces figures, 3.9 a 3.13, il semble que dans le cas du composite, aucun effet de
la forme d’inclusions n’a été observé. Dans ce cas, les résultats numériques et le modéle de
Maxwell sont en parfait accord et presque superposés. Méme en changeant la conductivité
thermique de la matrice et de l'inclusion, le résultat reste le méme et l'effet de la forme
des inclusions sur la conductivité thermique est absent quelle que soit la forme de I'inclu-
sion considérée. C’est pour cette raison, qu’on a limité la représentation des résultats du
composite au seul cas A\, = 30[W/Km] et \; = 10[W/Km)|.

A titre d’illustration, les figures 3.14 et 3.15 montrent la distribution de la conductivité
thermique locale de microstructures de 20 inclusions pour trois différents rapports de forme

r et pour les deux milieux traités : poreux et composites.

Pour le matériau poreux, figure 3.14, et pour les trois cas étudiés, on remarque que
les interactions entre les pores circulaires (r=1) sont les plus faibles. Ces interactions
augmentent inversement avec le rapport de forme jusqu’aux valeurs les plus grandes, cas
des pores en formes d’aiguilles (r=0.2). Cela est di au fait que les zones d’interaction entre
les pores deviennent de plus en plus importantes en passant des pores circulaires aux pores
en formes d’aiguilles, ce qui crée des zones de résistance thermique conséquente entre ces

pores, diminuant ainsi la conductivité thermique de la matrice.
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FIGURE 3.14: Distribution locale de A pour le composite 1, P = 30%, A\, = 30[W/Km] et
Ai = 0.026[W/Km] :-a-r=0.3,-b-r=0.5et -c- r = 1.0

Pour le matériau composite, figure 3.14, le méme phénomeéne est observé. Les inter-
actions entre les inclusions sont toujours plus faibles pour le cas des inclusions circulaires
que cells en formes d’aiguilles, mais nettement trés faibles dans 1’ensemble par rapport
au milieu poreux, malgré que les microstructures étudiées sont les mémes pour les deux

milieux.

FIGURE 3.15: Distribution locale de A pour le composite 2, P = 30%, A\, = 30[W/Km] et
Ai = 10[W/Km] : -a-r = 0.3, -b-r = 0.5 et -c- v = 1.0

A partir de ces résultats, il apparait que la conductivité thermique locale est influencée
par la forme et la distribution des inclusions, et le contraste des propriétés physiques. Ces

résultats sont en accord parfait avec des travaux récents, voir [El-Moumen et al., 2015].
Une comparaison des résultats des deux milieux nous permet de tirer les conclusions
suivantes : le modele de Maxwell est un bon modeéle d’estimation de la conductivité ther-

mique effective des matériaux composites, quelque soit la forme des inclusions. Toutefois,
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pour les milieux poreux, l'effet de la forme des pores est présent et tellement important
que le modele Maxwell ne permet plus la bonne estimation de la conductivité thermique
effective, a 'exception des microstructures aux pores circulaires ( r = 1 ) o le modeéle

donne une trés bonne estimation.

3.5.3.1 Expression reliant la conductivité thermique des matériaux poreux a

la forme des inclusions

D’aprés la littérature, les modeéles théoriques actuelles proposent des estimations de
la conductivité thermique effective sans la prise en compte de I'effet de la morphologie des
pores et comme l'effet de la forme, pour les milieux poreux, a été prouvé par cette étude, on
se propose dans cette section, d’établir une relation simple liant la conductivité thermique

effective de ce type de matériaux a la morphologie des pores.

Pour cela, plusieurs tests de fittage sont effectués sur tous les points obtenus par simu-
lation, avec différentes fonctions numériques, afin d’obtenir une meilleure représentativité

des résultats. La fonction qui a répondu au mieux a ces tests est :

X = Adn(r) + B (3.16)

Les valeurs des paramétres A et B obtenues par fittage de la formule proposée

Eq. 3.16 et des résultats de simulation sont présentées dans le Tableau 3.3.

Am =30 Am = 100 Am = 150 Am = 300
P% A B AMaz A B AMaz A B AMaz— A B A\Maz
10 154 2474 245 3.69 81.64 81.82 5.59 12254 122.73 11.38 245.01 245.46
20 255 194 200 855 66.55 66.68 12.84 99.82 100.01 25.71 199.60 200.01
30 3.05 164 16.17 9.58 54.00 53.86 14.37 81.03 80.78  28.75 162.07 161.55
40 231 11.84 12.87 7.85 40.86 4287 11.78 61.28 64.30 23.6 122.54 128.56
50 235 9.75  10.02 7.06 31.52 33.15 10.63 47.26 50.02 21.05 94.3 100.02

Tableau 3.3: Parameétres de fittage pour les différentes conductivités thermiques de la ma-
trice comparés au modeéle de Maxwell

Le premier point important concerne la valeur du deuxiéme paramétre de fittage B
qui coincide avec la valeur du modéle de Mazwell, de sorte que la formule proposée (PF)

peut étre réécrite comme suit :

NI = \Mazl o A In(r) (3.17)

ot AMa@! egt la conductivité thermique effective du modeéle de Mazwell exprimée par :
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30 Cas 4

Paramétre de fittage A
m
o

0 01 a2 03 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 -] 1
P

FIGURE 3.16: Résultats numériques (points) et les modéles continus proposeés (fittage) pour
les différents cas étudiés.

M p(AL
Ml — ), X2 ZEAZ ) (3.18)
2+ P(— 1)

La formule 3.17 ainsi proposée peut étre considérée comme un ajustement du modele
de Mazxwell qui prend en compte l'effet de la morphologie des pores sur la conductivité

thermique effective des milieux poreux.

Il est trés clair, d’aprés les résultats du tableau 3.3, que le paramétre A varie en
fonction de la fraction volumique P et de la conductivité thermique de la matrice. On
commence, & travers la figure 3.16, par représenter la variation du parameétre A en fonction

de la fraction volumique P.

Pour I'évaluation du parameétre A, un second fittage est nécessaire. Le fittage est
exécuté sur les points numériques représentés dans la figure 3.16 pour déterminer la rela-
tion entre le parameétre en question et la fraction volumique P. La formule ainsi proposée
n’assure plus I'obtention des bornes zéro. Pour remedier a ce probléme, deux points
extrémes (P = 0%, A = 0) et (P = 100%, A = 0) sont ajoutés aux résultats de la simula-
tion, figure.3.16. Ainsi, la fonction fittage qui donne une meilleure représentativité de ces

résultats est :

A=aP?+bP*+cP (3.19)

Les résultats des différents paramétres de fittage sont résumés dans le tableau 3.4.
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Am [W/m.K] 30 100 150 300

a 22 69 104 214
b -42 -133 -199 -405
c 20 63 94 191

Tableau 3.4: Paraméters de fittage a, b, et ¢ pour différentes conductivités thermiques A,,
de la matrice.

Selon ces résultats, il parait clairement que :

b~ —2a (3.20)

et
c~a (3.21)

Cependant, 1’équation 3.19 peut étre réécrite :

A=aP(P*—2P+1) (3.22)

D’aprés les résultats du tableau 3.4, la relation entre le paramétre de fittage "a” et la

conductivité thermique de la matrice \,, peut étre écrite :

a~0.TAn (3.23)

D’apres les équations 3.22 et 3.23 on peut ecrire :

A=0.7\,P(P*—2P +1) (3.24)

sous une forme simplifiée

A=0.7\,P(1 - P)? (3.25)

I’expression finale est exprimée en fonction de la propriété de la matrice, de la fraction

volumique de I'inclusion et de la fraction volumique de la matrice.

La comparaison entre la formule proposée (PF'), les bornes analytiques et les résultats de
simulation pour les différents cas étudiés est illustrée dans les figures 3.17, 3.18, 3.19 et
3.20.
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FIGURE 3.17: Résultats numériques en fonction de la fraction volumique P comparés a la
formule proposée et les modéles théoriques pour le cas de la matrice A, = 30[W/m.K]

” Résultats Numériques
1 -
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— K /
s L PE r=103. . i}
S PF r=0.2/
L Y EMT
0 b~—x . , r .
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
P

FIGURE 3.18: Résultats numériques en fonction de la fraction volumique P comparés a la
formule proposée et les modeéles théoriques pour le cas de la matrice A, = 100[W/m.K]
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160
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FIGURE 3.19: Résultats numériques en fonction de la fraction volumique P comparés a la
formule proposée et les modeéles théoriques pour le cas de la matrice A, = 150[W/m.K]
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FIGURE 3.20: Résultats numériques en fonction de la fraction volumique P comparés a la
formule proposée et les modeéles théoriques pour le cas de la matrice A, = 300[W/m.K]
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Dans ces figures, les courbes des résultats de simulation et ’expression analytique
proposée sont trés proches, presque superposées. Il apparait également un bon accord
entre les deux pour différentes fractions volumiques et différents rapports de forme des

inclusions.

3.6 Synthése

La méthode d’homogénéisation numérique a été utilisée dans ce chapitre pour estimer
la conductivité thermique effective de deux milieux biphasés bidimensionnels. Le premier
milieu est poreux tandis que le deuxiéme est un milieu composite a inclusions dures. Le
point important de cette étude était de faire 'investigation de 'effet de la morphologie des
pores ou des inclusions sur la conductivité thermique effective. Pour cette fin, cinq formes

distinctes d’inclusions/pores ont été considérées.

On a commencé par la détermination du volume élémentaire représentatif determi-
niste VER, en utilisant 'approche statistique suggérée par [Kanit et al., 2003] par Pap-
plication des deux conditions aux limites UGT et PBC' pour trois fractions volumiques
P =10%, P = 30% et P = 50%.

Les résultats numériques des propriétés apparentes ont été validés par une comparaison
avec différents modeéles théoriques. Ces résultats ont montré que le VER,, dans le cas de

la conductivité thermique, peut étre représenté par de faibles volumes.

Les résultats ont montré que, pour le milieu poreux, la conductivité thermique ef-
fective dépend fortement de la morphologie des pores, et le modéle de Maxwell ne peut
présenter une bonne estimation sauf pour le cas des pores circulaires. Pour le cas des com-
posites, on remarque que les résultats numériques et le modéle de Mazwell sont presque

superposés, ainsi, ce Modeéle peut assurer une trés bonne estimation de cette propriété.

Enfin, une expression analytique, sur la base du modéle Mazwell et des résultats nu-
mériques obtenus, a été proposée. Cette expression peut étre considéré comme une amélio-
ration du modeéle de Maxwell qui permet ’estimation de la conductivité thermique effective

des milieux poreux tout en prenant en compte l'effet de la morphologie des pores.
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Validation du modéle proposé

Une confrontation permanente entre théorie et expérience est une condition

nécessaire a 'expression de la créativité. (Pierre. Joliot)

4.1 Introduction

Le but principal de cette partie est la validation du modéle proposé dans le chapitre
précédent, et ce, par sa confrontation aux résultats expérimentaux publiés dans la littéra-
ture, spécialment ceux de Nakajima [Nakajima., 2013|, [Nakajima, 2010|. Pour cette fin, on
commence par une description détaillée des matériaux sujet de ses travaux antériaures, a
savoir, leur forme, leur méthode de fabrication et leurs domaines d’application. On termi-
nera cette partie par une présentation des différents résultats expérimentaux obtenus par

Nakajima [Nakajima, 2010] afin de les comparer a notre modéle.

4.2 Matériaux lotus [Nakajima., 2013]

Dans ces derniéres décénnies, un nouveau type de matériaux poreux a pores longs
et cylindriques orientés dans une direction a été fabriqué par la solidification unidirec-
tionnelle d’hydrogéne, d’azote ou d’oxygeéne sous pression. Cette technique a été étudiée
par plusieurs auteurs, a citer, [Imabayashi et al., 1983], [Svensson and Fredriksson, 1980)|
et [Knacke et al., 1979]. [Bioko et al., 1991| a fabriqué des pores cylindriques plus longs en
adoptant une technique de solidification unidirectionnelle sous une pression élevée d’hy-
drogeéne.

Hyun [Hyun et al., 1999| et Nakajima [Nakajima et al., 2001| ont également produit
des métaux poreux tels que le fer, le cuivre, le magnésium, le nickel dans une atmosphére

d’hydrogéne ou d’azote sous haute pression et de I’argent poreux dans de I'oxygéne a haute
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pression par la méthode de Czochralski et le procédé de solidification unidirectionnelle.
Durant la solidification, le gaz est rejeté du métal solide & l'interface solide-liquide en

formant de longs pores qui s’alignent parallélement a la direction de solidification.

— Solidification =——

FIGURE 4.1: Des exemples de micrographies optiques du cuivre poreux de type-lotus a
deux fractions volumiques 44.9 % et 36.6%. [Nakajima., 2013]

La technique de transformation utilisée est trés intéressante, car elle permet le controéle

de la taille et la direction des pores, ainsi que la porosité globale.

« Gasar » est la nomination utilisée par [Shapovalov, 1994, un acronyme ukrainien qui

signifie, métaux composites renforcés de gaz.

Par conséquent, un terme considéré comme étant le plus approprié pour le nom des
ces métaux poreux est utilisé par le groupe Nakajima qui appelait ses matériaux " métaux

n

poreux de type « lotus » ", du fait que la morphologie du matériau qui ressemble & celle

de la racine du lotus.

Ainsi, ces lotus et gasar métaux présentant des caractéristiques uniques sont consi-

dérés comme une nouvelle catégorie de matériaux d’ingénierie.
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4.3 Cuivre Lotus comme dissipateur de chaleur [Nakajima., 2013]

Au cours de ces derniéres années, sous la tendance de la miniaturisation et de la
capacité croissante, les taux de dissipation de chaleur dans les appareils électriques et les
diodes laser ont augmenté d’une fagon trés importante (de 1'ordre de 100 W/em?) et pour
les dispositifs électroniques a haute fréquence, jusqu’a plus de 1000 W/cm?. Lorsque le flux
de chaleur augmente, la température augmente, et un flux de chaleur de 100W/cm? est

aussi élevé quun flux de chaleur équivalent d’explosion nucléaire a 2000 K.

L’enjeu est que ces dispositifs de puissance doivent étre maintenus au niveau de la
température normale malgré le grand flux thermique. Par conséquent, de nouveaux dissi-
pateurs de chaleur avec des performances de transfert & haute température sont nécessaires

pour refroidir ces dispositifs.

Parmi les différents types de dissipateurs de chaleur, les dissipateurs de chaleur poreux
qui utilisent des micros canaux d’un diameétre de canal de plusieurs dizaines de microns sont
censés avoir une excellente performance de refroidissement car une capacité de transfert de

chaleur plus élevée est obtenue avec des diamétres de canaux plus petits.

Ces dissipateurs de chaleur poreux, de type mousse figure 4.2, ont montré une chute
de pression du fluide de refroidissement sous haute pression, car 1’écoulement du fluide de

refroidissement est freiné par la disposition aléatoire des pores.

FIGURE 4.2: Matériau poreux de type mousse
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C’est pour cette raison que les matériaux lotus avec des pores unidirectionnels sont
préférables en raison d’une faible chute de pression du fluide de refroidissement circulant

a travers les pores.

Les métaux lotus ont une configuration anisotrope des pores. Cette anisotropie donne
un comportement anisotrope aux différents domaines, a citer, 'absorption acoustique, la

conductivité électrique et thermique, la magnétisation, et méme la corrosion.

FIGURE 4.3: Cuivre type-lotus.[Nakajima, 2010]

Ces métaux lotus ont les caractéristiques principales suivantes :

— Les pores sont droits.

— La taille des pores et de la porosité est controlable.

— Des métaux poreux peuvent étre produits avec des pores de 'ordre d’'une centaine de

microns de diameétre.

L’un des métaux utilis¢é comme dissipateur de chaleur, vu sa grande conductivité
thermique, est le cuivre lotus. Actuellement, deux types de dissipateurs de chaleur existent :
les ailettes a rainures conventionnelles et les dissipateurs de chaleur de type cuivre lotus.
En général, les ailettes a rainure sont composées de plusieurs panneaux verticaux connectés

a une base. Leur configuration et leurs caractéristiques sont représentées par la figure 4.4 :
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— Dissipateurs de chaleur classiques :

La figure 4.4 illustre une configuration de dissipateurs de chaleur utilisant des ailettes

conventionnelles.

=30 mm L=10 mm

Flow
direction

L

30 mm . | 20mm |

FIGURE 4.4: Configuration des ailettes a rainures conventionnelles. -a- Refroidissement a
air -b- Refroidissement a l’eau. [Nakajima., 2013|

— Dissipateurs de chaleur de type cuivre lotus :

La figure 4.5 montre une configuration du dissipateurs de chaleur utilisant trois ailettes en

cuivre lotus.

Lotus type porous copper fin
W= 30 mm f'

Lotus type porous copper fin  Flow direction
{dpmean =03mm, = 0.39) \
| pore

00000000000
eeo 000 00 000
o

0000000 0O0C
000000 0DCG 00O

3 mm 5.5 mm

FIGURE 4.5: Dissipateurs de chaleur de type cuivre lotus. -a- Refroidissement a I'air  -b-
Refroidissement a l'eau. [Nakajima., 2013|
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4.4 Simulation numérique de la conductivité thermique

effective du cuivre lotus

L’utilisation efficace d’'un matériau lotus comme dissipateur de chaleur nécessite la
connaissance de sa conductivité thermique effective, par laquelle 'effet des pores direc-
tionnels sur le flux de chaleur est considéré. L’objectif principal de cette section est la
détermination de de la conductivité thermique effective du cuivre lotus, I'un des matériaux

les plus utilisés dans les dissipateurs de chaleur vu sa conductivité thermique élevée.

Dans cette simulation, les propriétés thermiques suivantes sont utilsées : la conducti-
vité thermique du cuivre pur est de 335[W/m.K] et celle des pores est de 0.026[W/m.K].

4.4.1 Structure du cuivre lotus et hypothéses de calcul

La représentation du cuivre lotus est 1’étape la plus importante pour l’estimation
efficace de sa conductivité thermique effective, du faite qu’elle permet la mise en evidence

de tous les paramétres influencant cette propriété.

Dans le cas d'un composite a pores unidirectionnels, les hypotheéses les plus souvent
rencontrées, dans la littérature, sont :

— La section des fibres est circulaire.

— Le profil de température est indépendant de la direction paralléle aux fibres, ce qui
traduit I’hypothése de ’absence de gradient de température dans cette direction, ainsi,
le probléme peut se réduire & un probléme 2D.

— La matrice est homogene et isotrope.

— Le composite est considéré isotrope transverse, ainsi il est possible de mettre en évidence
deux conductivités thermiques effectives distinctes : la conductivité thermique effec-
tive A| perpendiculaire & la direction des pores et la conductivité thermique effective

A— paralléle a la direction des pores; figure 4.6.

FIGURE 4.6: Illustration des conductivités thermiques effectives perpendiculaires et paral-
leles aux pores
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Dans cette étude on s’intéresse essentiellement a la conductivité thermique effective
A1 perpendiculaire & la direction des pores pour une eventuelle comparaison du modéle

proposé aux résultats expérimentaux présentés par [Nakajima, 2010].

En examinant la figure 4.7, on constate que les matériaux type lotus présentent des
pores de différents diameétres et de différentes formes. Par consequent, pour une évaluation
précise de la conductivité thermique effective des ces matériaux, trois effets importants
sont & considérer : I'effet de la taille des pores, 'effet de la forme des pores et I'effet de la

fraction volumique.

L’effet de forme et l'effet de la fraction volumique sont prises en compte par notre
modele. Pour une eventuelle comparaison de notre modeéle avec les résultats experimentaux,
une étude de l'effet de la taille des pores sur cette propriété est nécessaire, ce qui constituera

P’essentiel de la section suivante.

FIGURE 4.7: Vue en coupe d’un matériau lotus. [Nakajima., 2013|

4.4.2 Effet de la taille des pores sur la conductivité thermique

effective

Pour mettre en évidence 'effet de la taille des pores sur la conductivité thermique
effective, on commence par traiter le cas de microstructures a deux popultions de pores de
tailles différentes pour essayer de la généraliser & N populations. trois fractions volumiques
sont & envisager : 10%, 30% et 50%.

Pour chaque fraction volumique, les microstructures sont générées en faisant varier les
fractions volumiques P1 et P2 de la population 1 et de la population 2 respectivement. Les

qautres microstructures sont obtenues en faisant diminuer la fraction volumique de la pre-
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miére population allant de P1=P jusqu’a P1=0 tout en augmentant la fraction volumique
de la deuxiéme population allant de P2=0 jusqu’a P2=P. Les figures 4.8 a 4.10 présentent

une illustration des microstructures obtenues pour les trois fractions volumiques étudiées.
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FIGURE 4.8: Microstructure a deux populations : -a- P, = P = 10% et P, = 0% -b-
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P =50%
100

-a- Pp = P = 50% et P, = 0% -b-

Py =30% et P, =20%; -c- P, =20% et Po =30% et -d- P, = 0% et P;

FIGURE 4.10: Microstructure a deux populations :
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4.4.3 Présentation des résultats

Nous commencons a présenter dans la figure 4.11 la distribution locale de la conduc-

tivité thermique dans un VER,; & deux populations de pores.

FIGURE 4.11: Distribution locale de la conductivité thermique dans un VER a deux popu-

lations de pores.

Tous les résultats obtenus pour les différentes fractions volumiques sont résumés dans les

tableaux 4.1 a4 4.3.

Fraction volumique P1 Fraction volumique P2 Simulation

10% 00% 273.13
06% 04% 273.02
04% 06% 273.12
00% 10% 273.58

Tableau 4.1: Valeurs de conductivité thermique pour une fraction volumique totale de P

= P1+P2 = 10%
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Fraction volumique P1 Fraction volumique P2 Simulation

30% 00% 177.55
20% 10% 175.46
10% 20% 176.09
00% 30% 177.97

TABLE 4.2: Valeurs de conductivité thermique pour une fraction volumique totale de P =
P1+P2 = 30%

Fraction volumique P1 Fraction volumique P2 Simulation

50% 00% 103.86
30% 20% 100.81
20% 30% 101.27
00% 50% 103.22

TABLE 4.3: Valeurs de conductivité thermique pour une fraction volumique totale de P =
P1+P2 = 50%

La figure 4.12 résume tous les résultats obtenus pour les différentes fractions volumiques

étudiées.
| | P'= P1+P2 = 10% —=—
300 P =P1+P2 =30% ----e--- |
P = P14P2 = 500 --%-e-t
»—a-u—_a
250 | ]
< 200 | ]
E FOPR—
2
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<
O — e " |
50 | ]
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FIGURE 4.12: Conductivité thermique effective en fonction de la fraction volumique P2.

On remarque clairement, d’aprés la figure 4.12, que la conductivité thermique équi-
valente reste constantes pour les différentes combinaisons étudiées et ce pour toutes les
fractions volumiques considérées. Donc, on peut conclure que l'effet de la taille des pores

est absent par conséquent, on peut généraliser ce résultat a n populations de pores de mémes
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taille, tel que : si une microstructure présente n pores, tous de tailles différentes mais de
méme forme, sa conductivité thermique effective est égale & celle d’'une microstructure a

une population de pores de méme forme, figure 4.13.
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FIGURE 4.13: Morphologies équivalentes : -a- Microstructure & n populations. -b- Micro-
structure & une population

4.4.4 Confrontation du modéle proposé aux résultats experimen-

taux

Cette section est consacrée a la confrontation du modéle proposé aux résultats expéri-
mentaux du cuivre lotus obtenus par [Nakajima, 2010]. En comparant les résultats obtenus
expérimentalement avec les résultats obtenus par notre modéle, une erreur maximum de
+10% est observée, figure (4.14 -a-). Le méme résultat a été observé par [Nakajima, 2010]
en comparant toujours ses mémes résultats experimentaux a un modéle simple basé sur
la modification d’un modéle théorique en annulant la conductivité thermique des pores,
figure ( 4.14 -b-).
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‘ ‘ ‘ ‘ |
Resultats experimentaux [Nakajima,2010] 1 z sy RN .
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FIGURE 4.14: -a- Comparaison du modéle proposé aux résultats expérimentaux établis par
[Nakajima, 2010], -b- Résultats expérimentaux et modéle établis par [Nakajima, 2010]
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Toujours en considérant des pores circulaires (r=1), notre modele se réduit au modéle
de Maxwell et se superpose au modéle proposé par |[Nakajima, 2010]. Ces deux cas sont
limités aux pores de forme circulaire, ce qui ne refléte pas la réalité des matériaux lotus
qui ne présentent pas une seule forme mais des pores avec différentes tailles et différentes

formes, figure 4.7.

D’aprés les résultats de cette étude, la déformation des pores entraine une diminution
de la propriété effective ce qui explique les fluctuations des points expérimetaux sous le
modeéle qui sont dus essentiellement au fait que les pores ne sont pas toujours circulaires.
Pour une meilleure illustration de l'effet de la forme des pore, nous présentons dans la
figure 4.15 le modéle proposé avec 3 rapports de forme différent r = 1 (pores circulaires),
r=0.8etr=0.5.
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P
FIGURE 4.15: Comparaison des résultats expérimentaux [Nakajima, 2010 au modéle pro-
posé pour trois rapports de forme : r =1, r =0.8 et r = 1.0.

Malgré que le modéle proposé présente, jusqu’ici, une meilleure estimation de la
conductivité thermique des matériaux lotus, en prenant en compte qu'une forme des pores
a la fois, une étude plus poussée permettant sa généralisation afin de prendre en compte n

popultations de pores & n formes différentes est souhaitée pour une estimation plus précise.

4.5 Synthese

Dans ce chapitre, une confrontation du modéle proposé dans le chapitre 3 & des résul-

tats expérimentaux tirés de la littérature a été réalisée. Pour cette fin et vu la particularité
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de la microstructure des matériaux lotus, présentant des pores cylindriques de différentes
tailles, une investigation de l'effet de la taille des pores sur la conductivité thermique effec-
tive a été réalisée. Les résultats obtenus ont monté I'absence de 'effet de taille des pores

sur la propriété effective.

Par contre l'effet de la forme des pores est confirmée ,d’une part, par les résultats
numériques obtenus et ,d’autre part, par les différentes fluctuations des résultats expé-
rimentaux publiés par |[Nakajima, 2010]|. en les comparant au modeéle proposé pour trois

rapports de formes différents, 1'effet de la forme des pores sur cette propriété effective.

Pour une meilleure estimation et vu que les pores sont de différentes tailles et de
différentes formes (différents rapports de formes ) une étude plus approfondie qui tiendra
en compte, dans un premier lieu, l'effet de deux populations de formes différentes, pour
I’élargir ensuite a I'effet de n populations de formes différentes sur la conductivité thermique

effective.
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Les applications des matériaux composites concernent a peu prés toutes les activités
humaines : transports (avions, trains, automobiles, bateaux, aérospatiale), sport, électricité
et électronique, médicale, batiment... Les composites que nous avons étudiés ici sont plus
particuliéerement les composites poreux dont les caractéristiques mécaniques et physiques

sont plus intéressantes que celles des matériaux dits standards.

Cette these avait pour objectif principal I’étude de I'influence de la morphologie des
inclusions/pores sur les propriétés élastiques (coefficient de compressibilité k et coefficient
de cisaillement ) et thermiques (conductivité thermique A) des matériaux composites a
deux phases de type matrice-inclusion en utilisant ’homogénéisation numérique.

Dans un premier temps, nous avons commencé par définir le volume élémentaire
représentatif en passant par les différentes conditions aux limites spécifiques aux pro-
blémes d’homogénéisation, et aux différents estimateurs et bornes analytiques qui, par
comparaison, permettent la validation des différents résultats de 'homogénéisation nu-
mérique. Tous ces rappels ont servi comme base théorique pour les différentes appli-
cations effectuées. Notons que l'approche statistique et numérique proposée par Kanit
[Kanit et al., 2003] a été utilisée dans ce travail pour I’évaluation de la taille du V.E.R et
les propriétés élastiques et thermique effectives des différentes microstructures aléatoires
étudiées.

La premiére partie a été consacrée a I’étude des propriétés élastiques, a citer, le co-
efficient de compressibilité k et le coefficient de cisaillement p. Les résultats numériques,
obtenus par l'application des deux conditions aux limites (KUBC) et (PBC) sur diffé-
rentes réalisations, ont permis la détermination des fluctuations des propriétés élastiques
apparentes. Les courbes des moyennes des fluctuations ont conduit & la détermination des
différentes tailles du V.E.R et des propriétés effectives correspondant aux différentes formes
et aux différentes fractions volumiques.

Etant donné que la portée intégrale est le seul parameétre, dans cette approche statis-
tique, qui est lié a la morphologie des inclusions, alors son évaluation s’avere 'une des clés
permettant 1’étude de 'effet de la morphologie des inclusions sur le comportement élas-

tique des microstructures aléatoires. Pour cela nous avons effectué le fittage des courbes
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es moyennes des fluctuations par la formule de I'erreur relative ce qui a permis d’évaluater
d des fluctuat la f ledel’ lat d”évaluat

numériquement cette portée intégrale pour les différents cas étudiés.

La comparaison des résultats numériques obtenus par l’équation 2.18, défini par
[Kanit et al., 2003| comme le volume d’une inclusion dans le V.E.R, a permis de confir-
mer et de conclure que : La portée intégrale est un paramétre purement morphologique et
égale au volume (surface) d'une inclusion dans le V.E.R déterministe. De ce fait et peu
importe la forme de l'inclusion, I'effet de la morphologie de ces pores est considéré absent
(négligeable). Enfin les résultats obtenus nous ont conduits aux deux concepts suivants :
— Le concept de la morphologie équivalente qui stipule que toutes les morphologies des

inclusions ont le méme comportement élastique.

— Le concept du matériau le plus hétérogene, qui permet de déduire que le matériau le plus
hétérogene, pour les microstructures biphasées de type matrice-inclusion, est obtenu pour
une fraction volumique P = 2/3.

La deuxiéme partie de cette thése a été consacrée a 1’étude de 'influence des mor-
phologies des pores sur I'une des propriétés thermiques la plus importante des matériaux
utilisés dans l'isolation thermique et ’absorption acoustique, a savoir la conductivité ther-
mique.

La méme approche d’homogénéisation numérique utilisée dans la premiére partie est
utilisée cette fois-ci pour estimer la conductivité thermique effective de microstructures a
cinq formes distinctes d’inclusions/pores.

On a commencé par déterminer le volume élémentaire représentatif déterministe
V.E.R,; par 'application des deux conditions aux limites UGT et PBC' pour trois fractions
volumiques P = 10%, 30% et 50%.

Les valeurs des propriétés apparentes ont été validées par comparaison de celles-ci
avec les différents modeéles théoriques. Ces résultats ont montré que le V.E. Ry, dans le cas
de la conductivité thermique, peut étre représenté par de faibles volumes vu la convergence
rapide des propriétés apparentes vers les propriétés effectives. Ainsi la technique de fittage
de la portée intégrale utilisée dans la premiére partie n’a pas été possible.

L’étude de 'effet de la forme des pores, dans ce cas, sur cette propriété effective, n’est
possible que par une estimation directe de la conductivité thermique effective de chaque
cas considéré.

Les résultats ont montré que, pour le milieu poreux, la conductivité thermique ef-
fective dépend fortement de la morphologie des pores, et le modéle de Maxwell ne peut

présenter une bonne estimation sauf pour le cas des pores circulaires.
Pour le cas des composites, les résultats numériques et le modéle de Mazwell sont
presque superposés, ainsi, ce modeéle peut assurer une trés bonne estimation de cette pro-

priété pour un contraste supérieur ou égal a celui étudié.
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Enfin, et vu que l'effet de la forme des pores est présent, une derniére partie de
cette étude a été consacrée au développement d’une expression analytique sur la base du
modeéle Mazwell et des résultats numériques obtenus. Cette expression peut étre considérée
comme une amélioration du modéle de Maxwell qui permet ’estimation de la conductivité
thermique effective des milieux poreux tout en prenant en compte l’effet de la morphologie

des pores.

La troisiéme et derniére partie de notre travail est consacrée a la validation de 'ex-
pression analytique proposée par comparaison des résultats obtenus a des résultats expé-
rimentaux tirés de la littérature, notamment les travaux de [Nakajima, 2010]. Cette com-
paraison a montré une bonne concordance entre la I’expression proposée pour le cas des
pores circulaires (modeéle de Maxwell). Les fluctuations des résultats expérimentaux autour
de la formule proposée ont montré une erreur max de I'ordre de 10%. Les mémes résultats
sont trouvés par [Nakajima, 2010] en comparant ces résultats & un modeéle simplifié par

I’annulation de la conductivité thermique des pores.

Une deuxiéme comparaison de la formule proposée pour différentes formes, r=1, r=0.8

et r=0.5, aux résultats expérimentaux confirme la présence de l'effet de forme.

En fin et vu la configuration des métaux lotus qui présentent des populations d’in-
clusions de différentes tailles et différentes formes, Il est intéressant, d’améliorer la formule
proposée dans notre étude par une autre plus approfondie qui tiendra en compte, dans un
premier lieu, de l'effet de deux populations de formes différentes, pour I’élargir ensuite a

I’effet de n populations de formes différentes sur la conductivité thermique effective.

108



Annexe A

L’Approche Kanit et al.irixeirapinto, 2012

[Kanit et al., 2003| et [Kanit et al., 2006] ont présenté une définition plus quantita-
tive du V.E.R qui doit assurer, avec une certaine précision, la propriété estimée obtenue
par moyenne spatiale dans un certain domaine V. Ces travaux comportent un premier
volet déterministe pour déterminer le type de conditions aux limites conduisant le plus
rapidement, avec la taille de réalisation, a une stabilisation de la moyenne de la propriété
et de I’écart type correspondant. Le second volet de ces travaux consiste en une analyse
statistique pour la détermination de la taille d'un V.E.R optimal. Il est fondé sur I'analyse
de la variance en fonction de la taille de réalisation. Cette variance est exprimée a partir
d’un parameétre morphologique dit portée intégrale. Cette méthode ajoute la possibilité de

fixer la précision et le nombre de réalisations souhaité pour estimer la taille du V.E.R.

A.1 Partition du volume initial

Pour I'application de cette méthode, on commence par diviser le volume initial de la
microstructure étudiée en n subdivisions de méme taille appelées réalisations. Deux fagons
sont utilisées pour la subdivision du volume :

— La premiéere, dite réguliére, consiste a diviser le volume initial en n subdivisions de méme
taille. Etant donné que le chevauchement, dans cette méthode, est interdit, le nombre
maximal de réalisations est égal au nombre de subdivisions, figure A.1-a-.

— La deuxiéme, dite aléatoire, consiste a diviser le volume initial en n subdivisions de
méme taille mais en autorisant, cette fois-ci, le chevauchement partiel entre les différentes
subdivisions, ce qui permettra 'obtention d’un nombre de réalisations plus important

que dans la premiére technique, figure A.1-a-.
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FIGURE A.1: Illustration d’une subdivision -a- réguliére et -b- aléatoire.

A.2 1% Méthode : Analyse déterministe

Dans cette méthode, les deux techniques de partitionnement peuvent étre utilisées.
Apreés génération des différentes réalisations d’une taille donnée, les étapes a suivre sont :
— Une simulation par éléments finis est utilisée pour déterminer les champs de la grandeur
Z a étudier.

Un calcul de la valeur moyenne volumique < Z >y peut ainsi étre effectué pour chaque

réalisation.

1
< Z >y= V/zdv (A.1)
14

Calcul des fluctuations (variance en statistique) D% de < Z >y entre les différentes

réalisations d’une taille donnée, a partir de I’équation :
D2 =< (2)* >y —(< Z >v)? (A.2)

Les deux derniéres étapes sont répétées pour des familles de réalisations de tailles diffé-
rentes.

Finalement, on trace la moyenne volumique de la grandeur Z ainsi que l'intervalle de
variation exprimée par [< Z > —2x% Dy, < Z > 42 % Dy| en fonction de la taille du

volume.

110



Annexe A

A.3 2°m¢ Méthode : Détermination statistique de la taille
du V.E.R

Cette approche permet de fixer une estimation £ et un nombre de réalisations comme
entrée de 'estimation de la taille minimale du V.FE.R pour une grandeur Z donnée. Dans
cette approche, la variance D% (V') de la valeur moyenne de la grandeur Z sur les différentes
réalisations d’une taille donnée est exprimée en fonction du volume de la réalisation V et
de la portée intégrale Ay par :

— Dans le cas ol Z est un scalaire additif sur le vojlume \Y
Z

DY(V) = D2.(52) (4.3)

— Dans le cas ol Z est une propriété non additive par
2 2 Az a
D7 (V) = DZ.(V) avec o # 1 (A4)
Az est une notion qui permet de prévoir la variabilité des propriétés d’un matériau en

fonction de la géométrie de ses composants.

L’erreur absolue g4 d’estimation de la grandeur par rapport a la valeur exacte M
du processus aléatoire < Z >y (V'), obtenue avec n réalisations indépendantes du volume,

est déduite a partir de 'intervalle de confiance par :

2D
€abs = 2Dz(V) (A.5)
Vn
Donc, l'erreur relative est donnée par :
€abs 2D2(V)
rela — = A6
el =N T TMyn (4.6)

Ainsi, pour une erreur relative souhaitée, le nombre de réalisations n & simuler peut étre

exprimé par :

4
€2 M2

rela*

D3z (A7)

n(V) = %

De la méme fagon, pour une erreur relative €, et un nombre de réalisations n souhaité, le

plus petit volume a simuler est donné par :

4 ) 1/a
VVER = <mDZ) AZ (Ag)

rela
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A.4 Algorithme de détermination de la taille optimale

du VER pour une propriété additive

La démarche de détermination de la taille optimale du V.E.R pour une propriété
additive a partir des outils statistiques de [Kanit et al., 2006] peut se décrire de la fagon
suivante :

— Générer différentes réalisations de la microstructure pour chacune des différentes tailles
de subdivision V choisies ;

— Soumettre chaque réalisation de la microstructure & un chargement et mesurer la gran-
deur Z(x);

— Calculer la moyenne volumique et la variance correspondante de la grandeur effective
sur les différentes réalisations d’une méme taille ; vérifier que le nombre de réalisations
est suffisant pour chaque taille de volume & partir de ’estimation de l’erreur absolue
équation A.5 ou relative équation A.6;

— Identifier la portée intégrale dans I’équation A.3;

— Définir la précision souhaitée ¢, pour I'estimation de la propriété effective et le nombre
de réalisations n et utiliser I’équation A.8 pour trouver le V.E.R final.

Les équations A.5, A.6 et A.7 nécessitent la connaissance des valeurs vraies (ou au

moins une estimation précise) de la variance D%(V) et de la valeur moyenne exacte M.

La précision de la méthode présentée par [Kanit et al., 2003| et [Kanit et al., 2006]
dépend fortement du nombre de réalisations choisi par les utilisateurs. L’algorithme, décrit
précédemment, nécessite un grand nombre de calculs (de 10 a 2500, selon la taille du volume
V' [Kanit et al., 2003]). Le nombre de réalisation est défini par un critére d’arret basé sur

la stabilisation de ’estimation de la moyenne de la propriété et de sa variance.
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Résumé

Le but principal de ce travail est 1’étude de I’effet de la morphologie des inclusions/pores sur les
propriétés élastiques et thermiques des matériaux composites de type matrice dominantes a deux phases.

Dans la premiére partie de cette étude, I’approche numérique développée par [Kanit et al. 2003] a
été utilisée pour la détermination des propriétés élastiques, notamment le coefficient de compressibilité k et le
coefficient de cisaillement x4, afin d’évaluer « la portée integrale », le seul paramétre statistique lié a la
morphologie des inclusions. Les résultats obtenus ont montré 1’absence de ’effet de la morphologie des pores
sur les propriétés élastiques étudiées.

Dans la deuxieme partie, la méme approche a été adoptée pour 1’évaluation de ’effet de la
morphologie des inclusions sur la conductivité thermique des matériaux composites. Les résultats obtenus
ont montré que la conductivité thermique effective est influencée par la forme des pores pour les milieux
poreux, alors que pour le cas des matériaux composites non poreux 1’effet est totalement absent.

Une formule, obtenue numériquement, permettant 1’estimation de la conductivité thermique des
milieux poreux tenant compte I’effet de la forme des pores a été proposee. Enfin la formule proposee est
comparée et validée par sa confrontation a des résultats expérimentaux tirés de la littérature.

Mots clés : Homogénéisation, Milieu poreux, V.E.R, Portée intégrale, Méthode des Eléments Finis,
Propriétés effectives.

Abstract

The main aim of this work is the study of the effect of inclusions / pores morphology on elastic and

thermal properties of two phases composites.
In the first part of this study, the numerical approach developed by [Kanit et al. 2003] was used to determine
the elastic properties, particularly the bulk modulus k and the shear modulus g, in order to evaluate the
"integral range" which is the only statistical parameter related to the morphology of inclusions. The
obtained results showed the absence of the morphology effect of the pores on the studied elastic properties.

In the second part, the same approach was adopted for the evaluation of the effect of the inclusions
morphology on the effective thermal conductivity of composite materials. The obtained results have showed
that the effective thermal conductivity is influenced by the pores shape for the porous media, while in the
case of non-porous composite materials the effect is completely absent.

A formula numerically obtained, allowing the estimation of the effective thermal conductivity of
porous media taking into account the effect of the pores shape, has been proposed. Finally, the proposed
formula is validated by his comparison with experimental results taken from the literature.

Keywords: Homogenization, porous medium, R.V.E, Integral range, Finite Element Method, effective

properties.
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