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Introduction

La communication avec les sondes spatiales, a I’autre bout du systéme solaire, pose
le probléme de la fiabilité du message transmis. Une transmission sur une telle distance
est obligatoirement parasitée (notamment & cause de diverses sources de perturbations
électromagnétiques). Pourtant, dans ce domaine et dans bien d’autres, il est primordial
que les informations collectées pas les sondes soient bien recues. Il y a donc nécessité de
"sécuriser" la transmission : c’est le role des codes correcteurs d’erreurs. On rajoute au
message a transmettre des informations supplémentaires qui permettent de reconstituer
le message au niveau du récepteur.

Le domaine d’étude des codes correcteurs a connu une évolution en définissant des
classes de codes. Chaque classe posséde des propriétés concernant leurs construction,
par exemple les codes de Hamming, les codes BCH et les codes convolutionnels (ou
convolutifs).

Les deux classes les plus importantes des codes utilisés dans la pratique, sont les codes
en blocs et les codes convolutionnels.

Tandis que les deux classes jouent un role également important dans la pratique en
matiere de technologie, le code convolutionnel a été crées seulement dans les années 70
du dernier siecle.

Les codes convolutionnels ont été utilisés dans les applications commerciales des sa-
tellites de communication, ainsi que dans les applications de satellites militaires et dans
tous les standards de téléphonie mobile de deuxiéme génération.

L’objectif principal de ce mémoire est I’étude des codes convolutionnels qui consiste a
la construction de ces codes sur différents corps finis , ces approches surtout les approches
graphiques et polynémiaux, la cyclicité et la cyclicité double.

Ce travail est composé de trois chapitres structurés comme suit :

Dans le premier chapitre on donne quelque notions de base d’algébre, ensuite on pré-
sente les notions fondamentales de la théorie des codes linéaires (la matrice génératrice,

la distance minimale, la cyclicité d’un code linéaire et la représentation polynomiale).
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Dans le deuxiéme chapitre on présente les codes convolutionnels selon les trois ap-
proches suivantes :

* 1V approche de la matrice polyndmiale.

* 1V approche de la matrice scalaire.

* 1V approche du décalage de registre .

* Les approches graphiques :

- diagramme en arbre.
- diagramme d’état.
- treillis.

Le troisiéme chapitre consiste a la construction des codes convolutionnels o —cycliques
(codes convolutionnels cycliques au sens de Piret) et doublement cycliques. Cette construc-
tion est basée sur I’étude de 'algeébre de Piret Az, o] pour certains automorphismes o
de A.

Les codes convolutionnels o —cycliques sont caractérisés par H. GLUSING-LUERSSEN
[3] comme des idéaux & gauche dans l’algebre A[z, o].

Notre participation consiste a détérminer les polynémes générateurs de ces idéaux et

les matrices génératrices des codes convolutionnels doublement cycliques.



Chapitre 1

(Généralités sur les codes correcteurs

d’erreurs

La théorie des codes est développée pour répondre au probléme de la correction des
erreurs introduites dans un systéme de transmission de linformation. A T’origine, dé-
veloppée par des ingénieurs en électronique, elle constitue maintenant une branche des
mathématiques discrétes. Le principe de construction d’un code correcteur d’erreurs sys-
tématique consiste a ajouter aux mots constitués de m éléments d’information aqas...a,,
ou les a; parcourent un corps fini F, k éléments (dits de controle) a,,11am12. .-G déter-
minés par le biais d’une fonction (dite fonction de codage)Wdes m éléments d’informa-
tion ; définie au préalable. La longueur d’'un mot code est alors n = m + k. Pour vérifier
qu'un mot recu a1as...amdmi10mas---Gmyr appartient au code, on applique la fonction
f:F™ — F™* 34 qia9...a,, on obtient le bits de redondance by, 104 2...bm1 . Ensuite
on compare cette grandeur aux éléments effectivement regus a,,110m19...Gpm k. S’il y a
coincidence entre ces grandeurs, le mot recu est un mot code, sinon on détecte une erreur.

Nous rappelons, dans ce chapitre, quelques notions de base utiles pour I’étude des

codes convolutionnels, ainsi que la cyclicité de ces codes.



1.1 Les codes linéaires

Cette famille de codes est développeé par Mac Williams et Sloane dans les années
50 [1]. Ces codes sont utilisés dans les transmissions satellitaires, téléphoniques, la sau-
vegarde sur disque Laser, la lutte contre le bruit, traitement de I'image et de la parole

entre autres.

Définition 1

e Soit A un ensemle fini, dit alphabet. L’ensemble des mots de longueur finie formés
avec les symboles de A, muni de la loi de composition interne "concaténation” est un
monoide libre, noté A. L’élément neutre de cette loi est le mot vide.

e Un code C sur A est un sous ensemble de A. Les éléments ¢ de C sont dits " mots
codes” .

e On dit que C' est un code binaire si A =TFy ={0,1}.

e Si tous les mots codes de C' sont de méme longueur, on dit que C' est un code en

bloc. Dans le cas contraire C' est un code a longueur variable.

Définition 2
St est un corp fini et C' est un sous-espace vectoriel de dimension k de F™, alors C'

est dit un code linéaire de longueur n et de dimension k qu’on note C (n, k).

1.1.1 Codage en bloc linéaire

Nous allons considérer dans la suite que ' est un corps fini, et V' = F" l'espace
vectoriel de dimension n sur F.

Le codage en bloc consiste a découper le message a transmettre (un paquet de bits
de F) en blocs ayant tous une certaine longueur k fixée a ’avance. Puis en lui joignant
n — k bits supplémentaires appelés bits de controle, ou bits de parité. Le bloc obtenu est
dit mot code.

Le nombre n s’appelle la longueur du code.



Si les bits de contole sont placés a la fin de chaque bloc; le codage est dit systématique.

La figure suivante représente le codage en bloc :

| Message d'origine |

Fmmmmmmmm e e mmmm e e,

Remarque 3

Le codage en bloc linéaire peut étre représenter par une application linéaire
¢ :Fk — Fn
ur— ¢(u) =c

ot u = (ug, Uy, ...., ug_1) représente les k symboles d’information et ¢ = (co, 1, ..., Ch1)

le mot code qui lui est associé.

1.1.2 La matrice génératrice d’un code linéaire

Etant donné un code linéaire C (n, k) sur le corps F. Soient g1, g, .., gx une base de

C (n, k). Alors tout élément ¢ de C' (n, k) est de la forme ¢ = uy.g1 + u2.g2 + ... + Ug.gx-



[

En posant G = g.2 on obtient ¢ = u - G o0 u = (uy, Uz, ..., Uy).

9k

Proposition 4
Soit C' (n, k) un code linéaire dont {g1, g2, ..., g} est une base de C (n, k), alors tout

élément de C (n, k) s’écrit sous la forme

C={c:ic=u-GueF} (1.1)
ol
(51
= g2
9k

est une matrice de type k X n.

Définition 5
Une matrice génératrice d’un code linéaire C' (n, k), notée G, est une matrice d’ordre

k dont les vecteur lignes forment une base de C (n, k).

Notons qu’il existe autant de matrices génératrices pour un code linéaire que de bases

du sous espace C (n, k).

L’encodage de C' (n, k) associé & G = 9_2 est aplication linéaire

gk

¢:FF — C(n,k) CF"



dont la matrice associée, relativement 4 la base canonique de F* et la base {g1, g2, ..., gx }

de C (n, k), est la transposée de G. Tout message u = (u1, ..., u;) € F* est codé par

¢ (u) = G".

U

L’application ¢ : F¥ — C (n, k) est bijective car la matrice G est de rang maximum

1.1.3 La matrice de controle

Etant donné le code linéaire C' = C' (n, k) de matrice génératrice G .

Considérons I'orthogonal (suivant le produit scalaire usuel sur F") de C' :

CL:{UEV:UtC:O:VCEC}

Lemme 6
Soit C = C (n, k)
oCt =C(n,n—k) (dit code dual de C).

0Si H est une matrice génératrice de C* alors

C={ceV:Hc=0}
e Pour toutes matrices génératrices G et H de C' et C*+ respectivement, on a H'.G = 0.

Preuve
Le sous espace orthogonal de ’espace ligne de la matrice H, qu’on appelle ’espace
nul de la matrice H est exactement le code C.

En d’autre terme, on peut écrire :

10



C={ceV:H'c=0}

Il est clair qu’on a la relation suivante :

H'G=0

La matrice H est appelée la matrice de controle du code C. m

1.1.4 La distance minimale d’'un code linéaire

Soit C'= C'(n, k) un code linéaire sur F.

Définition 7

e On définit le poids d’un vecteur v = (vq, v, ..., v,) de F", noté w (v) comme étant le
nombre de ses composantes non nulles.

e La distance de Hamming entre deuz vecteurs u et v, notée d (u,v), est le poids de

u — v, c’est-a-dire le nombre des positions ou elles sont différentes.

Définition 8
On appelle distance minimale dun code linéaire C' = C (n, k), notée d, la plus petite

distance de Hamming entre deux mots codes différents

d= m;nd(u,v) (1.2)

u,veC

et on note C' = C (n, k,d).

Théoréme 9

Un code C = C (n, k,d) peut corige au moins [%] erreurs par mot.

11



1.2 Codes classiques

1.2.1 Les codes de Hamming

Les codes de Hamming sont des codes linéaires. Ils sont caractérisés par l'aisance de
codage et de décodage. Ils ont été introduits par Golay en 1949, et par Hamming en
1950.[1]

Nous donnons une présentation succinte, dans ce qui suit, les codes de Hamming

binaires (tous les résultats sont généralisables au cas des corps finis quelconques).

Définition 10

Le code de Hamming & m bits de controle, noté Ham (m) est le code linéaire de
longueur n = 2™ — 1, dont la matrice de controle H,, = (hy,ha, ..., hy,) est caractérisée
par :

"le §*™¢ vecteur colonne h; est la représentation binaire de lentier naturel i dans
Fy .

Autrement dit Ham (m) est un C (2™ —1,2™ —m — 1) et avec :

0 0 1
H,, =

0 1 1

10 1

Exemple 11

Pour m = 3, on obtient comme matrice de controle

000 1 1 1 1
Hys=| 0 1 1 0 0 1 1
1 01 01 0 1

12



Proposition 12
Pour tout m > 3, Ham (m) est de distance minimale égale & 3. Par conséquent il est

capable de corriger une seule erreur.

1.2.2 Les codes cycliques

La propriété cyclique de ce genre de codes permet une notation polynémiale particu-
lierement pratique rendant leur implémentation physique facile et réalisable en utilisant

les circuits électroniques.

Définition 13
Soit C un sous espace de F". On dit que C' est cyclique si C  satisfait :

Uy = {007617 "'7Cn—1} e = Ug = {Cn—17007017 "'7Cn—2} e C.

Proposition 14 [3]

Soit C un sous espace de F™. C' est cyclique si et seulement si

01 0
0 0 0
cSCCouS=|:+ + + de type n x n (1.3)
0 0 1
10 - 0

Représentation polynémiale des codes cycliques
Soit F [z] ’anneau unitaire des polynomes sur le corps F. F [z] posséde une structure
d’espace vectoriel sur F ayant {1, z,2?, ... } comme base.

On considére le sous espace

A = {feF[z]:deg(f) <n} (1.4)

= {a0+a1x+...+anflx”’1:ai GF;Ogign—l}

13



Proposition 15

les espaces vectoriels F™ et A sont isomorphes.

Preuve

On considére 'application

P : F"— A

n—1
v = (a,,a,,....a,_ ) Pv)= Zazmi
i=0
P est linéaire du fait que :
n—1
Plav + pu) = (aa; + Bb;)
i=0
n—1 n—1
= Z aa;xt + Z Bb;xt
i=0 i=0
n—1 n—1
= aZaﬂ:i —i—b’Zblﬂ
=0 1=0
= aP(v)+ BP(u)
Soient u et v dans F" tels que P(u) = P(v).
n—1
Alors 0 = P(u) — P(v) = Z (a; — b;) *.D’ot u = v.
=0
Si F = FF, pour un certain ¢ et comme | Fy |=| A |= ¢™ alors P est un isomorphisme

d’espaces vectoriels. m

Considérons 'anneau quotient

Flz] /(z" = 1) ={ap+ma+..+a,_10" " iaq, € F;0<i<n—1}

14



ou

a = [z] =zf2" —1]
o = [2°] =22" -1
o't = " =2 e - 1]
a" = 12" —1]

Alors on peut représenter F [z] /(™ — 1) sous la forme :

Flz] /(z" — 1) = {vo + 1z + ... + v,_12" ", v; € F}
D’ou Iisomorphie de A et F [x] /(2" — 1).
Proposition 16
Soit C' C F" un code linéaire. Alors
C cyclique <= [c € P(C) = xzc € P(C)]
Preuve
eSoit
v=(ag,a1,...,an_1) € C = P(v) = ag+ a1x + ... + a,_12"*
= zP(v) = (apx + a12* + ... + a_12")
= (CLO.’E + CL1.CL'2 + ...+ an_l) [l‘n — 1}
n—1

= a1+ apT + a12% + ... + ap_ox

Si C est cyclique alors (a1, ag, ..., an—2) € C' . Donc zP(v) € P(C).

eInversement

15



Pour

v=(ag,a1,...,an_1) € C = P(v) =ag+ a1z + ... +a, 12" 1 € A
= zPw)[z" -1l € A
= aqr+ar’+...+a, 1 €A
—= a,_ 1 +agr +a? ... Fa, V€A

- (an—b ag, - a’n—?) eC
Alors C' est cyclique. =

Lemme 17

Soit I C A. Si I est idéal de A alors I satisfait :
cel = uzcel

Proposition 18 [1]
Le sous espace vectoriel C' de F [x] /(z" — 1) est un code cyclique si et seulement si

P(C) est un idéal de A.

Preuve

Suposons que C' est cyclique et prouvons qu'il est un idéal de F [z] /(2" — 1).

Sice P(C) alors on a :
xzc € P(C)

Et par induction sur ¢ on trouve :
Vi:0<i<n-—1:2c€ P(C)

Par linéarité on peut écrire :

v(x)c(x) e P(C)

16



pour tout polynome v (z) de F[z] /(2" — 1) , ce qui montre que C est un idéal.

Réciproquement, supposons que C' est un idéal dans F [z] /(2" —1). Si ¢(z) € P (C)
alors zc (x) € P (C) et d’apres proposition 1.4 C' est cyclique. m

Proposition 19

Tout idéal de F [x] /(2™ — 1) est engendré par un diviseur de x™ — 1.

Remarque 20
Tout diviseur g(x) de degré m, m < n, de x™ — 1 on peut lui associer un code cyclique

de longueur n et de dimension n —m dont la matrice génératrice est donnée par :

9(x)
zg (x
a 9'( )
xn—m—lg(x)
Jdo 1 Jm-1  Gm 0 0 0
0 go G1 Im-1  Gm 0 0
0 0 -+ go g1 Gm-2 9m-1 Gm O
0O 0 --- 0 9o g1 g2  Om—-1 9m

ot g(x)=go+ g1z + 4 g1 + g™,

1.2.3 Les codes BCH

Parmi les codes linéaires cycliques connus, les codes BCH(1959 — 1960). Ces codes
présentent une grande capacité de correction, pour des erreurs indépendantes.

Considérons un corps fini F.

17



Définition 21

Sotent v un entier positif et « € F = F,_,m une racine n — ieme de l'unité ot p est
l’ordre multiplication de g modulo n.

Un code BCH sur F, de longueur n et de distance minimale 2 < d < n est un code

cyclique dont le polynéme générateur g (r) admet la suite :

Ay Opt1y - ooy Opypd—2

de d — 1puissances consécutives de o comme racines c-a-d

r+d—2

g@)= I @-a)

i=r

Si p; (z) est le polynome minimale de o' sur F, donc le polynéme générateur g (x) du
code BCH est :

g (z) = ppem (pr (), Prg1 () 5 oy Prya—2 (7))

Théoréme 22

Avec les données précédentes on a : dyin > d(00 dpin est la distance minimal de C').

Définition 23
Si C est un code BCH de distance désignée d et m = 1(n=q—1). Alors le code C

est dit code Reed Solomon et en particulier

1.2.4 Les codes de Reed-Solomon

Les codes de Reed-Solomon sont souvent présentés comme un cas particulier des codes
BCH a coefficient dans [y, de lonqueur n = ¢ — 1 et de distance minimale la plus large

possible. Ces codes ont été introduit en 1952 par Buch.

18



Définition 24
Soit o un élément primitif dans F,. Un code de Reed-Solomon, est un code BCH
au sens strict sur F, de longueur n = q — 1 et son polynéome générateur admet comme

racines :

Et comme le polynome minimum de of dans F, est x — o alors :
g)=(z—a)(z—a?) .. (z—a®).

1.2.5 Les codes de Goppa

En 1970, Goppa a décrit de maniére différente une sous classe de codes linéaires, non

nécessairement cycliques, qui présente des propriétés treés importantes.

Définition 25

Soitg (x) un polynoéme dans Fym [x] de degré t, 1 <t <n, et soit L = {Yg, V1, Tn}
un ensemble de t éléments distincts de Fym tels que g (7;) # 0 pour 1 < i < n.

Un code de Goppa, noté I (L, g) , associé a g (x) dit polynéme de Goppa, est I’ensemble
des vecteurs ¢ = (cg, C1, ..., Cn1) de [y qui vérifient la relation suiante dant l'anneau des

polynémes a coefficients dans Fyn, (Fm [x]) :

n—1

Z cig (%)71 g(x)—g(7;) —0

T — .
=0 Vi

Remarque 26
Sionpose :g(z) =artet L={a"t:1<i<n}, ot « estlaracine n®®"® de I'unité
dans Fym, alors T' (L, g) est le code BCH au sens strict défini sur F,, de longueur n est

de distance apparente d.

Lemme 27

Soit I' (L, g) un code de Goppa sur Fy, tel que L = {7q, V1, .., V) € Fym.
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(coyC1yeneyCno1) €T (L, g) est un mot code si selement si on a :

i
L

Il
e

¥
&
I

=
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Chapitre 2

Codes convolutionnels

Les codes convolutionnels constituent 'une des principales familles de codes correc-
teurs. De méme que les code en blocs, les codes convolutionnels peuvent étre utilisés soit
a la détection des erreurs soit a leur correction. Dans la majorité des cas, la répétition
des messages ot 'on a décelé des erreurs se faisant par blocs, 'utilisation des codes en
blocs est recommandée a la détection des erreurs seulement.

Ce chapitre est composé de trois sections. Dans la premiére on donne quelques défi-
nitions des modules (module & gauche, module & droite, sous-module). Dans la deuxiéme
on présente les codes convolutionnels par les trois approches (I’approche de la matrice
polynomiale, 'approche de la matrice scalaire, 'approche de décalage de registre), et on
utilise aussi les trois représentations graphiques de ces codes de type diagramme en arbre,

diagramme d’état et treillis.

2.1 Module sur un anneau

2.1.1 Module

Définition 28
On appelle module & gauche(resp. o droite) sur l'anneau F ou encore F-module a

gauche(resp a droite), 'objet (V,+, x) formé d’un ensemble V', une loi de composition
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interne

+ : VxV —V

(r,y) — x+y

et une loi de composition externe

FxV — V (resp.V xF—1V )
(N z) — Az (resp (x,\) — z)\)

que vérifient les conditions suivantes :

1. (V,+) est un groupe commutatif.

2.V ueF Ve eV; A(px) = (M) z (resp. (zA) p =z (Ap)).

3. Ve eV;la=ux (resp.x.l =x).

4. Y\ pueFNr eV, (A+p)x = Ae+ px (resp.x (N + ) = x\ + xp).

5. VNeFVr,ye V; Az +y) = x+ Xy (resp(z+y) A =2+ yN).

Remarque 29
1. Si'V est un F-module a gauche et a droite on dit que V' est un F-module.

2. Lorsque 'anneau F est un corps, V' est un espace vectoriel sur [F.

Exemple 30

Pour tout anneau F et tout entier n > 1, soit I’ensemble
F'=TF X F x --- x F(n facteur)
en posant par définition

(61752"“ 7€n) + (77177727"' ann) = (51 +7717€2 +n2"" 7€n+nn)
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- (517527"' 7§n) — ()\517)\527... 7)\571)

F" est un module a gauche sur F.
On peut vérifier aussi que F" comme un F-module & droite; il suffit pour cela de

définir l'addition dans F™ comme ci-dessus, et de poser

(517£2a"' 7€n) A= (51/\752)\7"' 7€n)\>

Exemple 31

Pour tout anneau F [z] et tout entier n > 1, soit l’ensemble
F[z]"=TF[z] XF [z] x - - - x F[z] (n facteur)
en posant par définition

(€ 6 ) (0, (), () = (6 @b, () €, (2) 4, (2)
= ((&,+m) (=), . (& +n,)(2)

F [2]" est un module & gauche sur T [z].On peut vérifier aussi que F [2]" comme un F [2]-

module & droite

2.1.2 Sous modules
Définition 32

1. Soit V- un F—module o gauche (resp. a droite) .On appelle sous- moduled gauche

(resp. a droite) de V' toute partie VdeV vérifiant.

2. V est un sous groupe deV.
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3. VAeF, Vo e ‘7; A eV <resp. T\ € ‘7,)

Proposition 33
V sous-module <> V # ¢ et \v + py € ‘7;V)\,,u eF, z,ye 1%

Proposition 34 [2]

Soient V' un sous- module de F [z]" engendré par B = {v(l),v@), e ,v(r)} et
o@D
/U(Q) rXn
M = ‘ € F[z]
o™

Alors les propositions suivantes sont équivalantes

1. 'V est une somme directe dans T [z]" (ie WV e F[z]" tel queV &V =F [Z]")

2. Toute base de V peut -étre complétée en une base de F [z]"

I, 0
3. La forme de Smith de M est donnée par * ot k = rang (M)
0 0
4. Si {oW 0@ ..o v} est une base de V' alors M est inversible & droite sur F 2]

5. Yo e F2]", VAeF[2]\ {0} : eV =n0veV

6. AN e F[2]" tel que
V=kerN={veF[]"/v-N =0}

7. Pour tout sous module W € F [2]" de méme rang que V ; siV C W =V =W.

Proposition 35 [2]

n

Soit V' un sous module de F [z]
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1. 'V posséde une base finie et toutes les bases de V' possédent la méme longueur, dite

rang de V.
2. SivW 0@ ... v e F[2]" est une partie génératrice de 'V, alors
V=Im(M) ={uM /ueF[z]"}
ot _ -
e
e )
M = _ eF[z]"""
o)

M est dite matrice génératrice de V.

3. Soit P € F[2]"™", alors

V =Im(PM) <= P est inversible .

Définition 36
Soit V' un F (2] sous module du module F [2]", alors

o/ est dit non catastrophique st

Vo eF[z]" VAEF[z] /2 F[z]; eV = veV

o/ est dit sans delai(delay-free) si

VoeF[z]" etd=z:2veV =0veV
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2.1.3 Autre structure de F [z]"

Soit
F[2]" = {v = (vo,v1, ..., 1) Jv; € F[2]}
v o= (Vo, V1, Up1)
vo= (ZUSV)ZV,ZUY)ZV,..., (V)lz)
v>0 v>0 v>0
= <()—|—v(())z+ ()+v(1)z—|— o 7(10)11)7(11)1—1— )
(véo),vgo),. . 7(10)1> + (v(() )z v%l)z vfll_)lz> =+ ...
= (020, o) + 2 (8,0, o)
v>1
Alors

Proposition 37

F [2]" possede une structure F [z]-module & gauche.

Preuve
pour v € F[z]", v = (v, v1, ..., Un_1) [ vi € F[2]

u€eF[2]", u=(ug,us,....upn_1) / u; € Fz]

U+ v = (Up+ Vo, ooy Up—1 + Vp1)

26

(2.2)



avec

(o)=Y o) / (wto) =ul o

v>0
ce qui implique pour tout

a(z) = Z 2o € F[2].

v>0

a(z)u = (a(z)ug,a(z)ug, ..., () uy_1)

ou « (z)u; est le produit dans F [z] donc au € F[z]". =

2.2 Les codes convolutionnels et leurs propriétés

Les deux classes les plus importantes des codes utilisés dans la pratique sont les codes
en blocs et les codes convolutionnels. Les deux classes jouent un role également important
dans la pratique en matiére de technologie. D’aprés le premier chapitre on sait que le code
en bloc C(n, k) est caractérisé par une k x n matrice génératrice G = (g;;) dans F, un
(n, k) code convolutionnel (C'C') est également caractérisé par k x n matrice génératrice
G.

Un codeur est constitu¢ d'un registre a (M + 1)k étages qui mémorise les (M + 1)
blocs de k éléments binaires d’information, d’une logique combinatoire qui calcule les
blocs de n éléments binaires et d’un convertisseur paralléle série. La quantité R = k/n
est appelée rendement du code.Le principe du codage convolutif est illustré par le schéma

ci-dessous.
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Entrée> Registrea (m+1) étages

Bloc de k
éléments
binaires
~ . ° ' . ' ; N - Sortie
L ogique Combinatoire Convertisfeur>
Parallélp Bloc den
Serie éléments
N binaires

2.3 Les approches d’un code convolutionnel

Les codes convolutionnels peuvent étre présentés de différentes facons. Dans cette sec-
tion on présente les codes convolutionnels par les trois approches : la matrice polynoémiale,

la matrice scalaire et le décalage de registre.

2.3.1 L’approche de la matrice polynémiale

Etant donné une matrice polynémiale G' = (g;;) Afin d’employer la & codeur d’infor-
mation scalaire ; les bits d’information vent appliqués dans les coefficients du k& — tuples
de polynémiaux

I=(Iy(2); 11 (2);...;Ik—1 (2)). Alors le mot code ¢ = (¢o (2),¢1(2) ...y o1 (2)); qui
est un n-tuple de polyndmials ; est définie par : C' = {I -G 1€ ]F[z]k} ou le point dénote

la multiplication vecteur-matrice.

Définition 38
Soit F un corps fini, un code convolutionnel C' C F[z]" avec les paramétres (n,k, M)

est un sous module de la forme C' = imG, ou G € F[z]km est inversible a droite
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(c-a-d : 3G € Fq[z]nXk ;GG = Idy). La matrice G est dite matrice génératrice du code

convolutionnel.

Définition 39

Soit CC' un code convolutionnel de matrice G = (g,j).
1. M = max(deg(g;;)) est dit la mémoire de CC.
2. K = M +1 est dite la contrainte de CC.

3. R =k/n est dit le rendement de CC.

Exemple 40
Soitent
I = (L2+Lz+1))
G = [z2+zz2+z+1}
Alors
M = max(deg(g,))
= 2
K = M+1
= 3
R = k/n
= 1/2
Donc

C = {I-G:Jewz]’“}
= ([323—1—[12—1—10)-[z2+1z2+z+1]
= la o]
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on
Cc1 = [3,2’5 + ([3 + [1) 23 -+ 1022 -+ [1,2’ -+ I()

62:[325 + [324 + <I3 + [1) 23 + ([1 + [0) 22 + (Il + [0) z+ [0

Exemple 41
Soient
I = (L2*+1,2,1,2° +1,z)
1 0 z+1
G =
01 z
Alors

M = max(deg(g;;))

=1

K = M+1
= 2

R = k/n
= 2/3

C = {I-G:IE]F[z]k}

1 0 2+1
01 =z
= (L2412, L2+ 12, L2 + [,2° + 1,2° + I, 2)

= (L4 1,2 1,2°+ 1,2) -

Remarque 42

1. Notons que les paramétres algébriques (n, k, M) ne contiennent aucune information

sur les propriétés correctrices d’erreurs du code.
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2. Les codes convolutionnels de longueur n est une somme directe dans F[z]"

(ie: AC" € F[2]" tel que C ® C" = F[2]").

2.3.2 L’approche de la matrice scalaire

Etant donné un code CC' = {I -G: 1€ F[z]k} sous forme polynomiale ou G = (g;;) .

Pour tout mot code ¢ = (¢ (2),¢1(2), ..., cn1 (2)) avec
Co (Z) = Cgo + Co1Z + ... + COMZM_I
C1 (Z) = cCi9gt+C1iZ+...+ Clel,ZMil
Cno1(2) = Coot0+ o1z + o+ G2

on considére les vecteurs (o, C10, -y Cn10, Co1s -++s Cr—115 +++y COM s -+, Cn127) dans FM>n,

Soit :

0 1 M
Gy (2) = 020+ gDz 4 gD M

Implique que

ou
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Donc

&1

C2

M

( 0 1 M
g(()o) + g(()o)z + ..+ 9(()0 )M

0 1 M
9%0) + 950)2 + ot 950 I M

0 1 M
\ g]E;—)IO + giE:—)mz + .t glg—l)OZM

" 0 M
g§1) + 9102+ g%l ) M

0 1 M
gél) + gél)z +o Tt 951 )ZM

(1)
1

0 1 M
\ 912211 + gl(g—)llz +..+ gl(efl)le

0 1 M
9(()n)—1 + 9(()7;)—12 + Tt Q(gn—)1Z(M)
(0) (1) (M) M

Jin—1 1 Jin—1Z T o T G117

0 1 M
\ 9;2_)11\/1_1 + gl(c—)lM—lz + ot gl(c—l)M—le
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0) (0 0
9(()0) 9(()1) 95)]\2[—1
0) (0 0
950) 9§1) 95]\)471
G =
0 0 0
gl(c—)lt) 915:—)11 gl(c—)lM—l
M) (M M
T
M) (M M
9§o ) 9%1 )-'- ggM)fl
+
M M M
912—1)0 912—1)1-'- 912—1)M—1
Alors

ou

1
gt)

G = ZGUZU

v>0
a5 g&..g8
9 g g
@  © (@

Ix-10 Ik—11--Ix-1M—1

1) A 1
9(()0) g((n) - 'g(()]\)4—1
1 @ 1)

910 911 ---91m—1

1 1
10 91(6311---912—)11\4—1

Donc on peut écrire une version scalaire de G comme suit :
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G = ZGUZU

v>0

Remarque 43
La matrice génératrice (scalaire) a un nombre infini des lignes et des colonnes. Du

fait que les polynémes des mots code peuvent avoir arbitrairement

Go Gi Gy . . . G,
Go G . . . G,. G,
Go . . . GM—z GM—1 GM
G =

la matrice génératrice scalaire de C'C

Exemple 44

1. Etant donné le code convolutionnel CC' de matrice polynomiale G = (23 + 1,22 + 2 + 1).
Sachant que G = (1,1) + (0,1) z + (0,1) 22 + (1, 0) 23. Alors la matrice génératrice

scalaire de CC est :

11010110
11010110
110101

Pour le message I =1+ z+ 2% (I = 12° + 121 + 022 + 123) en format polynémiale

lui correspond le message en format scalaire suivant 1101. Et le mot code scalaire
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correspondant au mot code polynomiale I - G = (1+ 2+ 22+ 25,1+ 24 + 2°) est

(111010000111) .

2. Soit la matrice génératrice polynomiale d’un code convolutionnel, noté CC?2 :

241 224241 1

0 1 0
Alors
111 110 ,{0 10
G = +z +z
010 0 01 000

Donc la matrice génératrice scalaire de CC' est :

111110010
110001000
111110010
110001000
G = 111110010

117000100 O0

Pour un mesage sous format polynomiale I = (z + 22,z + 23) lui correspond le mes-
sage sous format scalaire suivant : (00111001) . Et le mot code scalaire correspondant

au mot code polynomiale [ -G = (25 + 22 + 2+ 1,2° + z* + 1) est (111010000111).

Un mot code d'un code convolutionnel n’a pas de longeur fixe. Cependant pour
des raisons pratiques, dans la plupart des applications, il est nécéssaire d’imposer une
longueur maximale fixée pour les mots code. Si pour tout ¢ = 0,1,....k — 1 on pose

deg[I; (#)] < L —1, alors d’apreés les équations M = max [deg (g;,)] et C = I.G , on aura
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que chaque composante de mot code ¢ = (¢q (2) ,...,c,1(2)) est de degré < M + L — 1.
Par conséquent on peut représenter le message I = (Iy(z), ..., [x_1(z)) par L bits et le

mot code ¢ par n (M + L) bits. Donc la notation sous format scalaire se fait comme suit :

C:IGL

ou G, est la matrice suivante :

«— M + L bloc de n —

Go Gl G2 e GM
Go Gi . . . . G
Go . . . . . .Gy
G =
Go . .. Gy

Avec cette représentation, une autre quantité caractérisante du code convolutionnel

se définit comme :

kL M
= —-—— ]_— ) pumy
Ry PYRE R( ) on R=k/n

Exemple 45
a)D’aprés 'exemple 2.3.1, si on pose L =5
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11010110
1101011
G, = 11010
1 10
1
b)et si on pose L =6
11010110
11010110
11 0101
G, =
1 1 01
1 1
Exemple 46

a)D’aprés 'exemple 2.3.2 et si on pose L = 2

111110010
01 00O01O0O00O0
11111001

01 00O0T1QO0O

G, — 11111
01 00O

11

01

37
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= o = O O

e}

10

0110
010110

110
10110
1010110

_ O R O R

= = O O O

e}

= o O O

010
0 00




b)et si on pose L =3

111110010
01 0001O0O00O0
111110010
01 00O0T1O0O00@O0
111110010
G — 01 00O01O0O0O0
111110010
01 0001O0O00O0
111110010
010001000
111110010
01 00O01O0O00O0

2.3.3 L’approche du décalage de registre

Etant donné un code CC = { I-G:1¢€ F[z}k} sous forme polynomiale ot G = (g;5).

Pour tout mot code ¢ = (¢o (2),¢1(2), ...y cn_1 (2)) avec
Co (Z) = coo+Co12+ ... + Co]wZ]V[_1
C1 (Z) = ciot+c1ig+...+ ClM_le_l
ene1(2) = Cooro+ Coon12 4 o+ Cuor1 2™
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on a d’'une part

et d’autre part

Alors

M—
Cj (Z) = Cjo -+ Cj1% + ...+ CiM—1%

T T T
| | |
—_ O = O = O

I (2) gij (2)
deg M
Z [lpzp] [Z afj)zq]
L p=0 q=0
deg I+M M
< Z Ilpzpal(;])z(I))
r=0 pt+q=r
deg I+ M M
( Z Ilpagg)>> Z"
r=0 p+q=r

1

Pour ce code il s’agit de calculer la redondance & partir du bloc d’information courant

de taille L et des M blocs précédents.

Les n bits en sortie sont calculés par une combinaison linéaire entre k£ bits entrés et

les M blocs précédents.

Le codeur contient le registre a décalage qui correspond chacun & une entrée.

Le codage se fait avec des registres a décalage exclusivement.
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Exemple 47

Pour pour un code convolutionnel CC1 on a G = [+ 1,22 + 2 + 1]

L 1&%) (Z) = coo+ Cp12 + 0022’2 + ...
= (°+1) (Io+ hz+ L2+ ..)

= (*+1)1(2)

[ 18] (Z) = C190+ 11k + C1222 + ...
= (®+2+1) (Io+ hz+ L2 +..)

= (F+2+1)1(2)

Dans cet exemple, on a un élément binaire d’entrée correspondant o deux éléments bi-

naires de sortie qui sont déterminés par les équations suivantes :

coj = Ij + Ij—2
cij =1+ i+ I

Alors on a le circuit tel que j = 0,1, ...

+ » G=(Coo,/Go1,L.1)

> G=l(c10,C11,.1)
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2.4 Représentation graphique des codes convolution-
nels

En pratique, un codeur convolutionnel, peut étre considéré comme une machine d’état,
et par conséquent il peut étre représenté par un diagramme d’état, une structure en arbre
ou une représentation en treillis.

Les représentations polyndmiale ou matricielles des codes convolutionnels ne sont
pas réellement adaptée au décodage. Aussi pour réaliser les décodeurs, on utilise des
représentations graphiques de ces codes. Notons que la représentation en treillis est trés
efficace pour le décodage car elle est parfaitement adaptée aux algorithmes.

Etant donné un CC (n,k, M) de G matrice génératrice.

2.4.1 Diagramme d’état

Le diagramme d’état représente les transitions possibles entre les états. Les valeurs
des sorties du codeur sont indiquées sur chacune des transitions.

Tous les états internes possibles du codeur sont représentés par des noeuds. Les
branches entre les états représentés en pointillés et en traits pleins correspondent res-
pectivement & la présence d’un bit d’information égale a 0 et 1, chacune de ces branches

fournit un couple de bits pour la sortie du codeur.Ainsi dans le schéma suivant :
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Diagrameld’etat [duicodeur (Convolutionnel R=1/2,M=2

Exemple 48

Etant donnée un codes convolutionnel 101010000111 pour F =Fy, R = % et M

il existe 2M = 4 états internes possibles.

1. Par exemple on prend a. et as le noeud d’entrée et de sortie pour I = 110110

&»
iT

1

1

1

1

'

|
\ 4

1

1

1

1

1

'

1
=22

i

1

1

1

1

1

1

1
A

1

1

1

1

1

1

1

1

1

1
A\ 4

i=

d
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bit d’entrée état du registre

00
10
11
01
10
01

= I e = e

Exemple 49 Etant donnée un CC (n,1) un code convolutionnel pour

Donc

co(2)=Io+ o+ NL)z+ (L + L)+ (Ip+ I+ I3) 23 + . ..
Cl(Z):[022+(Io+[1)23+([1+[2)24+...

—

100
110
011
101
010
001

qg = 2
G
M = 3
k= 4
1
=3
I-G

(co(2),c1(2))

= [*+2+1,22+1]

contenu du registre bits de sortie

10
10
10
00
01
11

0 2 z z , 2
(Io+hz+ L2+ ..) (2 +2+1,2°+1)
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Alors :
¢g=1Ij+ 1o+ 1ljs

cij = Ij+ i1
(Lj—1, -2, Ij—s) = (Ij; Ij-1, Ij-s)
Pour I =2° +2° + 2% + 1= I = (101101)
t=1 I, =1=(0,0,0) — (0,1,0)
t=2 I, =0=(1,0,0) — (0,1,0)
t=3 I, =1=(0,1,0)— (1,0,1)
t=4 I, =1=(1,0,1) — (1,1,0)

t=5 IL;=0=(1,1,0) — (0,1,1)

t=6 I;=1=(0,1,1) — (1,0,1)




2.4.2 Représentation en treillis

Pour faciliter 'algorithme de décodage, la représentation la plus courante du codage
est la représentation en treillis.

L’état du codeur a l'instant j est représenté par 'état {I;_1,;_o, ..., [;_p—1}, chaque
branche est indiquée par les bits qui se présentent en entrée et en sortie du codeur e/s.

Chaque mot code est associé & un chemin unique du treillis qu’on appelle séquence
d’état.

Un chemin complet commence a ’état ay et se termine & I'état as.

2M—1 (M-1)

Ilyena s’il ya une entrée 2 k¥ &’il y a k entrée, les branches représentent les
différentes transitions possibles d’un noeud & un autre corps de I'arrivée d’un bit d’entrée.

Voici le treillis de code président : les états sont 00, 01, 10, 11.

00 0
iohg—e—%

/I

Exemple 50
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Posons [ = 2° + 23 + 22 + 1(101101) et G = [2*+ 2+ 1,2° + 1] .On a

Coj = Ij + i1+ Ij—
Clj = Ij + ]j—l

(000) (000) (000)  (000)

an

Alors ¢ = (110101001111)

Remarque 51

Ces représentations en treillis sont périodiques et aprés (M — 1) décalages, le mot du

treillis se répéte.

2.4.3 Représentation en arbre

Un arbre est une structure partant d’un point appelé racine. Il se compose d’arcs
et de noeuds. Les arcs sont des traits verticaux dont le sens est déterminé par le bit

d’information. Par convention le 0 est représenté par un arc montant et le 1 par un arc

descendant.

Pour une séquence d’information fournie a ’entrée du codeur la séquence associée en
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sortie du codeur correspond & un chemin de ’arbre qui est constitué d’une succession de

branches.
etatia) 00 (
etatia) 00 (
etatc) 11 (
=t etatia) 00 ( —_—
— etat b) 01 (
fg etat c)11 (
o
etatia
:{ etat@) 11 (
oy etat b) 01(
@
£ etat C) 10 ( etat c) 00 (
& v etat b) 10 (
etatd) 10 (
etatd) 01 (
Exemple 52

Posons [ = 2° 4+ 2> + 22+ 1(101101) et G = [z + 2+ 1,2% + 1].

On a
Coj = Ij + Lj-1 + i

Clj = Ij + ]j—l
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Bat a

Bat a
b
Bat a
0
Bat b
Bat a
Bat f
1 Bat gi(01) Bat g Bat f
Bat hi(01) Bat el(11)
11
Bat c
Bat b Bat e
— (00) Bat hi(11)
Bat ¢ | Batd Bat d

Alors ¢ = (110101001111)
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Chapitre 3

Les codes convolutionnels cycliques

3.1 L’algébre de Piret et la notion de la cyclicité

Dans 'étude de la cyclicité des codes linéaires en bloc, ces derniers sont représentés

sous forme d’idéaux de anneau A :=F [z] / (2™ — 1) a Paide de 'isomorphisme

P : F"— A

v = (U, V1,..0sUp1) — P (V) = Zvixi

Pour le F[z]-module F[z]", considérons ’ensemble

Alz] = {Z a2 o) € A} (3.1)

v>0

3.1.1 Structure de A [7]

L’ensemble posséde une structure de F[z]-module & droite triviale définie par :
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Z a2 + Z bz = Z (a(”) + b(”)) 2Y

v>0 v>0 v>0
a(z) Z oz = (Z aizi> (Z a(”)z”)
V>0 i>0 V>0
SR
A>0 Li=0

Aussi A [z] possede d’autres structures utiles pour I'étude de certains codes convolu-

tionnels dits cycliques au sens de Piret. Ainsi pour tout élément

k
Za(”)z =a® +aWz+ . +a®k de Az {Za 2/ a™ € A} utilisons la

v>0
notation suivante :

k
Za(”)z” = a9 4+aWz4+ . +aPF D eAa

v=0
— < (0)+a(1)$+.'.+a(()n71)xn—l>
+...+< O +alVe+ .+l )zk
= ( (0)+a(()1)m+ +a(k) k)
—(<0>+ag>x+ +a(k) )+ A+ 2 <()+a(l)x—|— -+ af’z")
v>0
Pour Za(”) v =g 4 Wy 4 4 gk Zb(”)z O+ Mz 4 ...+ b*) 2k dans

Alz eta Za,z B(z Zﬁiz dans IF[ ] on a

i>0 1>0
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k k
Za(”)z” + Zb(”)z” = Z (a™) + b)) 2z
v=0 v=0

v>0

= [(aéo)—l—béo)) + ...+ (aé Uy ) e 1}

+...+ [(ago)—l—bgo)) + .. _|_< n—1) +b(” 1)) ]

e (R s (e ) e
= [(ag°)+b§°)) ot (ag My ) " 1]
¥tz [(ang +b§°)> oot ( )x ]

oot 2 (o +07) + +(( o) e

et
(Z a(”)z”> alz) = (Z a(”)z”> (Z alzl>
v>0 V>0 i>0
A
Z [Z a; - a(’\_z)] 2
A>0 Li=0
A
= ZA [Z oy - a(A_Z)]
A>0 i=0
Alors;;

L’ensemble A [z] muni des deux lois précedentes est un F [z]-module a gauche car

on a

(Z a(y)zy) (a(z) + B(2)) = (Z a(”)z”> a(z) + <Z (L(V)zl’> B(z)

v>0 v>0

(Z a2 + Z b(”)z”> a(z) = (Z a(”)z”) a(z) + (Z b(”)z”) alz

v>0 v>0
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Soit I'application P : F[z]" — A[z] définie par P (v) = Zz”P (v®) pour tout

v>0
v = Z 2™ e F[2]".

v>0

Lemme 53

Lapplication P est un prolongement de P a F [2]" (i.e Pgn = P)

En effet pour tout v = v € F* C F[2]" on a :

o
—~
<
~—
e,
—~
<
=S
—

L’application P posséde les mémes propriétés que P. Ainsi

Proposition 54 [2][4]

L’application P est un isomorphisme du F [z]-modules.

Preuve
Montrons que : P (av) = aP (v) : Ya € F[z],Vv € F[2]"
Pour v = Z PRI

v>0

(s )

A>0 i+r=A\
A
A>0 i=0
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Alors

A

p(a v) = Zz’\P (Z aw“‘”)
A>0 i=0

- _

= Z 22 Z P (aiv(A’i))

A>0  Li=0 i

. :

= Z 22 Z o; P (U(’\*i))

A>0  Li=0 i

car P est un homomorphisme d’anneaux.

Alors

Donc P est un homomorphisme de F [z] -module. m
Selon la proposition suivante ; il est impératif de trouver un autre sens de la cyclicité

des codes convolutionnels.

Proposition 55 [2]
Soit C C F[2]" un code satisfaisant C'S C C

(i.e pour tout (vg,vi,...,v5_1) € C on a (Vy_1,V0, ..., Un_2) € C). Alors C' est un code en

bloc.

Preuve
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D’aprés la suposution C'S C C ou

01 .00
0 0 . 0 0
S =
10
0 0 0 1
10 0 0

Le polynome minimal de S est donné par z™ — 1 (c’est a dire S™ = 1).
Soit 2™ — 1 = my (z) X my (x) X ... X m,. (x) la factorisation de 2™ — 1 en facteurs irré-

ductibles. Alors on obtient la décomposition de F [z]" dans F [2]-sous-modules suivante :

F[z]" = kerm (S) @ ... @ ker 7, (s)

ou chaque sous-modules ker m; (S) est invariant par S.

Comme C est la somme directe on obtient :

C = @ierkerm; (5) out={i/kerm (S)NC # {0}}

Puisque F*S = F", F [z]- sous module ker 7; (5) est engendré par ker 7; (S)NF" qui donne
directement une matrice constante. Alors la mémoire est zéro c’est a dire C' est un code
en bloc. m

Ceci a amené Piret & définir une notion générale et complexe de la cyclicité pour les

codes convolutionnels.

54



3.1.2 Cyclicité des codes convolutionnels

Définition 56
Soit C' un code convolutionnel de paramétre (n,k, M) . On dit que C est cyclique au

sens de Piret s’il existe un entier positif m; premier avec n ; tel que pour tout

E Zy()

v>0

Zz”P( ) =3 [ (“) (V)]GP(C') (3.2)

v>0 v>0

On remarque si on remplace la matrice S par la matrice unité I ; on obtient la cyclicité

au sens la cyclicité des codes en bloc.

Proposition 57
Soit C' un code convolutionnel cyclique (CCC).
Alors :

S P (v‘”) Z [ ) p ( (”’)] e P(0) (3.3)

v>0

pour démontrer cette proposition on a besoin du lemme suivant :

Lemme 58

Pour toutn € N*, on a : P (UMSN) =z P (U(V))

Preuve

Pour N=1ona P (v(y) S) =P (v(u)>. Et par réccurrence sur N

P(v”s") = P(
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Preuve (Proposition 3.3)

D’aprés la définition (3.1) on a

Z oW e O = Zz”v(”)S(my) eC

v>0 v>0

et comme

P (U(V)SN) =Vp (v(”))

Alors

Zz”P (v")) e P(C) = Zz” [P (v0)] € P(O).

v>0 v>0

La notion de Piret de la cyclicité d’un code covolutionnel a été généralisée par Roos
de maniere la maniere suivante.
Pour tout automorphisme o de 'anneau A on obtient une autre structure de module
sur A[z] notée Az ;o]. Alors la cyclicité au sens de Roos est caractérisée par :
d d
Zz”gy €EP(C)= x4, 9 = Zz” (6" (2)g,) € P (C) ou %, est la loi externe

v>0 v>0
définissant le module.

Avant d’aborder cette question en détail, nous étalons tout d’abord les différentes
structures de modules sur 'anneau A[z]. Ou chaque structure est définie a 1'aide d’un
autormorphisme d’anneaux. Donc il est prémordial de déterminer ces automorphismes (le
groupe Auty (A) des automorphismes de A) pour ainsi avoir des informations sur chaque

structure. En effet ;

Notation 59
Notons Uensemble des F-automorphismes de l'anneau A par Auty (A).

Rappelons que o € Auty (A) sio : A — A est une application bijéctive satisfaisant
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les propriétés suivantes pour tout a, b € A et pour tout A\ € F :

og(a-b) = o(a)-o(b)
o(A) = A

Pour déterminer o, il est important de connaitre o (z) ('image du polynéme z). Ainsi

si 0 (x) = x, alors o est automorphisme identité.

Soit 2" —1 = m (z) X ... x m, (z) la décomposition précédente de 2 — 1 dans F,[z] ou

la caractéristique de F, ne divise pas n. Réorganisant cette décomposition de telle sorte

que :
2" =1 = [m(@) 7y (@)] X [Ty () Ty, (2)] (3.4)
X X 7T7"1+4..+'r571+1 (I> C T brat s ($)]
ou deg B! (.%') = e = deg Ty (1‘) <<deg 7r7"1+,4.+7‘571+1 ('7;) == deg Ty +ro+...+rs (l’) :

Notons que : ri + ... + 7y =r.
On peut représenter A = F [x] / (2"—1) comme étant A := {f(z) € F[z] : deg f () < n}
ou la multiplication est éffectuée modulo 2™ — 1.

Pour chaque k; 1 < k < r; soit

Ky = {f(z) € Fla] : deg f(z) < deg my ()}

L’ensemble K} muni de la multiplication modulo 7 (x) est une extension finie du
corps F de dimension [K}, : F] = deg 7 (x) qu’on note Ky = F [z] /(7 (2)).

Pour tout a € FF[z] notons par p; (a) € K} le reste de la division de a par 7y () i.e :

a = py (a) [k ()]
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Ceci définit une 'application p: A — K; X ... x K, donnée par :

a—[py(a),....p, (a)]

Lemme 60
p ainst défini est un isomorphisme de l'anneau A dans l'anneau produit Ki X ... X K.
Remarque 61

1. Le reste de la dévision de a sur les différents facteurs de x™ — 1 détermine l'image

de a par lisomorphisme p.

2. A laide de cet isomorphisme on peut identifier A avec Ki X ... X K, et on écrit
A=K x .. x K, (3.5)
Définition 62

Pour tout k ; k=1, ...,7; soit ¢® := p=1(0,...,0,1,0,...,0).

Posons

K® = kg (3.6)

= QxOx...xOkaxOx...xOxQ

T

K®) est dit la k™™ composante de A suivant p.

Proposition 63
1. Pour touti,j;i,j=1,...r;0n a e® = §; ;]
2. K®) est un corps fini.
5. KW ~ [
4. Deux composantes K® et KU sont isomorphes si et seulement si deg m;, = deg ;.
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Considérons la décomposition 2" — 1 = [m (z) - Ty, (2)] X [Ty (@) Tpy gy (2)] X

X |, T) Ty grost. 4. (x)|. Définissons une relation binaire sur I’ensemble
T4 4re_1+1 1+7r2+...47rs

{K(k):kzl,...,r} par :

K® ~ KO «— degm, = degm

Lemme 64

La relation ~est une relation d’équivalence.

Pour chaque k =1,...,7 soit L, € K®) la classe d’équivalence de K®).

Proposition 65

L’anneau A posséde la décomposition suivante :

A = (L1 X ...x L) X (Ly X ... X Lg) X ... X (Lg X ... X Lyg) (3.7)
~ ~~ 4 N ~~ 4 N—r
T1 T2 Ts

i T1 T2 Ts
= L' X Ly x ... x L]

cette proposition va nous permettre d’exprimer les éléments de Auty (A) a 'aide des

éléments G = Auty (L;).

Théoréme 66
Soit A= L1* x Ly x ... x L' la décomposition de A. Pour tout j; 1 < j <s notons

par G; = Autg (L;). Et soit S, ., le sous-groupe S, de permutations de {1,...,r}, qui

s—1 s
laissent tous les sous ensembles suivants {1, ...,m1}, ..., {Z re +1,..., Z T ¢ tnvariants.
k=1 k=1
Alors :
Autp (A) = (GT* X ... x G%) 0 (Syy...) (3.8)

ot la loi de omposition o est définie comme suit :

pour o; € Gy, w € Sy, ., et

£
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-~ -~

— T1 T
a= (al, ey Qg s Qg 15 weey gy ooey Qg po—1s ...,ar1+_._+rs) € L' X ... x LY
N s . 7 N 7

(o1, oy ) o w) (@) = [ (aw()) s s @ (aw(m))] -

Corollaire 67 [2]
Avec les notations de (3.5) et (3.7) posons :

L =1
lg = r+1

li = riog+..+r, +1pouri=3,..s

Alors :
|Auty (A)| = (deg )™ ... (degmy,)™ 7 l.r!

Dans le paragraphe suivant nous exposons les notions précédentes pour les cas sui-

vants :
Corps || n
F, <9
Fs <9
Fy <9

Ot nous donnons la factorisation de 2™ — 1 en facteurs premiers pour les valeurs de
n premier avec la caratéristique du corps de base I, la décompositions de A, les corps L;
formant A et enfin |Auty (A)|. Notons que pour n = 1; 2™ — 1 posséde un seul facteur et

par conséquent la décomposition de A est triviale A =, et Auty (A) = Aut (F).
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3.2 A et ses automorphismes

3.21 A=Fyz] / (z"—1) avec n=1,3,5,7,9

Considérons le corps binaire Fs. Il est évident de prendre pour n les entiers positifs
impairs (char Fy = 2).

On a les factorisations en facteurs premiers suivantes :

n Factorisation de 2™ — 1
1 z+1
3 (x+1) (2> +x+1)

51 (x+1)(@*+2*+2*+2+1)

Tl @+ (@ +a+1) (23 +22+1)

9 (z+1) (2 +z+1)(25+23+1)

ou les différentes valeurs de s et les r; sont :
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1 Fy (2] / (z+1)
3 Fy [x] / (x + 1) xFy[x] /{z* + 2+ 1)
5 Folx] / (x+1) x Folz] / (* + 23+ 22+ 2+ 1)

T Fylz] /) (w+1) xFyfz] /(a3 + 2+ 1) x Fyla] /{23 + 22+ 2+ 1)

9| Folz] / (x+1)xFyfz] /(2?2 +a2+1) xFylx] / (a8 + 23+ 1)

Notons que pour un facteur premier p(z) dans la décomposition de z™ — 1;

on aFy[z] / (p(x)) = Foueap) -

Alors :
nil A= L x Ly? X ... x LT
1 Fo
3 Fo x Fy
5 Fy x Fig
7 Fy x (Fg)?
9 Fy X [Fy X [Fey
D’ou :
n || |Auty (A)]
1 1
3 2
) 4
7 18
9 12

Dans le tableau suivant nous donnons le nombre de copies des corps finis dans la

62



décomposition de A.

3.2.2 A=F;3[z] /(" —1) avec n=1,2,4,5,7

Le corps F3 est de caractéristique 3, on a les factorisations en facteurs premiers sui-

vantes :

n Factorisation de 2" — 1
1 r—1

2 (x—1)(z+1)

4 (—=1)(z+1) (2 +1)

5 (-1 @'+ +22+x+1)

Tl (z—1)(2®+a5+2* +23+2+1)

ou les différentes valeurs de s et les r; sont :

nis|r| r
1{1( 110
2011112160
4012211
52 1|1
7211
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1 Fs[x] /{x — 1)

2 Fsx] /{x — 1) x Fg[z] /{(z+ 1)

4 | Fyla] /(x — 1) x Fafa] /{x + 1) x Fs [«] /(a® + 1)

51 Falz]/(z—1) xFsz] /{z* + 2 + 22 + 2+ 1)

- Fs[z] /(x — 1) X
Fslz] /(2 + 2 + 2t +2® + 2+ 1)
< Fsx] /{x — 1) x F3[z] /{x + 1) x

Fs[z] /(x? + 1) x F3[z] /{z* + 1)

Pour un facteur premier p(z) dans la décomposition de 2 — 1;

on a F3 [z] /(p(x)) = Fsaeap() -

Alors :

ni|| A= L' x Ly* x ... x L

1 Fs

2 (F3)*

4 (F3)* x Fy

5 F3 x Fg;

7 Fs x Frog

8 (F3)? x Fy x Fg;
D’ou :
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n ||| |Autg (A)]
1 1
2 2
4 4
5 4
7 6
8 16

Le nombre de copies des différents corps finis dans la décomposition de A est :

n || Fs || Fo || Fg1 || Frag

T 14 O 0 0

20 2 0O 0 0

3.2.3 A=Fyx] / (" —1) avec n=1,3,5,7,9

Le corps F, est de caractéristique 4, on a les factorisations suivantes :
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n Factorisation de ™ — 1

1 z+1

3 (z+1)(z+a)(z+a?)

5 (z+1) (2> +az+1) (22 + ?z + 1)

7 (z+ D) (@b +2°+ 2t +23+2+1)

9| (z+1)(z+a)(@+a?®) (2®+ a) (2® + a?)

ot les différentes valeurs de s et les r; sont :

nis|r| r
1{1( 110
31 3]0
o212
7211
92 3 | 2

1 Fylz] /(x+1)

3 Fylz] /{x +1) x Fylx] /{z + o) x Fy[x] /{z + a?)

5 Fy o] /(z+ 1) x B[] /(2% + az + 1) x By [2] /(2® + a%x + 1)
7 Fylz] / (x+1) x Fylz] J(2® + 2+ 1) x Fy[z] /(23 + 2> + 2+ 1)

9 || Fylz] /{x+ 1) x Fy[z] /(z + a) x Fy[z] /{x + a?) x Fy[z] /{23 + a) x Fy[x] /(2® + a?)

Pour un facteur premier p(z) dans la décomposition de 2 — 1;
on a Fsz] / (p(z)) = Faeam)) -
Alors :
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ni| A= L7 x LY x ... x L
1 Fy
3 (Fy)?
5 Fy x (Fig)?
7 Fy x (Fg)?
9 (F4)? x (Fgq)?
D’ou :

n || |Autg (A)]

1 1

3 6

5 8

7 6

9 108

Et le nombre de copies des différents corps finis composants A est :

n ]F4 Flﬁ ]Fg ]F64

11 0 2

Ainsi pour déterminer un élément de Autp(A); d’aprés ce qu'on a dans le théoréme
(3.1);
Autp (A) = (G]* X ... x G%*) o (Sy,..r.), il suffit de choisir des éléments de G7*, ..., G%*
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et une permutation de S, ., . Pour ()\m .. .,)\irj> eGijx---xGj,j=1,...,s5 (ie
—_——
Tj

N € Autp (Lj)) et (12 --- n) = <1 Ty e e T —1—7"8) € Sp..r. , NOtons par
—_——— —

()\1, e Ay ey Agy ey )\,,S) 0 (12 --- n) Vautomorphisme de A. \; € Autp (L;)

Dans ce qui suis nous donnons des exemples avec dans le premier on s =27, =1 et

dans le second s # 2 et ry = 2

Exemple 68
Prenons pour F le corps Fy = {0,1} et n =5, donc A = Fy [x] /(2° — 1). D’apres les

tableauzr du premier cas on a :

-1 = (z+1) (2" +2°+2°+2+1)
= T X Mo
ot
™ = x+1
T = a4+ 23+ +r+1
donc

s = 2
r = 1
To = 1
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et

Ky =2 Fplz] /{z+1)

I

Iy
- I,

Ky, & Folz]/{(o* + 23 +2* +24+1)

I

IF24

- I,

Alors

|Autg (A)] = (degm,)™ ... (degm;,)"™ ril...r!
= 14

= 4

Pour obtenir tous les automorphismes de A on combine tous les automorphismes de
Fy avec ceur de Fau. Sachant que Aut(Fy) = {id} et Aut(Faa) = {id, A1, Ao, A3} ot
Ni(z) = 2" Tzt + 23 + 22 + 2 + 1]. Et pour trouver les automorphismes de A ; on a le

tableau suivant

Fo x Fou || Fyla] /{x +1) x Fyfa] f{at + 2 + 22 + 2+ 1) | Fy[x] /{2® — 1)
(id, Ao = id) 1, 2] x
(id, A1) 1, 22] 22
(id, As) 1, 23] 23
(id, \3) (1,23 + 2% + 2+ 1] rt
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Donc les automorphismes de A sont :

Fy [x] /{x + 1) (id\) Fy (2] /{z + 1)
xFolz) ot + 23+ 22 +2+1) —— xFon]/{a* + 22+ 22+ 2+ 1)
p1 ptl
F [z] /(2° — 1) a9 F [z] /(2° — 1)

Ainsi
oo (x) = p~to(id,\o)op(z) | =2
oy (z) = p~t o (id, \) o p(x) || = 27
o3 () = p~to(id, \a) 0 p(z) | = 2®
o3 (x) = p~to(id,A3) o p() | = a*
Exemple 69

Pour F =F, = {0,1,a,a*} et n = 5. Rappelons que dans Fy; a satisfait 1+a+a? = 0.

La factorisation de x® — 1 est :
2 —1=(z+1) (2 +az+1) (2*+ ’z +1)

d’ot

s = 2
rn = 1
o = 2
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Comme ro = 2 alors

1 2 3 1 2 3
Spiry = :
1 2 3 1 3 2
Aussi
Ky =2 Fylz]/{z+1)
~ F,
- I
K, = Fylz]/{z*+az+1)
= Fi
- L,

I
=]
&

D’aprés le corrolaire (48) on a |Auty, (A)] = 1.22.11.2! = 8.
Sachant que les deux corps Ky et K3 sont isomorphes; considérons l’isomorphisme W

défini par :

U Fyo] /(2? +ax+ 1) — Fyz] (2 + o’z + 1)
r = U(r)=d’z+1

donc

U (x)=ar+a«

Sachant que Aut(Fy) = {id} et Aut(Fig) = {id, A1, A2, A3}

ot N\i(z) = 2™ [2? + ax + 1].
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Pour \, i € Aut(Fig) et pout 7 € S, .y, on obtient un automorphisme de A de la

maniére suvante :

( 1 2 3
((id, A, ) (1, @, 2)) ST = ( )
12 3
(id, A, p) o7 (L, ) = 12 3
\ (G0 (1,97 ) @) 8”(1 3 2

Donc les automorphismes de A sont :

1. ((id,id,id) o (1,2,3)) [1,z,z] = (id,id,id)[1,x,z]
= [1,z,x]
2.((id,id, N\) 0 (1,2,3)) [1,z,2] = (id,id,\)[1,z, ]
[1, z, *mod (x2 + e+ 1)}
[

3.((id, A, id) 0 (1,2,3)) [1,z,2] = (id,id, ) [1,2*, 2]

1,x7x+a2]

[1,2" mod (2% + ax + 1) , 2]
4.((id, A N) 0 (1,2,3)) [1,z,2] = (id, A\, \) [1, 2%, 2]

= [1,2"mod (2* + ax + 1) ,2* mod (2* + o’z + 1)
(1,24 a,z + o]

5.((id,id,id) o (1,3,2)) [L,z,2] = (id,id,id) [1,¥ " (z), ¥ (z)]

(
(id,id,id) [1, ax + o, o’z + 1]

= [Laz+ a0’z +1]
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6. ((id,id, \) o (1,3,2)) [1, z, ]

7.((id, A, id) o (1,3,2)) [1, z, ]

8. ((id, A\, A) 0 (1,3,2)) [1, z, x]

id,id, \) [1, z, z]
id,id, \) [1, 07" (z), ¥ (z)]

(
(
(id,id, ) [1, 0z + o, &’z + 1]
[1, ax + a, o’z + o]
(id, A, id) [1,2*, z]
(id, N, id) [1, 07" (2), ¥ (2)]

1, (e + ) mod (2% + az + 1),
[ o’z + 1
[1, ax + 1, 0% + 1}
(id, \,\) [1, 97! (z), ¥ ()]
(id, N, id) [1, oz + o, o’r + 1]

1, (x4 ) mod (2% + az + 1),
[ (a®z + 1) mod (22 + o2z + 1)
[1, ax + 1, 0% + az]
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Flz] /{x +1) X F 2] /{z* + az + 1) X
- o] /(a4 1) x Fla] ¢ .
F[z] /{z* + o*z + 1)
(id,id,id) o (1,2, 3) 1, z, x| x
ozt + 23+
(id,id, \) o (1,2, 3) 1,2,z + o?]
72 + o’w
x4 23+
(id, A, id) o (1,2,3) 1,2 + a, ]
2? + o’z
(Zd7 /\7 )‘> © (17273) [l,x—i—oz,x—i—oﬂ] at
rt 4+ ar®+
(id,id,id) o (1,3,2) (1, 0z + o, o’z + 1]
ot + o
(id,id, \) o (1,3,2) (1, 0z + o, o’z + 1] x3
(id, A, id) o (1,3,2) [1,az + 1,02z + 1] z?
zt + o’
(id, \,\) o (1,3,2) 1,0z + 1, 0%z + o?
ar? +x
Fylz] /{x + 1) x Fy[z] /{(2? + az + 1) (id. 2o 1) Fylx] /{x +1) x Fy[z] /{2? + ax + 1)
Ly Agy [y
xFy[z] /{x? + o?x + 1) — xFy[z] /(2 + aPx + 1)
pl pt
Fyla] /(a® = 1) i Fy[z] /(2 - 1)

o1 (2) = p" o (id, My ;) o pl2)
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Ainsi

oo (z) = p~" o (id, Mo, 1) © p() =z
axt + 3+
o1 () = pt o (id, My i) 0 p(a) || =
2% + o’z
o’x + x3—|—
02 ('T) = p_l ° (Zdu )\27 IU’Q) o p(l’) =
2% + o’x
03 ('T) = p_l o (Zdu )\37 :u’3) o p(l’) = LU4
2t + a4
o4 (z) = p~ o (id, \s, pig) 0 p(z) | =
o’ + o
o5 (x) = p~" o (id, A5, i5) © p() =z’
O¢ ('T) = p_l o (Zd7 )\67 MG) o p(l’) = 12
_ rt 4+ o223+
71 (@) = p7" o (id, Moy i) 0 pla) | = ©
ar® +x

3.3 Structure de Az ;0]

Apreés avoir construit les automorphismes de A; on peut aborder la o- cyclicité des
codes convolutionnels en ellaborant la structure de A [z ;o).
Soient F un corps fini et A = F[z] / (™ — 1) ot n n’est divisible par la caractéristique

de F. Pour tout 0 € Auty (A) on définit *,sur A [z] par :

Vg:Zz”gy et h:Zz“hu € Alz] : h*ag:Zhuz“*UZg,,z”

v>0 n>0 u>0 v>0
_ A
= E z [ E ot (h,) gu]
A>0 pnHrv=A>A

Proposition 70
L’ensemble A[z] muni des deux lois + et *, est une algébre notée Alz ;o]. On

appelle A [z ;o] algébre de Piret.

75



Proposition 71 [2]

Pourae A, NeF on a :
1. a*, z =2z o (a).

2. ANkg 2 = 2 %5 A

Preuve
1.
hiog= 2D 0" (h)g)
heg=0"(ho)go+ [0° (1) go+ o' (ho) 1] 2 + ...
pour
h=aetg==z2
Alors
h*,g=0(a)z
Donc

a*,z=o0(a)z Ya€ A

2.D’aprés (1) en posant A =a € F

Akg 2= 2%, 0 ()
sachant que o est un automorphisme de F-algebre dans
oc(l)=1douo(N)=c(A-1)=X-0(1)=A
pour
h=aetg==z2

Alors
hxyg=o0(a)z
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sachant que o est un automorphisme de F-algebre dans

oc(l)=1douo(N)=c(A-1)=X-0(1)=A

Proposition 72
1. Alz ;0] est un anneau .
2. Alz ;0| nlest pas commutatif.
Preuve

1. Trivial

2. Soit

acAetz€Alz]:a*x,2=20(a)

Suposons que

zo(a)=2za

Donc

z(oc(a)—a)=0sio(a)=a:Ya€ A
Alors A [z ;0] n’est pas commutatif. m

Définition 73
L’algébre Az ;0] est dite algébre de Piret de paramétres q = |F|, n, o.

Définition 74
Pour o € Auty (A) ;

un sous-module C' de F [2]" est dit o-cyclique (ou cyclique au sens de Piret) si :

g:Zz”gyep(C)jx*gg:Zz”(U"(a:)g,,)Ep(C) (3.9)
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le théoérme suivant caractérise les sous-modules de F [2]" qui sont o—cycliques :

Théoréme 75 [2]
Considérons l'anneau A [z ;0. Un sous- module C' de F [2]" est o—cyclique

si seulement si P~ (C)) est un idéal o gauche dans A[z ;o).

Preuve
Suposons que C' est o —cyclique et prouvons qu’il est un idéal a gauche de A [z ; 0]. On
remarque d’abord que C' est un sou-module a gauche de A [z ;o] et d’aprés la définition

de la cyclicité on a

d d
g:ZZ”gV € P(0) ix*ggzz,z”o”(x)gy € P(0)
v>0 v>0

et par induction sur ¢ on trouve
VOgign—lzxi*ggep(C)

Alors pour tout polynéme f(z) = > a;z° de Aon a:

ce qui montre que C' est un idéal a gauche.

Réciproquement, supposons que C' est un idéal dans A [z ;o] donc pour g € P (C)
on a particuliécrement 2 %, g € P (C).

D’ou il est cyclique. m

Dans les exemples suivants nous construisons des codes convolutionnels o-cycliques
en prenant des idéaux & gauche dans A [z ; o]. Les idéaux a gauche sont choisis parmi les

idéaux engendrés par un élément de A [z ;o]. En effet

Exemple 76

Pourn =17 et F =F,, prenons o (z) = z° et
v=(1+2%24+2%1+2,1+21+2%22%) €F
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= 1+ +2%+a")+2 (z+22+2°+2°) + 22 (1+ 2z + 2" +2°%) € A[z; 0]
Soit J l'idéal o gauche engendré par g dans Az ;0]

J={f*09:f€Alz;0]}

Alors le code associé est

ou J est engendré par {g,x *, g, ..., 2% *, g}

On a
Txeg = xgo+7z0(x) g+ 2°0% () g
= :U(1+x2—|—:c3+x4)+zx5(x+x2+:v3+x5)
+2% (142 + 2 + 25)
= s+ +zt+25+2 (1+x+x3+$6)
+22 (:1:+a:3—|—x4—|—a:5)
Alors

~ —1

P (x*gg)z(z,l+Z+Z2,0,1+z+z2,1+z2,1+z2,z)
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Et

B, g = 9o+ 2z 0 (1) g1+ 2207 (2%) 9o
= 1+ +2° +2") + 2 2° (¢ +2° + 2% +2°)
+2%x (z + 2 + 2* + 2°)
= (@®+2'+2°+2%) +2 (z+2* +2° 4+ 2°)

+2% (142 +2° + 2°)

Alors
P (P, 9) = [*,2+2%1+ 220,14+ 2,1+ 2+ 2% 1+ 2]

T’ ke g = (1+m3—|—x5+$6)+z(a72+m3+a74+x6)
+22(1+x3+x5+x6)

= g+a’*.g

Par conséquent

T kg g = x*gg—l—x?’*(,g

= g+ 2% %, g+7 %, g

x5*gg:x*gg—|—x3*gg+x4*gg

6 2 4
T % g =T *%; 9+ T %5 g
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Donc

J = spangp) {9, 7 %5 9,2° %5 g}

D’ou
C = P ()
= {u -G /UEF[Z]S}
ol
P (9)
G = P (x%,9)
P (2% %, g)
1422 2422 14z 14z 1+ 22 z 22
G = z 14 2+ 22 0 142422 1422 1422 2
22 2422 1422 0 142 142422 142
1 01 1100 01 11010 1100101
G = 01 01110 +z 1 1 01001 +Z20101110
1 110010 01 00111 1 110010

ceci représente un code convolutionnel cyclique sous forme (7,3,2) .

Exemple 77
Pourn=3,F=F;={0,1,a,0®} avec o®>+a+1=0.

Prenons pour o; o (x) = o*x et comme générateur de J le polunéme :

g=1l+az+o’2®+z(1+z+2%) +2° (14 o’z + az?).
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D’apres la structure de Az,0] on a :

2

THe g = Zzl’a” (x) g

v>0

= zgo+z 0 (x) g1+ 2207 (2) g2
= J:+ozx+oz2+z (a2m+0z2x2+a2)+z2(aa:+x2+a2)
= o’ +r+ar’+z (& +lr+a’2?) + 27 (o + az + 2?)

= o [1+a1’+a2x2—l—z (1—|—a:+x2)—|—z2(1+0z2$+0z:132)]

2

= (0% g
Donc
J = SPANF[z] {ga T *g g}
Et
C = P (J)
= {u-G/ueF[z}
Alors

G = [1—|—z+z2 a+ 2z + a?2? a2+z+az2}

ceci représente un code convolutionnel cyclique sous forme (3,1,2).

3.4 Générateurs d’idéaux (4 gauche) de A|z ;0]

Dans cette partie ; il est question de déterminer tous les générateurs d’idéaux a gauches

de A [z ;o](et donc tous les codes convolutionnels o-cycliques) pour les corps finis (Fy,F3

et Fy ) et pour les valeurs de n allant de 1 & 7.

Etant donné une algébre de Piret A [z ; o]. Considérons les composantes K *) de A =
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F[z] / (z™ — 1) suivant p,

(k)

K :€(k)Ap0u1“]{?:1,...,7“

Pour tout f € Az ;0] on a:

f = fotzfi+..+20
_ (5(1)f0 + e+ s“"f0> NIy (5(1)fd 14" fd>
_ (a“’fo vz fit o+ zda“’fd> oot (e"’fo +2efi+ .+ zds”’fd)

= 4P +7f

Notons 5(k)f par f(k), pour tout k=1,...,r.

Alors f posséde la décomposition suivante :

(1) 2) (r)
f=f +f +.+f
Définition 78
1. Pour toutk=1,...,r; f(k) est dit la k™™ composante de [ suivant p.
2. L’ensemble
(k)
Ty := {k f # O}

est dit support de f.

Exemple 79
Soient F =Ty, n=7T et o (x) = 2°
On a

z' —1=m X Ty X T3
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telque

™ = x+1
Ty = 2+ +1

T3 = $3+$2+1

eM = 14+ +28 4+ + 202+ 48
e® = 14+z+22+24

e® = 1422423 4 2

o (D) = £® g (D) = £®) 5 (<O)) = @
Pour
g=1+2+%+at+z2(z+27+2° +2°) + 22 1+ 2+ 2" +2°%) € Az ;0].
On a

2
) 1)
o g = g z”a“(é >gv

v=0

= 5(1)90 +zo0 <€(1)) g, + 22o? <€(l)> g,
= &g, +2eWg, + 2%y,
= 0+0+0

= 0
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2
06(2)g = ZZUO'U (6(2)> Jou
v=0
= 5(2)g0 +z 0o <5(2)> g, + 220 (6(2)> /R
= 5(2)g0 + z 6(3)91 -+ 225(2)92
= 0+0+0

= 0

2
06(3)g = ZZUOU (6(3)> o

v=0

— 5(3)90 +zo <5(3)> g, + 2252 (5(3)> g,
= 5(3)90 + z 6(2)91 + 226(3)92

= (I+z+2*)+za2+7%

Alors
g = 5(1)g n 5(2)g n 5(3)9
= (1+CL‘+(E2) +z x4+ 2%
Donc
Tg = {3}
Exemple 80

Soient F =Ty, n=3 et o(z) =’z

Onaxz®—1=m X my X m3; telque

m = z+1
Ty = T4+«

_ 2
T3 = T+«
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W = 2242 +1
e? = ar?+alr+1

e® = 2 tar+1

On a
o (W) = @ 5 (@) = £® 5 (@) = £V,
Soit

g=(?2? +ar+1)+2z (1+z+2?) +2° (aa® + o’z +1).

= 5(1)g0 +zo (5(1)) g, +2°0° (8(1)) 9,
= 5(1)90 +z 5(2)91 + 225(3)92

= 0+0+0

=0

2
oy = Z 2" (6(2)) Ju
v=0
= 5(2)90 + zo (5(2)) g1+ 2*0® (5(2)) g2
= e@go+ 2eWg, + 22Wyg,
= 0+0+0
=0
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2
.€<3)g _ ZZUOU (g@) 0
v=0
= 5(3)g0 +z 0o <5(3)> g, + 220 (6(3)> /R

(3) (1) 2 (2)
= € g, +ze g +2z€ g,

= 14+2+2°
Alors
g = e(l)g—i—g(z)g—i—g(g)g
= 1+2z+2°
Done
Tg = {3}

Théoréme 81

Soit 2" — 1 = ‘H17Ti la décomposition de x™ — 1dans F. Alors pour T € S,,. .. et pour

1=

tout o0 = [A, A, ..., A\ ] o7 € Auty (A) on a :

( (k)) (7(k))
g\€ =&

r

Preuve
Soit
o (ZE) = [/\17 Agsoees )\r] oT (,01 (ZL‘) ) Py (l’) 7o Py (I))
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Alors

i () = D (5 ()87 (o () o (50 (&) o, ()

Le théoréeme suivant caractérise les générateurs des codes convolutionnels o-cyclique.
Il est utilisé pour construire et d’une maniére exhaustive tous les codes convolutionnels
o-cycliques pour les cas cités plus-haut.

Pour tout g € Az ; 0], notons par (g) l'idéal a gauche dans A [z ;o] engendré par

Théoréme 82 [2]

Soit C un F[2] sous-module de F[z|" et J = P (C) son image dans A [z ;o]. Alors

les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. C est un code convolutionnel o-cyclique.

2. J = {g) pour un certain g € Az ;0| satisfaisant :

T,=1,

g 99

Dans le théoréme suivant nous donnons tous les générateurs des codes convolutionnels

o-cycliques sur le corps Fs.
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Théoréme 83

Soit g€ Alz ;0], ou F=Fy et n=3,5,7 alors

1. Sin=3,5
2. 8n="7

Ty =T, <
Preuve

89

n—1
) .
1. g a’ =0VYj
=0
Ty, =1y = 9 4 )
a =a; 1=0,.
3.¥a € F
) )
1 aﬁj —ai] 1=1,...,6
@) _ () X NN X .
2 0 1 5 2 3
) @i+1) (2541 X (@5+1) (2541
ao ! as CL4
@) _ @) I CI i C
3 0 1 3 4 5
' (2j+1) (2541 (2j+1) (2541
0 - + a5 2 +
( 2j 2541 j
a;a) Va <a ) 4 (a; Jra(a) +as>)
(24) (2j+1) ) )
4. a6]\/ ! +<af +a +a;>
(29) <2a+1) ) )
[ @, Va + (ao +a +a5 >
(25) (2J+1) ) )
a, Va + <a2 + a + a, )
25 2541
5 a;ﬁv (24 >+ (ainJra +a:>)
(29) <2a+1) ) )
[ @ Va + (% +a +a5 )
6
6. E afJ)Vj
i=0
)
7¥a” €F

(24)
2

+a

(25+1)
Qa =

5
(29)
2

3

+a

@2i+1)

(27+1)

2

(24)

(27+1)

2

(275+1)

6

(27+1)
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Soit g = Z 2'g, € Alz ;0] et posons pour tout j > 0 :

€] €] (©)) _
gi=ay, +a m+...+an71xn 1

1
D’apres les résultats précédants citant tous les automorphismes de A on a pour :

1.
a’)F:FQethB

Vo € Autg (A) : o (5<k>> _ W

_ @ (0) © o
go—CLO +CL1 ;L’—|—a2 T

e'g,=a +a +a,

@)

@) ) ) )
€gj:<aj +a2>l'—|—a0 +a

2
.1érecas

Si Tg0 ={1}ona

T =T < A ‘

9= 1Lg, N (()]) _ aij) e
02" Ccas
SiT,, = {2}
] 1=" (s =0)
Ty =Ty < N a;j) n a(lﬂ n a;j) —0
03" °cas
Si T, = {1,2}

Ty=Tg, = 9= 9(2) + g(l)‘v’a:j) eF,

b)F:ertn:E)
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=1 = (z41)(2°+2*+2°+ 2>+ 2 +1)
e = 2+t v+t +ar+1

= z+1

5(1)9. = (])+ +a +a +a

J 0
3

C N 0?4 )
€ g9, = x

@

el cas

SiT,,={l}ona

W [ @
T, = T,<=g9=yg (g :O)
WG
—= a =aq,

e2°Mecas

Si T,y ={2} ona

@ [
T, = T,=g=4"(s"=0)

&) &) &) @ &)
<~ a, ta +a, ta, +a, =0
o3 ccas
SiTy, = {1,2}

)

T, =Ty, <:>g—g ~|—g ‘v’a € Fy

3 F=Fyetn=7
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=1 = (241) (P +x+1) (2®+2°+1)

6(1) = S+t 3+t e+l
6(2) = 2+ 22 +r+1
Y = s+t 241

_ W ) 0, 2 @, 3 0, 4 @, 5 0, 5
g, =a, ta T+a, r"+a, " +a, T +a, T +a;, T

6

O )

€9, = a,
i=0

(2) () ()

6 3

0) 0) 0) @)
+a, +a, +a, +a,

(3) (@) (#) (@) (@) (9 (9 &)
€ g, = <a] +a; +a4j +a]>x2—|—(aj +a/ —|—a; +a

2 6 1 4

) (€] ) (€]
+a, +a) +a +a,

(1) (1) (1) (1)
e'g=¢ g, +ze g +2% g, + ..

&) @ ®) @)
e g=¢ g, +ze g +2% g,+..

(3) (3) (2) 3)
e g=¢c gotze g +2% g, +..

el “cas
Si Tg0 ={1}
W [ @ ®3)
I, = Ty <~=yg=yg @ =g :Q
2) 3)
€ gzj:O/\a 92j+1:0
®3) (2)
g2j:0/\5 g2j+1:0
) o) &) ) 6 )
< a, =a, =a, =a, =a, =a
e2tMecas
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eV = <a2 +at —l—a;j) ~|—am> 224 <a§j) ) +aij) ta

()

€)
5

(€]
6

)t
E



Pour T, = {2}

(2) (1) (3)

Ty,
6
{Zf —0ne” g2+1 oA’ g2 =0

=0

9

3 cas
Si Tg0 = {3}
@ [ o @)
T, = Tgo<:>g:g <g =g :0)
6
<:>ZCL§J) = 0/\5(2)g2j:0/\€(3)92j+1:0
i=0
e4tMecas
Si Tg0 ={1,2}
eN @ [ ®
Iy, = Ty<=9g=9 +g (g =0)
— g(z)gsz =0A 5(3)g2j =0
o5 cas
Si T, = {1,3}
T, = T, < g=g"+¢%(¢®=0)
— 5(2)92]‘ =0A s(s)gng =0
o6 cas
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Si T,, = {2,3}

(2 (3) (1)
T, = Tgo<:’9:9 +g (g :0>
6 .
= Y a =0
=0

e7¢ccas

Si T,, = {1,2,3}

(3) @)

T,=T, <=g=g +4¢" +¢” Vo, €T,

Dans le théoréme suivant nous donnons tous les générateurs des codes convolutionnels

o-cycliques sur le corps Fj.

Théoréme 84

Soit g € Alz ;0] et F =TF;

1. Sin=>5,70na

( 2
1Y “a” = 0Vj
=0
2.aijil :a§j> Viet0<i1<n—2
| 3Va €Ty
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2. 85n=4o0na

Preuve

1. F=Fsetn=4

¢ ( , ,
(27) (27)
a, =—(1-x)a
1. A
@i+1) (25+1)
L a,  =0+1)a
( , .
(25) (27)
. = (1+x)a,
2. A
(2+1) (2+1)
L % —(1—xz)a
) ) )
3 (lo - (11 R
) o) )
4.a2 r=a, —a,
( @) (29) (24)
o @1 T Qg
5 A
(24+1) (2441 (25+1)
( @i+ @it (2j+1)
o = — Qg
6. A
@) @) (25)

7Ya" € Fy
\

(2

(z—=1)(z+1) (2> +1)
a,(()j) +a” 4 a,;j)

() ©)

(@)
a, —a; +a,

) ) )
a, rT+a; —a,

(1) (2) (1)
€ ¢g,+ze¢ gl+22€ gy + ...
2) ¢5) 2 @
€ g, +ze g +z¢ g,+ ..

(3) (3) (3)
€ g, t+ze gl+225 Gy + .
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e@gy; =0AeWgy1 =0

<~ A
\ e®g; =0
( . .
affj) = —(1-x)a”
— A

@i+1) (24+1)
| o = (1 +2)d]

2tMecas
Si T,y ={2} ona

@ [ ®)
T, = T,<=g9=yg (g =0Ag :0>

) ) ) ) ) ) )
<~ a, ta +a, +a, +a, +a +a, =0

(<

) @)
eV gaj =0ne7 goj11 =0
e A

e®g; =0

afj) =(l1+x) a(fj)

— A

(2j+1) (25+1)
L@ = (1—-x)ay

e3°ccas
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Si T, = {3}

® [ o @)
T, = T,,<—=yg=yg (g =0Ag
= 5(1)gj =0 /\5(2)gj =0
le)j) _ aij) _ a;j)
e4°Mecas
Si Tg0 ={1,2}
eN @ [ ®
T, = 1Ty<=g=g + ( =
= ¥g =0
= ¥y =
) ) )
<~ a,r=a, —a
o5 cas
Si T, = {1,3}:
T, = Tgo — g = 9(2) —|—g(3) g(l)
(@) )
<~ € g,,=0Ne "g,,,, =0
@) _ @) (2)
0 - Y 2
< A
(2+1) (2j+1) (25+1)
o6 “cas
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Si T,, = {1,3} :

T, = Tg0 — g = g(l) + 9(3) (9(2) = ())
eh) (@)
<~ ¢ ¢,,=0Ne g, =0
(25+1) (25+1) (25+1)
<~ VAN
25) @) (29)
a,” =ay —a

e7tMecas
Si Tg0 =1{1,2,3}
)

Ty=Ty = 9= 9(1) + 9(2) + 9(3)Vaz’ €F;

2F:F3etn:5

?—1 = (z41) (2" +2'+2°+ 2>+ 2 +1)

= 4+t +3+22+0+1

€ = z+1
&) ) ) ) ) )
E gj — ao +a1 +a2 +a3 +a4
3
1) ) D\ i
€9 = Z(a: +a:>$l
i=0
el cas
SiT,,={l}ona
™ [ @
T, = T,,<—=y9g=yg (g :O>
) o)
— a =-a’



2 ccag

SiT, ={2}ona

e3°ccas
Si T, ={1,2}
@) (1)
Ty=T1y <—=g=9 +g

3 F=Fsetn="7
' —1=(z+1) (2P +2°+2'+2°+2® + 2 +1)
(1) @) @) @) @) @) @) @)
6

a, +a, +a, +a, +a, +a

el cas

SiT, ={l}ona

T, = T,+=g=g" (4" =0)
a;j) _ _aij)
e2°Mecas
Si T,y ={2} ona
@ [ M
T, = T, <>g=g ( :0)
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3 cas
SiT,, ={1,2}
@) (1)
Ty=Ty ~—=g9g=9 +yg

Dans le théoréme suivant nous donnons tous les générateurs des codes convolutionnels

o-cycliques sur le corps Fj.

Théoréme 85
Soit g € Alz ;0], pour F =Fy et n=3,5,7 on a

1. Sin=3
( (@) @) @)
a ! 2
2. A
(2+1) (241 2 (2j+1)
| @ = aa, =aa,
(e @) 2 (2)
1 - 0 - 2
3.0 A
2341 (2541 (254D
0 - a1 - CL2
= — (2 +1) (2j+1) (2j+1) 2 (2j+1) 2 (2j+1)
Tg T90 < n ! =aa.’ +aa2J :aalj +aa4]
ola® 2 (29) (23) (23)
aa, +aa =aa +oaa,’

(27) 2 (29) 2 (29)

= ay +aay

5.
(23+1) <2j+1) (27) (237)
Qg = qa + aa
4

@,
(
@, 3 2
(
a;
2 4

6.

(l
=0
7vdY) e F,

2. Pourn=25
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(

]_.CL(()J) (9)

G) _ 0 _ )

=ap’ =0y = a3z = a4y
, a(()2j) — aa ( )—{—aa@j) a2a§2j) —i—agafj)
' [()23+1) 042(1:(3]) Ta a(]) aagj) +aa(j)
; (()2y+1) _ aa:(fﬁl) + aa (2j+1) _ (2J+1) +a (2J+1)
' ( D) — 2 (2J)+a2 (23) —aa§23)+aa§2j)
2j+1 2j+1 2j+1 2j+1 2j+1
T -, ) [()J ) _ aéj )—l—aaéj ) _ agj )+ (J )
0 .
[() )—aa( D 1 a2a (2J)_aag )—i-oeafj)
- g )+a(() 7)) _ a2a(2a) +a2a(2j)
' (2J+1) +a(()2j+1) — aa ( )—i—aa@])
6. = Z a’ =0
| 7.va) € IF4
3. Sin="17
(O 2
l.a6 = Viet0<i<5h
Tg — Tgo 2 Z (J) J)
\ 3.\1a§” c Ty
Preuve

1L.F=F,etn=3

P —1=(z—1)(z+a)(z+a?).

o€ Autp(A) 10 <e(k)> =",

g, =

@
+a 3:+aj:):2
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eh) €) €) €)
€ gj:aj +a +a.

0 1 2

(@) ) €) 2 @
€9, = a t+toa +a’a, .

®3 N C)) 2 () )
€ g, = a +aa +aa,

(

1) ey ¢
€ g=¢ g,+=z¢

3) 9 (1) (2,3)
g, +z2°¢ gz—l—z?’s g, + ...

(@) (2) (1.3) 2 @ (1.3)
e g=¢ g, tze g +2% g, +2% g, +..

(

3) ® a,
€ g=¢ g, tze

2) PIRE) (1,2)
g, +z7¢ 924—235 gs + ...
el¢“cas

SiT,, ={l} ona

[ @ 3)
T, = Ty, <g=yg <g =0Ag :0>

e, =0Ae%g, =0

1) (3)
€ Gyjp1 ™ 0Ae o541 = 0

@) @) (2))

0 1 2
< A

@41 () o (25+1)
) = aa, = a“a,

02 cas
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Si T, = {2}

@ [ m @)
T, = T,<g=g (g =0Ag :0)

(1) ®)
€ °g,=0Ae"g, =0

@) )
€ 941 = 0Ae Gaj1 = 0

(2j) (29) 9 (2§)

[ aao - a,
< A

(2j+1) (241 (25+1)

0 =aq, =a,

e3™ccas
Si Tgo = {3}
G W @)
T, = T,<=yg=g (gzOAgzO)
=0Ac"” g2] 0
5()g2+1_0A8 2]+1:0
% <2J) <2J) 2 (29)
= a‘a
2
@i+ _ 2J+1) (25+1)
= ag
e4°°cas

Pour T, = {1,2}

1) W [ @
I, = Ty, <=g=9 +yg (g :O>
a82j+1) (2J+1) i a(23+1) — 024 (2j+1) +a2a512j+1)

a((]Zj) _ aza:()’ J) +a agy) aag ) 4 oza@])
2F=Fsetn=>5
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" —1=(z—-1) (" +ax=1) (2 + o’z +1)

o€ Autp (A) : o (5(k)> =™

1)

€ gj:aéj)—ka +a +a +a

+a x—l—a x—l—a x+a x4

CL

-
M_,;o

(ai])qLoza +aa —|—am>x+a +a +aa +aa

4)

a, —i—aa —i—a

) @) @)
s Ta, )x—i— +a 2
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3)

_ g—g)<dD:0Af :O)

" g2 Ae? 9y
J J
A e®?
€ g2]+1 € g2]+1
a +a +a +a +a L
2 25+1 25+1
(J) [( 2, +a2 (])>\/<aaij )+(m;a ))}
( ) (25) (29) (2j+1) (2j+1)
’ [<a2a2j +a2a4]>\/ <Oza it aa”’ ﬂ
3 4
2j ) 25) (24 2j (24
( J ( J + ozaQ 5) _ oz2a§ J) + 042614 5)
(2 D) ( ( )@ )
J 2 J + Oé2 J alj + oza:

e3¢Mecas

SiT,, ={3}ona

<
6 gzj+1 =0 A 6 g2j+1 =0
+a +a —
25+1 2541 27 27
u>[<a a(J ) o?aij >> v (aa;J)+_&a;ﬂ>}
(2j+1 2541 27 2j
(ﬁ [( j aza(a )> v (aafj)+—aa(”>}
4 3 4
(2 1 _ (2j+1) (2j+1) (2j+1) (2j+1)
! 3J —i—ozazj :azalj —1—042@4]
(2 ) _ (24) (24) (24) (24)
J J J J J
a3 + a2a2 =aaa;  +aay

e4ccas

SiT,, ={1,2} ona
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®) @
—c g,=0Aec"g,, =0
(25+1) (25+1)
= aa

2

(25+1) (25+1) (2i+1)
+aay,  =ala;  +alay’
0 3
23) 29) 24) 25) 29)
J J J J
a,” =0afa, +a*a,” =aa +aa

4
o5 Ccas

Pour T, = {1,3} on a

1) @ [ @
Ty Tgoﬁg:g +g (9 :0)
§2j) + a((fj) _ QZCL;Qj) + azafj)
(25+1) (2j+1) (24) (24)
L a, = aa, + oa,
o6 “cas
SiT,, ={2,3} ona
(2) 3) 1)
iy Tgo<:>g:9 +9g <g :0>

4
7)
— Zaij —0
=0

o7 "cas

Si T, ={1,2,3} ona

Tg _ Tgo g= g(l) + 9(2) + 9(3) va(j) c T,

i

3 F=Fsetn="7
T —1=(z-1) (2 +2°+2' +2° +2° + 2 +1)
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. () () @ 2 @ 3 (G 4 @ 5 @ 5
g9, = a, +ta, z+a, z+a, °+a, v +a " +a, T
6
M _ ()
€ g9, = E a;
i=0
5
(2) (€] )
e g, = E (aﬁ + ) !
i=0
¢S €] 2 (1)

€ g = ¢ g0+z€(1)gl+z&t g, + ...

e'g = 6(2)904—25(2)gl+z25(2)92—|—...

el cas

SiT,, ={l1} ona

(1) (2)
T, = T,<=9=yg (g :O>
— o) =a’Vi=1,.,5

2 cag

Si T,y ={2} ona

@ ([
T, = T,<=9=yg (g :O)
6 .
= Y a =0
i=0

3 cas
Pour T,, = {1,2}

Ty =T, <~ g= g(2) + g(l)Vaij) el
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3.5 Les codes convolutionnels doublement cycliques

Etant donné un code convolutionnel cyclique C' ot P(C)) C A[z ;0].
Posons E = {eM), @ . M},
Il est clair que o (F) = E.

: alors

Sio = (A, Ag,...,\,)oT pour une certaine permutation non triviale 7 € S, . ;

il existe un sous-ensemble S C E tel que SN (S) = ¢.

Soit S un tel sous-ensemble.Soit b € N le plus grand nombre naturel satisfaisant :
SN (S)=¢

Alors on a :

SNol(S)=¢ pour tout 1 <j <b

Lemme 86

D’apres les hypothéses précédentes on a :
o' (S)Na’ (S) = ¢ pour tout 0 <i < j (3.10)

Preuve
Supposons qu’ils existent i et j (i < j)dans [1,0] tels que 0% (S) N o7 (S) # ¢. Soit
e® € o' (S)Nod (S); alors e = o' (W) = o7 (")) on e) et e*) € 5. W =

o7 (e®W) =777 (e™)) € SN 077" (S) ce qui contredit le choix de S. m

Proposition 87
Soit S C E défini comme précédemment et notons par :l :=|S]|.

Alors
1. b+ 1)l <.

2. (b+1)l=re FE=Ud(9).
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Preuve

1.Pour tout j dans [1,b] on a :
07 (8)| =1
et comme o' (S)No? (S)=¢ 0<i<j alors:
|[SUc(S)U...Ua"(9)| = (b+1)I

Or SUc(S)U...Uc®(S) C Ealors (b+ 1)1 <.
2.8i (b+ 1)l =r.alors [SUc (S)U..Uc"(S)| =
Et comme o' (S) N o7 (S) = ¢ pour tout 0 <4 < j alors

|E|=|SUc(S)U...Uc”(9)]

Donc
joi Zgoai (S)
Inversement si F = iEbJOoi (S) alors |E| = iQOU (S )‘
donc ) :
r=(b+1)1

Remarque 88
{c"(S):1 < j < b} est une partition de E.

Etant donné un code convolutionnel cyclique C' out P(C) C Az ;0]. Et S C E tel
que SNao(S) = ¢.
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Considérons le code linéaire (en bloc) cyclique engendré par le polynome :

— 30

e®es
La matrice génératrice de ce code est :
c
xc
¢ e
ou k = dimp (¢ (k: = Z deg 7TZ>
ees
Soit la matrice G := 3 2*G, € F[2]"" ou
v>0
P~ (0¥ (¢))
P~ (¢¥ (zc
G, = ( ( 2 € F [

Posons

g—cZz —Zz c) € Alz ;0]

v>0 v>0

Alors pour tout i € Non a: ' %, g = Y 2”0 (z'¢).
v>0
Et

P (g)
p1 (x %, g)

p-! (xk_l * o g)
Théoréme 89 [3]
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Soit les hypothéses précedentes.le sous-module C' := imG est un code convolutionnel

cyclique de paramétres (n, k; km) .

Lemme 90

Ona:C=p" <(g>)

Définition 91
Avec les hypothéses précédentes ; le code C := imG est dit code convolutionnel dou-

blement cyclique.
Dans ’exemple suivant nous traitons un cas particulier ou F, = Fy et n = 7.

Exemple 92
D’apreés l’exemple (57); on a

eV = 1drta?rad gt a4 b
£? = 1+ 2+ 22+ 2*
8(3) = 14+22+ 22+ 24

donc E = {5(1),5(2),5(3)}. Prenons S = {5(2)} et o (x) = x°. Sachant que

M e)
ole = ¢
©) ®3)
o <5 ) = €
( (3)) @)
ole = ¢

Alors b= 1. Le polynome générateur du code binaire cyclique est
)

= 1+2°+2°+2°
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et sa matrice génératrice est

1+z+224+24
x—l—m2+x3—|—m5

vu que dimpg, (c¢) = 2. Donc

g = c+zo(c)

= 1+z+22+24+2 (1+x2+x3+x4)

Et comme
Tk, g = E 2o (x’c)
v>0
on a :
T*, 9 = wzCc+ 2z 0 (xC)

= o422 +23+2°+2 (1;+x3+x4+x5)

?x, 9 = 2’c+z o (2%)

= 22+ 42 +2%+ 2 (m+:p2+x3+x6)
Donc la matrice génératrice du code convolutionnel doublement cyclique est :

1+ 2 1 1+2 z 1+ 2 0 0
G

0 1+ 2 1 1+ 2 z 1+ 2 0
0 0 1+7 1 1+z2 z 142

Dans ce qui suit ; nous présentons tous les codes convolutionnels doublement cycliques

pour les cas o, F3, Fy avec n < 9 et avec un choix d’'un automorphisme non trivial.
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Pour F, prenons o (z) = x° donc d’apres I'exemple précédent on a :

n S |S| =1
31 ¢ 0
50 ¢ 0
7 {e@} 1
91 o 0

Alors la matrice du code convolutionnel doublement cyclique est (exemple précédent)

1+2 1 1+2 z 142 0 0
G = 0 142 1 142 z 142 0
0 0 1+ 2 1 1+ 2 z 1+ 2

Pour F3 on a :

n S |S] =1
2 || {eW} 1
4| {eW} 1

510 ¢ 0

7| ¢ 0

Pour n = 2 et avec o (¢(V)) = &® (o (z) =z + 1 par exemple) on obtient le code de

matrice génératrice

G=<1+2z 2+z>

Pourn =4 et o (cV) =@ (0 (z) =2+ 20 +1)

on obtient le code de matrice

GZ(l—l—z 1+22 1+2 1+22>
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Pour [y

n S 1S =1
3| {eW} 1
51 {e@} 1
7 ¢ 0
9 | {e@ @) | 2

Pour n =3 et o tel que : 0 (eV) =£®, 5 () =@ et g (¥)) = W)

(0 (x) = a®x par exemple) on obtient le code de matrice génératrice :

G = ( 14+ 2422 1+a%2+az? 1+az+a2z2)

Pour n =5 et 0 (¢®) =e® (0 (z) = 2%) on obtient le code de matrice

142 a+a?z a+a?z 14z
142 142z a+a?z a+a?z

Pour n =9 et o (cV) =@, 5 (¢?) =e® et 5 (W) =

on obtient le code de matrice

0 a+a?z a?+az 0 a+a?z o+ az az a+a?z o>+ az
2 2 2 2 2 2
G o + az 0 a+a‘z o+ az 0 a+a‘z o+ az az o+ atz

a+a?z a?+az 0 a+a?z a?+az 0 a+a?z a?+az az

az a+a?z a?+az 0 a+a?z a?+az 0 a+a?z a?+az

114



conclusion

L’objectif principal de ce travail est de construire exhaustivement les codes convolu-
tionnels cyclique au sens de Piret.

Notre travail consiste & construire 1’algebre de Piret A[z ;o] tout en exibant les au-
tomorphismes de A ; soit le groupe Autp(A) et ceci aprés une présentation sur les codes
convolutionnels et leurs différentes approches.

Selon les travaux de [2]; ces codes sont caractérisés par 1’égalité du support de géné-
d

rateur g = Z 2" g, et de sa limite libre gg. Ainsi pour les corps Fy, F3 et F4 nous avons
donné tous ”132 générateurs des codes convolutionnels de longueur allant de 1 & 7.

Ces générateurs peuvent donner donner des informations sur une autre classe de codes
convolutionnels dits doublement cyclique.

Une question naturelles se concernant la cyclicité de type t (¢t = 3,4...). Si le support

du générateur caractérise la cyclicité du code; qui prend le relai pour la cyclicité de type

t7?
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