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0.1 Introduction

La prédiction théorique des propriétés e¤ectives de matériaux composites
est un problème important en mécanique et en engineering. Les méthodes
d’homogénéisation sont parmi les méthodes qui ont été élaborées donnant la
possibilité d’estimer les propriétés e¤ectives en utilisant seulement les infor-
mations microstructurales.

D’une façon générale, un des buts des méthodes d’homogénéisation est
l’étude du comportement " global "et " e¤ectif " de matériaux hétérogènes
"composites " présentant de "nombreuses " hétérogénéités ( …bres, inclu-
sions, perforations....) dont la taille est " petite " par rapport aux dimensions
caractéristiques du matériau. En e¤et, ces méthodes nous permettent d’ap-
procher de manière tout à fait satisfaisante ce matériau composite par un
matériau dit " homogénéisé " …ctif, dont les caractéristiques posent moins de
problèmes. Elles s’appliquent dans di¤érents domaines : thermique, élasticité,
électromagnétisme, mécanique des ‡uides,...

Du point de vue mathématique, ces méthodes résident dans la recherche
d’une équation, dite homogénéisée ou macroscopique, qui peut décrire des
phénomènes qui ont lieu dans un milieu non homogène. Ce passage d’un
milieu non homogène à un milieu homogène équivalent revient techniquement
à un passage à la limite avec un ou plusieurs petits paramètres liés à la non
homogénéité du milieu.

Les progrès les plus récents en théorie de l’homogénéisation concernent
l’apparition de termes supplémentaires dits ’termes étranges’ D. Cioranescu,
F. Murat [12] dans les équations limites, ou bien d’équations limites d’un
type autre que les équations de départ, ce qui correspond aux ’e¤ets non
locaux’ [3] [4][6] [7] [8][9] [11] représentatifs d’un nouveau mode d’interaction
entre l’échelle macroscopique et l’échelle microscopique.

Ce mémoire s’intéresse aux e¤ets non locaux résultant du comportement
asymptotique d’un milieu ambiant (non ‡uide), contenant une distribution
" -périodique de très petites particules sphériques ‡uides, de rayon r " . On
suppose que r "

"
! 0 lorsque " tend vers zéro. Sous cette condition le volume

global des particules ‡uides tend vers zéro, ce qui signi…e qu’à la limite les
particules disparaissent, on compense alors cette hypothèse en supposant que
leur masse globale reste de l’ordre de l’unité.

Plus précisément, le problème étudié dans ce mémoire est la détermina-
tion, sous les conditions citées plus haut, du comportement asymptotique
(lorsque " ! 0) de la solution (u " ; p " ) du problème (1)¡ (11). Ce comporte-
ment dépend du comportement asymptotique de ° " =

r "

" 3
appelé coe¢cient

de raréfaction de la distribution. On distingue dans cette étude les trois cas
suivants :

-les particules ont la taille critique r " = O (" 3), correspondant à lim
"!0

° " = ° > 0

-les particules sont plus grandes que la taille critique " 3 < < r " ; correspon-
dant à ° = +1

-les particules sont plus petites que la taille critique r " < < " 3 ; correspon-
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dant à ° = 0:
L’étude asymptotique dans ce contexte a nécessité l’utilisation d’une

méthode récente, appelée ‘’méthode de la zone de contrôle” [7] [8] [9] , et qui
est une adaptation de la méthode des échelles multiple aux sous-structures
très …nes, di¢cile à mettre en œuvre car basée sur la construction de fonctions
test particulières nécessaires pour lever la di¢culté que posent les termes sin-
guliers dans les équations.

0.1.1 Description du mémoire

Ce mémoire est formé de sept parties et une annexe.
La première partie comporte le rappel de quelques notions fondamentales

d’analyse fonctionnelle utilisées dans le mémoire.
La deuxième partie est consacrée à la description du problème Q " et

l’établissement et l’étude d’une première formulation variationnelle (15) ne
faisant intervenir que u " . Pour montrer l’existence de la pression p " dans Q "

une deuxième formulation est donnée (18) :
Dans la troisième partie on donne les outils spéci…ques de la méthode

de la zone de contrôle, outils en fonction desquels s’écrira les fonctions tests
qui seront utilisées pour les passages à la limite. A savoir les opérateurs
localisants G r " , G R " donnés par(23) et la fonction clé (40) et leurs propriétés
donnée dans le lemme 5, basées.essentiellement sur les estimations données
dans les lemmes 3 et 4 Par contre l’opérateur M D " donné par (31) sera utilisé
seulement dans les démonstrations.

La quatrième partie s’intéresse essentiellement au cas (° ¡1" )" bornée, en-
globant les deux cas ° > 0 et ° = +1. Dans cette situation l’estimation
(50) a lieu, ce qui a permis d’établir les estimations à priori (57) et (58) ;
estimations incontournables pour l’étude asymptotique de notre problème.

Le résultat le plus intéressant de ce travail est donné dans la cinquième
partie lorsque les particules ont la taille critique ° > 0, le problème limite est
un couple de deux équations (79) donnant les ’e¤ets non locaux’ représentés
par le terme 4¼ ° (v ¡ u ) qui témoignent de l’e¤et des particules évanescentes.

Le cas où ° = +1 est donné dans la sixième partie, le problème lim-
ite correspond au problème posé initialement sur la matrice avec une fonc-
tion supplémentaire s’additionnant au second membre (90), témoignant d’un
résiduel e¤et des particules évanescentes.

La partie sept s’intéresse à l’étude du cas ° = 0: Dans ce cas les estima-
tions à priori (57) ne sont pas véri…ées, alors pour considérer quand même ce
cas on a compensé l’hypothèse lim

"!0
r "

" 3
= 0 par (93) dans le nouveau problème

microscopique (94)-(98) : Le problème limite est alors donné par (109) qui
correspond à celui obtenu dans le cas ° = +1:

Dans l’annexe A on donne la démonstration des lemmes 5 et 6.
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Nous rappelons quelques notions d’analyses fonctionnelles nécessaires dans
notre mémoire. Ce rappel a été conçu essentiellement à partir des ouvrages
[10] [16] [17] [14].

0.2 Convergence faible dans un espace de Ba-
nach

Dans tout ce qui suit E est un espace de Banach muni de la norme j: j ; on
désigne par E 0 son dual (i.e. l’espace des formes linéaires continues sur E ):

Proposition 1 P o u r x 2 E o n d é … n i t l ’ a p p l i c a t i o n

f x : x 0 2 E 0 ¡! hx 0; x iE 0 ; E 2 R;

avec h: ; : iE 0 ; E le produit de dualité entre E et E 0 : Alors

f x 2 E 00

et l’application

F : x 2 E ¡! f x 2 E 00 est une isométrie,

c’est-à-dire
jx jE = jF (x )jE 00 = jf x jE 00 :

Dé…nition 1 E e s t d i t r e ‡ e x i f s i F (E ) = E 00 ; o n i n d e n t i … e a l o r s E e t E 00 :

Dé…nition 2 S o i t (x n ) u n e s u i t e d e E , o n d i t q u e (x n ) c o n v e r g e f a i b l e m e n t
v e r s x s i

8x 0 2 E 0 ; hx 0; x n i
E 0 ; E

! hx 0; x i
E 0 ; E

e t o n n o t e x n * x f a i b l e m e n t d a n s E :

Proposition 2
1 ) S i x n * x f a i b l e m e n t d a n s E ; a l o r s l a l i m i t e f a i b l e x d e (x n ) e s t u n i q u e
e t (x n ) e s t b o r n é e d a n s E :
2 ) S i x n ¡! x f o r t e m e n t d a n s E ; a l o r s x n * x f a i b l e m e n t d a n s E :

Proposition 3
1 ) S i

x n * x f a i b l e m e n t d a n s E ; e t y n ! y f o r t e m e n t d a n s E 0

a l o r s
l i m

n!+1
hy n ; x n i

E 0 ; E
= hy ; x i

E 0 ; E
:

2 ) S i

x n ! x f o r t e m e n t d a n s E ; e t y n * y f a i b l e m e n t d a n s E 0

a l o r s
l i m

n!+1
hy n ; x n i

E 0 ; E
= hy ; x i

E 0 ; E
:
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Théorème 1 ( T h éo r è m e d e E b e r l e i n - S m u l j a n )
S i E e s t r e ‡ e x i f e t (x n ) u n e s u i t e bo r n é e d a n s E , a l o r s

i ) I l é x i s t e u n e s o u s - s u i t e (x n k
)k d e (x n ) e t x 2 E t e l q u e x n k

* x d a n s
E :

i i ) S i t o u t e s l e s s o u s s u i t e s f a i b l e m e n t c o n v e r g e n t e s d e (x n ) o n t l a m êm e
l i m i t e f a i b l e x 2 E ; a l o r s c ’ e s t t o u t e l a s u i t e (x n ) q u i c o n v e r g e f a i b l e m e n t
v e r s x :

0.3 Distributions

Dans tout ce qui suit ­ est un ouvert de Rn muni de la mesure de
Lebesgue.

Dé…nition 3 S o i t ' : ­ ! R; l ’ e n s e m b l e s u p p ' = fx 2 ­; ' (x ) = 0g e s t
d i t s u p p o r t d e ' : O n d é s i g n e p a r D (­) l ’ e n s e m b l e d e s f o n c t i o n s i n d é … n im e n t
d i ¤ é r e n t i a b l e s e t à s u p p o r t c o m pa c t s u r ­.

P o u r ' 2 D (­) e t ® 2 Nn ; o n n o t e

@ ® ' =
@ j® j'

@ ® 1x 1@ ® 2x 2: : : @ ® n x n

; ® = (® 1 ; : : ; ® n ) e t j® j = ® 1 + ® 2 + : : + ® n

Dé…nition 4 S o i t (' n ) u n e s u i t e d e D (­) e t ' 2 D (­) ; o n d i t q u e (' n )
c o n v e r g e v e r s ' d a n s D (­) s i
1 ) s u p p ' n r e s t e d a n s u n co m pa c t … x e K d e ­;
2 ) 8 ® 2 Nn ; @ ® ' n t e n d v e r s @ ® ' u n i f o r m é m e n t s u r K :

Dé…nition 5 To u t e a p p l i ca t i o n d e D (­) v e r s R l i n éa i r e e t c o n t i n u e e s t d i t e
d i s t r i b u t i o n . O n n o t e pa r D0 (­) l ’ e n s e m b l e d e s d i s t r i b u t i o n s s u r ­: O n a
a l o r s , d ’ a p r è s l a d é … n i t i o n 4 , s i T 2 D0 (­)½

' n ¡!
n¡!+1

' d a n s D (­)
¾
=)

½
hT ; ' n i ¡!

n¡!+1
hT ; ' i

¾
a v e c h: i p ro d u i t d e d u a l i t é e n t r e D0 (­) e t D (­) :

S o i t (T m ) u n e s u i t e d e D0 (­) e t T 2 D0 (­) ; o n d i t q u e (T m ) c o n v e r g e
v e r s T d a n s D0 (­) s i po u r t o u t ' 2 D (­) o n a hT m ; ' i ¡!

m¡!+1
hT ; ' i :

Dé…nition 6 S o i t T 2 D0 (­) ; o n d é … n i t
@ T

@ x i
pa r

8' 2 D (­) ;

¿
@ T

@ x i

; '

À
= ¡

¿
T ;

@ '

@ x i

À
:
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0.4 Les espases L p

0.4.1 Dé…nitions

Dé…nition 7 S o i t p 2 R; e t 1 · p < 1; o n d é … n i t

L p (­) :=

8<:f ; f : ­ ¡! R m e s u ra b l e e t
Z
­

jf (x )jp d x < +1

9=; ;

e t

L1 (­) := ff ; f : ­ ¡! R m e s u ra b l e e t i l e x i s t e C 2 R+ t e l l e q u e jf j · C p . p . s u r ­g :

1 / S i 1 · p ·1, L p (­) e s t u n e s pa c e d e B a n a c h m u n i d e l a n o r m e

jf jL p (­) =

8><>:
·R
­

jf (x )jp d x

¸ 1
p

s i p < +1

sup e s s
x2­

jf (x )j s i p = +1
;

a v e c
sup e s s

x2­
jf (x )j = inf fC ; jf (x )j · C ; p . p . s u r ­g :

Proposition 4 1 / S i 1 · p < 1, L p (­) e s t s é p a ra b l e .
2 / L ’ e s pa c e L 2 (­) e s t u n e s pa c e d e H i l b e r t m u n i d u p rod u i t s c a l a i r e

hf ; g iL 2(­) =

Z
­

f g d x :

3 / S i 1 < p < 1, l e d u a l d e L p (­) e s t l ’ e s pa c e L p 0 (­) a v ec
1

p
+
1

p 0
= 1:

L p (­) e s t d o n c u n e s pa c e d e B a n a c h r e ‡ e x i f .

Théorème 2 ( I n é g a l i é d e H ö l d e r ) S o i e n t f 2 L p (­) e t g 2 L ¶p (­) a v e c
1 · p ·1 e t 1

p
+ 1

p 0 = 1. A l o r s

f : g 2 L 1 (­) ;

e t
Z
­

jf g j · jf jL p jg jL p 0 :

0.4.2 Convergence faible dans L p pour 1 < p < 1
Soit (u n ) 2 L p (­) pour 1 < p < 1; (u n ) converge faiblement vers u

dans L p (­) siZ
­

u n ' ¡!
n!+1

Z
­

u ' ; 8' 2 L p 0 (­) ; avec
1

p
+
1

p 0
= 1:
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Théorème 3 ( t h é o r è m e d e l a m o y e n n e )
S o i t D u n s o u s e n s e m b l e c o m pa c t e t c o n n e x e d e Rn ; e t f : D ! R c o n t i n u e .
I l e x i s t e ³ 2 D t e l q u e

f (³ ) =
1

jD j

Z
D

f (x )d x ;

a v e c jD j l a m e s u r e d e D :

Théorème 4 ( t h é o r è m e d e l a c o n v e r g e n c e d o m i n é e d e L e b e s g u e )
S o i t (f n ) u n e s u i t e d e f o n c t i o n s d e L 2 (­). O n s u p p o s e q u e

1 / f n (x ) ! f (x ) p . p . s u r ­;
2 / i l e x i s t e u n e f o n c t i o n g 2 L 2 (­) t e l l e q u e po u r t o u t n , jf n (x )j · g (x )

p . p . s u r ­:
A l o r s f 2 L 2 (­) e t jf n ¡ f jL 2(­) ! 0:

0.5 Espace de Hilbert et théorème de Lax
Milgram

Dé…nition 8 U n e s p a c e d e H i l be r t e s t u n e s pa c e v e c t o r i e l H m u n i d ’ u n p ro -
d u i t s c a l a i r e , d e p l u s , e s t c o m p l e t p o u r l a n o r m e d u p r od u i t s c a l a i r e .

Théorème 5 (t h é o r è m e d e l a L a x M i l g r a m )
S o i t V u n e s pa c e d e H i l b e r t , e t s o i t a (: ; : ) u n e f o r m e b i l i n é a i r e , c o n t i n u e ,
c o e r c i v e s u r V £ V ; e t l (v ) u n e f o r m e l i n é a i r e co n t i n u e s u r V . A l o r s i l e x i s t e
u 2 V u n i q u e t e l q u e

a (u ; v ) = l (v ) 8v 2 V :

0.6 Espaces de sobolevs

Dans tout ce suit on désigne par ­ un ouvert de Rn et @ ­ sa frontière.

0.6.1 Dé…nitions

Dé…nition 9

H 1 (­) =

½
v 2 L 2 (­) ;

@ v

@ x i
2 L 2 (­) ; 81 · i · n

¾
:

O n m u n i t H 1 (­) d u p rod u i t s c a l a i r e

(u ; v )1;­ =

Z
­

Ã
u v +

nX
i=1

@ u

@ x i

@ v

@ x i

!
d x

e t o n n o t e jv j1;­ l a n o r m e a s s oc i é e .

Proposition 5 L ’ e s p a c e H 1 (­) e s t u n e s p a c e d e H i l b e r t S é p a r a b l e .
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Dé…nition 10 S i ­ e s t bo r n é , o n d é s i g n e p a r H 1
0 (­) l ’ a d h r e n ce d e D (­)

d a n s H 1 (­) :

Théorème 6 ( i n é g a l i t é d e po i n c a r é )
S i ­ e s t u n o u v e r t b o r n é d a n s Rn ; i l e x i s t e u n e c o n s t a n t e C = C (­) > 0 t e l l e
q u e

8v 2 H 1
0 (­); jv jL 2(­) · C

Ã
nX

i=1

Z
­

¯̄̄̄
@ v

@ x i

¯̄̄̄2!1
2

:

0.6.2 Théorème de trace et formule de Green

Dé…nition 11 ­ u n o u v e r t d e Rn ; ­ e s t d i t 1 - r é g u l i e r s ’ i l e s t b o r n é e t s a
f r o n t i è r e e s t u n e v a r i é t é d e c l a s s e C 1 d e d i m e n s i o n n¡1; e t ­ é t a n t l o c a l e m e n t
d ’ u n s e u l c ô t é d e s a f r o n t i è r e .

Théorème 7 S i ­ e s t 1 - r é g u l i e r , a l o r s D
¡
­
¢

e s t d e n s e d a n s H 1 (­) e t l ’ a p -
p l i c a t i o n

° 0 : D
¡
­
¢

! C0 (@ ­)
v ! ° 0 (v ) = v j@ ­ ;

s e p r o l o n g e pa r c o n t i n u i t é e n u n e a p p l i c a t i o n l i n é a i r e e t c o n t i n u e d e H 1 (­)
d a n s L 2 (@ ­) e n c o r e n o t é e ° 0 :

Dé…nition 12 L ’ a p p l i c a t i o n ° 0 d é … n i e c i d e s s u e s t a p pe l é e a p p l i c a t i o n t r a c e ,
e t s a v a l e u r ° 0 (v ) p o u r u n e f o n c t i o n v d e H 1 (­) e s t a p p e l é e t r a c e d e v s u r
@ ­:

Lemme 1 S o u s l e s c o n d i t i o n s p r é cé d e n t e s , o n a

H 1
0 (­) =

©
v 2 H 1 (­) ; v j@ ­ = 0

ª
:

Théorème 8 ( Fo rm u l e d e G ree n )
S o i t ­ 1 - r é g u l i e r e t n l e v e c t e u r u n i t a i r e n o r m a l à @ ­ d i r i g é à l ’ e x t é r i e u r d e
­. A l o r s , s i u e t v s o n t d e s é l é m e n t s d e H 1 (­) ; o n aZ

­

@ u

@ x i

v d x = ¡
Z
­

u
@ v

@ x i

d x +

Z
@ ­

u v n i d ¾ ; 1 5 i 5 n :

Théorème 9 S o i t D u n o u v e r t b o r n é d e R3, d e f r o n t i è r e C 1 p a r m o r c e a u x e t
s o i t L u n e f o r m e l i n é a i r e c o n t i n u e s u r H1

0 (D ). S i L s ’ a n n u l e s u r l ’ e n s e m b l e

W :=
©

v 2 H1
0 (D ) ; div v = 0

ª
a l o r s , i l e x i s t e u n e f o n c t i o n p d e L 2 (­) t e l l e q u e

8v 2 H1
0 (D ) ; L (v ) =

Z
D

p div v d x :
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0.7 Notations utilisées

Dans tout ce qui suit on noteZ
¡

E

¢ d ¾ := 1

jE j

Z
E

¢d ¾

et

h 1 . h 2 () h 1 · C h 2; C constante strictement positive indépendante de " :

H1
0 (­) ; L2 (­) ; Cc (­) ; D (­) correspondent respectivement à (H 1

0 (­))
3,

(L 2 (­))
3

; (C c (­))
3 et (D (­))3. Â E est la fonction caractéristique de E :



Deuxième partie

Position du problème et
formulations variationnelles

15



0 .8 . DESCRIPT ION DE LA GÉOMÉTRIE 17

0.8 Description de la géométrie

Soit ­ un ouvert borné et connexe de R3, de frontière @ ­ su¢samment
régulière, ­ étant localement d’un seul côté de sa frontière On suppose que
j­j = 1:

On considère la cellule de base

Y :=

µ
¡1
2

; +
1

2

¶3
; (1)

et pour " > 0, les translatés de " Y dans R3

Y k
" := " k + " Y ; k 2 Z3 ; (2)

les translatés de " Y dans ­

­Y " := [k2Z" Y k
" ; avec Z" :=

©
k 2 Z3 ; Y k

" ½ ­
ª

: (3)

Le milieu ‡uide étant représenté par la réunion des petites sphères de
centre " k et de rayon r " noté

D " := [k2Z" B (" k ; r " ) : (4)

On considère tout le long de cette étude que 0 < r " ¿ " ; qui signi…t

lim
"!0

r "

"
= 0; avec 0 < r " : (5)

Cette dernière hypothèse entraîne

jD " j !
"!0

0; (6)

ce qui veut dire que les particules ‡uides dégénèrent lorsque " ! 0: De plus
nous considérons par la suite que la masse globale des particules ‡uides reste
de l’ordre de l’unité.

0.9 Présentation du problème Q "

Soient deux fonctions f et g , g appartenant à Cc

¡
­
¢

et f appartenant à
L2 (­) :

Considérons le problème de Stokes couplé Q " suivant.
Trouver (u " ; p " ) solution de

¡4u " +rp " = g dans D " ; (7)

d i v u " = 0 dans D " ; (8)

¡4u " = f dans ­" ; (9)
@ u "

@ ´
jD " ¡ p " n = jD " j

@ u "

@ ´
j­" sur @ D " ; (10)

u " = 0 sur @ ­; (11)
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où n est le vecteur normal extérieur à D " ; u " une fonction dé…nie de ­ vers
R3 ; et p " une fonction scalaire dé…nie sur D " :

0.10 Formulation variationnelle

Considérons l’espace test suivant
V " := f' 2 H1

0 (­) avec d i v ' = 0 sur D " g :
On multiplit les deux membres de l’equation (9) par une fonction test

' 2 V " ; et en intégrant sur ­"

¡
3X

i ; j =1

Z
­"

@
2
u "

i

@ x
2

j

' i d x =

3X
i=1

Z
­"

f i ' i d x :

On a, d’après la formule de green,

¡
3X

i ; j =1

Z
­"

@
2
u "

i

@ x
2

j

' i d x =

3X
i ; j=1

Z
­"

@ u "
i

@ x j

@ ' i

@ x j
d x +

3X
i=1

Z
@ D "

@ u "
i

@ ´
' i d ¾ ;

alors les deux dernières équations donnent

jD " j
3X

i ; j=1

Z
­"

@ u "
i

@ x j

@ ' i

@ x j

d x +
3X

i=1

Z
@ D "

jD " j
@ u "

i

@ ´
' i d ¾ = jD " j

3X
i=1

Z
­"

f i ' i d x : (12)

Par ailleurs on multiplit les decux membres de l’equation (7) par la fonc-
tion test ' et en intégrant sur D " il vient

¡
3X

i ; j=1

Z
D "

@
2
u "

i

@ x
2

j

' i d x +
3X

i=1

Z
D "

@ p "

@ x i

' i d x =
3X

i=1

Z
D "

g i ' i d x (13)

et par utilisation de la formule de green on obtient

¡
3X

i ; j =1

Z
D "

@
2
u "

i

@ x
2

j

' i d x =
3X

i ; j=1

Z
D "

@ u "
i

@ x j

@ ' i

@ x j

d x ¡
3X

i=1

Z
@ D "

@ u "
i

@ ´
' i d ¾

et

3X
i=1

Z
D "

@ p "

@ x i
' i d x = ¡

Z
D "

p " div ' d x +

3X
i=1

Z
@ D "

p " ' i n i d ¾ ;

qui donnent avec (13) ; et en sachant que div ' = 0;

3X
i ; j=1

Z
D "

@ u "
i

@ x j

@ ' i

@ x j

d x ¡
3X

i=1

Z
@ D "

µ
@ u "

i

@ ´
¡ p " n i

¶
' i d ¾ =

3X
i=1

Z
D "

g i ' i d x : (14)
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Finalement, en additionnant (14) et (12) ; et en tenant compte de (10) ;
on obtientZ

­"

ru " r' d x +

Z
¡

D "

ru " r' d x =

Z
­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g ' d x :

Donc u " est solution du problème variationnel suivant :½
u " 2 V " et

a " (u
" ; ' ) = F " (' ) ; 8' 2 V " :

(15)

où a " et F " sont deux formes dé…nies respectivement sur (H1
0 (­))

2 et H1
0 (­)

par

a " (Ã ; ' ) =

Z
­"

rÃ r' d x +

Z
¡

D "

rÃ r' d x (16)

F " (' ) =

Z
­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g ' d x : (17)

Le problème (15) est une première formulation variationnelle du problème
Q " :

Théorème 10 L e p ro b l è m e v a r i a t i o n n e l (15) a d m e t u n e s o l u t i o n u " u n i q u e .

Preuve. Montrons que le problème variationnel (15) véri…e les hypothèses
du théorème de Lax-Milgram.

a " est trivialement bilinéaire, montrons qu’elle est continue et coercive
sur V " : Il su¢t de montrer ces propriétés sur H1

0 (­) :
8w ; ' 2 H1

0 (­)

ja " (w ; ' )j =

¯̄̄̄
¯

3X
i ; j=1

Z
­"

@ w i

@ x j

@ ' i

@ x j
d x +

1

jD " j

3X
i ; j=1

Z
D "

@ w i

@ x j

@ ' i

@ x j
d x

¯̄̄̄
¯

·
3X

i ; j=1

Z
­"

¯̄̄̄
@ u "

i

@ x j

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄
d x +

1

jD " j

3X
i ; j=1

Z
D "

¯̄̄̄
@ w i

@ x j

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄
d x ;

il vient

ja " (w ; ' )j · max(
1

jD " j
; 1)

Ã
3X

i ; j=1

Z
­"

¯̄̄̄
@ w i

@ x j

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄
d x +

3X
i ; j=1

Z
D "

¯̄̄̄
@ w i

@ x j

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄
d x

!

· max(
1

jD " j
; 1)

Ã
3X

i ; j=1

Z
­

¯̄̄̄
@ w i

@ x j

¯̄̄̄ ¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄
d x

!
:

L’inégalité de Hölder nous donne

ja " (w ; ' )j · max( 1jD " j
; 1)

3X
i ; j =1

¯̄̄̄
@ w i

@ x j

¯̄̄̄
­

¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄
­

;
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ceci entraîne avec l’inégalité de Cauchy Shwarz

ja " (w ; ' )j · max(
1

jD " j
; 1)

Ã
3X

i ; j=1

¯̄̄̄
@ w i

@ x j

¯̄̄̄2
­

!1
2
Ã

3X
i ; j=1

¯̄̄̄
@ ' i

@ x j

¯̄̄̄2
­

!1
2

· max(
1

jD " j
; 1) jrw j­ jr' j­ :

Alors a " (: ; : ) est bicontinue sur H1
0 (­).

Par ailleurs

8' 2 H1
0 (­) ; a " (' ; ' ) =

3X
i ; j =1

Z
­"

µ
@ ' i

@ x j

¶2
d x +

1

jD " j

3X
i ; j=1

Z
D "

µ
@ ' i

@ x j

¶2
d x ;

d’où

a " (' ; ' ) ¸ min

µ
1

jD " j
; 1

¶ 3X
i ; j=1

Z
­

µ
@ ' i

@ x j

¶2
d x

a " (' ; ' ) ¸ min

µ
1

jD " j
; 1

¶
jr' j2­ :

Alors a " (: ; : )est coercive sur (H1
0 (­))

2.
D’un autre côté F " est trivialement linéaire, montrons sa continuité.

8' 2 H1
0 (­)

jF " (' )j =

¯̄̄̄
¯ 1jD " j

3X
i=1

Z
D "

g i ' i d x +

3X
i=1

Z
­"

f i ' i d x

¯̄̄̄
¯

· max(
1

jD " j
; 1)

Ã
3X

i=1

Z
D "

jg i ' i j d x +
3X

i=1

Z
­"

jf i ' i j
!

· max(
1

jD " j
; 1)

Ã
3X

i=1

Z
D "

jg i j j' i j d x +
3X

i=1

Z
­"

jf i j j' i j d x

!
;

et d’après les inégalités de Hölder et de Cauchy schwarz

jF " (' )j · max(
1

jD " j
; 1)
¡
jg jD "

j' jD "
+ jf j­"

j' j­"

¢
;

d’où
jF " (' )j · max(

1

jD " j
; 1)
¡
jg jD "

+ jf j­"

¢
j' j­ :

Par utilisation de l’inégalité de Poincaré sur ­ on obtient

jF " (' )j . max(
1

jD " j
; 1)
¡
jg jD "

+ jf j­"

¢
jr' j­ ;

alors F " est continue sur H1
0 (­).
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0.11 Existence de p " et deuxième formulation
variationnelle

Le lemme qui suit donne un résultat d"existence de la pression p " ;ce qui
achévera la preuve que le problème Q " est bien posé.

Lemme 2 S o u s l e s h y p o t h è s e s p r é c é d e n t e s i l e x i s t e p " 2 L 2 (D " ) v é r i … a n t

a " (u
" ; ' )¡

Z
¡

D "

p " div ' d x = F " (' ) 8' 2 H1
0 (­) ; (18)

e t d o n c
¡4u " +rp " = g d a n s H¡1 (D " ) :

Preuve. Soit u " solution unique de (15), on considère la forme

L " (v ) =

Z
D "

ru " rv d x ¡
Z

D "

g v d x ;

linéaire et continue sur H1
0 (D " ) (facile à véri…er).D’après (15) L " s’annule

sur
W " :=

©
v 2 H1

0 (D " ) ; div v = 0
ª

:

En e¤et, pour v 2 W " ; soit ~v son prolongement par 0 sur ­, alors ~v 2 V " et
d’après (15)

a " (u
" ; ~v ) = F " (~v ) ;

ce qui donne Z
D "

ru " rv d x ¡
Z

D "

g v d x = 0:

Donc d’après le théorème 9 il existe une fonction p " de L 2 (D " ) telle que

8v 2 H1
0 (D ) ; L " (v ) =

Z
D "

p " div v d x :

Procédant formellement comme pour l’établissement de la formulation faible
(15) et en prenant comme fonction test ' 2 H1

0 (­) ; on obtient (u " ; p " )
solution du problème variationnel½

u " 2 V " ; p " 2 L 2 (­" ) et
a " (u

" ; ' )¡
R
¡

D "
p " div ' d x = F " (' ) 8' 2 H1

0 (­) ;
(19)

avec a " (: ; : ) et F " (: ) données par (16) (17).Par conséquent (u " ; p " ) véri…e

¡4u " +rp " = g dans H¡1 (D " ) :

Remarque 1 (19) e s t u n e d e u x i è m e f o r m u l a t i o n f a i b l e d u p ro b l è m e Q " i n -
t r od u i s a n t l a p r e s s i o n p " . p " n’ e x i s t e pa s d ’ u n e f a ç o n u n i q u e c a r D " n’ e s t p a s
co n n e x e ( m êm e pa s à u n e c o n s t a n t e a d d i t i v e p r è s ) v o i r [ 2 0 ] . P a r c o n t r e (19)
a d m e t u n u n i q u e u " 2 V " q u i e s t e n m êm e t e m p s s o l u t i o n d e (15) ( f a c i l e à
v é r i … e r ) .
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0.12 Notations

On introduit l’ensemble

R" = fR " ; r " < < R " < < " g ;

donc R " 2 R" si et seulement si

R " > 0, et lim
"!0

r "

R "

= lim
R "

"
"!0

= 0: (20)

Il est claire que R" est un ensemble in…ni car 0 < r " < < " .
On note S r la sphère de centre 0 et de rayon r ;

S r := @ B (0; r ) :

On désigne le domaine compris entre les sphères de rayon a et b par

C (a ; b ) :=
©

x 2 R3 ; a < jx j < b
ª

auquel on associe

C " (a ; b ) := " k + C (a ; b ) ; k 2 Z" :

Pour tout R " 2 R" on dé…nit

C " := C " (r " ; R " ) ;

C " := [k2Z" C " :

0.13 Inégalités de bases et opérateurs local-
isants

Les deux lemmes suivants jouent un rôle fondamental dans la méthode de
la zone de contrôle, c’est une adaptation des lemmes A.3 et A.4 [3] respec-
tivement, voir [6] pour la démonstration.

Lemme 3 P o u r t o u t 0 < r 1 < r 2 ; e t u 2 H 1 (C (r 1 ; r 2)) ; o n a l ’ e s t i m a t i o n

jru j2C (r 1 ; r 2)
¸ 4¼ r 1r 2

r 2¡r 1

¯̄̄̄
¯

Z
¡

S r 2

u d ¾ ¡
Z
¡

S r1

u d ¾

¯̄̄̄
¯
2

: (21)

Lemme 4 8 (® ; R ) 2 R+ £ (0; 1) ; 9C > 0 t e l q u e 8u 2 H 1 (B (0; R )) ;Z
B (0; R )

¯̄̄̄
u ¡

Z
¡

S ®R

u d ¾

¯̄̄̄2
d x · C

R 2

®
jru j2B (0; R ) : (22)
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Pour tout r > 0 on dé…nit l’opérateur G r par

G r : H
1
0 (­)! L2 (­)

G r (µ ) =
X
k2Z"

µZ
¡

S k
r

µ d ¾

¶
Â Y k

"
(23)

où
S k

r := @ B (" k ; r ) .

G r (µ ) ainsi dé…nie est une fonction constante par morceaux.
On a alors le résultat suivant, qui est une conséquence des lemmes 3 et 4

et dont la démonstration est donnée dans l’annexe A.

Lemme 5 [ 9 ] S i R " 2 R" , a l o r s po u r t o u t µ 2 H1
0 (­) o n aZ

­Y "

jµ ¡ G R " (µ )j
2 d x .

" 3

R "

Z
­

jrµ j2 d x (24)Z
D "

jµ ¡ G r " (µ )j
2 d x . r 2"

Z
D "

jrµ j2 d x (25)Z
­

jG R " (µ )¡ G r " (µ )j
2 d x .

" 3

r "

Z
C "

jrµ j2 d x (26)

o ù G R " e t G r " s o n t d é … n i s pa r (23) : D e p l u s :Z
­

jG R " (µ )j
2 d x =

Z
­Y "

jG R " (µ )j
2 d x =

Z
¡

D "

jG R " (µ )j
2 d x ; (27)Z

­

jG r " (µ )j
2 d x =

Z
­Y "

jG r " (µ )j
2 d x =

Z
¡

D "

jG r " (µ )j
2 d x : (28)

Nous notons dans tout ce qui suit

° " =
r "

" 3
(29)

° " est appellée coe¢cient de raréfaction de la méthode de la zone de con-
trôle. Nous allons étudier dans ce qui suit le comportement asymptotique du
problème (15) dans les cas où

lim
"!0

° " = °

et les trois situations suivantes : ° > 0, ° = +1; ° = 0:
On déduit directement du lemme 5 le lemme qui suit dont la démonstra-

tion est donnée dans l’annexe A.

Lemme 6 [ 9 ] S i R " 2 R" , a l o r s po u r t o u t µ 2 H1
0 (­) o n a l ’ e s t i m a t i o nZ

¡
D "

jµ j2 d x . max

µ
1;
1

° "

¶
jrµ j2­ : (30)
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Soit l’opérateur M D " : Cc (­) ! L2 (­) dé…ni par

M D " (' ) =
X
k 2Z "

µ Z
¡

Y k
"

' d x

¶
Â B (" k ; r " ) : (31)

Lemme 7 P o u r t o u t ' 2 Cc (­) o n a

lim
"!0

Z
¡

D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x = 0; (32)

e t po u r t o u t Ã 2 D (­) o n a

jG r " (Ã )¡ Ã jL1(C "[D " )
· 2R " jrÃ jL1(­) : (33)

e t

jG r " (Ã )¡ Ã jL1(­) . " jrÃ jL1(­) ; (34)¯̄
G

R "
(Ã )¡ Ã

¯̄
L1(­)

. " jrÃ jL1(­) : (35)

Preuve. Montrons (32) : Notons queZ
¡

D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x =

1

jD " j

Z
D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x

· 1

jD " j
X
k 2Z"

Z
B (" k ; r " )

¯̄̄̄
' (x )¡

Z
¡

Y k
"

' (y ) d y

¯̄̄̄2
d x ;

d’après le théorème de la moyenne, il existe ³ k
" 2 Y k

" tel queZ
¡

Y k
"

' (y ) d y = '
¡
³ k

"

¢
d’où Z

¡
D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x · 1

jD " j
X
k2Z"

Z
B (" k ; r " )

¯̄
' (x )¡ '

¡
³ k

"

¢¯̄2
d x

Comme ' 2 Cc (­) ; ' est uniformément continue sur son support: Pour
tout ± > 0; il existe alors ± 0 > 0 véri…ant :

pour tout x , y éléments du support de ' ; on a

jx ¡ y j < ± 0 ) j' (x )¡ ' (y )j < ± :

Par ailleurs, pour tout x et y dans Y k
" et éléments du support de ' , on a

jx ¡ y j <
p
3" ; et par conséquent pour " > 0 tel que

p
3" < ± 0 on a:Z

¡
D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x · ± 2

1

jD " j
X
k 2Z"

Z
B (" k ; r " )

d x

· ± 2
jD " j
jD " j

= ± 2 :
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On en déduit alors Z
¡

D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x !

"!0
0:

Montrons maintenant (33). Soit Ã 2 D (­) ; on a

(G r " (Ã )¡ Ã ) (x ) = G r " (Ã ) (x )¡ Ã (x )

=
X
k2Z"

Ã Z
¡

S k
r "

Ã d ¾

!
Â Y k

"
(x )¡ Ã (x ) :

Pour tout x 2 B (" k ; R " ) ; avec k 2 Z" ; on aX
k 2Z"

Ã Z
¡

S k
r "

Ã d ¾

!
Â Y k

"
(x ) =

X
k2Z"

1¯̄
S k

r "

¯̄ Ã Z
S k

r "

Ã d ¾

!
Â Y k

"
(x )

=

ÃZ
¡

S k
r "

Ã d ¾

!
:

Par ailleurs d’après le théorème de la moyenne, il existe ³ k
" 2 B (" k ; R " )

tel que Z
¡

S k
r "

Ã d ¾ = Ã
¡
³ k

"

¢
:

Alors pour x 2 B (" k ; R " )

(G r " (Ã )¡ Ã ) (x ) = Ã
¡
³ k

"

¢
¡ Ã (x ) ;

d’où, d’après le théorème des accroissements …nis, on conclut que

j(G r " (Ã )¡ Ã ) (x )j ·
¯̄
³ k

" ¡ x
¯̄
jrÃ jL1(­)

· 2R " jrÃ jL1(­) :

Montrons maintenant (34) et (35) :
On a d’après le théorème de la moyenne 9³ k

" 2 S k
r "

tel queZ
¡

S k
r "

Ã d ¾ = Ã
¡
³ k

"

¢
;

alors d’apès le théorème des accroissements …nis et pour x 2 Y k
" il vient

j(G r " (Ã )¡ Ã ) (x )j =
¯̄
Ã
¡
³ k

"

¢
¡ Ã (x )

¯̄
·

¯̄
³ k

" ¡ x
¯̄
jrÃ jL1(­)

·
p
3" jrÃ jL1(­) :

de même ¯̄¡
G

R "
(Ã )¡ Ã

¢
(x )
¯̄
=

¯̄
Ã
¡
³ k

"

¢
¡ Ã (x )

¯̄
·

¯̄
³ k

" ¡ x
¯̄
jrÃ jL1(­)

·
p
3" jrÃ jL1(­) :

ce qui achève la démonstration.
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0.14 Problème local et fonction clé

Soit W R " 2 H 1 (C (r " ; R " )) la solution fondamentale du Laplacien, c’est
à dire solution unique du problème local

¢W R " = 0 dans C (r " ; R " ) (36)

W R " = 1 sur S r " (37)

W R " = 0 sur S R " ; (38)

cette solution s’écrie

W R " (y ) =
r "

(R " ¡ r " )

µ
R "

jy j ¡ 1
¶

pour y 2 C (r " ; R " ); (39)

W R " est une fonction radiale de classe C 1 sur C (r " ; R " ).

Dé…nition 13 P o u r t o u t R " 2 R" ; o n i n t r od u i t w R " 2 H 1
0 (­) d é … n i e p a r

w R " (x ) :=

8<: 0 d a n s ­" nC " ;
W R " (x ¡ " k ) d a n s C " ; k 2 Z" ;
1 d a n s D " :

(40)

Fo n c t i o n " Y - p é r i od i q u e , d i t e f o n c t i o n c l é d e l a m é t h o d e d e l a z o n e d e c o n t r ô l e .

Proposition 6 P o u r t o u t R " 2 R" ; o n a

w R " 2 H 1
0 (­) \ C (­) (41)

0 · w R " (x ) · 1 p o u r t o u t x 2 ­ (42)

w R " = 0 d a n s ­nC " [ D " (43)

jrw R " j­ .
p

° " (44)

w R " ! 0 d a n s L 2 (­) (45)

Preuve. (41) et (43) sont une conséquence immédiate de (39) et (40) : En
e¤et, la fonction W R " est continue sur C (r " ; R " ) et admet un prolongement
par continuité sur " Y donné par

~W R " (y ) =

8><>:
0 pour jy j ¸ R "

W R " (y ) =
r "

(R "¡r " )

³
R "

jy j ¡ 1
´

pour y 2 C (r " ; R " )

1 pour jy j · r " :

(46)

La continuité de w R " est déduite par la relation triviale

w R " (x ) := ~W R " (x ¡ " k ) ; x 2 Y k
" ; k 2 Z" ;

et le fait que w R " est nulle sur le bord des cellules Y k
" :

On montre (42) :
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Soit y 2 C (r " ; R " ) ; on a

r " · jy j · R " ;

donc

0 · R "

jy j ¡ 1 ·
µ

R "

r "

¡ 1
¶

;

par conséquent
0 · W R " (y ) · 1;

ce qui nous permet de conclure.
Pour montrer (45) ; il su¢t de remarquer que

c a r d Z" ·
j­j
" 3
=
1

" 3
(47)

et que

jw R " j
2
­ = jw R " j

2
C "[D "

=

Z
C "[D "

jw R " j
2 d y

·
Z

C " [D "

d y = jC " [ D " j

· c a r d Z" jB (0; R " )j

· 4¼

3

µ
R "

"

¶3
:

On conclut en utilisant l’hypothèse (20) :
Démontrons (44) : On a par dé…nition de w R "

jrw R " j
2
­ =

X
k2Z"

Z
C k

"

jrw R " j
2 d x =

X
k2Z"

Z
C (r " ; R " )

jrW R " (y )j
2 d y

= c a r d Z "

Z
C r " ; R "

jrW R " (y )j
2 d y :

Par un changement de variables sphériques on a

r =

µ
@

@ r
;
1

r

@

@ Á
;

1

r sin Á

@

@ µ

¶
;

alors

rW R " =

µ
@ W R "

@ r
;
1

r

@ W R "

@ Á
;

1

r sin Á

@ W R "

@ µ

¶
:

Etant donné que W R " est une fonction radiale donc ne dépend que de r ; alors

@ W R "

@ Á
= 0 et

@ W R "

@ µ
= 0:
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On en déduit

rW R " =

µ
@ W R "

@ r
; 0; 0

¶
; (48)

alors

jrW R " j =
¯̄̄̄
@ W R "

@ r

¯̄̄̄
:

Par ailleurs
d y 1d y 2d y 3 = r 2 sin µ d r d µ d Á ;

et d’après (39) ¯̄̄̄
@ W R "

@ r
(r )

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄
r " R "

R " ¡ r "

1

r 2

¯̄̄̄
: (49)

Par conséquentZ
C r " ; R "

jrW R " (y )j
2 d y =

Z 2¼

0

Z ¼

0

Z R "

r "

¯̄̄̄
r " R "

R " ¡ r "

1

r 2

¯̄̄̄2
r 2 sin µ d r d µ d Á

=

Z 2¼

0

d Á

Z ¼

0

sin µ d µ

µ
r " R "

R " ¡ r "

¶2 Z R "

r "

1

r 2
d r

= 4¼
r " R "

R " ¡ r "
;

alors

jrw R " j
2
­ = c a r Z " 4¼

µ
r " R "

R " ¡ r "

¶
;

et tenant compte de (47) il vient

jrw R " j
2
­ · 4¼

1µ
1 ¡ r "

R "

¶ ³ r "

" 3

´
:

On conclut à l’aide de (20).

Remarque 2 d a n s l e c a s o ù ( ° " )" e s t b o r n é e , e t e n v e r t u e d e (44) e t (45) ;
w R " * 0 d a n s H 1

0 (­) : D a n s l e c a s o ù ° " ! 0; o n a d ’ a p r è s l ’ i n é g a l i t é (44) ;
jrw R " j­ ! 0; d o n c w R " ! 0 d a n s H 1

0 (­) :
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0.15 Comportement asymptotique de (F " )

Remarque 3 C o m m e co n s é q u e n c e d u l e m m e 6 o n a , s i ( ° ¡1" ) e s t b o r n é
a l o r s 8' 2 H1

0 (­) µZ
¡

D "

j' j2 d x

¶1
2

. jr' j2­ : (50)

Rappellons pour ' 2 H1
0 (­) ;

F " (' ) :=

Z
­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g ' d x :

On a le résultat suivant.

Lemme 8 S i ( ° ¡1" ) e s t b o r n é e a l o r s , (F " )e s t u n e s u i t e b o r n é e d ’ é l é m e n t s
d e H¡1 (­) :

Preuve. Soit ' 2 H1
0(­),

jF " (' )j =
¯̄̄̄Z

­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g ' d x

¯̄̄̄
:

On a d’après l’inégalité de Hölder¯̄̄̄Z
­"

f ' d x

¯̄̄̄
·
µZ

­

jf j2
¶1

2
µZ

­

j' j2
¶1

2

;

puis l’inégalité de poincaré ¯̄̄̄Z
­"

f ' d x

¯̄̄̄
. jr' j­ : (51)

Par ailleurs¯̄̄̄Z
¡

D "

g ' d x

¯̄̄̄
·

Z
¡

D "

jg j j' j d x

· kg k1
µZ
¡

D "

j' j2 d x

¶ 1
2
µZ
¡

D "

d x

¶1
2

· kg k1
µZ
¡

D "

j' j2 d x

¶ 1
2

d’après (30) ¯̄̄̄Z
¡

D "

g ' d x

¯̄̄̄
· max

¡
1; (° " )

¡1¢ kg k1 jr' j­ :

Donc, si (° " )
¡1 est bornée alors¯̄̄̄Z

¡
D "

g ' d x

¯̄̄̄
. jr' j­ : (52)
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Par conséquent
jF " (' )j . jr' j­ :

Alors
F " 2 H¡1 (­) et kF " kH¡1(­) . 1:

Lemme 9 S i
³

°
¡1
"

´
e s t b o r n é e , a l o r s

F " *
"!0

F d a n s H¡1 (­)

a v e c
F = f + g :

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes.
Première étape :
Montrons que F " *

"!0
F dans D0 (­) : Soit ' 2 D(­);Z

¡
D "

g ' d x =
1

jD " j
X
k2Z"

Z
B (" k ; r " )

g ' d x ;

d’après le théorème de la moyenne il existe ³ k
" 2 B (" k ; r " ) tel queZ

¡
D "

g ' d x =
1

jD " j
X
k2Z"

g (³ k
" )' (³

k
" ) jB (" k ; r " )j ;

comme jD " j = c a r d Z" jB (0; r " )j ; et jB (" k ; r " )j = jB (0; r " )j ;
on a Z

¡
D "

g ' d x =
1

c a r d Z"

X
k2Z"

g (³ k )' (³ k ):

Par ailleurs c a r d Z" est une quantité équivalente à
j­j
" 3

lorsque " ! 0;

c’est-à-dire

lim
"!0

c a r d Z" =
j­j
" 3
= 1;

ce qui s’écrit

c a r d Z" »
"!0

j­j
" 3

;

d’où

c a r d Z" »
"!0

1

jY k
" j ; (53)

d’où l’on déduit queZ
¡

D "

g ' d x »
"!0

X
k 2Z "

g (³ k ): ' (³ k )
¯̄
Y k

"

¯̄
,
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et d’après la dé…nition de l’intégrale de lebesgue

lim
"¡!0

X
k2Z"

g (³ k ): ' (³ k )
¯̄
Y k

"

¯̄
=

Z
­

g ' d x ; (54)

donc

lim
"¡!0

Z
¡

D "

g ' d x =

Z
­

g ' d x : (55)

D’autre part¯̄̄̄Z
­

f ' d x ¡
Z
­"

f ' d x

¯̄̄̄
=

¯̄̄̄Z
­n­"

f ' d x

¯̄̄̄
· k' k1

¯̄̄̄Z
­n­"

f d x

¯̄̄̄
· k' k1 jf j­

p
j­n­" j;

Donc

lim
"¡!0

¯̄̄̄Z
­

f ' d x ¡
Z
­"

f ' d x

¯̄̄̄
. lim

"¡!0
j­n­" j = 0:

Alors

lim
"¡!0

Z
­"

f ' d x =

Z
­

f ' d x : (56)

En conclusion

lim
"¡!0

µZ
­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g ' d x

¶
=

Z
­

f ' d x +

Z
­

g ' d x ;

c’est-à-dire
lim

"¡!0
F " (' ) = F (' ):

Deuxième étape de la démonstration :
Soit ' 2 H1

0(­); 9' n 2 D(­) tel que ' n ¡! ' dans H1
0(­) (car D (­)

est dense dans H 1
0 (­) ).

On a

jF " (' )¡ F (' )j · jF " (' ¡ ' n )j+ jF " (' n )¡ F (' n )j+ jF (' n ¡ ' )j ;

par conséquent en vertue du lemme 8 et des hypothèses sur f et g

jF " (' ¡ ' n )j . jr (' ¡ ' n )j­ et jF (' n ¡ ' )j . jr (' n ¡ ' )j­ ;

donc
jF " (' )¡ F (' )j . jr (' ¡ ' n )j­ + jF " (' n )¡ F (' n )j :

Par ailleurs, étant donné que ' n ¡! ' dansH1
0(­); pour " 0 > 0; 9n 0 2 N

tel que

8n in 0 jr (' ¡ ' n )j­ ·
" 0

2
:
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On …xe n > n 0; étant donné que F " *
"!0

F dansD0 (­) (d’après la première

étape de la démonstration); 9± > 0 tel que si 0 < " < ±

jF " (' n )¡ F (' n )j ·
" 0

2
;

alors

8" 0 > 0; 9± > 0 tel que si 0 < " < ± ; jF " (' )¡ F (' )j · " 0 :

Par conséquent

8' 2 H1
0 (­) ; F " (' ) * F (' ) :

0.16 Estimations à priori

Théorème 11 s i u " e s t s o l u t i o n d e (15) ; e t S i ( ° ¡1" )e s t b o r n é e a l o r s ,

(u " ) e s t b o r n ée d a n s H1
0 (­) ; (57)

e t Z
¡

D "

jru " j2 d x . 1: (58)

Preuve. Démontrons (58) : on pose ' = u " dans (15) il vient en vertu du
lemme8 Z

¡
D "

jru " j2 d x +

Z
­"

jru " j2 d x =
¯̄̄
hF " ; u " iH¡1£H1

0

¯̄̄
;

· kF " kH¡1 jru " j­ ;

et comme (F " ) est bornée dans H¡1 (­) on obtientZ
¡

D "

jru " j2 d x +

Z
­"

jru " j2 d x . jru " j­ :

Pour " petit, on a grâce à (6)

1

jD " j
> 1;

alors Z
¡

D "

jru " j2 d x ¸
Z

D "

jru " j2 d x : (59)

Il vientZ
D "

jru " j2 d x +

Z
­"

jru " j2 d x ·
Z
¡

D "

jru " j2 d x +

Z
­"

jru " j2 d x ; (60)

. jru " j­ ; (61)



0 .1 7 . COMPORTEMENT L IMITE DE (U " ) DANS LE CAS (° ¡1" ) BORNÉ E39

par conséquent Z
­

jru " j2 d x . jru " j­

alors
jru " j­ . 1;

et d’après(61) Z
¡

D "

jru " j2 d x . 1:

0.17 Comportement limite de (u " ) dans le cas¡
° ¡1"

¢
bornée

Proposition 7 S i ( ° ¡1" )e s t b o r n é e a l o r s , i l e x i s t e u 2 H1
0 (­) e t v 2 L2 (­)

t e l q u e , à u n e s o u s s u i t e p r è s ,

u " * u d a n s H1
0 (­) ; (62)

G R " (u
" ) ! u d a n s L2 (­) ; (63)

G r " (u
" ) * v d a n s L2 (­) : (64)

lim
"!0

Z
¡

D "

ju " ¡ G r " (u
" )j2 d x = 0: (65)

e t
1

jD " j
Â D "

u " * v d a n s H¡1 (­) : (66)

D e p l u s s i ° " ¡! +1 o n a

G r " (u
" ) ¡! u d a n s L2 (­) : (67)

Preuve. En vertue du théorème 10 u " est bornée dans H1
0 (­) ; alors il

existe une sous suite de (u " ) encore notée (u " ) et u 2 H1
0 (­) telle que u " * u

dans H1
0 (­) :

Pour cette sous suite on a

jG R " (u
" )¡ u j­ · jG R " (u

" )¡ u " j­ + ju " ¡ u j­ :

D’autre part (24) (25) puis (57) nous donnent

jG R " (u
" )¡ u " j­ .

µ
" 3

R "

¶1
2

jru " j­

.
µ

" 3

r "

¶1
2
µ

r "

R "

¶1
2

;
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Puisque
µ

" 3

r "

¶
"

est bornée et
r "

R "
¡! 0; alors

lim
"!0

jG R " (u
" )¡ u " j­ = 0;

et par suite, à cause de (62)

lim
"!0

jG R " (u
" )¡ u j­ = 0:

Par ailleurs d’après(26) (63) et (57)

jG r " (u
" )j­ · jG r " (u

" )¡ G R " (u
" )j­ + jG R " (u

" )j­
.

1

°
1
2
"

jru " j
­
+ 1 . 1:

Alors il existe une sous suite de la sous suite (u " ) encore notée (u " ) et
v 2 L 2 (­) telle que

G r " (u
" ) * v dans L2 (­) :

Démontrons (65) :
D’après (25) et (58) il vientZ

¡
D "

ju " ¡ G r " (u
" )j2 d x . r 2"

Z
¡

D "

jru " j2 d x . r 2" ;

alors
lim
"!0

Z
¡

D "

ju " ¡ G r " (u
" )j2 d x = 0:

(66) se démontre en deux étapes.
Première étape :
Soit ' 2 Cc (­) montrons que pour la sous suite (u " ) précédente

lim
"!0

Z
¡

D "

u " ' d x =

Z
­

v ' d x

Soit ' 2 C c (­) ; on aZ
¡

D "

u " ' d x =

Z
¡

D "

(u " ¡ G r " (u
" )) ' d x +

Z
¡

D "

G r " (u
" ) (' ¡M D " (' )) d x

+

Z
¡

D "

G r " (u
" )M D " (' ) d x

Le terme
R
¡

D "
(u " ¡ G r " (u

" )) ' d x converge vers zéro, car on a par application
de l’inégalité de Hölder¯̄̄̄Z
¡

D "

(u " ¡ G r " (u
" )) ' d x

¯̄̄̄
·

µZ
¡

D "

ju " ¡ G r " (u
" )j2 d x

¶1
2
µZ
¡

D "

j' j2 d x

¶ 1
2

· j' j1
µZ
¡

D "

ju " ¡ G r " (u
" )j2 d x

¶ 1
2

:
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avec
³R
¡

D "
ju " ¡ G r " (u

" )j2 d x
´ 1
2 ¡! 0

"¡!0
d’après (65) :

Le terme
R
¡

D "
G r " (u

" ) (' ¡M D " (' )) d x converge vers zéro. En e¤et, par
application de l’inégalité de Hölder on aZ
¡

D "

G r " (u
" ) (' ¡M D " (' )) d x ·

µZ
¡

D "

jG r " (u
" )j2 d x

¶1
2
µZ
¡

D "

j' ¡M D " (' )j
2 d x

¶ 1
2

;

le terme
R
¡

D "
j' ¡M D " (' )j

2 d x converge vers zéro d’après (32) ; et on a
d’après (28) Z

¡
D "

jG r " (u
" )j2 d x =

Z
­

jG r " (u
" )j2 d x ;

le deuxième terme de cette égalitè étant borné d’après (64) :
Allons vers le terme

R
¡

D "
G r " (u

" )M D " (' ) d x ; il s’écritZ
¡

D "

G r " (u
" )M D " (' ) d x =

1

jD " j
X
k2Z"

Z
B (" k ; r " )

ÃZ
¡

S h
r "

u " d ¾

!µZ
¡

Y k
"

' d y

¶
d x

=
jB (0; r " )j

" 3 1
" 3

jB (0; r " )j
X
k2Z"

Z
Y k

"

G r " (u
" ) ' d x

=
X
k2Z"

Z
Y k

"

G r " (u
" ) ' d x

=

Z
­

G r " (u
" ) ' d x ;

d’après (64) il vient,

lim
"!0

Z
¡

D "

G r " (u
" )M D " (' ) d x =

Z
­

v ' d x :

Deuxième étape :
Soit ' 2 H 1

0 (­) ; par densité de D (­) dans H 1
0 (­) il existe (' n ) une

suite dans D (­) telle que

' n ! ' dans H 1
0 (­) :

On a¯̄̄̄Z
¡

D "

u " ' d x ¡
Z
­

u ' d x

¯̄̄̄
·
¯̄̄̄Z
¡

D "

u " (' ¡ ' n ) d x

¯̄̄̄
+

¯̄̄̄Z
¡

D "

u " ' n d x ¡
Z
­

u ' n d x

¯̄̄̄
+:

¯̄̄̄Z
­

u (' n ¡ ' ) d x

¯̄̄̄
:

(68)
Montrons que les trois termes de droite convergent vers zéro lorsque n ou

" convergent vers zéro.
D’après l’inégalité de Hölder on a¯̄̄̄Z
¡

D "

u " (' ¡ ' n ) d x

¯̄̄̄
·
µZ
¡

D "

ju " j2 d x

¶ 1
2
µZ
¡

D "

j' ¡ ' n j2 d x

¶ 1
2

;
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grâce à (57) et le lemme 6 il vient¯̄̄̄Z
¡

D "

u " (' ¡ ' n ) d x

¯̄̄̄
. jr (' ¡ ' n )j­ ;

alors
R
¡

D "
u " (' ¡ ' n ) d x !

n!+1
0 car ' n ! ' dans H 1

0 (­) : On a aussiR
­

u (' n ¡ ' ) d x !
n!+1

0 pour la même raison.

Par ailleurs, d’après la première étape de la démonstration

lim
"!0

Z
¡

D "

u " ' n d x =

Z
­

u ' n d x ;

donc on a
¯̄̄R
¡

D "
u " ' n d x ¡

R
­

u ' n d x
¯̄̄
! 0 quand " ! 0:

Démontrons (67) si ° " ¡! +1; alors

jG r " (u
" )¡ u j­ · jG r " (u

" )¡ G R " (u
" )j­ + jG R " (u

" )¡ u j­

et d’après (26)

jG r " (u
" ) ¡ u j­ .

1

°
1
2
"

jru " j
­
+ jG R " (u

" )¡ u j­ ¡!"¡!0
0

gâce à (63) et (57) et le fait que ° " ¡! +1:



Cinquième partie

Problème limite dans le cas
r " = O

¡
" 3
¢
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Dans cette partie nous étudions le comportement asymptotique de la suite
(u " ) lorsque

° " ¡! ° > 0: (69)

Cette étude est basée sur la construction de fonctions tests particulières à
divergence nulle dans la partie ‡uide. Ces fonctions dépendent nécessairement
de " .

0.18 Fonction test

Pour R " 2 R" et pour ' ; Ã 2 D (­) on dé…nit la fonction test

©" := (1¡ w R " ) ' + w R " G r " (Ã ) :

D’une façon explicite

©" :=

8<: ' sur ­" nC "

(1 ¡ w R " )' + w R " G r " (Ã ) sur C "

G R " (Ã ) sur D "

; (70)

d’où

r©" =

8<: r' sur ­" nC "

(1¡ w R " )r' +rw R " (G r " (Ã )¡ ' ) sur C "

0 sur D " :
: (71)

On a alors le résultat suivant.

Lemme 10 ©" e s t u n é l é m e n t d e V " ; d e p l u s

©" * ' d a n s H1
0 (­) : (72)

Preuve. Montrons d’abord que ©" 2 H1
0 (­), En sachant que w R " 2 H1

0 (­)
et ' 2 D (­) ; on a alors (1¡ w R " ) ' 2 H1

0 (­) :
Par ailleurs, w R " ne vie (= 0) que dans [k2Z" B (" k ; R " )et w R " 2 H1

0 (­)
de plus G r " (Ã ) est constante sur chaque boule B (" k ; r " ) ; Alors w R " G r " (Ã ) 2 H1

0 (­) :
Par conséquent

©" 2 H1
0 (­) :

D’autre par, sur chaque B (" k ; r " ) on a G r " (Ã ) constante, alors

d i v ©" = d i v G r " (Ã ) = 0 sur D " :

Démontrons (72)
Pour tout ' 2 H1

0 (­) on a d’après (71)

jr©" j2­ = jr' j2­" nC "
+ j(1¡ w R " )r' +rw R " (G r " (Ã )¡ ' ) j2C "

· jr' j2­ + 2 j(1 ¡ w R " )r' j2C "
+ 2 jrw R " (G r " (Ã )¡ ' ) j2C "

:
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Par application de l’inégalité de Hölder

jr©" j2­ · jr' j2­ + 2 j(1¡ w R " )r' j2C "
+ 2 jrw R " j

2
C "

jG r " (Ã )¡ ' j2C "

D’après(44) et (42) ; il vient

jr©" j2­ · jr' j2­ + 2 jr' j2C "
+ 2 jrw R " j

2
C "

j(G r " (Ã )¡ ' )j2C "

. jr' j2­ + 2 jr' j2­ + 4° " jG r " (Ã )j
2
­ + 4° " j' j2­ ;

avec l’inégalité de poincaré et (69) ; on obtient

jr©" j2­ . jr' j2­ + jG r " (Ã )j
2
­

. jr' j2­ + jG r " (Ã )jL1(­) ;

de plus, gâce à (34) jG r " (Ã )j converge uniformèment vers Ã ; donc

jr©" j2­ . 1:

On achève la démontrons de (72) : en montrant ©" ¡! ' dans L 2 (­)

On a

j©" ¡ ' j2­ = j(1 ¡ w R " ) ' + w R " G r " (Ã )¡ ' j2C "
+ jG r " (Ã )¡ ' j2D "

Le terme j(1¡ w R " ) ' + w R " G r " (Ã )¡ ' j2C "
converge vers zéro. En e¤et,

j(1 ¡ w R " ) ' + w R " G r " (Ã )¡ ' j2C "
= jw R " (G r " (Ã )¡ ' )j2C "

;

et gâce à (42)

jw R " (G r " (Ã )¡ ' )j2C "
· j(G r " (Ã )¡ ' )j2L1(­) jC " j ;

Puisque jC " j ! 0 et jG r " (Ã )j converge uniformément vers Ã ; donc

j(G r " (Ã )¡ ' )j2L1(­) ! jÃ ¡ ' j2L1(­) ;

alors

lim
"!0

j(1¡ w R " ) ' + w R " G r " (Ã )¡ ' j2C "
= 0:

Le terme jG r " (Ã )¡ ' j2D "
converge aussi vers zéro car G r " (Ã ) converge

uniformément vers Ã ; donc

lim
"!0

jG r " (Ã )¡ ' j2D "
· lim

"!0
jG r " (Ã )¡ ' j2L1(­) jD " j = 0
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0.19 Passage à la limite

Proposition 8 P o u r l a s o u s s u i t e d e l a p r o p o s i t i o n 7 o n a

a " (u
" ; ©" ) !

"!0

Z
­

ru r' d x + 4¼ °

Z
­

(v ¡ u ) (Ã ¡ ' ) d x (73)

e t

hF " ; ©" iH¡1£H1
0

!
"!0

Z
­

f ' d x +

Z
­

g Ã d x (74)

Preuve. Montrons (73) : En sachant que r©" = 0 sur D " ; il vient

a " (u
" ; ©" ) = (ru " ; r©" )­"

= (ru " ; r' )­" nC "
+ (ru " ; (1 ¡ w R " )r' +rw R " (G r " (Ã )¡ ' ))C "

:

Commençons par déterminer la limite du terme (ru " ; r' )­" nC "
; on a

(ru " ; r' )­" nC "
=

Z
­" nC "

ru " r' d x =

Z
­

Â
­" nC "

ru " r' d x ;

en sachant que

j­ n (­" n C " )j = j[k2Z " B (" k ; R " )j
= [k2Z " jB (" k ; R " )j = c a r d Z " j B (0; R " )j

' 1

" 3
4

3
¼ R 3

" !
"!0

0;

donc
Â
­" nC "

r' ¡! r' pp sur ­;

de plus on a ¯̄̄
Â
­" nC "

r' (x )
¯̄̄
· jr' (x )j 8x 2 ­;

alors d’après le théorème de la converge dominées de Lebesgue il vient

Â
­" nC "

r' ¡! r' dans L2 (­) :

Tenant compte de la convergence faible de ru " vers ru dans L2 (­) ; on
déduit

(ru " ; r' )­" nC "
=

Z
­

³
Â
­" nC "

r'
´

ru " d x ¡!
"!0

Z
­

r' ru d x :

Allons vers le terme (ru " ; r©" )C "
; il s’écrit

(ru " ; r©" )C "
= (ru " ; (1 ¡ w R " )r' )C "

+ (ru " ; rw R " (G r " (Ã )¡ ' ))C "

= (ru " ; (1 ¡ w R " )r' )C "
+ (ru " ; rw R " (G r " (Ã )¡ G r " (' )))C " +

+(ru " ; rw R " (G r " (' )¡ ' ))C "
:

= I 1 + I 2 + I 3 ;



48

avec

I 1 : = (ru " ; (1¡ w R " )r' )C "

I 2 : = (ru " ; rw R " (G r " (' )¡ ' ))C "
:

I 3 : = (ru " ; rw R " (G r " (Ã )¡ G r " (' )))C "

Le terme I 1 converge vers zéro. En e¤et,

I 1 = (ru " ; (1¡ w R " )r' )C "
=

Z
­

ru " Â C "
(1 ¡ w R " )r' d x ;

d’où en vertue de (42)

jI 1j =

¯̄̄̄Z
­

ru " Â C "
(1¡ w R " )r' d x

¯̄̄̄
· jr' j1

Z
­

jru " j Â C "

· jr' j1 jru " j­ jC " j
1
2 ;

et d’après (57)

jI 1j . jC " j
1
2 ! 0:

Le terme I 2 converge aussi vers zéro car d’après (33) ; (57) et (44) et
(69)on a

jI 2j · 2R " jr' jL1(­)
Z

C "

jru " j jrw R " j d x

· 2R " jr' jL1(­) jru " j­ jrw R " j­
. R "

p
° " ¡!

"¡!0
0:

Pour calculer la limite de I 3 on remarque d’abord que

I 3 =

Z
C "

ru " rw R " (G r " (Ã )¡ G r " (' )) d x

=
X
k2z "

µZ
¡

S k
r "

Ã d ¾ ¡
Z
¡

S k
r "

' d ¾

¶Z
C "

ru " rw R " d x ;

puis, par un changement de variables, et en notant

~u "
k (x ) = u " (x + " k ) ;

on peut écrireZ
C "

ru " rw R " d x =

Z
C (r " ;R " )

r~u "
k (x )rW R " (x ) d x :
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Pour expliciter le second terme de cette dernière égalité, on passe au
changement de variables sphérique: D’après (48) et (39) il vientZ

C (r " ; R " )

r~u "
k (x )rW R " (x ) d x =

Z 2¼

0

Z ¼

0

sin µ d µ d Á

Z R "

r "

@ ~u "
k

@ r

@ W R "

@ r
r 2d r

= ¡ r " R "

R " ¡ r "

Z 2¼

0

Z ¼

0

sin µ d µ d Á

Z R "

r "

@ ~u "
k

@ r
d r

=
r " R "

R " ¡ r "

Z 2¼

0

Z ¼

0

(~u "
k = r=r " ¡ ~u "

k = r=R " ) sin µ d µ d Á

=
r " R "

R " ¡ r "

Z
S 1

(~u "
k = r=r " ¡ ~u "

k = r=R " ) d ¾ ;

S 1 étant la sphère de rayon 1 centrée en zéro.
En remarquant que Z

¡
S R

h d ¾ =

Z
¡

S 1

h = r=R d ¾ ;

on peut écrireZ
S 1

(~u "
k = r=r " ¡ ~u "

k = r=R " ) d ¾ = 4¼

µZ
¡

S r "

~u "
k d ¾ ¡

Z
¡

S R "

~u "
k d ¾

¶
donc Z

S 1

(~u "
k = r=r " ¡ ~u "

k = r=R " ) d ¾ = 4¼

µZ
¡

S
r k

"

u " d ¾ ¡
Z
¡

S
R k

"

u " d ¾

¶
:

Finalement

I 3 =
4¼ r " R "

R " ¡ r "

X
k2z "

µZ
¡

S k
r "

Ã d ¾ ¡
Z
¡

S k
r "

' d ¾

¶µZ
¡

S
r k

"

u " d ¾ ¡
Z
¡

S
R k

"

u " d ¾

¶
=

1

" 3
4¼ r " R "

R " ¡ r "

Z
­

(G r " (u
" )¡ G R " (u

" )) (G r " (Ã )¡ G r " (' )) d x :

On passe à la limite, on obtient en vertu de (63), (64) et de la convergence
uniforme G r " (Ã ) vers Ã et celle de G r " (' ) vers ' ;

lim
"¡!0

I 3 = 4¼ °

Z
­

(v ¡ u ) (Ã ¡ ' ) d x :

On a alors

lim
"¡!0

(ru " ; r©" ) =

Z
­

ru r' d x + 4¼ °

Z
­

(v ¡ u ) (Ã ¡ ' ) d x :

Passons à la démonstration de (74)
On a

hF " ; ©" i =
Z
­"

f ©" d x +

Z
¡

D "

g ©" d x :
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D’après (70) il vient

hF " ; ©" i =

Z
­"

f ©" d x +

Z
¡

D "

G r " (Ã ) g d x

= J 1 + J 2 :

Montrons que

J 2 ¡!
"¡!0

Z
­

Ã g d x ;

pour cela on fait la décomposition suivante :Z
¡

D "

G R " (Ã ) g d x =

Z
¡

D "

g (G R " (Ã )¡ Ã ) d x +

Z
¡

D "

g Ã d x ;

on a¯̄̄̄Z
¡

D "

g (G R " (Ã )¡ Ã ) d x

¯̄̄̄
·

µZ
¡

D "

jg j2
¶ 1

2
µZ
¡

D "

jG R " (Ã )¡ Ã j2
¶ 1

2

· kg k1 jG R " (Ã )¡ Ã jL1(D " ) ;

alors d’après (33)¯̄̄̄Z
¡

D "

g (G R " (Ã )¡ Ã ) d x

¯̄̄̄
· kg k1 2R " jrÃ jL1(­)

donc

lim
"¡!0

¯̄̄̄Z
¡

D "

g (G R " (Ã )¡ Ã ) d x

¯̄̄̄
· lim

"¡!0
kg k1 2R " jrÃ jL1(­) = 0:

Par ailleurs, d’après (55) on aZ
¡

D "

g Ã d x ¡!
"¡!0

Z
­

g Ã d x :

On passe à J 1 : On a

J 1 =

Z
­"

f ©" d x =

Z
­

Â
­"

f ©" d x :

Puisque

Â
­"

f ¡! f dans L 2 (­) et ©" ! ' dans L 2 (­) ;

alors

lim
"¡!0

Z
­

Â ­"
f ©" d x =

Z
­

f ' d x :

En e¤et, Â
­"

f ¡! f dans L 2 (­) car

Â
­"

f ¡! f pp sur ­

et ¯̄̄
Â
­"

f
¯̄̄
· jf j ; jf j 2 L 2 (­) ;

donc, d’après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue

Â
­"

f ¡! f dans L 2 (­) :
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0.20 Problème limite et e¤ets non locaux

Les résultats de convergences démontrés ultérieurement ce résument dans
le théorème suivant.

Théorème 12 I l e x i s t e u 2 H1
0 (­) e t v 2 L2 (­) t e l s q u e ,

u " * u d a n s H1
0 (­) ; (75)

G R " (u
" ) ! u d a n s L2 (­) ; (76)

G r " (u
" ) * v d a n s L2 (­) ; (77)

1

jD " j
Â D "

u " * v d a n s H¡1 (­) : (78)

a v e c (u ; v ) s o l u t i o n u n i q u e d u s y s t è m e8<: ¡¢u + 4¼ ° (v ¡ u ) = f d a n s L 2 (­)
¡4¼ ° (v ¡ u ) = g d a n s L 2 (­)
u = 0 s u r @ ­:

: (79)

I c i l e s c o n v e r g e n c e s o n t l i e u po u r t o u t e l a s u i t e (u " ) :

Preuve. Montrons que le problème (79) admet une unique solution
Soient (u 1 ; v 1) et (u 2 ; v 2) deux solution de (79) ; alors

¡¢(u 1 ¡ u 2) + 4¼ ° ((v 1 ¡ v 2)¡ (u 1 ¡ u 2)) = 0 dans L 2 (­) (80)

(v 1 ¡ v 2)¡ (u 1 ¡ u 2) = 0 dans L 2 (­) (81)

d’où ½
¡¢(u 1 ¡ u 2) = 0 dans L 2 (­)

u 1 = 0 et u 2 = 0 sur @ ­

Ce systeme correspond au problème du laplacien homogène, donc admet
une solution unique nulle, alors

u 1 ¡ u 2 = 0 (82)

d’après (82) et (81) ; il vient
v 1 = v 2:

Toute sous suite (u " )" véri…ant les convergences (75) ; (76) ; (77) ; converge
vers les mêmes valeurs u et v : Donc c’est toute la suite (u " )" qui véri…e ces
convergences en vertue du théorème de Eberlein-Smuljan (Théorème 1 du
rappel).
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Dans cette partie on considère que

lim ° "
"!0

= +1: (83)

0.21 Fonction test

Pour R " 2 R" et pour ' 2 D (­) on dé…nit la fonction test

©" := (1¡ w R " ) ' + w R " G r " (' ) :

Proposition 9 S a n s a u c u n e co n d i t i o n s u r ° " o n a

©" 2 V " ;

e t
©" ! ' d a n s H1

0 (­) : (84)

Preuve. ©" 2 V " et ©" ¡! ' dans L2 (­) se démontre comme dans le
lemme 10.

Reste à montrer que jr©" ¡r' j­ ¡! 0

jr©" ¡r' j2­ = j¡w R " r' +rw R " (G r " (' )¡ ' )j2C "
+ jr' j2D "

· 2 jw R " r' j2C "
+ 2 jrw R " (G r " (' )¡ ' )j2C "

+ jr' j2D "

Le terme jw R " r' jC "
converge vers zéro. En e¤et,

jw R " r' j2C "
=

Z
­

Â C "
jw R " j

2 jr' j2 ;

d’après (42) ; il vient

jw R " r' j2C "
·

Z
­

Â C "
jr' j2

· jr' j21 jC " j ¡! 0
"¡!0

:

Le terme jrw R " (G r " (' )¡ ' )jC "
converge aussi vers zéro car

jrw R " (G r " (' )¡ ' ) j2C "
· jG r " (' )¡ ' j2L1(C " )

jrw R " j
2
C "

;

et d’après(44) ; (34) et (20)

jrw R " (G r " (' ) ¡ ' ) j2C "
. " 2 jr' j2L1(­) ° "

. " 2 jr' j2L1(­)
r "

" 3

.
³ r "

"

´
jr' j2L1(­) !

"¡!0
0:

Le terme jr' jD "
converge aussi vers zéro,.en e¤et

jr' j2D "
=

Z
D "

jr' j2 · jr' j2L1(­) jD " j !
"¡!0

0:

Par conséquent
©" ! ' d a n s H1

0 (­)
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0.22 Passage à la limite

Proposition 10 P o u r l a s o u s s u i t e d e l a p r o po s i t i o n 7 o n a

a " (u
" ; ©" ) !

"!0

Z
­

ru r' d x : (85)

e t

hF " ; ©" iH¡1£H1
0

!
"!0

Z
­

(f + g ) ' d x : (86)

Preuve. Montrons (85) : En sachant que r©" = 0 s u r D " ; il vient

a " (u
" ; ©" ) = (ru " ; r©" )­"

= (ru " ; r©" )­ ;

d’après (84) et (62)on a

lim
"¡!0

(ru " ; r©" )­ = (ru ; r' )

Par ailleurs, puisque F " * f + g dans H¡1 (­) et ©" ! ' dans H1
0 (­)

on a

lim
"¡!0

hF " ; ©" i =
Z
­

(f + g ) ' d x :

0.23 Problème limite

Les résultats de convergences démontrés ultérieurement ce résument dans
le théorème suivant.

Théorème 13 I l e x i s t e u 2 H1
0 (­) t e l q u e

u " * u d a n s H1
0 (­) ; (87)

G R " (u
" ) ! u d a n s L2 (­) ; (88)

G r " (u
" ) ! u d a n s L2 (­) (89)

a v e c u ; s o l u t i o n u n i q u e d u s y s t è m e½
¡¢u = f + g d a n s L 2 (­)

u = 0 s u r @ ­
: (90)

Remarque 4 D a n s c e t h é o r è m e l e s c o n v e r g e n c e s o n t l i e u po u r t o u t e l a s u i t e
(u " ) c a r l e s y s t e m e (90) a d m e t u n e u n i q u e s o l u t i o n e t pa r a p p l i c a t i o n d u
t h é o r è m e d e E b e r l e i n - S m u l j a n ( T h éo r è m e 1 d u ra p pe l ) . D a n s c e c a s l a q u a n -
t i t é v d e l a p r o po s i t i o n 7 e s t t e l l e q u e u = v :
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Dans cette partie on considère que

lim ° "
"!0

= 0: (91)

Remarque 5 S o u s l a c o n d i t i o n (91) l ’ e s t i m a t i o nZ
¡

D "

jµ j2 d x . jrµ j2­ ; (92)

n é c e s s a i r e p o u r a v o i r l ’ e s t i m a t i o n s à p r i o r i (57)n’ e s t p l u s v é r i … é e c a r (° ¡1" )
n’ e s t pa s b o r n é e ( v o i r r e m a r q u e 3 e t t h é o r è m e 1 1 ) . O n n e pe u t d o n c pa s é t u d i e r
l e c o m po r t e m e n t a s y m p t o t i q u e d e n o t r e p r o b l è m e .

Dans cette étude on compense l’estimation (92) par l’introduction d’une
suite (g " ) de L2 (­) véri…ant

1

jD " j
Â D "

g " *
"!0

g dans H¡1 (­) ; (93)

et en posant un nouveau problème à étudier suivant :

¡4u " +rp " = g " dans D " ; (94)

d i v u " = 0 dans D " ; (95)

¡4u " = f dans ­" ; (96)
@ u "

@ ´
jD " ¡ p " n = jD " j

@ u "

@ ´
j­" sur @ D " ; (97)

u " = 0 sur @ ­; (98)

Remarque 6 U n e x e m p l e d e f o n c t i o n s v é r i … a n t (93) : g " = jD " j h ; a v e c

h 2 L 2 (­) ; o n a
Â D "

jD " j
jD " j h = Â D "

h !
"!0

0 d a n s H ¡1 (­) ( s e m o n t r e pa r

u t i l i s a t i o n d u t h é oè m e d e l a c o n v e r g e n c e d o m i n é e d e L e s b e s g u e ) ; d a n s c e c a s
g = 0:

En suivant la démarche donnée dans la partie 2 de ce mémoire la formu-
lation variationnelle du problème (94)-(98) est½

Trouver u " 2 V " tel que
a " (u " ; ' ) = H " (' ) ; 8' 2 V " ;

(99)

où V " et a " sont respectivement l’espace test et la forme bilinéaire considérés
dans la partie 2, à savoir

V " : =
©

' 2 H1
0 (­) avec d i v ' = 0 sur D "

ª
:

a " (Ã ; ' ) =

Z
­"

rÃ r' d x +

Z
¡

D "

rÃ r' d x :

H " est donnée par

H " (' ) =

Z
­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g " ' d x : (100)
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0.24 Comportement asymptotique de (H " )

Lemme 11
H " *

"!0
f + g d a n s H¡1 (­) (101)

Preuve. Soit ' 2 H1
0(­)

hH " ; ' iH¡1(­)£H1
0(­)

=

Z
­"

f ' d x +

Z
¡

D "

g " ' d x

D’après la démonstration de lemme 9 on a

lim
"!0

Z
­"

f ' d x =

Z
­

f ' d x :

Par ailleurs Z
¡

D "

g " ' d x =

Z
­

Â D "

jD " j
g " ' d x ;

d’après (93)

lim
"¡!0

Z
¡

D "

g " ' d x =

Z
­

g ' d x

= hg ; ' iH¡1(­)£H1
0(­)

Par conséquent

lim
"!0

hF " ; ' iH¡1(­)£H1
0(­)

= hf + g ; ' iH¡1(­)£H1
0(­)

:

0.25 Estimations à priori

Théorème 14 s i u " e s t s o l u t i o n d u p ro b l è m e (99) a l o r s

(u " ) e s t b o r n ée d a n s H1
0 (­) ; (102)

e t
1

jD " j
jru " j2D "

. 1: (103)

La preuve est la même que celle donnée pour le théorème 11.

0.26 Fonction test

Pour R " 2 R" et pour ' 2 D (­) on dé…nit la fonction test

©" := (1¡ w R " ) ' + w R " G r " (' ) :

Remarque 7 D ’ a p r è s l a p r o po s i t i o n 9 o n a

©" 2 V " ;

et
©" ! ' d a n s H1

0 (­) : (104)
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0.27 Passage à la limite

Proposition 11 A u n e s o u s s u i t e p r è s o n a

a " (u
" ; ©" ) !

"!0

Z
­

ru r' d x ; (105)

e t
hH " ; ©" iH¡1£H1

0
!

"!0
hf + g ; ' iH¡1£H1

0
: (106)

Preuve. Montrons (105) : En sachant que r©" = 0 sur D " ; il vient

a " (u
" ; ©" ) = (ru " ; r©" )­"

= (ru " ; r©" )­ ;

d’après (102) il existe une sous suite de (u " ) encore notée (u " ) telle que

u " * u dans H1
0 (­) : (107)

Pour la sous suite (u " ) on a d’après (107) et (104)

lim
"¡!0

(ru " ; r©" )­ = (ru ; r' )­ :

Par ailleurs (106) est immédiate grâce à (104) et (101) :

0.28 Problème limite

Les résultats de convergences démontrés ultérieurement ce résument dans
le théorème suivant.

Théorème 15 I l e x i s t e u 2 H1
0 (­) t e l s q u e ,

u " * u d a n s H1
0 (­) ; (108)

a v e c u ; s o l u t i o n u n i q u e d u s y s t è m e½
¡¢u = f + g d a n s L 2 (­)

u = 0 s u r @ ­:
: (109)

Remarque 8 D a n s c e t h é o r è m e l a c o n v e r g e n c e (108) a l i e u po u r t o u t e l a
s u i t e d ’ a p r è s l e T h éo r è m e d e E b e r l e i n - S m u l j a n ( v o i r r a p p e l ) e t l e f a i t q u e l e
s y s t e m e (109) a d m e t u n e u n i q u e s o l u t i o n ( p r o b l è m e d u L a p l a c i e n ) .
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Conclusion
Il est intéressant de noter que le comportement limite du mélange dans

les trois cas étudiés n’est pas ‡uide. Aussi l’e¤et des particules évanescentes
représenté par l’apparition à la limite de la quantité v est plus important
dans le cas critique que dans les deux autres cas. En e¤et, le cas critique mes
en évidence des e¤ets non locaux qui se traduisent par le terme 4¼ ° (v ¡ u )
dans les équations limite (79). Il est à noter que (79) se réécrit

¡¢u = f + g dans L 2 (­)

v =
g

4¼
u = 0 sur @ ­;

donc le problème limite est le même que celui des deux autres cas. De plus,
v est calculable, ce qui n’est pas le cas des deux autres cas.



Annexe A

Les démonstrations suivantes sont données dans [6][9] néanmoins nous
avons jugé bon de les retranscrire.

A.1 Preuve du lemme 5

Preuve. Démontrons (24) : Soit µ 2 H1
0 (­) ; on aZ

­Y "

jµ ¡ G R " (µ )j
2 d x =

X
k2Z"

Z
Y k

"

¯̄̄̄
µ ¡

Z
¡

S k
R "

µ d ¾

¯̄̄̄2
car

­Y " = [k2Z" Y k
" :

Par ailleurs, la sphère circonscrite du cube Y k
" étant B

³
" k ; "

p
3
2

´
; on a donc

Y k
" ½ B

Ã
" k ; "

p
3

2

!
;

ce qui nous donneZ
­Y "

jµ ¡ G R " (µ )j
2 d x ·

X
k2Z"

Z
B
³

" k ; "
p
3
2

´
¯̄̄̄
µ ¡

Z
¡

S k
R "

µ d ¾

¯̄̄̄2
: (A.1)

On applique le lemme 4 pour R = "
p
3
2

et ® =
2R "

"
p
3

au second membre de

(A :1) ; on trouve

Z
­Y "

jµ ¡ G R " (µ )j
2 d x .

Ã
"
p
3

2

!2
"
p
3

2R "

X
k2Z"

Z
B
³

" k ; "
p
3
2

´ jrµ j2 d x

.
" 3

R "

X
k 2Z"

Z
B
³

" k ; "
p
3
2

´ jrµ j2 d x :
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On peut faire l’estimation suivanteX
k 2Z "

Z
B
³

" k ; "
p
3
2

´ jrµ j2 d x · 2
Z
­

jrµ j2 d x ;

car ¯̄̄̄
¯[k2Z "

Ã
B

Ã
" k ; "

p
3

2

!
nY k

"

!¯̄̄̄
¯ < j­j ;

par conséquent Z
­Y "

jµ ¡ G R " (µ )j
2 d x .

" 3

R "

Z
­

jrµ j2 d x :

Démontrons (25) : Soit µ 2 H1
0 (­) ; on aZ

D "

jµ ¡ G r " (µ )j
2 d x =

X
k2Z"

Z
B (" k ; r " )

¯̄̄̄
µ ¡

Z
¡

S k
r "

µ d ¾

¯̄̄̄2
d x

On applique le lemme 4 pour R = r " et ® = 1Z
D "

jµ ¡ G r " (µ )j
2 d x . r 2"

X
k2Z"

Z
B (" k ; r " )

jrµ j2 d x . r 2"

Z
D "

jrµ j2 d x :

Démontrons (26) : Soit µ 2 H1
0 (­) ; on aZ

­

jG R " (µ )¡ G r " (µ )j
2 d x =

X
k2Z"

Z
Y k

"

¯̄̄̄Z
¡

S k
R "

µ d ¾ ¡
Z
¡

S k
r "

µ d ¾

¯̄̄̄2
d y :

On applique le lemme 3 au terme de droite de cette dernière égalité, pour
r 1 = r " et r 2 = R " ; on aZ

­

jG R " (µ )¡ G r " (µ )j
2 d x ·

X
k2Z"

Z
Y k

"

(R " ¡ r " )

4¼ R " r "
d y

Z
C k

r " ; R "

jrµ j2 d x

· (R " ¡ r " )

4¼ R " r "

X
k2Z"

¯̄
Y k

"

¯̄ Z
C k

r " ; R "

jrµ j2 d x

. " 3
(R " ¡ r " )

4¼ R " r "

Z
C "

jrµ j2 d x

la deuxième inégalité est justi…ée parZ
Y k

"

d y =
¯̄
Y k

"

¯̄
= " 3 :

Par ailleurs, on a
R " ¡ r "

R "

< 1;

par conséquent Z
­

jG R " (µ ) ¡ G r " (µ )j
2 d x .

" 3

r "

Z
C "

jrµ j2 d x :
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A.2 Preuve du lemme 6.

Preuve. On a,Z
¡

D "

jµ j2 d x · 2
Z
¡

D "

jµ ¡ G r " (µ )j
2 d x + 2

Z
¡

D "

jG r " (µ )j
2 d x :

Compte tenu de (28) et de (25) il vientZ
¡

D "

jµ j2 d x · 2

Z
¡

D "

jµ ¡ G r " (µ )j
2 d x + 2

Z
­Y "

jG r " (µ )j
2 d x (A.2)

. r 2"

Z
¡

D "

jrµ j2 d x + 4

Z
­Y "

jG R " (µ )¡ G r " (µ )j
2 d x +

+8

Z
­Y "

jµ ¡ G R " (µ )j
2 d x + 8

Z
­Y "

jµ j2 d x :

Par ailleurs

jD " j =
X
k2Z "

jB (" k ; r " )j =
4

3
¼ r 3"

j­j
" 3

;

donc
r 2"

jD " j
=
3

4¼

" 3

r "
: (A.3)

D’après (24) (26), (A :2) (A :3) ; et l’inégalité de Poincaré, on aZ
¡

D "

jµ j2 d x .
" 3

r "

Z
D "

jrµ j2 d x +
" 3

r "

Z
C "

jrµ j2 d x +
" 3

R "

Z
­

jrµ j2 d x +

+

Z
­

jrµ j2 d x

.
µ

" 3

r "
+

" 3

R "
+ 1

¶Z
­

jrµ j2 d x

. max

µ
1;

" 3

r "

¶Z
­

jrµ j2 d x :
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