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0.1. INTRODUCTION 5

0.1 Introduction

La prédiction théorique des proprietes ecectives de matériaux composites
est un probléeme important en mécanique et en engineering. Les méthodes
d’homogénéisation sont parmi les méthodes qui ont été élaborées donnant la
possibilité d’estimer les proprietes eaectives en utilisant seulement les infor-
mations microstructurales.

D’une fagon générale, un des buts des méthodes d’homogéneéisation est
I’étude du comportement ™ global et " ewcectif ** de matériaux hétérogenes
"'composites " présentant de "nombreuses " hétérogénéités ( ..bres, inclu-
sions, perforations....) dont la taille est ™" petite " par rapport aux dimensions
caractéristiques du matériau. En exet, ces méthodes nous permettent d’ap-
procher de maniére tout a fait satisfaisante ce matériau composite par un
matériau dit "' homogénéise " ..ctif, dont les caractéristiques posent moins de
problemes. Elles s’appliquent dans diaerents domaines : thermique, élasticité,
électromagnétisme, mécanique des fuides,...

Du point de vue mathématique, ces méthodes résident dans la recherche
d’'une équation, dite homogéneéisée ou macroscopique, qui peut décrire des
phénoménes qui ont lieu dans un milieu non homogéne. Ce passage d’un
milieu non homogéne a un milieu homogene équivalent revient techniqguement
a un passage a la limite avec un ou plusieurs petits paramétres liés a la non
homogénéite du milieu.

Les progres les plus récents en théorie de I’'homogénéisation concernent
I’apparition de termes supplémentaires dits 'termes étranges’ D. Cioranescu,
F. Murat [12] dans les équations limites, ou bien d’équations limites d’un
type autre que les equations de départ, ce qui correspond aux ’ezets non
locaux’ [3] [4][6] [7] [8][9] [11] représentatifs d’'un nouveau mode d’interaction
entre I’échelle macroscopique et I’échelle microscopique.

Ce mémoire s’intéresse aux exets non locaux résultant du comportement
asymptotique d’un milieu ambiant (non Fuide), contenant une distribution
¢-périodique de trés petites particules sphériques fuides, de rayon r.. On
suppose que “= — 0 lorsque ¢ tend vers zéro. Sous cette condition le volume
global des particules fuides tend vers zéro, ce qui signi..e qu’a la limite les
particules disparaissent, on compense alors cette hypothése en supposant que
leur masse globale reste de I'ordre de 'unité.

Plus précisément, le probléme étudié dans ce memoire est la détermina-
tion, sous les conditions citées plus haut, du comportement asymptotique
(lorsque ¢ — 0) de la solution (u°, p*) du probléme (1) — (11). Ce comporte-
ment dépend du comportement asymptotique de 7. = %5 appelé coeCcient
de raréfaction de la distribution. On distingue dans cette etude les trois cas
suivants :

-les particules ont la taille critique r. = O (¢3), correspondant a Eh_r%, . =7>0

-les particules sont plus grandes que la taille critique ¢ < < r., correspon-
dantay = +o0

-les particules sont plus petites que la taille critique r. << &3, correspon-
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dantay =0.

L’étude asymptotique dans ce contexte a nécessité I'utilisation d’une
méthode récente, appelée “méthode de la zone de contréle” [7] [8] [9] , et qui
est une adaptation de la méthode des échelles multiple aux sous-structures
trés ..nes, diccile & mettre en ceuvre car basée sur la construction de fonctions
test particuliéres nécessaires pour lever la di¢culté que posent les termes sin-
guliers dans les équations.

0.1.1 Description du mémoire

Ce mémoire est formé de sept parties et une annexe.

La premiere partie comporte le rappel de quelques notions fondamentales
d’analyse fonctionnelle utilisées dans le mémoire.

La deuxieme partie est consacrée a la description du probleme (). et
I’établissement et I'étude d’une premiéere formulation variationnelle (15) ne
faisant intervenir que «¢. Pour montrer I’existence de la pression p. dans Q).
une deuxieme formulation est donnée (18).

Dans la troisieme partie on donne les outils spéci..ques de la méthode
de la zone de contréle, outils en fonction desquels s’écrira les fonctions tests
qui seront utilisées pour les passages a la limite. A savoir les opérateurs
localisants G, _, G . donnés par(23) et la fonction clé (40) et leurs propriétés
donnée dans le lemme 5, basées.essentiellement sur les estimations données
dans les lemmes 3 et 4 Par contre I'opérateur 1 . donné par (31) sera utilisé
seulement dans les démonstrations.

La quatriéme partie s’'intéresse essentiellement au cas (7. '), bornée, en-
globant les deux cas y > 0 et v = +oo. Dans cette situation I’estimation
(50) a lieu, ce qui a permis d’établir les estimations a priori (57) et (58),
estimations incontournables pour I'étude asymptotique de notre probléme.

Le résultat le plus intéressant de ce travail est donné dans la cinquiéme
partie lorsque les particules ont la taille critique y > 0, le probleme limite est
un couple de deux équations (79) donnant les ’exets non locaux’ représentés
par le terme 4vy (v — u) qui témoignent de I'ecet des particules évanescentes.

Le cas ou y = 4oo est donné dans la sixieme partie, le probléme lim-
ite correspond au probleme poseé initialement sur la matrice avec une fonc-
tion supplémentaire s’additionnant au second membre (90), témoignant d’un
résiduel exet des particules évanescentes.

La partie sept s’intéresse a I’étude du cas y = 0. Dans ce cas les estima-
tions & priori (57) ne sont pas Véri..ées, alors pour considérer quand méme ce
cas on a compenseé I’hypothese Ehi%fg = 0 par (93) dans le nouveau probléme

microscopique (94)-(98). Le probléme limite est alors donné par (109) qui
correspond a celui obtenu dans le cas 7 = +o0.
Dans I'annexe A on donne la démonstration des lemmes 5 et 6.
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Nous rappelons quelques notions d’analyses fonctionnelles nécessaires dans
notre mémoire. Ce rappel a éteé concu essentiellement a partir des ouvrages
[10] [16] [17] [14].

0.2 Convergence faible dans un espace de Ba-
nach

Dans tout ce qui suit E est un espace de Banach muni de la norme |.|, on
désigne par E’ son dual (i.e. I’espace des formes linéaires continues sur E ).

Proposition 1 Pour z € E on dé.nit ["application
foie'€E'— (@' 2)prp €R,
avec (., .)p- p le produit de dualité entre £ et £'. Alors
[. €E”
et I'application
F:1e€FE — f, € E" est une isométrie,
c’est-a-dire
olg = [F @)lgn = [falgn.
Dé..nition 1 E est dit retexif si F(E)=E" on indenti.e alors £ et E”.

Dé..nition 2 Soit (z, ) une suite de £, on dit que (z, ) converge faiblement
vers o Si
V'€ B (), — (@l r)

et on note z, — z faiblement dans E.

E'E

Proposition 2

1) Siz, — z faiblement dans E, alors la limite faible » de (z,) est unique
et (z,) est bornée dans E.

2) Si z, — x fortement dans E, alors 2, — 2 faiblement dans E.

Proposition 3

1) Si
t, — z faiblement dans E, et y, —y fortement dans B’
alors
dim (o), =),
2) Si
t, — z fortement dans E. et y, — y faiblement dans E'
alors

lim (Yo o), =y 1)

n—-4o00 E'E
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Théoreme 1 (Théoréme de Eberlein-Smuljan)
Si E est retexif et (z, ) une suite bornée dans E, alors

i) Il éxiste une sous- suite(z,, ), de (z, ) etz € £ tel que z,, — = dans
E.

i) Si toutes les sous suites faiblement convergentes de (z, ) ont la méme
limite faible = € E, alors c’est toute la suite (z, ) qui converge faiblement
Vers .

0.3 Distributions

Dans tout ce qui suit € est un ouvert de R* muni de la mesure de
Lebesgue.

Dé..nition 3 Soit ¢ : @ — R, I"'ensemble suppy = {z € Q, ¢ (z) =0} est
dit support de ¢. On désigne par D (£2) I'ensemble des fonctions indé.niment
dioérentiables et a support compact sur €.

Pour ¢ € D(2) et a« € N", on note

o a‘a‘g}
a 99 = aalIlaazﬁg--.aa"l‘n‘ a :<Oél\..\04n> et ‘Oé‘ :Oél—|—042—|—.. +a7l

Dé..nition 4 Soit (p,) une suite de D(Q) et ¢ € D(Q), on dit que (p,)
converge vers ¢ dans D () si

1) suppy, reste dans un compact .xe K de €,

2)Va € N', 0%, tend vers 0% uniformément sur K.

Dé..nition 5 Toute application de D (€2) vers R linéaire et continue est dite
distribution. On note par D’ (Q2) I'ensemble des distributions sur €. On a
alors, d’aprés la dé.nition 4, si T € D' (Q)

{w f:¢wmpm%::{@Wﬁ_j<TW}
avec () produit de dualité entre D' (Q) et D (Q).

Soit (T,,) une suite de D' () et T € D' (2), on dit que (T,,) converge
vers T dans D' (Q) si pour tout ¢ €e D(Q)ona (T, 9) — (T, 0).

m———+00

. , .. 0T
Dé..nition 6 Soit T € D' (Q2), on dé..nit g— par

(

0T \ ap
Vo € D(Q), <Mi‘ >_—<T\a£i>.



0.4, LES ESPASES L* 11

0.4 Les espases LY

0.4.1 Dé..nitions

Dé..nition 7 Soit p e R, et 1 <p < oo, 0n dé..nit

LP () := {f\ f:Q — R mesurable et /\f(ac)\”dx < +oo}\
Q

et
L®(Q):={f [ :Q— R mesurable et il existe ¢ € R, telle que |f| <C p.p. sur Q}.

1/ Si1<p <oo, L?(Q) estun espace de Banach muni de la norme
1

[f\f(x)\pdac} Si p < 400

Q

supess |f (z)| i p =400
€N

‘f‘LP(Q) =

avec
supess |f (¢z)|=inf{C, |f (z)]| <C, p.p.sur Q}.
€N

Proposition 4 1/ Si 1 <p < oo, L? (2) est séparable.
2/ L'espace L2(Q) est un espace de Hilbert muni du produit scalaire

<f‘g>L2(Q) = [ fgdur.
/

. / 1 1
3/ Si 1< p< oo ledual de L?(§2) est I'espace L? (£2) avec ]7+]7 =1
L? () est donc un espace de Banach retexif .

Théoreme 2 (Inégalié¢ de Holder) Soient f € L? (Q) et ¢ € LV (Q) avec
1<p < oo et ;}+I%:1. Alors

f,g c L1<Q>
ot /Q\fg\ < U 1o lolye

0.4.2 Convergence faible dans L? pour 1< p < o
Soit (u,) € L? () pour 1 < p < oo, (u,) converge faiblement vers u
dans L7 (2) si

/ 1 1
/ungo — uwyp, Yo € L" (Q), avec — +— =1L
Q =t Jo pop
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Théoreme 3 (théoréme de la moyenne)
Soit D un sous ensemhble compact et connexe de R", et f : D — R continue.

Il existe ( € D tel que X
1O =7 [ 1@

avec |D|la mesure de D.

Théoreme 4 (théoréme de la convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,) une suite de fonctions de L2 (£2). On suppose que

U fu(x) = () p.p.sur Q

2/ il existe une fonction ¢ € L* () telle que pour tout n, |f, (z)] <y (z)
p.p. sur €.

Alors [ € L2(Q) et |[fy — [ [,20) — 0.

0.5 Espace de Hilbert et théoreme de Lax
Milgram

Dé..nition 8 Un espace de Hilbert est un espace vectoriel H muni d’un pro-
duit scalaire, de plus, est complet pour la norme du produit scalaire.

Théoreme 5 (théoréme de la Lax Milgram)
Soit V' un espace de Hilbert, et soit a(.,.) une forme bilinéaire, continue,
coercive sur V- x V, et l(v) une forme linéaire continue sur V. Alors il existe
uw €V unique tel que

a(u,v)=1{w) Yo €V,
0.6 Espaces de sobolevs

Dans tout ce suit on désigne par €2 un ouvert de R" et 0 sa frontiére.

0.6.1 Dé..nitions

Dé..nition 9

HY(Q) = {v c12(); 2

’ (Mi ‘ -

On munit H'(Q) du produit scalaire

et on note |v],, la norme associée .

Proposition 5 L’espace H' () est un espace de Hilbert Séparable.
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Dé..nition 10 Si © est borné, on désigne par HJ (Q) I'adhrence de D(Q)
dans H' ().

Théoréeme 6 (inégalité de poincaré)
Si Qestun ouvert borné dans R", il existe une constante ¢ =C (£2) > 0 telle

que
Yo € Hy(Q), v]120 <C<Z/ )

0.6.2 Théoreme de trace et formule de Green

(Ml

Dé..nition 11 © un ouvert de R", € est dit 1-régulier s'il est borné et sa
frontiére est une variété de classe C''de dimension n—1, et Q étant localement
d'un seul coté de sa frontiére.

Théoréme 7 Si Q est L-régulier, alors D (Q) est dense dans H ' (2) et I'ap-
plication

D(ﬁ)eco((’m)
v =70(0) = vlye

se prolonge par continuité en une application linéaire et continue de H' ()
dans L2 (0€) encore notée 7,

Dé..nition 12 L’application v, dé.nie ci dessu est appelée application trace,
et sa valeur v, (v) pour une fonction v de H' () est appelée trace de v sur
€.

Lemme 1 Sous les conditions précédentes, on a
Hy () = {v € H (Q); 1],q =0}

Théoreme 8 (Formule de Green )
Soit € 1-régqulier et n le vecteur unitaire normal a 02 dirigé a I'extérieur de
Q. Alors, si u et v sont des éléments de H'(©2), on a

/—vdac ——/ua—vdac +/ wvn;do, 1
o o O a0

Théoréme 9 Soit D un ouvert borné de R3, de frontiére C'! par morceaux et
soit L une forme linéaire continue sur Hj (D). Si L s’annule sur I'ensemble

A
A
3

W :={veH;(D); dive =0}

alors, il existe une fonction p de L2 () telle que

Vo € Hy (D), L(v):/pdivvdx.
D
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0.7 Notations utilisées

Dans tout ce qui suit on note

1
][ -da::—/-da
E B[ Je

h1 She<=hy <C hy; C constante strictement positive indépendante de ¢.

et

H. (Q), L2(Q), C. (Q), D () correspondent respectivement a (H ! (2))°,
(L2(Q))*. (C, (Q))® et (D(R))*. v est la fonction caractéristique de E .
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Position du probleme et
formulations variationnelles
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0.8 Description de la géométrie

Soit €2 un ouvert borné et connexe de R3, de frontiére 0 ) su¢samment
réguliere, 2 étant localement d’un seul c6té de sa frontiere On suppose que
1] = 1.

On considére la cellule de base

1 1\°
Y = (—2\4—2) ) (l)

et pour ¢ > 0, les translatés de ¢Y dans R3

YFi=ch ¢y ke’ (2
les translatés de ¢V dans €2

Oy, == Uiez V' avec Z. = {k € Z® V! C Q}. (3

Le milieu fuide étant représenté par la réunion des petites sphéeres de
centre ¢ et de rayon r. noté

De = Uk625B (Ek\‘l’5>. (4)
On considere tout le long de cette étude que 0 < r. < ¢, qui signi..t
lin%r—E =0, avec0< r.. (5)

Cette derniere hypothese entraine

[D:| — 0, (6)

¢e—0

ce qui veut dire que les particules fuides dégenérent lorsque : — 0. De plus
nous considérons par la suite que la masse globale des particules fuides reste
de I'ordre de I'unité.

0.9 Présentation du probleme ().

Soient deux fonctions [ et ¢, ¢ appartenant a C, (Q) et / appartenant a
L? ().

Considerons le probléeme de Stokes couplé ). suivant.

Trouver (u®, p.) solution de

—Aut +Vp, = g dans D., @)
divu® = 0 dans D., (8)
—Aut = f dans 2., 9
O g = \De\aai:\gs suroD.. (10)

0z
o= 0 sur d €, (11)



18

ou n est le vecteur normal extérieur a D., v une fonction dé..nie de Q2 vers
R3, et p. une fonction scalaire dé..nie sur D..

0.10 Formulation variationnelle

Considerons I’espace test suivant

V. :={p € H} (Q) avec divy =0sur D.}.

On multiplit les deux membres de I’equation (9) par une fonction test
p € V., et en intégrant sur €.

3 0% 3
- ——pide = U/n fipide.
Z[z O] ; Q.

ij=1
On a, d’apres la formule de green,

alors les deux derniéres equations donnent

3 3 3
dusdy, dus
D. —L Tt D.|—vp.do = |D. ipdr. (12
A3 [ Figrar s 3o [ e =3 [ pods @

ij=1

Par ailleurs on multiplit les decux membres de I'equation (7) par la fonc-
tion test ¢ et en intégrant sur D, il vient

3 5%y 3 o 3
— —Lyp.dr + / “pdr = / giodx (13)
Y[ et X, S =32 )

ij=1

et par utilisation de la formule de green on obtient

2

i J7us i dus dy. i du:
— igoidac = / — iy — / fgoida
Z/D; al-j l]zz:l D. (7% (7% lzzl: D, a:

ij=1

et

3 3
dp. .

Z/ 8p gl :—/ pedivpdz +Z/ pepinida,

i1 /D 0T D i=1 /9D

qui donnent avec (13), et en sachant que divy =0,

i du dy i
il Bt & 1 DA L/j (
Z/Dg ({)chf)acj lzzl: aD.

ij=1

dut
0z

3
T
F—peng |pdo = /gl«pidac. (14)
= ) lzzl: D
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Finalement, en additionnant (14) et (12), et en tenant compte de (10),
on obtient

/ Vu® Vo dz +][ Vu® Vy dz :/ fodz +][ gpdz.
Q. D. Q. D.

Donc u© est solution du probléme variationnel suivant :

ut eV, et
15
{‘Ie(uE\@D):FE(@D)\ Vo € V.. (15)

ol a. et F. sont deux formes dé..nies respectivement sur (H} (Q2))” et H} (Q)
par

a. (V,p) = /QVu’) Vo d£+][ Vi Vy dz (16)
R = [ geir+ f g an

Le probléme (15) est une premiére formulation variationnelle du probléme

Q.
Théoréme 10 Le probléme variationnel (15) admet une solution u® unique.

Preuve. Montrons que le probléme variationnel (15) Véri..e les hypothéses
du théoréme de Lax-Milgram.

a. est trivialement bilinéaire, montrons qu’elle est continue et coercive
sur V.. Il su¢t de montrer ces propriétés sur H} (Q).

Vu,p € Hy (Q)

B duw; 0991 dw, 5991
do. 1 < Jui |0y,
< —L1d -
- Z/ (M dz; d£+\DE\‘Z/D dai||0x] iz,
i,j=1 j J ij=1 J
il vient
Jui |0y, Jui ||y
‘ <
o (wp)l < (Z/ Oz |02 z +Z/ Oz |02
1,j=1 J i i,j=1 i
dw; 0991
< .
< w0 (30 [ [ 2)e)
L’inegalité de Holder nous donne
dw; do.
e, (w, < max 1 — | |,
oo () < max(p 0 3 |5 FE|

ij=1

‘)



20

ceci entraine avec I'inégalité de Cauchy Shwarz

1 3 (7w 2 % 3 699 2 %
o (w,9)] < max(=—,1) ) 0%i
D] wz;l 07 | l]zz:l drjlq
1
< max(‘D ‘ 1) |[Vulg [Vy g

Alors a. (.,.) est bicontinue sur H} (Q).
Par ailleurs

E 09:\° RN 99:\’
1 = i o
Vo € Hy (Q), a5(99\99)—‘.z:: A (8@-) dz + ‘Dﬁ‘i; /Ds (8@) i

d’ou
2
S ()
‘ 6‘ ii=1 Q an

o ()
i (p,p) = mm<‘DE‘ )\W\Q-
(€

e (W‘P) >

Alors o, (.. .)est coercive sur (H} ().
D’un autre coté F. est trivialement linéaire, montrons sa continuité.

Yo € Hj(Q)

3 3
72, J
gipdr + fipide
\De\; D. ; Q.

: 1>(;/I)s‘gi¢i‘dI+;As‘fi¢i‘>
1 3 3
- ﬁm‘”(;/Df\giumm+;Awwm)\

et d’apres les inégalités de Holder et de Cauchy schwarz

Fe ()l =

1
Fe (0)l < m‘dX(m\ D (lslp, lelp, +1f g, 101a.) -

d’ou

F. ()] < max( 1) (o, + 1la) el

Par utilisation de I'inégalité de Poincaré sur {2 on obtient

1
[Fe (9)] < max(

57 D (sls, +171e) 199

alors F. est continue sur Hj (). m
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0.11 Existence de p. et deuxiéme formulation
variationnelle

Le lemme qui suit donne un résultat dexistence de la pression p..ce qui
achévera la preuve que le probleme (), est bien posé.

Lemme 2 Sous les hypothéses précédentes il existe p. € L?(D,) véri..ant
@) f pdivels =Fi () e eHY®.  (8)
D.
et donc
—Auf +Vp. =y dans H™' (D.).

Preuve. Soit «* solution unique de (15), on considére la forme

LE(U):/D Vu® Vu dz —/D gude,

linéaire et continue sur H (D.) (facile a véri..er).D’aprés (15) L. s’annule
sur
W.:={veHy(D.); dive =0},

En exet, pour v € ., soit ¢ son prolongement par O sur €, alors 7 € V. et
d’aprés (15)
a. (uf,7)=F. (7),

/ Vu® Vo da —/ gudz = 0.
D. D.

Donc d’apres le théoreme 9 il existe une fonction p. de L2 (D.) telle que

Yo € Hy (D), LE(U>:/ p.divede.
D

ce qui donne

Procédant formellement comme pour I’établissement de la formulation faible
(15) et en prenant comme fonction test ¢ € H} (Q), on obtient (u°,p.)
solution du probléme variationnel

{ ut eV, p. €L%(Q.) et (19)

0. (' p) —fp peodiveds =F. (v) Vp € Hy(Q),

avec a. (.,.) et F. (.) données par (16) (17).Par conséquent (u°, p.) Véri..e
—Aut +Vp. =y dans H' (D.).

Remarque 1 (19) est une deuxiéme formulation faible du probléme @. in-
troduisant la pression p.. p. n'existe pas d’une facon unique car D. n’est pas
connexe (méme pas & une constante additive prés) voir [20]. Par contre (19)
admet un unique u® € V. qui est en méme temps solution de (15) (facile a
Veri..er).



Troisieme partie

Outils spéci..ques de la
meéethode de la zone de contrdle
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0.12 Notations
On introduit I’ensemble
R. ={R., r. << R.<< ¢},

donc R. € R. si et seulement si

. T .
R.>0, et lim— =lim
e—=0f, €
¢e—0

=0 (20)
Il est claire que R. est un ensemble in.nicar 0 < r, << ¢.
On note S, la sphere de centre 0 et de rayon r,
S, =08 (0,r).
On désigne le domaine compris entre les spheres de rayon o et i par
Cb)={reR’ a<|t]<b}
auquel on associe
C.(a,b):=ck+C(a.b), k €Z..
Pour tout R, € R, on dé..nit
C.:=C.(r.,R.),

Ce = UkEZsce-

0.13 Inégalités de bases et opérateurs local-

iIsants
Les deux lemmes suivants jouent un réle fondamental dans la méthode de
la zone de contrdle, c’est une adaptation des lemmes A.3 et A.4 [3] respec-
tivement, voir [6] pour la demonstration.

Lemme 3 Pour tout 0< ry < ro et u € H(C (ry,72)), 0n a I'estimation

2
4 mo
IVl = 2 ][ udo — ][ udo (21)
. Fo-T1 Sry S5rq
Lemme 4 V(a,R) € Ry x (0,1), 3C > 0 tel que Yu € H*(B (0, R)),
2 2
R 2
/ U —][ udo | du SC?‘VU‘B(O.R)' (22)
B(0.R) San
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Pour tout r > 0 on dé..nit I'opérateur G, par

G, H(Q) - L*(Q)

G 1)=3 (fsﬁﬁdcr))(w 23)

kEZ,
ou

SE:=0B (ck,r).
G, (f) ainsi dé..nie est une fonction constante par morceaux.

On a alors le résultat suivant, qui est une conséquence des lemmes 3 et 4
et dont la démonstration est donnée dans I'annexe A.

Lemme 5 [9] Si R. € R., alors pour tout 6 € H} () on a

3
/ 0 —Co D[ds < L/\ve\zm (24)
A
/ 0 -G, (0)dr < rf/ V02 dx (25)
D
3
Gr. 0) =G, )iz < = [ V8P ds (26)
r
Q e JC,

ou Gg, et G, sont dé.nis par (23). De plus :

Jienor - / \Gmwzdm=][D€\GRS<9>M @7)
PO / \G“Ww:][m G (0)Pds. (28)

Nous notons dans tout ce qui suit
re

1e= s (29)

v. est appellée coeCcient de raréfaction de la méthode de la zone de con-
tréle. Nous allons étudier dans ce qui suit le comportement asymptotique du
probléme (15) dans les cas ou

limy, =1

5—>0

et les trois situations suivantes : v > 0,y = 400, v = 0.
On déduit directement du lemme 5 le lemme qui suit dont la démonstra-
tion est donnée dans I'annexe A.

Lemme 6 [9] Si R. € R., alors pour tout § € HF () on a I'estimation

][ 9242 < max (1 —) VI (30)
Ve
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Soit I'opérateur My, : C, (2) — L*(Q) dé..ni par

Mp, (p) = Z (fyskgng)XB(ek.rs)' (31)

keZ.

Lemme 7 Pour tout ¢ € C, (£2) on a

lim lo —Mp, (¢)fdz =0, (32)
£E— D.

et pour tout v € D(£2) on a

‘Grs (%ﬂ'}) - %ﬂ'} ‘LOO(OSUDg) < 2R6 \W) ‘LOO(Q)' (33)

et
Gre (V) =Vlpe) S €1V Le): (34)
|GR5 (@) - w |Loo(Q) Sj € ‘vw ‘LOO(Q)' (35)

Preuve. Montrons (32). Notons que

1
Folo =M @)ie = = [ oMo, (o)
De ‘ 5‘ D.
1

Z/B(E}”s) ‘99 (x) —][ww (y)dy

keZ

2

dz,

<
D |

d’aprés le théoréme de la moyenne, il existe (¥ € Y.* tel que

][Ykgo (y)dy = (()

d’ou

][ lop —Mp. (9)]dz < Z/B(k ’)lv () = (¢5)["da

keZe

1
D]

Comme ¢ € C, (2), ¢ est uniformément continue sur son support. Pour
tout § > 0, il existe alors §' > 0 véri..ant :

pour tout z, y éléments du support de ¢, on a
o=yl <" =1p () —p ()<

Par ailleurs, pour tout » et y dans V. et éléments du support de ¢, on a
|t —y| < v/3¢, et par conséquent pour : > 0 tel que v/3: < i’ on a:

1
o = Mp, (p)dz < 52 / iz
st D ‘De‘kgl:» B(ck,re)
Q‘DE‘:(SQ.

0

IN

D]
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On en déduit alors

][ o =My (0)Pde — 0.
D:

¢e—0

Montrons maintenant (33). Soit ¢ € D (§2), on a

G (1) =0)6) = Gr(0) (@) =¥ ()
> (fw>x (1) = @)

Pour tout z € B (¢k,R.), aveck € Z., on a

> (fw>x DRy (/wd>x )

k €Z: k€2,

- (f%ww>.

Par ailleurs d’aprés le théoréme de la moyenne, il existe (¥ € B (¢, R.)

tel que
lf bdo =9 ((F).
Sk,

Alors pour = € B (¢k, R.)
(Gr. () =0) (&) =v (C}) =¥ (2),
d’ou, d’apres le théoreme des accroissements ...nis, on conclut que

(G (@) =) @) < [ = 2]V g

Montrons maintenant (34) et (35).
On a d’aprés le théoréme de la moyenne 3(* ¢ S¥ tel que

fﬁwazw@y

alors d’apes le théoréme des accroissements ..nis et pour z € Y ' il vient
(G @) =v) @) = o ((2) = (2)]

|Cf -2 | |V ‘LOO(Q)

< V3 |V g

IN

de méme

[(Go, @) =0) (@) = [0 (}) =¥ (2)]
|Cf - I| VY ‘LOO(Q)

< V3 VU o).

IN

ce qui acheve la démonstration. m
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0.14 Probleme local et fonction clé

Soit Wi, € H*(C (r.,R.)) la solution fondamentale du Laplacien, c’est
a dire solution unique du probleme local

AWpg, = 0 dansC (r., R.) (36)
Wg, = 1 surf§,, 37
Wgp., = 0 surSg., (38)
cette solution s’écrie
14 (y)—r7€<&—1> poury € C (r., R.) (39)
e (RE —‘r5> ‘y‘ T

W g. est une fonction radiale de classe C > sur C' (r., R.).
Dé..nition 13 Pour tout R. € R., on introduit wp, € H} () dé..nie par

0 dans Q.\C.,
wg, (z):=1< Wg, (r —ck) dans C., k €Z, (40)
1 dans D..

Fonction eY -périodique, dite fonction clé de la méthode de la zone de contrdle.

Proposition 6 Pour tout R, € R., on a

wr, € HY(2)NC(Q) (41)
0<wg, () <1pour tout z € Q (42)
wg, =0 dans Q\C. UD. (43)
‘vas‘Q S/m (44)
wr, — 0 dans L2 (Q) (45)

Preuve. (41) et (43) sont une conseéquence immédiate de (39) et (40). En
ecet, la fonction Wy, est continue sur C (r., R.) et admet un prolongement
par continuité sur ¢Y donneé par

0 pour |y| >R,

W () =4 W () =555 (% —1) poury €C (., R.)  (46)
1 pour |y| <r..

La continuité de w_ est déduite par la relation triviale
wg, (x):=Wg. (x —ck), € Y5 k €Z,

et le fait que wp. est nulle sur le bord des cellules V *.
On montre (42).
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Soity € C (r.,R.), ona

re <yl <R,
donc . R,
0<—-1< ( —1>\
ly| re
par consequent
0<Wg. (y) <1

ce qui nous permet de conclure.
Pour montrer (45), il suCt de remarquer que

0 1
cardZ, < % 25—3 (47)
et que
w2 = len o, = / w2y
C:UD¢

IN
—
=,
=
I
&
(-
-

CeUDg

< cardZ. |B (0,R.)]
< W (R_)
-3 \¢
On conclut en utilisant I’hypothese (20).
Démontrons (44). On a par dé..nition de w g,

Vunlh = /\VwR\dac—Z/ [ W) dy

ke€Z. k E€Ze

= cardZE/ VW, () dy.
OT’g.Rg

Par un changement de variables sphériques on a

(10 1
Or' r 0T rsinl 06

alors

~ (0Wg, 10Wg, 1 0Wg,
VWRS_( dr 'r 0 "rsinl' 04 )
Etant donné que W _est une fonction radiale donc ne dépend que de r, alors
OWe, =0et IWa. =0.

ar a4
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On en déduit I
VWg, = ( afio\ o>\ (48)
alors I
Wh|= """
il = |75
Par ailleurs

dyrdyodys =r2sinfdrdfdr,
et d’aprés (39)

OWp. r.R. 1
‘ dr (r)‘: R. —r.r2| (49)
Par conséquent
2v v R r.R. 1 2
/ IVWe, () dy = / // RrRrr—Z r2sinfdrdfdl
Cr. R: 0 0 Te e — e

2v v . reRe 2 R. 1
r.R

= 4 )
VRE—rE

alors

\Vwg. |2 =carZ 4v (Rr€R€ ) :

e — T

et tenant compte de (47) il vient

‘VU)R5 ‘?2 S 4V

On conclut a l'aide de (20). =

Remarque 2 dans le cas ou (7.), est bornée, et en vertue de (44) et (45),
wg, = 0 dans H} (2). Dans le cas ot v, — 0, on a d’aprés I'inégalité (44),
|Vwpg. |q — 0, donc wp, — 0 dans H ().



Quatrieme partie

Comportement asymptotique
de (F:) et estimations a priori
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0.15 Comportement asymptotique de (F.)

Remarque 3 Comme conséquence du lemme 6 on a, si (') est borné

alors Vy € Hj (Q2)
(][ de) <1Vl (50)
D.

Rappellons pour ¢ € H} () ,

F.(p) = Af@vdﬂc +][D€de-

On a le résultat suivant.

Lemme 8 Si (y') est bornée alors , (F.)est une suite bornée d’éléments
de H ' (Q).

Preuve. Soit ¢ € Hj(2),

Fe(e)l =

/ fodz +][ gpdz
Q. De

On a d’apres I'inégalité de Holder

[ eus| < (L) (frer)

puis I'inégalité de poincaré
/ fodz

< £ bllelis
Il (£, 1ef*i2)
ol (£, 1of*2)

<max (1, (7)) g Vo lg-

S ‘VWQ- (51)

Par ailleurs

‘][Dggm

IN

()

IN

d’aprés (30)

‘][Dggm

Donc, si (7,)”" est bornée alors

‘][Dggm

S ‘VMQ- (52)
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Par conséquent
F-(0)] S IVelq.

Alors
F. € H () et Pl SL

Lemme 9 Si (A/;1>est bornée, alors

F. = F dans H'(Q)

¢e—0

avec
=/ +y

Preuve. La démonstration se fait en deux étapes.
Premiére étape :
Montrons que F. =, F dans D’ (€2). Soit ¢ € D(€2),

1
gpdr = / gpdz,
][Df ‘DE‘ Z B(ck,re)

keZ.
d’aprés le théoréme de la moyenne il existe (* € B (ck,r.) tel que

][Dsggodac = D, Z YIB (ek, 1)),

ke
comme |D.| =cardZ. |B(0,r.)|,et |B(c¢k,r.)| =|B(0,r.)],

on a
][ god Z Zgﬁk (Ce)

Q
Par ailleurs cardZ. est une quantité équivalente a ‘ ‘ lorsque ¢ — 0,
c’est-a-dire
hII(l) cardZ. / it ‘
ce qui s’écrit
Q
cardZ, ~ u
¢e—0 53
d’ou )
lZ: ~ ——, 53
car e—0 ‘Yk‘ ( )

d’ou I'on déduit que
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et d’apres la dé..nition de I'intégrale de lebesgue

Hinozg(ﬁk)w(ﬁk)lﬂ’“lI/wdﬂc\ (54)
ez Q
donc
lim][ godz :/ggodac. (55)
¢e—0/ p. Q

D’autre part

godx —/ fodz

/ fodz
Q\Q

< Mol [ as
0\Q.
< el 1F lg VIS,
Donc
hm /fgodx —/ fode| < hm |O\Q. | = 0.
Alors
lim fode :/fgodac. (56)
¢e—0 Q. Q

En conclusion

lim (/ fodz +][ ggodac) :/fgodac +/g<pd£\
=0 \Ja. De Q Q

Jim Fo(p) = F ()

c’est-a-dire

Deuxieme étape de la démonstration :

Soit p € H}(2), Jp, € D(Q) tel que p, — ¢ dans H}(2) (car D ()
est dense dans H}(92) ).

On a

[Fo(p) = F ()l <[Flp —o )|+ [F(0,) = Fle )|+ [F (e, —0)l,

par consequent en vertue du lemme 8 et des hypothéses sur f et g

IF-(0 =)l SIV(e —9u)lg et [Fp, =) SIV(e, —9¢)la,

donc
[Fo () = F@) SV =0 )lg+1F(v,) = Fo,)l

Par ailleurs, étant donné que ¢, — ¢ dans H}(Q2), pour¢’ > 0, Ing € N
tel que
E

W o IV =0l <5
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On.xen > ng étant donné que F. - F dans D’ (2) (d’aprés la premiére
étape de la démonstration), 30 > 0 tel quesi 0 < ¢ < ¢

El
alors
Ve' >0, 30 > 0telquesiO<e<id, |F.(p)—F(p) <¢'.

Par conséquent

Vo € Hy(Q), F.(p) = F(p).

0.16 Estimations a priori
Théoréme 11 si u°est solution de (15), et Si (y-')est bornée alors

(u®) est bornée dans Hj (). (57)
et

][D’ |Vus P de < 1. (58)

Preuve. Démontrons (58). on pose ¢ = u* dans (15) il vient en vertu du
lemme8

][D’ (V| dx +/Q |Vui|?dz = ‘(Fg‘uﬂHfleé\
1Ee [l (VU g,

IN

et comme (F.) est bornée dans H~! (©2) on obtient

][ |Vu® [*dz +/ (Ve Pde < |Vud|,,.
De Q.

Pour ¢ petit, on a grace a (6)

1
D] > 1
alors
][ |Vus [P dz 2/ IVus | dz. (59)
De D.
Il vient

/\Vuf\zdij/ |Vuf P de < ][ \Vuf\zdij/ |Vu®|>dz, (60)
D. Q. D¢ Q.
(Vu?|,, (61)

AN
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par consequent
/Q\W\de < |Vt

alors
IVu'lg S 1,

][ |Vus [Pdr < 1.
D.

et d’aprés(61)

0.17 Comportement limite de (1) dans le cas
(y-') bornée

Proposition 7 Si (y-')est bornée alors, il existe v € Hy () et v € L?(Q)
tel que, a une sous suite pres,

RN dans Hj (Q), (62)
Gr, (u¥) —u dans L*(9), (63)
G, (u)—= dans L*(9). (64)
lim e —G,. (u)[?dz = 0. (65)
¢e—0 D. B
et .
WXDsUE =y dans H™' (Q). (66)

De plus si 7, — 400 0N a
G,. (u°) — u dans L* (), (67)

Preuve. En vertue du théoréeme 10 u* est bornée dans H{ (2), alors il
existe une sous suite de (u¢) encore notée (u°) et u € H (Q) telle que u® — u
dans H} (Q).

Pour cette sous suite on a

Gr. () —ulg <|Gr. (7)) —u'lg + [u° —ulq.

D’autre part (24) (25) puis (57) nous donnent

€ € 53 % €
Cr. (1) —u'ly < (—) V],

3\NZ /r \3
< (& Te ‘
~ \r. R.
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3 )
Puisque (5—> est bornée et };—E — 0, alors

re ¢
lim 05, (4°) =y =0
et par suite, a cause de (62)
Eli_r}(l)\GRf (u¥) —ulg =0.
Par ailleurs d’aprées(26) (63) et (57)

G ()l < G (07) = Gr. (u5)lq + G R, (u7)lg
1
< Ve +1<5 1
v 2 “
Alors il existe une sous suite de la sous suite (u°) encore notée (u°) et

v e L?(Q) telle que
G.. (u%) = v dans L* (Q).

Démontrons (65) .
D’aprés (25) et (58) il vient

][ luf —G,. (u)]*dz §r52][ \VuePde <r2
D. D.

lim e —G,. (u)[?dz =0,

¢e—0 D.

alors

(66) se démontre en deux étapes.
Premiére étape :
Soit ¢ € C, (2) montrons que pour la sous suite (u°) précédente

lim+ wipds :/wdﬁ
¢—0 D. Q

Soitp € C. (2), on a

][DSUEW - ][ (" =G, WH][ G, (%) (p — Mp. () ds

][ G, () Mp. (0)ds

Leterme o, (u° —G,, (u°))pdz converge vers zéro, car on a par application

de I megallte de Haolder
'][ ut — r ))(pd$ < <][ ‘UE—GTS (ugﬂng)Z(][ ‘(p‘zdI)z
D. D.

< lobo (£, W -6 e’
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avec (st luf —G,. (uﬁ)\zdac>5 — 0 d'aprés (65).

Le terme , G, (u°)(p —Mp, (¢))dz converge vers zéro. En ecet, par
application de I'inégalité de Holder on a

£ 60 =0, (oD < (][ G.. <u€>\2dx)% (][ . _memf

le terme o, |¢ — Mp, (¢)]?dz converge vers zéro d’aprés (32), et on a

d’apres (28)
][ G, (u¥)|da —/\G NP,

le deuxiéme terme de cette égalité étant borné d’apres (64).
Allons vers le terme ) G, (u) Mp, (p)dz, il s’écrit

f o o - \;\z/M(ﬁhm) (F,50)

kez
B (0,r)]
35 (B ( Or Z Deds
= Z Nede
kEZ.

= /G Nede,

lim{ G, (uE)MDS(go)dx:/wdx.
Q

¢e—0 D.

d’aprés (64) il vient,

Deuxieme étape :
Soit y € H} (), par densité de D (2) dans H; (Q) il existe (p,) une
suite dans D (2) telle que

0, — ¢ dans H; ().

On a
‘][ (0 —o, +‘][ up,dr —/ugondac +. /u(gon —p)dz|.
D. Q Q

‘][ U godx— ugodac
(68)

Montrons que les trois termes de droite convergent vers zéro lorsque n ou
¢ convergent vers zéro.
D’apres I'inégalité de Holder on a

£, r=rs] < (f, 12 (F, oot}
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grace a (57) et le lemme 6 il vient

fooe

alors fD (p —y,)da = 0 car o, — ¢ dans Hj(Q). On a aussi

SIVe —v0)la

Jou( Jdz — 0 pour la méme raison.
o100 g . .
Par allleurs, d’aprés la premiere étape de la démonstration

¢e—0

lim u,de :/ up,de,
D. Q

donc on a ‘DfDﬂE@%dI — fngondx‘ — 0 quand ¢ — 0.
Démontrons (67) si v, — +oo, alors
|Gr (u7) —ulg <Gy, () = Gr. (W)l +[Gr. (u°) —ulq
et d’apres (26)

1
|Gr () —ulg S 7 [Ve'], +[Gr. () —ulg — 0

y2 ¢e—0

gace a (63) et (57) et le fait que y, — +oo. ®



Cinquieme partie

Probleme limite dans le cas
Tg — 0 (53)

43
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Dans cette partie nous étudions le comportement asymptotique de la suite
(u.) lorsque

A

re —7 > 0. (69)

Cette étude est basée sur la construction de fonctions tests particuliéres a
divergence nulle dans la partie fuide. Ces fonctions dépendent nécessairement
de c.

0.18 Fonction test

Pour R. € R. et pour ¢, ¢ € D(Q) on dé..nit la fonction test

(bf = (1 _U)R€>99 _'_szGrs (w)
D’une fagon explicite

0 sur Q.\C.
o, = (I—wg, )y +wp. G, (V) sur ¢, (70)
Gr. (V) sur D.
d’ou
Vo sur .\C.
VP, =¢ (1—wg. )V +Vug (G,.(V)—y) sur O, . (71)
0 sur D..
On a alors le résultat suivant.
Lemme 10 &, est un élément de V., de plus
., — p dans Hy(Q). (72)

Preuve. Montrons d’abord que ., € Hj (2), En sachant que v, € H; (Q)
ety e D(N), onaalors (1—wg.)p € HY ().
Par ailleurs, wp, nevie (=0) que dans Uycz B (¢k, R.)et wy, € Hj (Q)
de plusG,_ (v ) est constante sur chaque boule B (ck,r.), Alors wy G, (V) € Hi ().
Par conséquent
o, € Hy ().

D’autre par, sur chaque B (¢k,r.) onaG,, (¢) constante, alors
div &, =div G,,(¢v)=0 surD..

Démontrons (72)
Pour tout v € H} (Q) on a d’apres (71)

Vo, 2

Voo, +1(1—wp) Ve +Vug, (G..(0) —9) |2
< Vola+21(1—wg,)Veld +2[Vug, (G, () —¢) |5,
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Par application de I'inégalité de Holder
VO |o < |Velo+21(1—wr) Velo, +2|Vur e, |G (@) = ¢le,
D’aprés(44) et (42), il vient

VO[5 < |Vola+2[Vels +2|Vug, [ (G, () —v)l2.

<

S Velg+21Velg+41. |G (0)lg + 4. lp I
~ Yla Ylo e |G (¥ )lg e 1Pl
avec I'inégalité de poincaré et (69), on obtient

2 2 | 2
VO, [o S Vel +1G..(¥)]g
2 |
S IVelg 16 ()]

de plus, gace a (34) |G,.(v )| converge uniformément vers ¢, donc
VO, |2 <1

On achéve la démontrons de (72). en montrant &, — ¢ dans L2 (Q)
On a

0. — ¢l =11 —wr) e +unG. () —9ld, +16. ) — ¢},
Le terme [(1 —wg, )y +wp.G,, (V) —9 \g converge vers zéro. En eoet,
(1 —wr)p +wr.Cr, (B) —¢[2, = lwr. (Gr. (0) =97,
et gace a (42)
wr, (G, () =), <1(Cr. () = 9) iy IC-.
Puisque |C.| — 0 et |G, (¢)| converge uniformément vers ¢, donc
(G, (V) — 99)@00(9) = - 99‘%00(9)‘

alors
lim (1 —wg. )y +wp G (V) —¢lp. =0
Le terme |G, (V) — ¢ \%5 converge aussi vers zéro car G, (i) converge
uniformément vers ¢, donc

}%‘Grsw}_wég S}E%‘Grs(w>_¢‘iw(ﬂ)‘D6‘ =0
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0.19 Passage a la limite

Proposition 8 Pour la sous suite de la proposition 7 on a

a. (u°, ®,) = VuVypds +4V7/(v—u)(u’)—<p)d£ (73)
£ Q Q
et
(Fo®dusmy =, [ otz + [ guda (74)
e—0 Q Q
Preuve. Montrons (73). En sachant que V®. =0 sur D., il vient
a. (u, @.) (Vu®, V. )q

(vug‘ vg’r))Q:\O: _'_ (vug‘ (1 _U)R€>v99 _'_vas (GT:OWD) _g)))O;

Commencons par déterminer la limite du terme (Vu®, Vi), \o, . On a

(Vu®, Vo)a. e :/ Vu:Vodr :/Xm\CsVuEVgodac\

en sachant que

Q:\C: Q

QN (QN\C) = |UrezeB (ek, R.)]

donc

de plus on a

= Uez: |B (¢k,R.)| =cardZe | B (0,R.)]

14
——vR3 = 0,

533 00

12

Y Vo — Vo pp sur €,

Qe \Ce

Yoo, Vo (@) S| Vp ()] Vo e

Qe \Ce

alors d’apres le théoreme de la converge dominées de Lebesgue il vient

Yoo Vo — Vi dans L*(Q).

Qe \Ce

Tenant compte de la convergence faible de Vu® vers Vu dans L? (), on

déduit

(Vu*, Vo )a, . :/ (ng\cgv‘lD)quM Q/VQDVUM.
Q Q

Allons vers le terme (Vu®, VO, ), . il s’écrit

(Vu®, VO, ),

(Vus, (1 —wg, ) Vp)e, +(Vu', Vur, (G, (¥) =G, (p)))e. +
+(Vu', Vugr, (G, () —¢))e. -
I+ I+ 1,

(Vu', (1 —wgr.)Vo)e, +(Vu', Vug (G, (V) —¢))e.
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avec
I =(Vu', (1 —wg,.)Vp)e.
[2 :(VUE\VU)R5 (Grg (([))_99))0,
I3+ =(Vu', Vug, (G, () = Gr. (p)))e,

Le terme [, converge vers zéro. En eoet,
= (90, (L= wa) V), = [ Vutxe, (1= va) Vods,
Q
d’ou en vertue de (42)

L] =

/Vugxos (1—wpg,)Vede
Q

1
< Vol [Vurg[C:]2,

< \wmfngmcf

et d’aprés (57)
Ll S1C.% =0

Le terme [, converge aussi vers zéro car d’aprés (33), (57) et (44) et
(69)on a

Il < 2R Vol [ V07l |
C.
< 2R, WWLO@(Q)W“E‘Q‘VU)Rs‘Q
S R HOO.

Pour calculer la limite de 3 on remarque d’abord que

I3 = /0 VuVug, (G,. (V) =G, (p))dz

= Z(fku’)da—][kgoda>/ Vu‘Vupg, dr,
sk sk c.

keze

puis, par un changement de variables, et en notant
i () =u®(z +¢ek),

on peut écrire

/ Vu'Vwpg, de :/ Vi (z) VIWg, (z)dz.
C. C(re,Re)
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Pour expliciter le second terme de cette derniere égalite, on passe au
changement de variables sphérique. D’apres (48) et (39) il vient

R.
/ Vit (1) VWg, (z)dz = / /smadadr/ 0w OWhe 5
C(re.Re) dr 0r
Re du;,
= R —'"5/ /sdeHdF/ o dr
= R —r/ / [r=r. —U;/r=g.)sinfdbdrl

ol ey TR T

S, étant la sphére de rayon 1 centrée en zéro.

En remarquant que
][ hdao :][ h/,—gdo,
SR S1
on peut écrire

/ (@5 ) =, — 0} /)r=p.)do =4v <][ Uydo —][ ﬁ;da>
S1 Sre SR.

donc
/Sl @/ r=r. =i/ r=r.)do = dv (J[%ueda —][SR§u5d0>.
Finalement
dvr.R. ’ 6 5
I3 = R 1. kz: (][s’,zwda —][sﬁtﬁﬁda) (][%u do —][stu da)
€z¢ ¢ € ¢ k

= G (60 =6 ) (G () =G )i

On passe a la limite, on obtient en vertu de (63), (64) et de la convergence
uniforme G, (v) vers ¢ et celle de G,. (p) vers p,

lim I3 = 4vy / (v—u)W —yp)dz.
¢e—0 Q
On a alors

lim (VUE\VQ)E):/VUVWM +4V”//<U —u) (W —p)de.
Q Q

¢e—0

Passons a la démonstration de (74)

Ona
(FE\<I>5>:0/f bz +][ g®°dr.
€ De
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D’apreés (70) il vient
(F., @) = /f(I)EdI +][ G,., (V)g dz
Q. De

= Ji1+ /o
Montrons que
Jo — g vgder,
pour cela on fait la décomposition suivante :

][D Gr.(V)yg da :][D g (Gr. (V)—=0) dz +][D gvdr;

ona

(£ 68) (£, 16 @r-ot)’

< ol IGr () =¥ poo(pey

IN

£, 0 )= v)is

alors d’aprés (33)

£, 0Gn ()= )iz | < Iyl 2R 99

donc

F oG w)=v) s

Par ailleurs, d’aprés (55) on a

][ gvde H/gu’)dﬂc-
De¢ t—0 Jo
On passe a J;. On a

J1:/ f@edx:/)(gtf@dac.
Q Q

Yol — [ dans[?(Q) et & — ¢ dans L2 (),

lim/XQth)EdJc :/fgodac.
¢e—0 Q N Q
Enevet, y, f — [ dans [?(Q) car

Xof —f PP sur®

. < 3 / = U.
h_n}o < Eh_n}o 19l 2R VY ‘LOO(Q) 0

3

Puisque

alors

et

I et @),
donc, d’apres le théoreme de la convergence dominée de Lebesgue
Yo [ — [ dans L*(9).



0.20. PROBLEME LIMITE ET EFFETS NON LOCAUX o1

0.20 Probleme limite et ecets non locaux

Les résultats de convergences démontrés ultérieurement ce résument dans
le théoréme suivant.

Théoreme 12 |l existe v € H (2) et v € L?(Q) tels que,

wt = udans Hy(Q), (75)

Gr. (u°) — udans L?(Q), (76)
G, (u¥) = v dans L?(Q), an
‘D—].‘XDsuE - v dans H! (Q> (78)

avec (u,v) solution unique du systéme

—Au+4vy (v —u)=f  dans L?()
—dvy (v —u) =g dans L?() . (79)
u=0 sur 04,

Ici les convergences ont lieu pour toute la suite (u®).

Preuve. Montrons que le probléme (79) admet une unique solution
Soient (u1, v1) et (uq, v2) deux solution de (79), alors

—A(Ul—U2>+4V"y ((Ul—Ug>—(U1—U2>> =0 danSLQ(Q> (80)
('Ul—'U2>—(U1—U2> =0 dans LQ(Q> (81)
d’ou
—A(uy —ug) =0 dansL?(Q)
w1 =0 et uy=0 sur J9

Ce systeme correspond au probleme du laplacien homogene, donc admet
une solution unique nulle, alors

Ul—UQIO (82)

d’aprés (82) et (81), il vient
’Ul = UQ.

Toute sous suite (u°), véri..ant les convergences (75). (76), (77), converge
vers les mémes valeurs u et v. Donc c’est toute la suite (u°). qui Véri..e ces
convergences en vertue du théoreme de Eberlein-Smuljan (Théoreme 1 du
rappel). m



Sixieme partie

Probleme limite dans le cas
¢ 3 <Lr: K¢

53
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Dans cette partie on considére que
limy, = 4o0. (83)

¢e—0

0.21 Fonction test

Pour R. € R. et pour ¢ € D (£2) on dé..nit la fonction test

(DE = (1 _U)R€>99 _'_szGrs (99)
Proposition 9 Sans aucune condition sur y.on a
o eV,

et
d, — ¢ dans H(Q). (84)

Preuve. . € V., et &, — ¢ dans L?(Q) se démontre comme dans le
lemme 10.

Reste & montrer que |V®, —Vyp|, — 0

VO, —Vyls = [—wg, Vo +Vug, (G, (p) —¢)a +|Vel5
< 2lwp. Volo, +2[Vur, (G..(p) —¢)la. + Vo3,

Le terme |w . V|, converge vers zéro. En ewet,

wa. Vol =/x05 wr 2 Vo,
Q

d’apres (42), il vient

oa VelE, < [ v, V6P
< Vel IC] —0.
Le terme [Vuwr, (G..(y) — ¢ )|, converge aussi vers zéro car
IVur, (Gr(p) —9) 5, <16 (0) = ¢liwic.) [Vor |2, |
et d’aprés(44), (34) et (20)

Vur, (G (0) —¢) 6. S €21Vl

2 Te
e? ‘VMLOO(Q) -3

53
Te 2
(3)19eliea =, 0
Le terme |V |, converge aussi vers zéro,.en evet
2 2 2
Vols, = [ 1V6P < [Velingy D] =, 0
D. e

Par conséquent

AR ZAN

AN

O, — ¢ dans H(Q)



56

0.22 Passage a la limite

Proposition 10 Pour la sous suite de la proposition 7 on a

a, (uf, ) - VuVdzr, (85)
£— Q
et
(Fo® oy =, [ (1 +0)pis (86)

Preuve. Montrons (85). En sachant que V&, =0 surD., il vient
a. (uf, @) = (Vus, Vo, ), = (Vu*, Vo, ),
d’aprés (84) et (62)on a

lim (Vu®, V®,), = (Vu, Vy)

¢e—0

Par ailleurs, puisque F. — f +4 dans H™' (Q) et & — ¢ dans H} ()
on a

tim (P @) = [ (1 +0)gz

0.23 Probleme limite

Les résultats de convergences démontrés ultérieurement ce résument dans
le théoréme suivant.

Théoréme 13 Il existe v € H (Q) tel que

wt = udans Hj(Q), (87)
Gp, (u*) — wudans L*(Q), (88)
G,. (%) — wudans L*(Q) (89)
avec u, solution unique du systéme
—Au=f+g dans L?(Q)
{ w="0sur dfQ2 ' (90)

Remarque 4 Dans ce théoréme les convergences ont lieu pour toute la suite
(u®) car le systeme (90) admet une unique solution et par application du
théoréme de Eberlein-Smuljan (Théoréme 1 du rappel). Dans ce cas la quan-
tité v de la proposition 7 est telle que u =v.



Septieme partie

Probleme limite dans le cas
re L ed L e

57
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Dans cette partie on considére que

limy, = 0, (91)

¢e—0

Remarque 5 Sous la condition (91) 'estimation

F, Bl s o, (92)

nécessaire pour avoir I'estimations & priori (57)n’est plus véri.ée car (y71)
n’est pas bornée (voir remarqued et théoréme 11). On ne peut donc pas étudier
le comportement asymptotique de notre probléme.

Dans cette étude on compense I’estimation (92) par I'introduction d’une
suite (g.) de L?(Q) Vvéri..ant

1 _

mXDsgf :»og dans H™'(Q), (93)

et en posant un nouveau probleme a étudier suivant :
—Aut +Vp. = g. dans D., (94)
divut = 0 dans D., (95)
—Aut = f dans €., (96)
aa“: b, —pen = \Dg\aai:\gf surd D, (97)
o= 0 sur d €, (98)
Remarque 6 Un exemple de fonctions véri.ant(93) : g. = |D.|h, avec
hel?(Q), on a ‘XDDf‘ |IDe|h =yxp.h HOO dans H~'(Q) (se montre par

utilisation du théoéme de la convergence dominée de Lesbesgue), dans ce cas
g =0.

En suivant la démarche donnée dans la partie 2 de ce mémoire la formu-
lation variationnelle du probléeme (94)-(98) est

{ Trouver u, € V. tel que (99)
a. (uf,0)=H.(p), Vp €V.,

ou V. et a. sont respectivement I’espace test et la forme bilinéaire considérés
dans la partie 2, a savoir

V. : ={p eHy(Q) avecdivy =0surD.}.
o (0, p) = AW Vg dx+][ Vi Vo dz.
€ D.

H. est donnée par

How)= [ fon+f apin (100)
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0.24 Comportement asymptotique de (H.)

Lemme 11
H.— f +g dans H'(Q)

¢e—0

Preuve. Soit ¢ € H}(92)

(Her ooy = [ Toda + f gepia
Q. D,

D’apres la démonstration de lemme 9 on a

lim [ fodz :/fgodm.
¢ —0 Q. Q

XD.
gepdr :/ ~g.pdr,
][De o D]
lim][ g.pds = /ggodx
e—0/ o, Q

9, 99>H*1(Q)><Hé(ﬂ)

Par ailleurs

d’aprés (93)

Par conséquent

Eh_rf(l)<F6\99>H*1(Q)xHé(Q) = (/ +9\99>H*1(Q)><Hé(9)'

0.25 Estimations a priori

Théoréme 14 si u°est solution du probléeme (99) alors
(u) est bornée dans H{ (Q),

et
1

D]

‘VUE‘%S <1

La preuve est la méme que celle donnée pour le théoréme 11.

0.26 Fonction test

Pour R. € R. et pour ¢ € D () on dé..nit la fonction test
(DE = (1 _U)R€>99 _'_szGrs (9’0>
Remarque 7 D’apres la proposition 9 on a

¢, V.,
et
®. — ¢ dans Hy ().

(101)

(102)

(103)

(104)
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0.27 Passage a la limite

Proposition 11 A une sous suite prés on a

a, (uf, ) = VuVdz, (105)
£— Q
et
(H., (I)6>H*1xHé e (f +9,90) xH} (106)

Preuve. Montrons (105). En sachant que V®. =0 sur D., il vient
a: (uf, ) = (Vu', V&, ), = (Vu', V),
d’aprés (102) il existe une sous suite de (u°) encore notée (u°) telle que
u® — u dans Hj (9). (107)
Pour la sous suite (z°) on a d’aprés (107) et (104)

lim (Vu®, V®.), = (Vu, V), .

¢e—0

Par ailleurs (106) est immédiate grace a (104) et (101). m

0.28 Probleme limite

Les résultats de convergences démontrés ultérieurement ce résument dans
le théoréme suivant.

Théoréeme 15 Il existe v € H{ (Q2) tels que,
ut = u dans Hp (), (108)
avec u, solution unique du systéme

{ —Au=f+g dans L2(Q) (109)

v =0sur dg

Remarque 8 Dans ce théoréme la convergence (108) a lieu pour toute la
suite d’aprés le Théoréme de Eberlein-Smuljan (voir rappel) et le fait que le
systeme (109) admet une unique solution (probléme du Laplacien).
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Conclusion

Il est intéressant de noter que le comportement limite du mélange dans
les trois cas étudiés n’est pas fuide. Aussi I'ecet des particules évanescentes
representé par I'apparition a la limite de la quantité v est plus important
dans le cas critique que dans les deux autres cas. En exet, le cas critique mes
en évidence des exets non locaux qui se traduisent par le terme 4vy (v —u)
dans les équations limite (79). Il est a noter que (79) se réécrit

—Au = f[+yg9 dansL?*(Q)
9

4y

v = 0surd,

v =

donc le probléme limite est le méme que celui des deux autres cas. De plus,
v est calculable, ce qui n’est pas le cas des deux autres cas.



Annexe A

Les démonstrations suivantes sont données dans [6][9] néanmoins nous
avons juge bon de les retranscrire.

A.1 Preuve du lemme 5

Preuve. Démontrons (24). Soit § € H} (), on a

b —Gq (0)|?dr = /9—][ Odo
Aﬂ w P =3 [ - f,

keZe

2

car
K
Qy, = Upez. Y.

Par ailleurs, la sphére circonscrite du cube V.* étant B (51{\ £ A§> , on a donc

Y cB (mﬁf)\

ce qui nous donne

&W”mWWSZAw@

keZ. 2

2

(A1)

9 —][Sgsﬁda

3

On applique le lemme 4 pour R = ¢ 25 eta = au second membre de

(A.1), on trouve

_ 2 _
B 9 < RV £v/3 / 9
/Q 0 —Gn ()Pdr < ( : ) o ; e V02 dx

N
j=wl IS
g
=~
S
4
Sw
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On peut faire I’estimation suivante

Z/ 5 Vo |? dm<2/\V9\ dz,
B 5k523

keZ.

Ukez5 (B (Ek E£> \Y )' ‘ ‘
2 g? 2
/QY 0 —Gg. (0)] de §R—€/Q\V9\ dr.

Démontrons (25). Soit § € HJ (), on a

f — @ dy = / ‘9—][ 0do
/\ Wi =3 | Pt

kez.

On applique le lemme 4 pour R =, eta =1

i —G dr <r? / \IRE: grf/ Vo de.
fop-ceore g2y [ A
Démontrons (26). Soit § € HJ (), on a

keZ.
/\GRf ) — DPde = ada —][ bdo
Q ' st

On applique le lemme 3 au terme de droite de cette derniére égalité, pour
ri=r. etro =R, Ona

R.—r.)
. 2‘ < (E 5/ 2‘
Ammm G, ()P ds _ézkzﬁzwym V62 d

re Re

(R. —r.)
m Z |Y5k|/(;k’ ’ \VG\QM

R —r)
< 3( €
< 57@}% - /CS\VH\M

car

par consequent

2

dz

2

dy.

k €Ze¢

IN

la deuxieme inégalité est justi..ee par

/ dy = !Yf! =¢°
Ysk

Re — T

R.
par consequent

3
[lea@)=6. 0P = [ 8
Q re C5

Par ailleurs, on a

<1
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A.2 Preuve du lemme 6.

Preuve. On a,

][ \a\wgz][ \H—G,S(H)\2d£+2][ G, () dz.
De De De

Compte tenu de (28) et de (25) il vient

][ 07 dz < 2][ \a—G,S(H)Fde/Q G, ()] dx (A.2)

< rfj[ \VH\de+4/ IGr. () —=G,. (0)]Pdz +
D¢ QY;

+8/ \a—GRf(a)\dew/ ARES
ng QY:

Par ailleurs Q)
D] =Y IB (k. r2) 3 553
keZz.
donc ) 5 .3
r 3
= — A.3
ID.|  4vr. (A3)

D’aprés (24) (26), (A.2) (A.3), et I'inégalité de Poincaré, on a

][ 0Pds < —/ V02 i +—/ VP da +—/\va\ ir +
D.
/\Vﬁ\ dx
( +R—+1>/\va\ i
max(l\ —)/\Vﬁ\zdac.
Te Q

AN

AN
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ANNEXE A.
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