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Résumé

Les alliages a mémoire de forme présentent une grande non linéarité et un
comportement hystérétique a fort couplage thermomécanique. Le modéle proposé par le
Dr. Stefan Seelecke, a été développé, avec le concours de Miiller et Achenbach, pour le
cas monodimensionnel. Ce model, basé sur la thermodynamique statistique, est régi par
un systeme linéaire d’équations différentielles du premier ordre faisant intervenir les
probabilités de transition de phase et la chaleur latente. La résolution numérique du
systéme permet d'établir les expressions analytiques des fractions d’austénite et de
martensite, la température du systéme et la contrainte appliguée pour une déformation
donnée en fonction du temps.

Dans cette contribution, nous développons, grace aux transformations de Laplace une
résolution algébrique du systeme. Les expressions analytiques des fractions d’austénite,
de martensite et de la température permettent alors d'établir une formulation
mathématique du comportement des AMF. Ce qui permet une meilleure maitrise des
comportements pseudo élastique ou quasi plastique et d'éviter le recours au formalisme
informatique trés lourd tel que le sous programme, jusque la incontournable, Umat
faisant lui-méme appel au sous programme radau5 développé par les mathématiciens
Hairer et Wanner.

Mots clés : alliages a mémoire de forme, hystérésis, quasi plasticité, pseudo élasticité,
transition de phase, chaleur latente.

Abstract

Shape memory alloys present a big nonlinearity and a hysteretic behavior of a high
thermo-mechanical coupling. We introduce in this paper the Miller and Achenbach
model in the version proposed by Dr Stefan Seelecke, for the mono dimensional case
[1]. This model, based on the statistical thermodynamics, is governed by a linear of first
order differential equations system bringing-in the probability of phase transition and the
latent heat. The numerical resolution of the system allows to calculate the values of the
austenite and martensitic fractions, of the temperature of the system and the applied
constraint for a given deformation (distortion) as function of time.

In this contribution, using Laplace transform we develop an algebraic resolution of the
system. The analytical expressions of austenite, martensitic fractions and the
temperature allow then to establish a mathematical formulation of the behavior of the
SMA. Which allows a better behaviors control of the elastic or quasi-plastic and avoid
the appeal to a very heavy computer science formalism such as subprogram, which up
today is inescapable, Umat uses a developed subprogram radau5 made by the
mathematicians Hairer and Wanner.

Keywords: Shape memory alloys, hysteresis, quasi-plasticity, pseudo-elasticity, phase
transition, latent heat.
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Introduction générale

Découverts dans les années trente, les alliages a mémoire de forme ont aiguisé
la curiosité des scientifiques qui n‘ont cessé, depuis, d'étudier les propriétés
inhabituelles de ce type de matériau. Citons, par exemple, leur capacité a subir une
déformation grande, mais recouvrable, de I'ordre de dix pourcents.

Ce comportement des AMF est la conséquence directe de leur capacité a
supporter une transformation martensitique entierement réversible et induite soit par

une action mécanique, thermique ou thermomécanique.

Quelques années plutard, la découverte de I'alliage NiTi équiatomique (Nickel-
Titane) a permis de révéler les effets mémoire de forme et de 1a, les domaines
pseudoélastique et quasiplastique, selon que le matériau garde ou non une
déformation résiduelle aprés avoir subi un cycle de chargement-déchargement
complet. En pseudoélasticité, le comportement du matériau est différent en traction
et en compression, une hystérésis s'impose alors comme loi de comportement. Les
AMF, eu égard a cette propriété, sont utilisés comme actionneurs dans différents
domaines industriels tels que le domaine biomédical, I'aéronautique et méme le

génie civil.

Nombreuses et variées sont les difficultés auxquelles se sont confrontées les
scientifiques durant leurs recherches. Leur but est la compréhension de la
transformation martensitique qui fait basculer le matériau d’une phase austénitique
stable a haute température et ayant une structure cristallographique réguliere et
symétrique (CC,CFC) vers une phase martensitique, moins réguliére et moins stable
a basse température et qui plus est composée de variantes d’orientations différentes
et dont le nombre peut atteindre vingt-quatre variantes.

Un autre but, non moins important, est la modélisation mathématique du
comportement hystérétigue des AMF dans le domaine pseudoélastique. Miller
Achenbach et Seelecke ont réussi, moyennant certaines simplifications et en se
basant sur la thermodynamique statistiqgue, a mettre en place les équations de base
et le systtme d’équations différentielles a résoudre pour modéliser la loi de
comportement. La résolution de ce systeme, qualifié de raide, se heurte a des



difficultés mathématiques non négligeables. La raideur mathématique est due a la
coexistence de deux phénoménes physiques ayant des échelles de temps trés
différentes, Le transfert de chaleur qui s’effectue a la vitesse de quelques watts par
seconde et la transformation martensitique qui se passe a une vitesse qui avoisine
celle du son dans le matériau. Hairer et Wanner, deux mathématiciens de I'université
de Genéve, ont montré que pour venir a bout de la raideur du systeme différentiel il
est impératif de choisir un schéma intégrateur numérique implicite et un pas de

temps compatible avec I'échelle de temps la plus petite.

Une fois le systéme d'équations différentielles résolu, le taux global de
martensite orientée devient connu a tout instant impliquant ainsi la connaissance de
I’hystérésis et donc la loi de comportement de '’AMF. La conséquence premiére de
cette maitrise de la loi de comportement est l'utilisation du matériau comme
actionneur dans des applications industrielles variées. Se pose alors la question de
la durée de vie de cet actionneur dont il fallait savoir estimer le nombre de cycles a
rupture c’est-a-dire comprendre sa fatigue. Il n’existe que peu de scientifiques qui se
sont intéressés a la fatigue des AMF et a la recherche d’un critére unifié de fatigue.
nous avons pris le dernier model en date, proposé par les auteurs Zaki et Moumni en
2007 basé sur le modele rhéologique de Reuss, afin de proposer une petite
simplification relative au calcul du taux global de martensite orientée, en évitant un

formalisme mathématique et informatique trés lourd.

C’est dans cette optique que s’inscrit cette modeste contribution.



Chapitre |
Etude bibliographique

I-1 Introduction

La transformation martensitique entraine le développement de 24 variantes de
martensite possibles, définies par leurs orientations par rapport a un plan limite. Ces
variantes sont décrites par les 12 matrices de Bain au déterminant égal a 0.99660,
proche de I'unité. Ce qui prouve que la transformation est quasi isochore.[1]

Lors d’'un chargement mécanique, transformation s-induite, les variantes ont
tendance a se développer par groupes compatibles, en I'occurrence dans le cas de
I'alliage NiTi quasi équiatomique, par paires appelées « twins » ou variantes jumelles
a orientations compatibles et croisées désignées par M+ et M- pour pouvoir les
distinguer.[1]

En traction, par exemple, les variantes dont la maille cristalline est orientée de
telle fagcon que la plus grande dimension est alignée avec la direction de la
sollicitation sont plus favorables. La formation de ces variantes engendre une
importante déformation dans la direction de la traction tout en minimisant la
déformation dans les autres directions et donc en minimisant I'énergie élastique

d’accommodation mise en jeu.[2,3]. Les figures 1 et 2 illustrent bien ce phénomeéne.

M, A M.

Figure I-1 Variantes de martensite jumelles ou Twin [3]
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Figure 1-2 Cycle complet thermomécanique d’alliage a
mémoire de forme [3]

La modélisation du comportement de ces alliages est basée sur le fait que la
transition de phase des variantes de martensite est un processus régi par la
température.

Muller, Achenbach et Seelecke ont montré que [I'énergie potentielle des
variantes de martensite est donnée par I'énergie libre de Gibbs ou, en I'absence de
sollicitation, par I'énergie libre de Helmholtz.

La fonction définie par morceaux v (¢,T) de I'énergie libre de Helmholtz s’écrit :[3]

M(ever)’  e<-em(T)

as’+be+c —em (T) <& <—ea(T)
E

w(eT) = 7?32+Aﬁ07 e < ea(T)

agZ-be+c ea(M<e<ey @)

Mle-er)?  ezen()



w(eT)

Figure 1-3 Fonction définie par morceaux v (&,T) de
I'énergie libre de Helmholtz [3]
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Figure 1-4 Energie libre de Gibbs sous chargement thermomécanique [3]
(a) sous contrainte nulle : transformation induite par la température
(b) a basse température : transformation induite par la contrainte
(c) a haute température : transformation induite par la contrainte

La courbe contrainte déformation des alliages a mémoire de forme présente un
fort couplage thermomécanique.

A basse température la courbe fait ressortir une déformation résiduelle aprés
déchargement. Ce comportement est appelé quasi plastique.

A haute température, il n y a pas de déformation résiduelle. La courbe passe
par l'origine au déchargement. Cependant, ce comportement dit pseudo élastique,

est différent en traction et en compression.[1]

Afin de pouvoir tracer cette courbe, relation entre contrainte et déformation, un
modele mathématique, a I'échelle mésoscopique, basé sur I'énergie libre a été
développé par Miuller-Achenbach-Seelecke. Un programme fortran définissant le
comportement du matériau est implémenté dans ABAQUS ou ANSYS.

Ce programme, appelé UMAT ou USERMAT, doit soit, étre en mesure de résoudre
un systeme d’équations différentielles, soit faire appel a un autre programme nommé

RADAUS. la transmission aux logiciels de commerce de la contrainte et du module

0 . R gz ) L
tangent a—a a tout instant permet, grace aux différentes méthodes numeériques telles
&

que les éléments finis, le calcul de plusieurs variables pilotant le phénomene
physigue comme la température, la fraction de martensite réorientée et la

déformation.



La résolution du systeme d'équations différentielles peut se faire aussi a l'aide
du logiciel comsol ou toute autre méthode numérique pour peu que cette derniére
soit une méthode implicite et d’'ordre assez élevé.

Les alliages a mémoire de forme (AMF) sont des alliages métalliques qui
exhibent des propriétés spécifiques inhabituelles telles que les effets de mémoire
simple et double, [leffet superélastique, [I'effet d’amortissement et ['effet
caoutchoutique. Industriellement, on s’intéresse et on utilise surtout leur capacité a
recouvrer des déformations et leur densité d’énergie mécanique élevée. Ces
propriétés exceptionnelles sont associées a une transformation de phase au cours
de laquelle, une phase mere dite austénite (a structure cubique ordonnée) donne
naissance, de facon réversible, a une phase martensitique a plusieurs variantes (a
structure moins ordonnée). La transformation martensitique est un changement de
phase a I'état solide d0 & une déformation du réseau cristallin (mouvement coopératif
sans diffusion d’atomes). Les variables thermodynamiques externes qui influent sur
la transformation martensitique sont la température et la contrainte. La transformation
martensitique peut étre activée par un cycle (chargement / déchargement) thermique,
mécanique ou thermomécanique.[4-6]

Durant les 20 dernieres années, les AMF sont de plus en plus utilisés dans les
industries de pointe comme capteurs ou actionneurs. Pour qu’ils soient fiables et
fonctionnels, les différents comportements spécifiques des AMF doivent étre bien
établis mathématiquement et interprétables physiquement. Il est admis que les AMF
présentent un comportement non linéaire hystérétique a fort couplage
thermomécanique. Les chaleurs latentes des transformations de phases des AMF
sont accompagnées de variations de température, ce qui explique le couplage
thermomécanique inhérent aux AMF. La modélisation mathématique du
comportement thermomécanique est trés complexe et reste d’actualité. Un modéle
de comportement constitutif idéal doit impérativement prendre en compte le couplage
thermomécanique et doit étre polyvalent, c’est-a-dire, capable de rendre compte des
différents comportements spécifiques observés dans le comportement des AMF en
particuliers la pseudo élasticité et la pseudo plasticité. Dans la littérature, différentes
recherches ont été menées et sont toujours menées avec pour objectif la proposition
de modéles mathématiques permettant de prédire le comportement
thermomécanique des AMF[7]. On distingue les modéles micromécaniques basés

sur une description de la transformation martensitique a I'’échelle du réseau cristallin.



lls sont régis par des équations permettant de prédire la transformation d’'un cristal
d'austénite en différentes variantes de martensite sous un chargement
thermomécanique [8-13]. Ces modeles sont peu fiables et peu utilisés car leur
description se fait & I'échelle du monocristal et rend leur intégration dans les codes
de calcul difficile & cause de la nécessité de définir un volume élémentaire
représentatif (un calcul de structure nécessite la définition d’un VER) [14]

Les modeles phénoménologiques [15-17] utilisant des variables internes
définies a I'échelle macroscopique sont quant a eux plus adaptés a l'intégration dans
les codes de calcul.

D’'une maniére générale, les modeles basés sur la thermodynamique
macroscopique sont adaptées a la capture d’effets macroscopiques et permettent
I'explication des phénoménes physiques sous-jacents. Les modeles
micromécaniques sont utilisés pour l'identification des mécanismes sous-jacents et
permettent de faciliter le contrble des processus d’élaboration et de la métallurgie
des AMF. Un des modéles les plus performants et réellement apte a prendre en
compte la non linéarité hystérétique ainsi que le fort couplage thermomécanique est
le modele attribué aux auteurs (Miiller - Achenbach et Seelecke) est connu sous la
dénomination anglaise "MAS model" [18,19].

Des observations microscopiques ont révélé qu'un échantillon en AMF sous
sollicitation uniaxiale se transforme en une structure en plaquettes (lamellaire).
Chacune des plaquettes est soit en phase austénitique ou en une variante de la
phase martensitique. Dans la modélisation, en plus du traitement du probleme de la
non linéarité géométrique observee, une fonction d'énergie libre est introduite. Des
énergies sont alors associées aux différentes phases : austénitique notée « A » et a
deux variantes martensitiques jumelles notées «M'» et «<M™ », avec des minimas
indiguant les domaines de stabilité [20]. L'évolution de la température dans
I'échantillon AMF sollicité dépend de I'émission de chaleur latente, des absorptions
par les changements de phases et du transfert de chaleur par convection sur les
surfaces externes. L'augmentation de température par effet Joule dans le cas d'une
application du composant AMF comme actionneur est a considérer. Le formalisme
mathématique est basé sur la thermodynamique statistique, les probabilités de
transition de phase et sur la chaleur latente. Des considérations thermodynamiques
de transition de phase permettent d’établir un systéme couplé d’équations qui décrit
les évolutions temporelles des différentes phases en présence [21,22].



Les AMF sont commercialisés souvent sous forme de fils, le modeéle MAS a été
développé pour modéliser le comportement unidimensionnel des AMF. L'utilisation
effective du modele MAS se heurte a des difficultés en relation avec les techniques
numériques de résolution des équations couplées du modele mathématique,
d'implémentation numérique du modele dans les codes de calcul commerciaux tels
CAST3M, ANSYS et ABAQUS ainsi qu'aux temps machines souvent importants [23-
24].

Dans le présent travail, nous développons, grace a une formulation
mathématique intégrant les transformations de Laplace, une nouvelle méthodologie
de résolution plus efficace du systeme d'équations couplées. Cette nouvelle
approche de résolution permet un gain en temps machine ainsi qu'une meilleure
maitrise des comportements saillants observés dans les AMF tels la pseudo
élasticité. Aussi, cette nouvelle méthodologie de résolution permet d'éviter le
formalisme informatique tres lourd lié a I'implémentation du modele dans les codes
de calculs. Par la suite, en plus d'introduire le modéle mathématique MAS, nous
présentons les développements de la nouvelle méthodologie de résolution.

I-2 GENERALITES ET PROPRIETES DES AMF
I-2.1 La transformation martensitique:

Les matériaux solides présentent, en régle générale, un comportement qualifié
d'élastique ou plastique. Les alliages a mémoire de forme, échappent a cette régle
générale, car ils subissent une transformation martensitique, leur permettant de
récupérer en partie ou totalement leur forme initiale par le simple fait de chauffer
I'échantillon.

Nous présentons dans cette partie la transformation martensitique ainsi que
les propriétés thermomécaniques liées a cette transformation.

Les alliages a mémoire de forme présentent deux états ou phases d'équilibre
stables, I'un a haute température, appelé austénite, l'autre a basse température
appelé martensite du nom de son inventeur, le physicien Martens.

La transformation martensitique est un changement de phase qui s'opére a
I'état solide. Cette transformation est qualifiee de displacive, parce que les
déplacements atomiques restent faibles par rapport aux dimensions de la maille. Par



opposition aux déformations par diffusion, qui procédent par des mouvements
atomiques arbitraires, la transformation martensitique est di a un mouvement

atomique corrélé ou mouvement d'ensemble.

La transformation martensitique peut s'opérer, sans toutefois qu'il y ait de
modification de la composition chimique, a différentes températures et a différentes
vitesses de chauffage ou de refroidissement. Il faut, cependant, préciser que la
vitesse de déplacement est limitée par la vitesse du son dans le matériau.[26]

La martensite conserve l'ordre atomique et la composition chimique de la
phase mere, l'austénite. Tout ce passe donc comme s'il y avait un réarrangement

des atomes pour former une structure plus stable.

La transformation martensitique est dite du premier ordre, c'est a dire qu'ily a
coexistence des deux phases, haute et basse température, séparées par un plan
appelé plan d'habitat.

Précisons, pour parfaire la définition, que la déformation a ['échelle
macroscopique est une déformation homogéne du réseau qui s'opere par glissement
et qui conserve un plan invariant.

Le plan d'habitat, qui est une interface commune aux deux phases, s'appelle
également plan d'accolement. Le cisaillement s'opere parallélement a ce plan.

Lorsque la température augmente, la martensite croit dans l'austénite, il y a
alors apparition de plaquettes appelées variantes. Ces variantes peuvent avoir des
orientations différentes, et pour un monocristal, on dénombre un maximum de 24
orientations possibles.

Le mécanisme cristallographique de la transformation martensitique peut
donner plusieurs orientations différentes de plaquettes de martensite par rapport a
l'austénite. Ces orientations, appelées variantes de martensite, sont en nombre fini.
Elles correspondent aux différentes facons, cristallographiquement équivalentes et
donc thermodynamiquement équivalentes, de réaliser la transformation. [1,25,27].

L’application d’'une force extérieure peut favoriser I'apparition de seulement
guelques variantes.

La théorie de l'action de groupe permet de prévoir le nombre de variantes
engendrées lors d’une transformation martensitique, c’est a dire lors du passage d’
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une phase mére de groupe de symétrie Go a une phase fille de groupe de symétrie
G1. L’application des opérations de symétrie du groupe ponctuel Go d’ordre g qui
n'appartiennent pas au groupe ponctuel G1 mene a un nombre fini de variantes. La
forme d’équilibre de la phase fille est régie par le groupe ponctuel H d’ordre h, des

symétries communes aux groupes Go et G1. Le nombre de variantes est donné par
la relationN = % [25].

A la lumiére de ce qui précede, certains AMF n’ayant que deux variantes
désignées par M+ et M-, ont été étudiés par Muller et font I'objet de cette modeste
contribution.

Au cours du refroidissement, les variantes se forment afin de compenser les

déformations dues aux autres variantes, on parle alors d'auto accommodation.

Austénite Austénite

N —~—
St
/

Martensite plan d'habitat

Figure I-5 Formation d'une variante de martensite [26]

La description de la déformation observée, a I'échelle macroscopique, peut se faire a
I'aide de trois opérations successives:[26]

v une déformation homogene du réseau: a I'échelle microscopique, la
déformation se traduit par un mouvement atomique d'ensemble. elle préserve
la différence entre les mailles cristallographiques de la phase austénite et de
la phase martensite. Pour passer d'une phase a l'autre, seule une déformation

homogene est requise.[26]
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v' Une déformation hétérogéne a réseau invariant: cette déformation est le
résultat. Elle a pour effet de minimiser I'énergie de déformation et d'assurer la

compatibilité du plan invariant.

v"Une rotation rigide: I'échantillon semble avoir subi une rotation d'ensemble

sans déformation.

I-2.2 Thermodynamique de la transformation:

Examinons, pour le cas d'un monocristal, la thermodynamique de la
transformation martensitique. Il est démontré qu'il existe des relations linéaires entre
les énergies libres de la phase austénitique et la phase martensitique.

G{A}=H{A} -T*+S{A} (dans le cas de la phase austénitique).
G{M}=H{M} -T+S{M} (dans le cas de la phase martensitique).
Ou G est I'énergie libre de la phase, H I'enthalpie et S I'entropie.

L'énergie libre de transformation s'écrit alors:

AG {A—M)=G{A} -G{M}

L’intersection des deux courbes représente alors la température d'équilibre To.

Energie libre
A

__;11"'7-2_———____ Gﬂ
| e
i I
i G
i
L. Température

Figure I-6 Energie libre des phases martensite et austénite
en fonction de la température [26]
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AG{A—M} est négatif pour des températures supérieures a To, comme indiqué sur la
figure, et c'est la phase austénitique qui est stable. A l'inverse, lorsque la température
est inférieure a Ty la phase martensitique devient stable.

Cette écriture, ou si I'on préfére cette équation, s'annule lorsque la température est
égale a To. Cela correspond en fait au cas théorique parfait. En réalité, les deux
phases sont séparées par un plan d'habitat ou interface qui nécessite une certaine
énergie pour son déplacement.[26]

Cette énergie constitue une barriére énergétique a la transformation et n'est pas

mise en évidence dans I'équation ci-dessus.

Il serait plus logique de voir I'énergie libre comme la somme deux énergies,
I'une chimique et motrice, l'autre non chimique mais élastique et dissipative et qui

tend & s'opposer a la transformation martensitique.[26]

AG{tot}= AG{chim} + AG{elast} + AG{dissip}

Comme il n'y a pas de diffusion atomique, et en vertu du principe de I'énergie
minimum, la morphologie, 'orientation et la position des nouveaux domaines de la
phase martensitique sont gouvernées par la nécessité de diminuer I'énergie élastique
a chaque étape de la transformation. Et apres transformation, I'énergie non chimique
stockée sous forme élastique, plastique ou interfaciale contribue a la réversion de la

martensite en austénite.[26]

Les températures de transformation sont prises par convention a 10 et a 90

pourcents de la transformation et sont définies de la maniére suivante:

M{s} : température de début de transformation martensitique
M{f} : température de fin de transformation martensitique
A{s} :température de début de transformation austénitique
A{f} :température de fin de transformation austénitique

L'énergie de dissipation durant les deux transformations est proportionnelle a
la surface du cycle d'hystérésis
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Déformation

A

déformaiion de —
rrangformation T Ty

application de
la conmrainte

Ms  Af Température

Figure I-7 Fraction volumique de la martensite
en fonction de la température [26]

On distingue deux types de transformation: la transformation par "Burst" et

la transformation thermoélastique.

Le premier type se caractérise par une croissance de la martensite par un
processus en avalanche. la martensite croit de facon rapide et brusque jusqu'a ce
gu'un joint de grain stoppe cette évolution. Elle implique I'existence d'une force
motrice importante, supérieure a la force non chimique ce qui est la cause d'une forte
hystérésis.

Le deuxieme type se caractérise, quant a lui, par une succession des
positions d'équilibre des interfaces lors d'une variation de la température. Il s'agit, en
fait, a chaque température, d'un compromis énergétique entre énergie motrice et
énergie résistive. Ce qui est la cause d'une faible hystérésis due a la faiblesse de la

force motrice.[26]

I-2.3 Diagramme contrainte température:

Un effet thermique induit la martensite. Il en est de méme par application
d'une contrainte, mais dans ce cas, la contrainte doit étre supérieur a un certain seuil
o{c}.

Cette contrainte critique doit avoir une évolution linéaire en respect de la loi de
Clausisus-clapeyron:

do  AH
dT N 80T0
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To estla température d'équilibre de la transformation.
o la contrainte appliquée

go la déformation de la transformation.

p la masse volumique.

AH I'enthalpie de la transformation.

La martensite est initi€ée, sous une contrainte g, a la température M{s}.

Contrainte

-
Température

Figure I-8 loi de Clausius Clapeyron [26]
(1) a température constante et a contrainte croissante
(2) a contrainte constante et & température décroissante

Contrainte ] H
[N/ me i
3 *
+A
.
L
@ forme stable & froid Température (T)
[ I 1 °cy

Figure 1-9 Diagramme d’état pour la transformation
Austénite = Martensite [24]

15



I-2.4 Propriétés thermomécaniques des alliages a mémoire de forme.
I-2.4.1 Effet mémoire simple sens:

Lorsqu'on déforme un échantillon d'aliage a mémoire de forme, a une
température inférieure a la température de fin de transformation de la martensite
M{f}, l'auto accommodation est telle que I'échantillon garde sa forme haute
température. Il y a alors déplacement des interfaces entre variantes, et la contrainte
finit par favoriser une variante dont le cisaillement est orienté dans le sens de la
contrainte. Au retrait de la contrainte, une déformation permanente demeure. C'est
alors qu'un simple réchauffement a une température supérieure a A{s} permet a

I'échantillon de retrouver progressivement sa forme haute température.[24]

(N’ )
WS &

Figure I-10 Cycle thermomécanique effet mémoire
de forme simple sens [24]

Figure I-11 Chargement thermomécanique séquentiel
permettant I'obtention de I'effet mémoire
simple sens [24].

16



[-2.4.2 Effet mémoire double sens assisté:

L'effet mémoire double sens assisté est le passage réversible d'une forme
stable a haute température a une autre forme stable a basse température sous une
contrainte constante.

Lorsqu'on applique, a haute température, une contrainte constante, puis, en
maintenant la contrainte, on refroidit le matériau & T M{f}.[24]

(N/mm? )

Déformation
A
Mf As
diformationde | _____
tramgformation s T
II LY
|II II',
hll Il'l III'|I
II| II'|
application de |- ree A A
la contrainie T En
o
Ms o Af Température
Figure 1-12 Effet mémoire de forme double sens assisté [26]

A Contrainte (o)

1f

=
1 Tenpérature(T)
T e

Figure 1-13 chargement thermique permettent I'obtention de
L’effet mémoire double sens.[24]
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mm }

Déformation (&)
&M Contrainte (o) = (

\ @ Forne stable a froid
.l—ornr_- stable

Wf As Ms AT

Figure 1-14 Effet mémoire double sens sans contrainte appliquée.
Une déformation € de transformation lors d’un simple
refroidissement est observée.[24]

Apres un cycle, la déformation ne disparait pas complétement. Subsiste alors
une déformation résiduelle &{r} attestant d'un changement de ['état interne du
matériau. Ce qui s'explique par la présence d'un pourcentage résiduel de martensite
ou par l'apparition de dislocations. A chaque cycle, la déformation résiduelle
augmente jusqu'a saturation. Les cycles qui suivent restent alors sensiblement
identiques tant que le taux de dislocation ou d'endommagement n‘augmente pas. On
dit que le matériau est éduqué, car il a "appris" a retrouver les deux formes stables a
haute et basse température. Il y a donc mémorisation des formes et on parle alors

d'effet mémoire double sens.[26]

I-2.4.3 Effet caoutchoutique:

Lorsque I'échantillon se trouve a I'état martensitique, l'application d'une
contrainte a pour conséquence la déformation de I'échantillon. Au retrait de cette
contrainte, la déformation se scinde en deux parties, l'une réversible et l'autre

résiduelle. C'est I'effet caoutchoutique.[24]
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Contrainte
A

Figure I-15 Effet caoutchoutique [26]

(NAmm™ )
A Contrainte (o)
’
_f
/' :
7 *
g %
PR
& f &
& /& Austénite
= P
z =
Température (T)(°C)

Figure I-16 Représentation de I'effet caoutchoutique

chargement mécanique [24]

(N/mm?™ )

Contrainte (0} @ roree stabie 3 fra
h ‘

,"’ @ Forme stable i
i e

P (rm

résultat [24]

Figure I-17 Représentation de I'effet caoutchoutique
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I-2.4.4 Effet superélastique:

A une température T>A_ {f} , l'application d'une certaine contrainte critique

provoque l'apparition de martensite, dite induite. Cette martensite continue de croitre

de facon linéaire avec la température selon la loi de Clausius Clapeyron.

L'application de cette contrainte favorise la croissance de certaines variantes ce qui

donne a I'échantillon un pouvoir de déformation plus grand pouvant aller jusqu'a 10%

pour les monocristaux. La martensite, ainsi induite, se transforme en austénite au

retrait de cette contrainte, ce qui permet a l'échantillon de retrouver sa forme

initiale.[24]

Contrainte

T=Af

polyerisial

monocristal

[

Deéformation

Figure 1-18 Effet super élastique [26]

Acier

Contrainte

Mitinol

f/r monocristal CuAlBe "y

&

/ —1 /!
F J/f

Déformation
0.5% AT 8% 10% 20T

Figure 1-19 Déformation d’un polycristal et d’'un monocristal [24]
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Contrainte (o)
(N/mm*)
r

OAS cfomm i b

oMs 4

OAF 4l

Figure 1-20 Courbe de traction d’un monocristal Transformation
sous contrainte a température constante [24]

I-2.4.5 Effet amortissement:

L'effet amortissement ou encore frottement interne est la conséquence d'une
dissipation d'énergie thermique. Cette énergie dissipée est le résultat de la
transformation irréversible d'une énergie mécanique. Ce frottement interne est
fonction de la température, de la fréquence, du degré de déformation et des
caractéristiques des matériaux lui-méme.[24]

Pour les alliages a mémoire de forme, on remarque que le frottement interne
est tres variable dans trois domaines de température différents. Le frottement interne
croit selon que le matériau se trouve en phase austénitique, martensitique ou phase

intermédiaire durant laquelle les deux phases coexistent.[24]

A Pouveir
amart issant

—

AL " \ '.'|'.||'
Déformation (g)

.

Figure 1-21 Variation du frottement interne en
fonction de I'état du matériau [24]
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I-3 Equations de base

L’équation de base gouvernant le comportement des AMF s’écrit [3,18,19]:

[M N g

ot ox (1)

ou U est le vecteur déplacement UT = [u, x., x
0

0

[]=

0 0 1 0

0 (hmy —ha) (hy_—ha) pc

A(X) * o (X)

—x, P, T)+(1-x, —x_)PA*(5,T)
F=l-x,P A, T)+1-x, —-x )P (c,T)

| .
—Q%U—To)ﬂ(t)

+A 21
P o T)=— (1.2)

pAt Ty L e (1.3)
T

ptA représente la probabilité de transition de phase de la martensite + vers

l'austénite et PA" la transition de phase inverse.
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_ p-A représente la probabilité de transition de phase de la martensite - vers

l'austénite et P~ la transition de phase inverse.

_ (hpm+ —hp) estla chaleur latente de la transformation.

j(t) est I'apport de chaleur par effet joule.

I(x
—a—— (x) (T —To) estle gain ou la perte de chaleur par convection.

T A

_ X4 désigne la fraction de martensite (+) ou (-) présente a l'instant t.

1 2,1 1 11
A== oaTy) (= ——) = a(Ty)-(2e7 +Ac.(—————))+ Acer |+AnTy
2 En Epm En Epm

A= [UA(TU) —oa(TL) ](___) [oaTu) —oaM)}2er +AU(—A——M))

2(T
Ac =0 p(T)~ oy (T)

2
Ey —E
hp =hw, —ha :—U—|:M:|—U.€T — Au

2 | EyEa
62 EM_EA
hm:hM_—hA:—T ? +U.€T—AU
MEA

p estladensité de 'AMF et c est la chaleur spécifique.

=100
A(X)

_a estle coefficient de transfert de chaleur AMF/milieu extérieur.

_ T, estla température initiale de I'alliage a mémoire de forme.

_as,
pe

La relation contrainte déformation est définie par :

Emle - (x, —x_)er] (1.4)

o(e) =
Xy +X_ + E—":xA
Em.Ea sont les modules de Young de la martensite et de [austénite
respectivement.
&1 est un paramétre matériau identifiable par deux essais de traction a différentes

températures et représente la contrainte résiduelle maximum recouvrable.
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Le systeme d’équations différentielles (1-1) s’écrit matriciellement :

0
0 0 0 0 U A(X)o(X) ey o
0 1 0 0. .0|x.| o 0 + A
= t— =| —x_ P Aix,PA
0 0 1 0 ot x_| ox 0 I(_X) A
0 (hm+—ha) (hm--ha) pc T 0 —a——(T-Tp) + j(t)

A(X)
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Chapitre Il
Etat de 'art

lI-1 Introduction

Les alliages a mémoire de forme ont un comportement non linéaire et
hystérétique avec un fort couplage thermomécanique tel que le montre le model
mathématique proposé par les auteurs Miller — Achenbach revisité par Seelecke.

La relation contrainte-déformation a pour expression :

Ewm (6 =(x. =X )er)

ole) = g, (1.2)
Xy +X_+—"Xp
Ea
Ou inversement
1
g(a){E——cE.(m+x_)}a+sT.(x+—x_) (1.2)
A
Avec Ce =i—i
Ean Em

&7 est un parametre matériau identifiable par deux essais de traction a différentes

températures et représente la contrainte résiduelle maximum recouvrable.
Pour un cas de chargement connu, c'est-a-dire une contrainte o mesurable a
tout instant t, la déformation & peut étre calculée pour peu que les fractions de

martensite, x, et x_ , alinstant considéré soient connues.

Ce qui serait le cas une fois résolu le systeme d’équations différentielles

suivant.
Xy ==X, A+ xa.p"" @
X— :—x_p_A+xA.pA_ (2) (n.3)
pCT =-as,.(T-Ty)+ jt) = (hms —ha) X+ =(hp— —hpa).-x= (3)

Posons

vi=ph v =p ™ vp=pM vy =ph
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Dans ce systéme d’équations différentielles, les parameétres ont la signification
suivante :

- Vi représente la probabilité de transition de la phase martensite + vers la phase
austénite et vsla probabilité de transition de phase inverse.

-V, représente la probabilité de transition de la phase martensite - vers la phase
austénite et v4la probabilité de transition de phase inverse.

- p,m sont les fractions de martensite +,- et xa=1-p-m la fraction d’austénite.

- p estla densité du matériau.

- ¢ la chaleur spécifique du matériau.

- T est la température du matériau a I'instant t.

- hp et hm sont les chaleurs latentes de la transformation.
_ 1

"

A®X)

Eyv —E 02
hpth_'_—hA:—ﬁ.T—U.gT—Au

-E

hm =hM_—hA=—M.U—+U.€T—AU

EmEA

L i -cian)

Ap=——-—"-— u) — TI - u) — TH[2.e1 +Ac.c
1= =50y CAT) ~oAMEe ~[oaW) oA M]2er +Ao.ce]

1
Au = E[UEA(TU)-CE —op(Tu).(2er +Ao.CE)+AoeT ]+ AnTu

Les variablesv; (i =1..4) sont, en fait, des fonctions de la contrainte o et de la
température T. les expressions analytiques de ces fonctions et la représentation
graphique de leur surface sont détaillées ci-apres.

om , O, SONt des parameétres propres au matériau.
m a

v v
a=—94  ph-_—_d
2.Ey K 2.E, K

vy représente le volume élémentaire représentatif

Ean, Em sont les modules de Young des phases austénitique et martensitique du

matériau.

K =1.38065.10"23 est la constante de Boltzmann.
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Le systeme d’équations différentielles décrit en amont est qualifié de raide, eu
égard a certaines difficultés liées a sa sensibilité aux petites perturbations. En
I'absence de solution analytique, on démontre que seules les méthodes numériques
implicites peuvent venir a bout de ces difficultés et approcher plus ou moins
convenablement la solution exacte.

lI-2 Etude des fonctions de probabilité de transition de phase

Fonction probabilité de transition de phase de la martensite (+) vers 'austénite

vi(x,y) =

2
Jomn ]
1. (11.4)
‘ erfc((am —x)\Fj
y

Figure 1I-1 Représentations graphiques de la fonction probabilité V;.
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Figure 1I-2  Autres représentations graphiques de la fonction probabilité V;.

Fonction probabilité de transition de phase de la martensite (-) vers 'austénite

2
| (om+x) aj
l e( m \/;
‘ erfc((am +x)\/§]

va(x,y) = (11.5)

1 i
4% 10 x 102 x 100 x 100 0 ¥

X

Figure 11-3 Représentations graphiques de la fonction probabilité V-.
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Figure 1I-4  Autres représentations graphiques de la fonction probabilité V..

Fonction probabilité de transition de phase de I'austénite vers la martensite (+)

2
b
—| (6q—=X)..|—
e )
erf {(aa —x).\/5]+erf {(aa + x).\/E]

v3(x,y) =100. (11.6)

o Lo e e

: o = 10®
P R
1. 108 % 10>

e

Figure 1I-5 Représentations graphiques de la fonction probabilité Vs.
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fl a1t axt et

Figure 1I-6  Autres représentations graphiques de la fonction probabilité Vs.

Fonction probabilité de transition de phase de I'austénite vers la martensite (-)

e[(aaﬂ)'\/sJz (11.7)

V4 (Xx,y)=100.

erf ((aa - x).\/€J+ erf ((aa + x).\/gj

400

6, % 10%

4.2 10°
3o 107
2% 10%

1o 10F x

100

Figure 1I-7 Représentations graphiques de la fonction probabilité V..
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6.x 1080

Figure 1I-8  Autres représentations graphiques de la fonction probabilité V,.

[I-3 Notion de raideur des équations différentielles

La notion de raideur des équations différentielles est difficile a définir de facon
simple, c’est pourquoi on trouve dans la littérature plusieurs formulations.
Au sens physique, la notion de raideur est tributaire de I'existence de deux échelles
de temps trés différentes mises en jeu par les phénomenes physiques intervenant
dans le probleme. Dans notre cas, le changement de phase des alliages a mémoire
de forme, premier phénoméne physique, se fait a une vitesse comparable a la
vitesse du son dans le matériau, tandis que I'évolution de la température, deuxiéme
phénomene physique lié a I'absorption ou a la diffusion de chaleur, est sur une
échelle de temps beaucoup plus grande.

Au sens mathématique, le probleme a résoudre est de la forme :

du
m =F() (11.8)

On note DF(u) dans R*NR le Jacobien de F(u), alors I'équation différentielle est

raide si :.[28]
3,2 € Sp(DF (u))|2]; << %] (11.9)
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Seules les méthodes numériques implicites donnent des résultats acceptables.
Nous donnerons quelques définitions nécessaires a la bonne compréhension de ce
qui va suivre et nous détaillerons les méthodes de Runge-Kutta implicites qui sont a
la base de la méthode Radau outil représentatif de la résolution numérique des
systemes d’équations différentielles raides et méthode idoine.

lI-4 Rappels mathématiques [23]

Soit une équation différentielle écrite sous la forme de Picard :

Y(xa) = y(x0) + [i2 f (x, y(x))dx (1.10)
En introduisant la valeur moyenne dans l'intégrale nous obtenons :
y(x) = y(xo) +h.f(xg + 6.0, yo +©.(y1 - ¥o)) (1.11)

Avec 0 > 0,0 <1 c'est ce que I'on appelle la 8 -méthode.

Suivant les valeurs attribuées a 6 et a ®, on retrouve les méthodes numériques

classiques

lI-4.1 Définition 1
Un schéma est dit explicite si, pour toute fonction f, le calcul de x,,; a partir de
la donnée x, est de la forme x,.; = 9g(x,)avec g une application dont on connait

I'expression analytique en fonction de f. Au contraire, un schéma est dit implicite si le

calcul de x,,; a partir de la donnée x,, nécessite de résoudre un probleme de la
forme h(x,,1.%,) =0.
- 0 =0 =0= laméthode estla méthode d’Euler explicite.
y1 = Yo +h.f (X0, Yo)
- 0 =0 =1= la méthode est la méthode d’Euler implicite.

y1 = Yo +h.-f(x,y1)

-0=0= % = la méthode est la méthode du point milieu.

_ - 0 0
En posant k, =y1—2y° alors |l = fo+5mYo+50) (11.12)
y1=Yo +hk

On peut également utiliser la formule du trapéze pour approximer I'équation (l1-8)
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h
Y1="Yo +E'(f (X0, Yo) + f (X, Y1)

Le schéma de Radau est également utilisé pour I'approximation de I'équation (11-8).

¥(4) ~ y(xo) = [ £ (x, y(x)dx

h 2 2
~—| f(Xg, 3.f| xg+=h, y(Xxg +=h
4{ (X0, Yo) + (o+3 y(Xo 3)H

. . : 2 .
il ne reste plus qu'a approximer y en (Xg +§h) en utilisant, par exemple une
interpolation quadratique.
2 5 4 2
V(Xo +§hj=§yo +§y(x1)+§.h.f(x0,yo)

h , . , .
En posant y; =y +Z(k1+3k2) et en substituant y; dans I'équation précédente, on

obtient la méthode de Hammer — Hollingsworth qui se présente comme suit :

ki = f(X0,Y0)

ky = f(xo +§h » Y0 +2(k1+k2)] (1.13)

h
Y1="Yo +z(k1 +3ky)

Le schéma (ll-12) comporte une étape intermédiaire, le calcul de k; , tandis que
le schéma (11-13) en compte deux. On pourrait ainsi augmenter le nombre d’étapes
intermédiaires et obtenir des schémas a s étapes et d’ordre 2s-1.

lI-4.2 Définition 2

Soient b et aj; desréels (i=1....s) et ¢; défini par
i-1
G = z aij (||.14)
j=1
La méthode

S
ki: f[X0+Ci.h, y0+2aij.kj}, iZl, ..... ,S
)= (I1.15)

S
Y1 = Yo +h. 2 by k;
i1

Est appelée méthode implicite de Runge-Kutta a s étapes.
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lI-4.3 Définition 3
Une méthode de RK (II-15) est d’'ordre p, si pour un probleme suffisamment

régulier on a:

Hy(to Thy—y <khPt (I1.16)

Autrement dit la série de Taylor de la solution exacte y(ty+h) et y; coincident

jusqu’au terme hP inclus.

La méthode s’appuie sur s+1 formules de quadrature, les s premiéres sont dites

internes et la derniére externe. Elle est généralement représentée par un triplet

vecteurs de dimension's b’ = (oy,......bs) c=(cp,.....Cq) -

Ces méthodes sont généralement présentées sous forme de tableau appelé tableau
de Butcher.
c ‘ A
"

S
En posantg; = Yo+ > aj;Kj, les méthodes RK sont habituellement écrites sous la
j=1

forme :
S -
gi:y0+h.z aij.f(x0+cjh,gj), 1=1..,s
= (11.17)

S
y1:y0+h.2bj.f(X0+th,gj)
j=1

lI-5 Méthodes Runge Kutta de type Radau
Les méthodes de Runge-Kutta d'ordre 2s-1 basées sur les formules de
quadrature de Radau et de Lobatto sont des méthodes de type I, Il ou lll

respectivement si les coefficients ¢; sont les zéros des polyndmes de degré s
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dx>

s-1

dS—l

_(Xs—l(x _1)5)

dXS—l

dXS—2

dS—2

- (Xs (x _1)5—1)

(xs_l(x _1)5—1)

(11.18)

A titre d’exemple, nous présentons le tableau de Bucher de la méthode RK

nommée RadaullA d’ordre 5

4-+6 88— 74/6 296 -169+/6 2436
C = M ——— o =——"— = ~ -
10 360 1800 225
o, 4+V6 | 260+1696 |, _88+7V6 | _-2-3J6
27710 21771800 227" 350 23 225
cg=1 . 16-+/6 . _16++/6 ags =+
31 36 32 36 9
b _16-6 b 1646 by = =
17 36 27 36 9

En comparaison, les coefficients de la méthode RK5 sont consignés dans le

tableau ci-dessous :

cl=0 0
1 1 0
Cp =— gy =—
2 5 11 5
02 a2 |aml |0
370 2175 22 =75
A dom =2 | 2.8 0
4 5 31 10 32 10 33 5
C5:1 _E a =E a =_7_0 =§ O
a41—54 42 5 43 27 gy 7
o 1 |, 1631 15 | 575 | _ 44275 | 253 |0
673 51 T B5206 | “ " 512 % 713824 | %% 7110592 | “ T 4096
b1=3_7 by =0 b3=@ bs =0 bs =0 be=—512
378 621 1771
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En fait, la méthode de Runge Kutta, se base sur la méthode de Taylor qui se
présente comme suit pour I'équation a résoudre [22].

y'(x) = f(x,y)
On cherche, pour un y(x,) donné, une approximation de y(Xp1)

Le développement de Taylor du second ordre s’écrit :

2
Y(Xns1) = Y(Xn +h) = y(Xn) + Y'(x)h + y”(xn).h?+ o(h%) (11.19)

En se servant de I'équation différentielle, les dérivées y'(x,) et Yy"(x,) sont

remplacées respectivement par f(x,,Y(xp)) et f'(x,, y(Xy)). L'équation s’écrit alors :

2
Y(Xn+1) = Y(Xn) + (X0, y(Xp)) b+ £7(Xp, Y(Xn))-h? +0(h%) (11.20)
La régle de dérivation en chaine assure que :
F1(x y(X) = 6f(Xéy(X)) L o (xy(x) y(x) (11.21)
X oy
C'est-a-dire Fxyx) =2 (Xéi’(x)) 7 (Xé;’(x)) f (%, y(X) (1.22)

On obtient ainsi :

2
Y(%ns2) = Y04) + (%, Y0t N + (af (Xéxy(x» il (Xéyy 0 ¢ y(x»].h? +o(h%) (I1.23)

En négligeant les termes d’ordre supérieur ou égal a 3, on arrive a I'approximation

suivante :

_ of (x, y(x)) . of (x, y(x)) h?
y(xn+1>—y(xn>+h.f(xn,y(xn»+( % T o f(x,y(x»].2 (1.24)

L’inconvénient de cette formule est qu’elle nécessite I'évaluation des dérivées

partielles de la fonction f (x,y(x)). L'idée est de remplacer cette derniére relation par

une expression eéquivalente ayant le méme ordre de précision O(h3) :
Cette expression est toute trouvée si I'on s’inspire des méthodes RK :

Y(Xn41) = Y(Xn) + 1. F (X, Y(Xy)) + @20 f (X, +az.h, y(x,) +a4.h) (11.25)
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Ou l'on doit déterminer les paramétres a,a,,az,a, de telle sorte que les deux

derniéres expressions aient une erreur en O(h3). Un moyen d'y parvenir est d’avoir
recours au développement de Taylor d’une fonction a deux variables autour du point
(Xn, Y(Xn)) -

of (Xn, Y(Xn))

f (Xn +az.h, y(xp) +as.h) = f(x,,y(x,)) +as.h ™

(11.26)
+ a4,hw + O(hz)
oy
En remplacant dans (II-25) on obtient :
f
Y(Xns1) = Y(Xn) + (g + @) f (Xn, (X)) + azag,h_w
" (1.27)

of (X, Y0,
+a2a4.hZW+0(h3)

On remarque que les expressions (I1-23) et (11-27) sont du méme ordre, et qu’il suffit

de les comparer terme a terme pour déterminer les coefficients a; .

Le systeme est sous déterminé car il y a plus d’inconnues que d’équations. La
solution n’est alors pas unique. Cela offre la possibilité de mettre au point plusieurs
variantes de la méthode de Runge Kutta d’ordre 2.

En effet le systéme d’équations a résoudre pour la détermination des paramétres a;

se présente de la maniere suivante :

a1+a2_1

dsas :% (||.28)
f (X, y(X

SR TCY

On établit, sans difficulté aucune, qu’en fixant les paramétres a;

y=ap= % ag=1 ay = f(X,,Y(X,)) on obtient la méthode d’Euler modifiee.
=0 ap=1 ag :% ay = 100 Y(*a)) on obtient la méthode du point milieu.

Les méthodes d’Euler modifiée et du point milieu sont des variantes des méthodes
de Runge Kutta d’ordre 2.
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II-6 Méthode de Runge Kutta d’ordre 4 [22]

En reprenant le développement de Taylor de la fonction f, mais cette fois jusqu’a
I'ordre 5, un raisonnement similaire a celui qui a mené aux méthodes Runge Kutta
d'ordre 2 aboutit a un systeme de 8 équations non linéaires comprenant 10
inconnues. Cette méthode représente un outil plus précis et d'une grande utilité. Son

algorithme se présente comme suit :

1. pour un pas donné h de la variable x, une condition initial (Xo , Yo ) et un
nombre maximum d’itérations N.

2. pour 0<n<N :
ki = h.f(Xn,Yn)

h k
Ko = h.f (X, +—, VY, +—L
2 (n 2Yn 2)

h k
ks = h.f (X, +22¥n +72)
kg = h.f (X +h, Y, +K3)
1
Yn+1 = Yn "‘E(kl"'ZkZ +2kg + k4)

3. Stop.
La méthode RK4, trés appréciée pour sa grande précision, souffre de deux
inconvénients non sans importance :
- le pas h est choisi un peu au hasard ;
- ilnyaaucun contrble sur la précision des résultats.
Pour y remédier, on se sert du pas h pour contréler la précision et du coup pour

disposer d’'un moyen d’estimer, au besoin, le pas h.
[I-7 Stabilité et contrdle de la précision des variantes RK

Il existe une variante particulierement utile due a Fehlberg [22] qui utilise les

mémes constantes k; pour la construction de deux variantes de la méthode de

Runge Kutta, 'une d’ordre 4 et I'autre d’ordre 5 :
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kl =h-f(Xnayn)

1 1
ko =h.f(x, +=h,y, + =k
2 (Xn 1 Yn 1 1)

ks =h.f(x, +§h,yn +3_32k1+%k2)
o

ks = h.f (xq +h, v +;ilzk1 — 8k, +%k3 _fli&kn

ke = h.f (x, +%h, Y —2—87|<l + 2k, _%ks +%k4 _%kf’)

La variante d'ordre 4 s'écrit :

25 1408 2197 1
= —ky + ——kqa +——k, —=kec | = —ho(xn, 11.29
Yn1 = Yn +(216 1+ Sees <3 2102 4 "5 5} Yn —ho(Xn, Yn) ( )

Alors que la variante d’ordre 5 s’exprime par :

y oy o[18, 66,  28s6L 9, 2
n+1 n 1 128253 4 5

Ke | =y —h.o(x,, 11.30
135 56430 ° 50 ° 55 6} Y =hoGn.yn)  (11.30)

Nous disposons de deux approximations différentes de la méme quantité. Pour
contréler le pas h et par le fait I'erreur méme et s’assurer de la stabilité de la
méthode, faisons uns hypothése importante et supposons que l'algorithme débute a

partir d’'une valeur y, exacte c'est-a-dire y, = y(x,). I'erreur exprimée tant6t grace a
la relation (11-29), tantdt grace a la relation (11-30) vaut :

Y(Xn+1) = Yn+1 = Y(Xn41) = Yn — ho(Xq, Yn)
= Y(Xn+1) = Y(Xn) —ho(Xn, Yn)
= hepe = O(h°)

D’autre part :

Y(Xn41) = Ypuq = h.ns1 = O(h®)

SiI'on remarque que :

Y(Xn+1) = Yn+1 = (Y(Xn+1) = Ynaa) + (Ynaa— Ynsd)

Et donc que

heni1 = h.ens1i+ (Y= Yn+1)

En regardant de chaque c6té de I'égalité, on constate que :

O(h°) = O(h®) + (Y1 Yns1)
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Pour que I'égalité puisse avoir lieu, il faut que :

Y(%n41) = Yni1 = (Ypa1— Yns) = O(h°)

Et I'on conclut que la partie la plus importante de l'erreur commise fait tout
simplement intervenir la différence entre les approximations d’ordre 4 et 5.

On en conclut également que la quantité E définie par :

- 1 128 2197 1 2
E= — =| —k ———kg ———k, +—kes +—Kk 11.31
(Yns1— Yn+1) (360 1727753 " 70004 556 T 58 6} ( )

est déterminante pour contrdler I'erreur. Pour une précision ¢ spécifiée a I'avance,
on calcule I'approximation E et I'on ajuste le pas h pour étre satisfaire le critére de

précision. Rappelons que :

Y(Xn41) = Yna = Ch®=E

Remplagcons hpar g.h de sorte que :

5
Y(Xn+1) = Yns1 =C.(B.h)" = ¢
En divisant les deux derniéres relations membre a membre, nous obtenons alors :

1

5_¢ £)5
=~ ouencore f=|—=
B = B (E]

On obtient ainsi un facteur d’amplification ou de réduction du pas h. Pour ne pas
augmenter ou diminuer trop rapidement le pas h, ce qui peut étre néfaste pour les
systemes qualifiés de raides, un facteur supplémentaire de 2 est introduit dans le
calcul du facteur S de sorte que :

- (1]5 (11.32)
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En pratique, on évitera d’augmenter ou de diminuer trop fortement la valeur du pas h

en lui fixant une valeur maximale, qui semble donner pratiguement de bons résultats.

(Xt —Xp)
16

hmax =

Ou x; est la borne supérieure de I'intervalle de la variable x

De méme qu’on peut prendre pour valeur initiale de h

Nous arrivons ainsi a une méthode, variante des méthodes Runge Kutta, d’ordre 5 et
qui plus est a pas variable et a erreur estimée et contrélée.
Pour un systeme d’équations différentielles raide, utilisant la méthode de Fehlberg,

I'algorithme se présente comme suit :

1- étant données m équations différentielles

2- un pas h, un nombre maximal d'itération N et une précision &

3- des conditions initiales (to,Y1.0, ¥2,0,---,Ym.0)

4- pour 0<n<N
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pouri=123,....,m
kiz =h.f(xn,yn)
pouri=123,....,m

1 1
kio =h.f(x, +=h,y, +=k
i,2 ( n 4 Yn 4 1)

pouri=123,....,m

3 3 9
kis =h.f(x, +=h,y, + —k; +—Kk
i3 (Xn 8 Yn 3 1 2 2)
pouri=123,....,m

12 1932 7200 7296
kis =h.f(x, +—=h,y, + ky — ko + k
4 O+ 331 Y+ 597K 519752 T 519719
pouri=123,....,m

439 3680 845

kic =h.f(x, +hy, +—Kk; —8ky + ——ky ———Kk
i,5 ( n Yn 216 1 2 513 3 4104 4)
pouri=123,....,m

1 8 3544 1859 11
kic =hf(x,+=h,y, ——Kky +2ky ———ks +—k, ——Kk
.6 O 50 Yn =7kt 2k = oree ke + 102 4 ~ 209
pouri=123,....,m
oy .25, 1408 2197 1
yl,n+1—yn 216 il 2565 i,3 4104 i,4 5 i,5
pouri=123,....,m
; _y (6, 6656 28561, 9 2 j
17N T35 M T 10805 8 T Bgaz0 4 50 55 10

pouri=123,....,m
Ej= ()_/i,n+1— Yin+1)
1
e 5
> n(a5)
6- h=min(g;)*h aller 4
7= Yin+1
8- Xni1 =Xy +h
9- écrire X, et yjngpouri=1,2,3,...,m

10 arrét

lI-8 Implémentation

Tout ce qui vient d’étre expliqué dans ce chapitre doit étre écrit dans un code
informatique en tant que sous programme appelé ‘USERMAT’ et incorporé dans les
logiciels tels ANSYS ou ABAQUS pour étre définitivement résolu. Signalons que ce
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sous programme doit faire appel a un autre sous programme de résolution du
systeme d’équations différentielles (II-3), par exemple RADAUS écrit en fortran par
les mathématiciens Hairer et Wanner ou COMSOL.

Aprés avoir défini la géométrie du matériau et le maillage choisi, le logiciel
ABAQUS ou ANSYS transmet au sous programme USERMAT la valeur du pas de
temps et la contrainte appliquée, lequel fait appel au sous programme radau5 pour
la résolution du systeme d’équations différentielles et retourne les valeurs de la
fraction de martensite + , de martensite - , de la température T et de la déformation €
. Une fois ces valeurs calculées pour tous les pas, le logiciel procéde a I'assemblage
et a la résolution, par éléments finis, du systéme global et affiche les résultats.

Fichier entrée
- géométrie
- assemblage
- matériau
- usermat

A 4

™ ANSYS/ABAQUS

\ 4

Sortie

A 4

t6
X, X T€
% l
USERMAT

\ Loi comportement matériau

A

Radaub

Figure 1I-9 Schéma d’implémentation dans Ansys ou Abaqus

[I-9 Modéles de loi de comportement des AMF
Durant les 30 dernieres années, la modélisation thermomécanique des AMF a
beaucoup intéressé certains scientifiques. Parmi les différentes contributions, nous

citons :
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e Falk[1980] développe un modéle de transformation de phase martensitique en
utilisant la théorie de Ginsburg-Landau et décrit la nucléation et la propagation
de la martensite.

e Achenbach et Muller[1982] ont proposé un modéle microscopique de méme
gue Sittner et Novak[2000] et Gall et Al [2001].

e Patoor et Al ont étudié le comportement des AMF au niveau du grain et ont
déduit un modéle a I'échelle micro-macroscopique , de méme que Fischer et
Tanaka [1992], Sun et Hwang [1993] puis Patoor et al a nouveau [2006]. Le
principal inconvénient de ces modéles est le nombre élevé de degrés de
liberté et lintroduction de parameétres matériaux difficilement identifiables.
Les modéles macroscopiques sont plus faciles a utiliser, mais pour les

chargements multiaxiaux, la prédiction de ces modéles n’est pas trés fiable.

Parmi les modéles monodimensionnels, nous citons :

e Tanaka [1986] qui introduit trois variables pour la description du comportement
des AMF a savoir la déformation, la température et la fraction volumique de
martensite. Liang et Rogers [1990] proposent un modéle similaire sauf que la
loi de la fraction volumique de martensite est sinusoidale. Brinson et Huang
[1996] ont divisé la fraction volumique de martensite en fraction induite par la
contrainte et la fraction induite par la température.

e Tanaka et Al [1995] ont étendu le modele Tanaka au comportement cyclique.

e lvshin et Pence[1994] proposent un modele monodimensionnel basé sur le
modeéle Reuss.

e Abeyaratne et Al [1994] proposent un modele monodimensionnel qui introduit
en tant que variable interne I'orientation de la déformation.

e Citons enfin le modéle basé sur la thermodynamique statistique proposé par
Miller et Seelecke [2001] que nous utilisons dans cette contribution et que
nous avons détaillé plus haut.

Quant aux modeles 3D, développés dans le cadre de la thermodynamique et

généralisés aux modeles standards, nous citons :
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Raniecki et Lexcellent [1998] ont proposé un modele 3D qui a été amélioré par
un bon nombre de publications ultérieures. Les auteurs utilisent la fraction
volumique de martensite comme variable interne et une interaction d’énergie
entre les phases et déduisent une loi de comportement.

Bo el Lagoudas [1999] ont développé un modele basé sur les propriétes qui
caractérisent les AMF. Une généralisation de ce modele proposée par
Lagoudas et Entchev [2004] tient compte de la déformation plastique.
Auricchio et Petrini [2002], Auricchio et Al [2009] ont développé plusieurs
modeles 1D et 3D et ont étendu leur travail au chargement cyclique.

Bekker et Brinson [1997] ont proposé un modele 1D qu’ils ont, par la suite

étendu au modele 3D.
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Chapitre 1l

Nouvelle approche de résolution

llI-1 Position du probléme

Soit a résoudre le systeme différentiel suivant :
p =—pv+avy
m=—-mVy +aVy

pC.T =—as,.(T -Ty)+ j(t)—hp. p—hm.m

Dans ce systéme d’équations différentielles, les parametres ont la signification

suivante :

-V représente la probabilité de transition de la phase martensite + vers la phase

austénite et vsla probabilité de transition de phase inverse.

- V, représente la probabilité de transition de la phase martensite - vers la phase

austénite et v4la probabilité de transition de phase inverse.

- p,m sont les fractions de martensite +,- et a=1-p-m la fraction d’austénite.

- p est la densité du matériau.

-c estla chaleur spécifique du matériau.

-T est la température du matériau a 'instant t.

-hp et hm sont les chaleurs latentes de la transformation.

Réécrivons le systeme :
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p=—pvi+@—-p-m)vg=—p.(\y +V3) —MV3 + V3 @

m=-mvs +(L—p-—m)vg=—Mm.(Vo +Vg)— pVg+Vs (2) (1m.1)

pCT =—as,.(T —Ty)+ j(t) —hp. p—hm.m (3

Remarquons que le systeme d’équations différentielles régit I'évolution, a tout instant,
de la fraction de martensite et de la température au sein du matériau considéré.

Mais la vitesse d’évolution de la température a une échelle de temps beaucoup plus
grande que celle de I'évolution de la fraction de martensite qui est de I'ordre de la
vitesse du son dans le méme matériau. Ceci nous améne a dire, vu que I'écart entre
les deux échelles de temps est important, que nous sommes en présence d'un
systéme d’équations différentielles dit raide (stiff system en anglais).

En I'absence de solution analytique exacte, le recours aux méthodes numériques
est,jusque-la, nécessaire pour la résolution de ce genre de systeme.

lll-2 Résolution par les transformées de Laplace

Pour contourner toutes les difficultés mathématiques de stabilité numérique, de
convergence et de précision des méthodes numeériques, traitons le systéme linéaire
par les transformations de Laplace. Un des avantages de cette procédure est
I'élimination des équations différentielles et leur remplacement par des équations

algébriques linéaires.

%
S.9p — Po = —¢p.(v1 +V3) —pmy3z + ?3 @
v
S.om—mg = —pM.(Vy +Vg) —@PVg + ?4 (2)
To. U? 1
pC.(sor —Tp)=—asy.(or —?) + "2 hp.(s.pp — pg) — hm.(s.pm —mg) 3)
S
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v
(S+Vvq +V3).0p =—pmv3 + pg +?3 @
(S+Vy +Vy4).om=—@pVy + My +V?4 (2)
2
(pes+asy)er =Tg.(pCc+ a:\, ) +U?i2 — (hp.gp + hm.pm).s + hp.pg + hm.mg (3)
S

Réduisons la dimension du systéme, en tirant de I’équation (2) I'expression de ¢m et

en la remplagant dans les équations (1) et (3).

(hp.p, + hm.m,)

En posant ¢, =

p.c
om = — v, L MeS+V,
S+V, +V, S(S+V, +V,)
VyV V,.(MyS+V S+v
(S+V1+V3).(pp= 3-V4 _ 3( 0 4)+ Po 3)
S+V,+V, s(s+Vv,+Vv,) S

2

T v m,S +V
(pcs+as,)p, =—2.(pcs+as,)+ u > —| hpop + hm.(- : 7 - :
S Rs S+V, +V, S(s+V, +V,)

Afin d’alléger les écritures, posons :

C, =V, +V,
C3 =V, +V,
c, = pcC
.S
Cg=—"
p.C
h,v, +(h, =h;)v,
Ce =
p.C
h_m
C7 —__m 0
p.C
Cg =V,V;
U 2
Cy =
p.CR
_ hp
Cp =
p.C
Ciu = P Cs t (1_ mo)-Vs
h v
C12 — m*''4
C4
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Le systéme s’écrit alors :

(s+¢,).qp = vy, _v3.(mos+v4)+ pos+v3)
S+, S(s+V, +V,) S
T, U 1 hm.v hm.(m,.s +V,).s
C,.(S+C.)p; =C,.(S+Cg)—>+—.——(hp——2).5.0p — 0 " +c,C
4 5)0r 4 5) s R s (hp S+C3) op stc, 14y
hm.v T, U? 1 hm(m,s+v,)s
c,.(s+¢)o; +(hp— )P =C,(S+Ce) 2+ —.—— g Y +c,.C
4 5)¢r +(hp st 3) o =c,.( 5) S RS2 s+c, 1-C4
A V,.(M,s+v,)  p,S+V
S+0C,). __3"4 — _ 3 0 4 + 0 3
(s+c.)p s+c3q0IO s(s +¢,) ( S )
1 hm.v T, U? 1 hm(@m,s+v,)s
s+¢; ) +—(hp— D) s.op=(S+C5) 2+ - 2 AR
(5+Cs)pr c4(p s+cs) op=( 5)3 c,.Rs? c,.(s+¢,) '
((s+cz)— VoV, ] _ V(Mo S+V.) (oS +Vs).(s+Cy)
3 S.(s+¢y) S.(s+¢,)
o+ (Cpp.S+C4 ) o To ., G .iz_ c,.s ~ Cp, L a
(s+c;).(s+c;) S (s+c;) s° (s+¢Cy).(s+cy) (s+¢cy).(s+c;) (s+co)
c
((s+¢,).(5+Cy) —V,V, )op = Py.S+Cyy +?8

Le systéme s’écrit alors sous forme matricielle

To G GS Co G
CpS” +Cs.S —+ +
S TGS ) s T ere) (6+0).6+0) (+0)6+0) 6+ | 1,
(5+G).6+%) 0 (1.2)
0 ((S+Cz)(S+C3)—V3V4) pO.S+CM+%

La matrice se présente sous forme triangulaire supérieure, il n’est alors nul besoin de
recourir aux méthodes numériques de triangularisation, telle que I'élimination de
Gauss, pour résoudre le systeme. De plus, le systéme étant issu d’'un systeme
différentiel raide, on pouvait, en toute logique, s'attendre a un systéme algébrique
mal posé. Auquel cas, la mise a I'échelle, consistant a diviser chaque ligne de la
matrice par le plus grand terme de la ligne de la matrice non augmentée, aurait été
nécessaire. Mais cette procédure s’'avére inutile puisque la deuxieme ligne donne
directement I'image par la transformée de Laplace de la fraction de martensite
réorientée. L'inversion de cette expression aboutit a I'expression recherchée de la

fraction de martensiteréorientée en fonction du temps.
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Pour obtenir I'expression de I'image de la fraction de martensite, explicitons le

premier membre de la deuxieme équation du systeme algébrique.

vy, (s 4V, +V,) VaVy _ (S+V +V5).(S+V, +V,) —VaY,
+Cy S+Cy S+Cy

(s+c,) -

S% 4+ (Vy Vg +V, +V, )8+ (V) +V,).(Vy +V,) = Vv, =
2 2
240 (v, +Vv3 +Vv, +V,) S+(v1+v3 +V, +V,) _(v1+v3+v2 +V,)
2 4 4
(V, +Vy+V, +V,) vy, v 4y, ) (v, +V3).(vy +V,)
+ 1 3 2 4 1 3+ 2 4 +4 1 3 1 a7
2 2 2 4
+(v1+v3+v2+v4) ? VitV V4V, ? vy
2 2 2 o

2 2
V,+V,+V, +V VvV, +V vV, +V
_ S+( VsV, +Yy) _ 1TVs VoV +V,V,
2 2 2

+ (v +V3). (v +V,) = vy,

=|S

V.V,

=|S

2
Vi +Vy +Vg +V Vi+Vs V4V
Posons q = +—2—3 -4 p? = (1 32 4j +VaV,

2 2 2

La deuxieme équation du systeme devient alors :

(Sta+B)(s+a—B)  Pg.S°+C,S+Cq
S+C, ' s.(S+C,)
P,.S° +Cpy .S +Cy

(s+a+pB).(s+a—-pB)ep=

Soit (s+a+p).(s+a-pB)op= po.s+c11+%8

Le systéme s’écrit finalement :

) T, G C, G . G
_GoS *GS 1 s TS he) (5+C).64G) (5+C,).6+C)  (S+G)
(5+G).6+c) |7 (111.3)
0 (s+a+p6+a—p) s+ + 2

Aprés décomposition en fractions simples, I'image de la fraction de martensite
réorientée s’écrit :
d d d
1 2, U3
Ssta+f s+a-pB S+C3
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En remplacant, dans I'’équation (1) du systeme, pp par son expression on obtient :

U4 Gds dg d7  dg+dy o iy
S G s? sta-f s+a+f S+C  (s+cg)° S+Cs
Avec :
c
dl:az_sﬂz
d. = Po-(a + B)* —Cyy.(a + B) +¢4
2 2 (e + )
d. =— po-(a_ﬁ)z_cll-(a_ﬁ)"'cs
3 2 (e~ )
c
d,=T,-—=
4 0 C:
c
]
S
d = Cp, —C3C7 (€5 Po = CCus +C3)-(C5C10 —Co)
TG (C-C)(a+ ) a-f-cy)
d, =c, +C_s;_ C;, —Cs5.Cy (C2.Py = CsCyy +Cy)-(C5C1 —Co)

Cs C; —GCs (¢ —Cs).(a+B—cC5).(a—B—cCs)
d :_((a+ﬁ).c10—CG).((oc+ﬁ)2.p0—(a+ﬁ).c11+C8)

i 2B(a+ B —Cy)-(a+ B—Cy)
d. = (o = B)cy _Ce)-((a _ﬁ)z-po —(a—-p)cy +C8)

i 2B(a+ B ~cy).(a+ B ~cs)

apres inversion des images, nous obtenons finalement les fonctions fraction de

martensite réorientée et température :
X, (t)=d, +d, e @4 d3.e““‘ﬂ)-t
T() =d, +dst+dgte ™ +d, e +dge @D 4 d, e "

Que nous pouvons écrire :

X,(t)=d, +e™*'(d,.e”" +d,e"")
TO)=T@t)=d, +dst+dte ™ +d, e +e* (dg.e”" +dye")

(I11.4)
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[11-3 Etude des cas indéterminés

Les différents coefficients d; sont, pour la plupart, des nombres fractionnaires et

peuvent, par conséquent, engendrer des indéterminations dés lors que leur

dénominateur est nul. Dans ce qui suit, les éventuelles divisions par un nombre nul

sont énumérées et le probleme contourné grace au retour au systeme d’équations

initial et a la prise en compte des valeurs des coefficients qui en sont la cause.

Mais, intéressons-nous d’'abord a I'étude des cas particuliers des valeurs des

probabilités de transition de phase qui sont a la base du systéeme d’équations

différentielles, c'est-a-dire les coefficients vq, Vo ,v3 et v,.

c, = hppo +:m'm0 C, =V, +V, C, =V, +V, c,=pcC
p.
h v h —h )v
CS:O{.SV CGZ p 2+( p m) 4 C7:hm'm0 C8:V2'V3
p.C C, p.C
u? h h,.v
Co = R.c, Cio :é Ciy = Pz + (@ —my).v, Co = Cy 4
a B
2 EL Cg 078 C12 Cl
CoS +GCsS ) *
= (]| S S6HG) (546).6+G) (54G)-64G) (5+G) | &
TSN e (1o
0 (sta+P.6+a-p Py G,y +2
S

[1I-3.1Cas vz3=v4 =0 et v1 = V>

Les différents coefficients c; en fonction des probabilités v; deviennent :

¢, =hp.p, + hmm, C, =V, C, =V, c,=pcC
a.s h, v, h..m
Cy=— Co=— c, =22 C, =0
pC C, Cy
U 2 hP hm'v4
Cy = R Co =" Ci1 = PoVy Co =
C, C, C,
a=Vv, p=0

Et le systeme d’équations linéaires donnant les images par les transformées de

Laplace de la température et de la fraction de martensite réorientée s’écrit alors :

52




Cp-S° +C4.S 0 To, & C; 8 ~ LG
(s+v,).(s+¢y) ( T]z s s’(s+cCy) (S+Vv).(s+c) (S+Vy).(s+C5) (S+¢Cq)
0 ((s+v1)23 Po-(S+V,)
R
op (s+v,)
c Co, 1 1 c 1 c 1
pr =(Ty+—L—- =)=+ Cq 5+ —2—. +| = - :
Cs S S° VvV, —Cg S+V, c. Cg.(v,—cy))s+c,
dl - pO
c, C
d,=T,+*+-—
CS CS
ds =¢Cq
c
d, =—2
Vv, —Cq
d, _c_g_ ..V,
Cs CS'(Vl _Cs)
_ -vp.t
X, () =d,.e (I11.6)
Tt)=d, +td, +d,e™" +d, e "
[11-3.2 Cas v4=0 vo=vi+V3
Les différents coefficients c; en fonction des probabilités v; deviennent :
¢, =hp.p, + hmm, C, =V, C; =V, c,=pcC
as h,v h_.m
Cg = — Co = —— c, =120 Cs =V, .V,
pC Cy Cy
v ik a-m,) 0
Co = Co=— Cpyp = PoVy + =My )V, Cp, =
Rc, C,
o=V, f=a

Et le systéeme d’équations linéaires donnant les images par les transformées de

Laplace de la température et de la fraction de martensite réorientée s’écrit alors :
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, To, G C,.S LG
G0 LS 0o\ |'s Tsi(s+cy) (S+V,)(5+Cs) (S+Cp)
(s+V,).(s+cy) | o0 = c
0 ((s+Vv,)s) PoS+Cy +-2
S

vy 1 Vg 1 myy,
=—.=+(p, —) 5
vV, S V,  S+V, (S+V,)

€0T=(T0—C—9+C—1).l+c—9.l+ G ! +(C—9— CYs )J !
C5

P

2

¢ ¢'s € S V,-C, s+V, (c2 c..(v,—Cg))s+c,
v
d,=—=2
V2
dz =P _d1
dy =-mgv,
C, C
d, =T, -——+—+
CS CS
c
d, =—=>
5
c
d, =—2
Vv, —C,
d, G GV
CS CS (V2 CS)
Soit
— -4t
X+(t) = dl +t.d2 + d3.e
2ot ‘ ‘ . (n.7)
T(t) =dy +tds +dge “*' +dse V4! +tdge ™4 +dg.e™®
[11-3.3 Cas v3=0 et vi = votvy
Les différents coefficients c; en fonction des probabilités v; deviennent :
hp.p, + hm.m
clzb C, =V, C, =V, c, =pC
p.C
S h v, +(h, —h )v h m
c, = 22 Co = —— B, =M )V, c, =2 C, =0
p.C C, pC
L c 0 Ciy = PpV c,, = Ve
9 R.C4 10 C4 11 071 12 C4
o=V, £=0
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Et le systeme d’équations linéaires donnant les images par les transformées de
Laplace de la température et de la fraction de martensite réorientée s’écrit alors :

C10-52 +Cg.S @ T_o+ Cq _ ;.S _ Cp + C,
T 2
(S+V,).(s+Cs) ( ]= S sT.(s+C) (S+Vv).(s+C) (s+Vy).(s+C) (S+Cs)
0 ((s+Vv,).(s+Vv,) Py.S+Cyy
p
op=-—>
(s+v,)
¢, = _C_g £+C_9i+ C_9_V1C1 —Cyp _ PoCyp 1 + PoCyp _V1C1 —Cyp 1
! el )s cgs? (e vi-cg  (Co-vi)?i)s+cy (L (Cs-Vvy)? v —Cy JS+V
PoCy, 1
(Cs —Vy) (s+Vv,)?
d, = p,
Co
d, =T, Py
5
C
d, = -2
Cs
d. = C_9+ ViC —Cyp PoCyp
6
Csz Vi —GCs (Vl _Cs)z
PoCi2 _ Vi€, —Cp
, =
(Vl _Cs)z Vi = Cs
PoCyo
.
(Vl _Cs)
Soit

X, (t) =d e

1.8
T(t) = d4 th'ds + da-e_cs't er7.e_vl't + dg.t.(i‘_vl't ( )

[11-3-4 Cas vi = v,=0

Les différents coefficients c; en fonction des probabilités v; deviennent :
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hp.p, + hm.m
clzb C, =V, C, =V, c, =pcC
pe
a.s, h,,.m,
Cy = cs =0 C, = c, =0
pC pC
U? h, h,v,
Co = R Co="7 Cy = PoVy + (=M )v, Cp =—
C, C, c,
V, +V

Et le systétme d’équations linéaires donnant les images par les transformées de

Laplace de la température et de la fraction de martensite réorientée s’écrit alors :

C10-52 o T_o , Cq _ ;.S _ Cp + C
(S+V,).(S+Cs) ( ]= S 87.(s4C) (5+V,).(5+C5) (5+V,).(S+C5) (S+Cy)
0 (S+Vvy+Vv,)s » Po-S+Cyy
op = fu -l"'(po_ “u ] :
V;+V, S V;+V, ) S+V,+V,
Pr Z(To _C_Z\J£+C—9i2+(c_g+ (th3 +hmV4)(p0 + My _1)] 1 _ (hpv3 +hmv4)(p0 + M, _1) 1
C. )S CgS Cs C,.(Vy +v, —C;) S+ Cy C,.(Vy +v, —C;) S+Vy+V,

d - PV, (1 —my.)v,
Los(s+v,+V,)

d2=p0—d1
d4:1-0_0_2
5
C
d, =%
5 c
C, (hpv3 +h,v,)(p, + M, —1)
d6 :—2+
Ce C,.(V3+v, —cC.)
C
d, =d, -2
7 6 C52

X, (t) =d, +d,.e (s

T (t) = d4 + tdS + d6_e—(.cs.t) + d7 .e—(v3+v4).t

[1I-3-5 Cas Vi =v3=V4 =0

(11.9)

Les différents coefficients c; en fonction des probabilités v; deviennent :

56



h + hm.m
c, = P-Po 4 C, =V, +V, c,=0 c,=pcC

pe
a.s h v h..m

Cy = — Co = —— c, =2 C, =0
pC C, pC
u? h

Co = Cio =— iy =(@—mg).y, ¢, =0
R.c, C,
c

0{272 =

Et le systeme d’équations linéaires donnant les images par les transformées de

Laplace de la température et de la fraction de martensite réorientée s’écrit alors :

C, c,.S

C

Cyo-S° +Cq.S o T,
S.(s+¢s) ( j

0 (s+cy)s Po-S+Cyy
V. (1-my) 1 V;.(1-m,) 1
C, s C, S+,
h, .p,C, +h v,.(m, -1
¢T=(To—c—§]-l+c—g.i2+(c—§+ p-Po-C, + Ny vz (Mg )] 1
C; )S G5 S Cs c, S+cC,
q :vs.(l—mo)
1 C2
Vo.(1-m
dz— 0 3( 0)
C2
C
d4:To—é
C
d; =—
CS
g :c_g+hp.p0c2+hp.v3 (m, -1
6
s C,
C
d, =— d —9]
Cs

x,(t)=d, +d,.e" "
T(t) = d4 +1I.d5 + de_e—cs.t " d7.e‘°2"

=l s s’(s+cy) Cs(s+cy) " (s+c¢g)

(111.10)
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[11-3-6 Cas v =v3 =0

Les différents coefficients c; en fonction des probabilités v; deviennent :

hp.p, +hmm
_ MP-Po Mo _ _ _
Cl—T c,=0 C; =V, +V, c,=pcC
LY c h,v, +(h, =h,)v, ] h,.m, . o
* pe ° c ! c ’
P y P
u? h, h, v,
Co = Cpo=—- Ci; = Po-C3 Cp =—
Rc, C, C,
c
a=?3 B=a

Et le systeme d’équations linéaires donnant les images par les transformées de

Laplace de la température et de la fraction de martensite réorientée s’écrit alors :

C10-52 +C4.S T_o+ Cq _ ;.S _ Cp + C,
(S+C3).(S+C5) ( T]: S 52-(S+C5) (S+C3)-(S+C5) (S+C3)-(S+C5) (S+C5)

0 (s+c;)s Po-(S+C3)
CDIO:&
S
o :(To_c_g}hc_g iz+(c_g+hmm0c3+hmv4.(p0—1)} 1, hamots +hyve(po—0) 1
C:)S C5 S o C; —Cq S+ C; —Cq S+C,
d, =p,
C
d, :To_é
C
d, =—=
CS
d6 :C_523+ hmmOCS + hmv4'(p0 _1)
Cs C; —Cs
C
d, :d6_é
X+(t): pO

(I1.11)

T(t) = d4 +td5 + dele—Cs-t + d7.e—03.t

58



l1I-3-7 Récapitulation.
[11-3.1 Cas vz=vs =0 et vy =V,

Le Tableau des coefficients cjse présente ainsi :

¢, =hp.p, + hmm, C, =V, C, =V, c,=pcC
a.s h, v, h. .m
Cy=— Co = —— c, =22 C, =0
pC C, C,
u ? hP hm 'V4
Co = R Cpo =" Ciu =PoVs Cpp =
C, C, C,
a=Vv, p=0

Le systéme d’équation donnant les images du pourcentage de martensite réorientée
et de la température s’écrit alors :

Cpp.S° +C4.8

To Co B C,.S B Cy, N C,
(s+v,).(s+¢y) ( T]z s s’(s+cCy) (S+Vv).(s+c) (s+Vy).(s+C5) (S+¢Cs)
0 (s+v1)23 o Po-(S+V,)

Apres inversion, les expressions analytiques sont :

X+ (t) = dl-e_vl't
T(t)=d,+td, + d6_e—v1.t + d7_e-c5.t

[11-3.2 Cas v4=0 vo=vi+V3

Le Tableau des coefficients cjse présente ainsi :

¢, =hp.p, + hmm, c,=V, C, =V, c,=pcC

a.s h v h_.m

Cg = — Co = —— c, =120 Cy =V, .V,
p.C C, C,
u? h,

Cy = Cpo=—" Cyy = PoVy + (1- mo)-v3 Cp, = 0
Rc, c,

a=Vv, B=a

Le systéme d’équation donnant les images du pourcentage de martensite réorientée
et de la température s’écrit alors :
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T, Cq C,.S C,
C...52 +C,.S —+— - +
10 6 (qu]: S 52.(S+C) (S+V,).(S+Cs) (S+Cq)
o

(s+V,).(s+cy) |

0 ((s+Vv,)s) DS +ey + 2
s

Apres inversion, les expressions analytiques sont :

X, (t) = dy +t.dy +dge V4t

T(t) = dg +tds +dge %" +d7e™V4" 1 tdge V4! + dg.e %!

[1I-3.3 Cas vy = Vvot+vs  Vv3=0

Le Tableau des coefficients cjse présente ainsi :

hp.p, + hm.m
clz% C, =V, C, =V, c, =pC
.- as, . hp.v2 + (hp -h.)v, c _ h,,.m, c =0
5 p-C i C, ! p.C 8
u? h, h v,
Cy = R Cp=— Ciy =Py Cp =
.C, C, C,
o=V, p=0

Le systéme d’équation donnant les images du pourcentage de martensite réorientée

et de la température s’écrit alors :

C10-52 +Cg.S @ T_o+ Cq _ C;S _ Cp + G
(s+V,).(s+¢;) ( ;): S S(S+Cs) (S+V).(s+C5) (S+V).(S+Cs)  (S+Cy)
0 ((s+Vv,).(s+Vv,) Py.S+Cyy

Apres inversion, les expressions analytiques sont :

X, () =dp.e 1t + e (2B | g e7Bt
T(t)=ds +tds + d(g.e_"l't +d7e 2ty d8.e_c3't + t.dg.e_c3't + d{Loe_C5't +0h 1.e_("1+2"3)1
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[11-3-4 Cas v, = v1=0

Le Tableau des coefficients cjse présente ainsi :

hp.p, + hm.m
clzb C, =V, C, =V, c,=pcC
pe
a.s, h,,.m,
Cy = cs =0 c, = c, =0
pC pC
U? h, h,v,
Co = R Co="7 Cy = PoVy + (=M )v, Cp =—
C, C, C,
V, +V

Le systéme d’équation donnant les images du pourcentage de martensite réorientée
et de la température s’écrit alors :
C, C,.S Cp, C,

Cyo.5° 0 T _ ~ N
(s+v,)(s+C,) ( sz S ST(5+Cs)  (SHV)(5+Cs)  (5+V)(5+Cs)  (5+Co)
0 (S+Vvy+Vv,)s Po-S+Cyy

Apres inversion, les expressions analytiques sont :

X, (t) =d, +d,.e (s

T (t) = d4 + tdS + d6.e_(-C5-t) + d7 .e—(V3+V4).t

[1I-3-5 Cas vi = v3=V4 =0

Le Tableau des coefficients cjse présente ainsi :

hp.p, + hm.m
clzb C, =V, +V, c,=0 c, =pcC
p.C
a.s h v h_.m
Cy = —v Co = —— c, =2 C, =0
pc C, pc
u? h,
Co = Co =" iy =(@—mg).y, ¢, =0
R.c, c,
c
0{272 =a

Le systéme d’équation donnant les images du pourcentage de martensite réorientée

et de la température s’écrit alors :
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Cyo-S° +Cq.S o T, : G, &GS &
s.(s+C;) =| s s°.(s+¢C5) S.(s+cC5) (s+cCq)
0 (s+c,)s Po-S+Cyy

Apres inversion, les expressions analytiques sont :

x,(t)=d, +d,.e "
T(M)=d, +1I.d5 + de_e—cs.t " d7.e‘°2"

[11-3-6 Cas vz =v; =0
Le Tableau des coefficients c;se présente ainsi :

hp.p, + hmm
1=M c,=0 C, =V, +V, c,=pcC
pe
a.s, hp.V2 + (hp -h.,)v, h,.m,
Cs = Co = C,=—— cg =0
pe C, pe
u? h, h, v,
Cy = R Co=—" Ci1 = PoCs Cp=
C, c, C,
C
o =?3 B=a

Le systéme d’équation donnant les images du pourcentage de martensite réorientée

et de la température s’écrit alors :

C10-52 +C4.S @ T_o+ Cq _ ;.S _ Cp + C,
(S+C3).(S+C5) ( T]: S 52-(S+C5) (S+C3)-(S+C5) (S+C3)-(S+C5) (S+C5)
0 (s+c;)s P Po-(S+C3)

Apres inversion, les expressions analytiques sont :

X, (t)=p,
T(t) = d4 +t.d5 + de.e_CS't + d7.e—03.t
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lll-4-1Domaine pseudo élastique

En application a toutes les expressions analytiques précédemment obtenues du taux
de martensite réorientée et de la température, considérons une barre de 10cm de
long et de section carrée de 10mm de c6té d'un alliage a deux variantes jumelles et
soumettons cet échantillon & un cycle de chargement-déchargement (traction-

compression) d'intensité maximaleo,,,, €gale a 650 MPa

2
§amax *t t<15

g —

t
2*amax*<1—§) t=>15

Le matériau utilisé a un module de Young estimé a 71.1 MPa en phase austénitique
et 30.9 MPa en phase martensitique. La température initiale, en phase austénitique

est de 353°K et la martensite se forme a partir de 323°K

La masse volumique de I'échantillon est de 6500 Kg/M? le coefficient de dilatation est
de 20, la chaleur spécifique est égale & 0.5x10°J/Kg.°Ket le coefficient de transfert de
chaleur vaut 100W/M?.°K
Sous les hypothéses sus-indiquées, I'hystérésis en contrainte obtenue est
représentée en figure Il1-1
La déformation maximale est de I'ordre de 0.066797 et le maximum de déformation

recouvrable est de 0.044 conformément aux hypothéses
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x 650
1-

0.8 1

0.6

cortrainte MPa

02

0 001 002 003 004 005 006
détfarmation

Figure llI-1 Courbe contrainte-déformation Hystérésis en contrainte

La température, figure 1ll-2, accuse quant a elle une trés légere baisse de I'ordre de
0.025°K lors du chargement et revient a la valeur initiale de 353°K lors du

déchargement, car le matériau est initialement en phase austénitique.

353
352995 4

352990 4

Température

352985 1

352980

3529754

o 1 2 3
temps (s)

Figure 1l1I-2 évolution de la température fonction du temps

Les variantes jumelles, figure 111-3 et Ill-4, disparaissent toutes deux pour laisser la
martensite réorientée prendre place et évoluer entre 0 et 1 lors du chargement. Nous

conservons abusivement I'appellation M* pour la martensite réorientée. Au cours du
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déchargement, la fraction de martensite réorientée s’annule en méme temps que la
force de traction qui lui a donnée naissance et les variantes jumelles ne se
réinstallent.de nouveau que si la température baisse en deca de 323°K ou qu’une

force de traction est derechef appliquée

06

Fraction martensite X+

0.4

021

L T T J
o i 2 3
temps (5)

Figure 111-3 Evolution de la fraction de martensite (M+)
En fonction du temps

1 2 temps (=) 3

Fraction martensde x-
]

-0.5

=

Figure Il1-4 Evolution de la fraction de martensite (M-)
En fonction du temps

La représentation, figure IlI-5 et IlI-6, de la température en fonction de la déformation

nous conduit a I'hystérésis en température.
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Seules les actions thermomécaniques donnent naissance a une hystérésis, c’est-a-

dire une hystérésis en contrainte si l'action est mécanique et une hystérésis en

température si I'action est thermique.

3531
33529935 4
352 990 1

352985 1

Température (K)

352980

352975 4

0 001 002 003 004 005 006
Déformation

Figure llI-5 Hystérésis en température

0.064

0.054

0.02

001+

c T T T
352975 352980 3529835 352990 352995 353
Température

Figure IlI-6 Evolution de la déformation en fonction de la Température
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L’évolution de la déformation, figure 1lI-7, en fonction du temps montre que la
déformation de l'alliage a mémoire de forme, aprés un cycle complet de sollicitation,
revient a I'origine c’est-a-dire s’annule completement. Ce qui nous autorise a dire que
le matériau se comporte presque élastiquement. En effet, si le matériau ne garde
aucune déformation résiduelle a la décharge, il a néanmoins un comportement

différent en traction et en compression.

0.06

0.05

Déformation
e
4

b

<

W
L

0.02

0.01 4

T v T
0 i 2
Temps (s)

0

w J

Figure IlI-7 Courbe d’évolution de la déformation

La variation du module de Young de l'ensemble en fonction du temps est

représentée en figure 111-8.

xGPa

90—_ —|

804

-
]
i

-]
-]
I

Module de Young
W e 1
=] =] =
" 1 " 1 1

[%)
@
I

-
@
A

<@
=]
-
W

Temps (s)

Figure 111-8 Courbe d’évolution du module de Young.
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La valeur du module de Young varie brusquement a chaque transition de phase, de

I'austénite vers la martensite et inversement de la martensite vers l'austénite

xGPa

90
80
70

60

Module Tangent

10
50
20

10+

0 001 002 0.03 0.04 0.05 0.06
Détormation

Figure 111-9 Module tangent 2—0— en fonction de la déformation
&

Les figures 111-9 et 111-10 représentent la variation du module tangent en fonction de la

déformation et son évolution en fonction du temps

xGPa

90+ |
80:
0]
60+

50

20

Mocule de Young tangent

235 3

]

05 1 15
Temps ()

Figure 1lI-10 Courbe d’évolution du module tangent.

Rappelons que le module tangent est obtenu par la dérivation en chaine de
I'expression (11-1)
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[11-4.2 Influence du coefficient de transfert de chaleur

Parmi les parametres qui influent sur I'hystérésis qu’elle soit en contrainte ou en
température, citons le coefficient de transfert de chaleur. Pour bien comprendre cette
influence, faisons varier ce coefficient de 20 a 90 en lui assignant successivement les
valeurs 20W/M?.°K, 35W/M?.°K,50W/M?.°K,70W/M?.°K et 90W/M?.°K pour chacune
des températures suivantes 353°K, 363°K, 373°K, 383°K et 393°K

Les figures I1I-11, 111-12 et 111-13 montrent l'influence, pour les trois premiéres
températures, du coefficient d’échange de chaleur avec I'environnement sur les
cycles d’hystérésis. A contrainte égale, I'énergie produite est dissipée, en partie sous
forme de chaleur transférée au milieu environnant ou stockée sous forme de chaleur
latente responsable, une fois libérée, des transitions de phase austénite-martensite

et inversement martensite-austénite.

x 650 MPa

- M

Température constante T=353 K

Contrainte

=5
[+

o

@
J

[=]

a o 003 0 N

[+

Détformation

Figure 11I-11 Influence du facteur a sur le cycle d’hystérésis T=353K
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Température constarte T=363 K
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Contrainte
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a=90

=]

o
©
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'3
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[&]
Q
(]

Dértormation

Figure 11I-12 Influence du facteur a sur le cycle d’hystérésis T=363K

x 650 MPa
1.5

Température contante T=373 K

[+]
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Contrainte

- P,
GC.0> 0.01

3
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o
M
(o ]
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DEformation

Figure 111-13 Influence du facteur a sur le cycle d’hystérésis T=373K
Cette dissipation est la principale cause du rétrécissement de I'hystérésis. Pour bien

marquer le phénomeéne, diminuons la contrainte appliquée a 100 MPa et
recommencons la méme expérience a la température extérieure de 383°K. et 393°K,
figure 11l-14 et 1lI-15, nous constatons que le rétrécissement de I'hystérésis persiste

tant que la température de I'alliage est inférieure a la température extérieure, mais
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=x 1072 MPa
1

Température constante T=383 K

g
=
<

— a=20

— a=35

0.2+ — a=50

—_— @=70

— &=390

T
0 0.01 0.02 .G 0.01
i

£
Déformation

Figure 11I-14 Influence du facteur a sur le cycle d’hystérésis T=383K

que la largeur de I'hystérésis augmente des lors que la température extérieure
devient supérieure a celle de ’AMF, c’est-a-dire que I'’échange de chaleur s’'inverse

et toute I'énergie est stockée sous forme de chaleur latente.

x 1072 MPa
1

Température constante T=393 K

Contrainte

L+ ]

©
&
i
=]
)
)

vl J. O f=-

T T
31 "~y N ons o

o
o
o

Déformation

Figure 111-15 Influence du facteur a sur le cycle d’hystérésis T=393K
l1I-4.3Influence de la température

La méme constatation peut étre faite si nous fixons a chaque expérience le
coefficient de transfert de chaleur et que nous fassions varier la température
extérieure de 353°K a 393°K.
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*x 650 MPa

1..

Cortrainte
F. - )

[+

Q

Coefficient de transfert de chaleur a=20WW J/m"2 K

T T
" o Y o
0.01 0.02 0.05 .

o
o
W
o
©
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Déformation

Figure 111-16 Influence de la température sur le cycle d’hystérésis a=20

Pour chaque valeur du coefficient de transfert de chaleur de 20W/m?.K & 90W/m?.K,

le partage de I'énergie produite par la force de traction entre dissipation sous forme

de chaleur et stockage sous forme de chaleur latente est constaté, voir figures IlI-17a

111-20.

Coefficient de transfert de chaleur a=35 W/ m™2 K

e e
O ————
£ e
£ —_—
g ] o _”’___.7
: -
— T=353
— T=363
2.2 — T=373
— T=383
-— T=393
? O 0.01 0.02 3.&3 0.0= 0.05 0.06
Déformation
Figure 11I-17 Influence de la température sur le cycle d’hystérésis a=35

72



x 650 MPa
1
Coefficient de transfert de chaleur a=5S0 W /m~2.K
0.8
’ 0.6
=
=
3
ol ____,____————-—-‘-_-_-_“‘-'-_“
— T=353
—_— T=363
0.2
= — T=373
—_ T=383
— T=393
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o 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
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Figure 111-18 Influence de la température sur le cycle d’hystérésis a=50

La valeur de la chaleur latente stockée ou déstockée est donnée par I'expression :

0% Ey_E,
Pz = ha = =7 Ey.E,

*+o.er —Au

x 650 MPa
=

Coefficient de transfert de chaleur a=70 W /m™2 K

contrainte

O 0.01 0.02 0.05 0.04 0.05 0.06
Déformation

Figure 111-19 Influence de la température sur le cycle d’hystérésis a=70

Formule dans laquelle Au est donné par

1
Au = E[gA(Tu)Z_ Cp—04(T,). (2. € + Ao.Cg) + Ao.er] + An. T,



x 650 MPa
1

Coefficient de transfert de chaleur a=380 W /m"2 K
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Figure 111-20 Influence de la température sur le cycle d’hystérésis a=90

1

EtAn = 2Ty [04(T)? — 04(T))?]. Cg — [04(T) — 04(T))]. [2. €7 + Ac. Ci]
Avec  Cp=———
A M

[1I-4.4Influence de la vitesse de sollicitation

De la vitesse de sollicitation dépend la largeur et [lallongement de
I'hystérésis, En effet, plus la vitesse de sollicitation augmente, plus [I'écart
entre les contraintes de transition de phase (austénite-martensite et
martensite-austénite)  diminue. Par contre  I'hystérésis accuse un

accroissement de déformation bien que faible.

1 o MPa

0.8{

0.6 —

contrainte

0.4 -

— 550MPa
6CCMPa
650MPa
700MPa
750MPa

02

© 001 002 003 004 005 006 007 008
deformation

Figure 111-21 Influence de la vitesse de sollicitation.
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Dans le domaine pseudo-élastique, figure IlI-21, la contrainte de déclenchement de
la transition de phase martensite austénite vaut 346.5MPa pour la plus faible vitesse
de sollicitation soit 366.66MPa/s et diminue progressivement jusqu’a la valeur de
337.5MPa pour la plus grande vitesse de sollicitation qui est de I'ordre de 500MPa/s.
la contrainte de transition de phase inverse, ne varie qu'a partir de la vitesse de
sollicitation de 650*2/3=433.33MPa/s.et passe de 162.5MPa a 140MPa. Ce qui se
traduit par une surface délimitée par I'hystérésis plus faible et donc une énergie de

dissipation plus faible.

19 f /
| /
0.8
0.6 - /
confrainte
0.4 - ;‘
02
0 L] L] hd L L T ¥ L] L T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Deéformation
100MPa 150MPa 200MPa 250MPa
300MPa

Figure 111-22 Influence de la vitesse de sollicitation.

Dans le domaine quasi-plastique, figure IlI-22, pour des vitesses de sollicitation
variant de 100*2/3=66.67MPa/s a 300*2/3=100MPa/s, la transformation
martensitique a lieu pour des contraintes ayant pour valeur 27MPa et 60MPa.

La méme expérience pour des vitesses plus grandes,figure IlI-23, fait ressortir une
déformation plus importante de l'ordre de 0.069 et une contrainte de début de
transformation martensitique plus grande valant 60MPa,alors qu’elle valait 27MPa en
début d’expérience.

Cela signifie que les contraintes engendrant la transformation martensitique ne

restent pas fixes lorsque la vitesse de sollicitation varie.
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Figure 111-23 Influence de la vitesse de sollicitation

I est un autre domaine quasi-plastique, figure IlI-24, ou une transformation

martensitique est associée a une réorientation martensitique. Il est intéressant de

noter que la premiere contrainte de transformation martensitique,rapportée a une

échelle de contrainte égale a l'unité, reste fixe et qu'il en est de méme pour la

contrainte de réorientation.

0.8

0.6
confrainte
0.4
02 1
0 L L] ' L L T L] ’ T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05
Déformation

100MPa 150MPa 200MPa 250MPa
300MPa

Figure 111-24 Influence de la vitesse de sollicitation.
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Pour des vitesses de sollicitation plus élevées, figure IlI-25, le méme phénomene est
observé. La contrainte de transformation martensitique ; rapportée a une échelle des
contrainte égale a l'unité, est proportionnelle a la contrainte maximale appliquée.

Etl'on constate I'augmentation de la déformation avec la vitesse de sollicitation.

1 MPa
0.8
w 0.6 -
s
<
e
o
(&)
0.4
—— 250MPa
024 —— 300MPa
- 350MPa
——400MPa
450MPa
0 Ll B4 T v L T T T T T T L] T
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06

déformation

Figure 111-25 Influence de la vitesse de sollicitation.

Cette constatation reste valable pour différentes valeurs du coefficient de transfert de
chaleur de 20W/m?.K & 90W/m?.K

l1I-4.5 Domaine superélastique

= 650
1 -y
0.8 1
= 0.6
£
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=
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Figure 1l11-26 Courbe contrainte déformation
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Le domaine super élastique, présente deux courbes différentes selon que
I’échantillon, est initialement en phase austénitique ou martensitique et que la
contrainte appliquée est inférieure ou supérieure a la contrainte élastique limite.

La figure 111-26 illustre le cas ou I'échantillon, initialement en phase austénitique, est
soumis a une contrainte inférieure a la contrainte élastique limite. Partant de I'origine
et en mode chargement, une premiére ligne représente la déformation élastique de
I'austénite, suivie d’'une deuxieme ligne indiquant la transformation martensitique ou
'austénite se transforme en martensite. Une troisieme ligne montre la phase durant
laguelle la martensite se déforme élastiquement suivie d'une quatriéme ligne
représentant la réorientation de la martensite et d’'une cinquiéme ligne montrant la
déformation élastique de la martensite réorientée. Toutes ces déformations sont
réversibles en mode déchargement tant que la contrainte appliquée maximale reste

inférieure a la contrainte élastique limite.

360

Température K

3304

3204

3104

T T T . 1
0 2 3
1 Temps =

Figure 111-27 Evolution de la température en fonction du temps

La figure I1I-27 montre I'évolution de la température en fonction du temps. Il est clair
gue la température augmente lors de la déformation élastique de I'austénite ou de la
martensite et diminue au cours de la formation ou de la réorientation de la

martensite.
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Figure 111-28 Evolution de la fraction de martensite M+

Les figures 11I-28 et 11I-29 montrent la réorientation des variantes M* et M et la
formation et I'’évanouissement de la martensite réorientée au cours du cycle

chargement déchargement.

0.5+

0.41

Fraction martensite M-
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Temps (s)

Figure 111-29 Evolution de la fraction de martensite M-
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Les figures I1I-30 et lll-31retracent les courbes d’évolution de la température en

fonction de la déformation et inversement.

360 4

3401

Température K

320+
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0 001 002 0035 004 005 006
Déformation

Figure 111-30 Hystérésis en température

Il faut noter la faiblesse de la largeur de la double hystérésis
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Figure 11I-31 Evolution de la déformation en fonction de la température
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La réversibilité de la déformation est clairement établie en figure 111-32. La
déformation atteint un maximum en mode de chargement et retombe a zéro a la fin

du mode de déchargement.
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Figure 111-32 Evolution de la déformation

Le module de Young, figure IlI-33, de 'ensemble austénite + martensite varie 0 a 110

MPa alors gu'ilne vaut que 71.1MPA pour l'austénite et 30.9MPa pour la martensite.
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Module de young
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Figure 111-33 Evolution du module de Young.
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Le module tangent, figure 111-34 et 111-35 affiche la double hystérésis quand il est
exprimé en fonction de la déformation
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Figure 111-34 Courbe du module tangent en fonction de la déformation

Et un ensemble complexe de lignes brisées, quand il est exprimé en fonction du
temps.
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Figure 111-35 Evolution du module Tangent



l1I-4.6 Domaine quasi plastique

La figure 1lI-26 a illustré le domaine super élastique ou la déformation est
entierement réversible car la contrainte appliquée maximale reste inférieure a la
contrainte élastique limite contrairement a la figure 11I-36 qui illustre le cas ou
I’échantillon, toujours initialement en phase austénitique, est soumis a une contrainte
supérieure a la contrainte élastique limite. Ce qui entraine une déformation plastique
de la martensite réorientée et donc une déformation rémanente de 0.044 au

déchargement
1 X 650 MPa
0.8
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€
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0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.03 0.06
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Figure 111-36 Hystérésis en contrainte domaine plastique

L’échantillon ne revient a son état initial que moyennant un apport d’énergie. Cet
apport d'énergie peut étre une source de chaleur directement appliguée a
I’échantillon (simple chauffage de I'échantillon par exemple) ou par effet joule si

I’échantillon est soumis a un courant électrique d’intensité i.

2
u u
f(t):T*iz*t=(r*i)*(?)*t=7*t

Ou r est la résistance, en ohm, de I'échantillon et u la différence de potentiel placée a

ses bornes.
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L’évolution de la température, figure 111-37, fait ressortir deux paliers correspondants
a la transformation martensitique et a la réorientation de la martensite qui vient de se

former.

[
]
w
=]
AFY)
1

Température K

Temps (s)

Figure 11I-37 Evolution de la température

Les figures 111-38 et 111-39 montrent la disparition des variantes M* et M™ et I'évolution

de la martensite réorientée de 0 a l'unité

0.8

0.6

Taux de maresite+

Temps (s)

Figure 111-38 Evolution de la fraction de martensite M+.
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Figure 111-39 Evolution de la fraction de martensite M-

Les figures 111-40 et lll-41retracent I'évolution de la température en fonction de la
déformation et inversement. Force est de constater la trés faible variation de la

température et I'existence de deux paliers ou la température reste constante.
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Température K

283.02 ~

283.01 1
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Figure 1lI-40 Courbe de la température en fonction de la déformation
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Figure llI-41 Courbe de la déformation en fonction de la température

La déformation, figure IlI-42, augmente par palier jusqu'a 6.7% au cours du
chargement puis décroit, au cours du déchargement, jusqu’a 4.4% car I'échantillon a
été soumis a une contrainte supérieure a la contrainte élastique limite et a subi une

élongation plastique rémanente. La déformation n’est réversible que partiellement.
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0.04 4

Déformation
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Figure IlI-42 Evolution de la déformation.

86



100 |

804

60

Module de Young

40 -

wJd

0 1 Temps (s) B

Figure 111-43 Evolution du module de Young.(MPa)

Les figures 111-43 et IlI-44 montrent la variation du module de Young au cours du
cycle de chargement et de déchargement et sa variation en fonction de la
déformation. Sa valeur, initialement |légérement supérieure & 100MPa conformément
a la loi du mélange, décroit rapidement en raison de la transformation de l'austénite

en martensite et de la réorientation de cette derniére.

100

80+

60

Module de Young

40

204

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Déformation

Figure 111-44 Courbe du module de Young en fonction de
la déformation.
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La figure IlI-45 décrit la variation du module tangent durant les phases de

transformation martensitique, de réorientation.et de déchargement.

Module Tangent

T T T T T 1
0.5 1 1.5 2 o I 3
Temps

Figure 111-45 Evolution du module de tangent.
[1I-4.7 Domaine quasi plastique 2

L’échantillon est initialement, figure IlI-46, en phase martensitigue. En mode de
chargement, la martensite se déforme élastiquement, puis la martensite ainsi
déformée se réoriente et continue a se déformer élastiquement jusqu’a ce que la
contrainte appliquée atteigne la contrainte élastique limite. Au-dela de cette
contrainte élastique limite ; la déformation devient plastique et on constate alors,
gu’'aprés une décharge totale, une déformation persiste et n’est réversible qu'a la
condition qu’un apport de chaleur vienne réchauffer I'échantillon.

1 * 650 MPa

Conrtrainte

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06
Deformation

Figure llI-46Hystérésis en contrainte.
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La figure IlI-47 retrace I'évolution de la température en fonction du temps.
La température est quasi constante autour de la valeur 283°K. L’échantillon est en

phase martensitique donc stable a basse température.

283.05

Température K

283.02 4

283.014

(=]
J -
J

Temps (s)

Figure llI-47Evolution de la température

Les figures 111-48 et 111-49 montrent la disparition des variantes M* et M™ et I'évolution

de la martensite réorientée de 0 a l'unité
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Taux de martensite (M+)
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Figure 111-48 Evolution de la fraction de martensite (M+)
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Le saut quasi vertical de la courbe de la valeur 0 a la valeur 1 correspond a la phase
de réorientation de la martensite.

0.4

Tauyx de martensite M-

Temps (s)

Figure 111-49 Evolution de la fraction de martensite (M-).

Les figures I1I-50 et 11I-51 retracent I'évolution de la température en fonction de la

déformation et inversement. Force est de constater la trés faible variation de la
température.

283.04 4

Température K

283.02 4
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Figure 11I-50 Courbe de la température en fonction de la déformation
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Figure 1lI-51 Courbe de la déformation en fonction de la température

La figure 11I-52 montre que la courbe d’évolution de la déformation est simulée par
trois lignes droites qui correspondent, pour la premiére ligne, a la phase allongement
élastique de la martensite, a la phase réorientation de la martensite, pour la

deuxiéme ligne et a la phase déformation plastique de la martensite pour la troisieme

ligne.
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Figure 1I-52 Evolution de la déformation
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Le module de Young, figure 1lI-53 et Ill 54, ne varie, en mode chargement, que
durant la phase de réorientation de la martensite. Cette variation linéaire est
représentée par une ligne horizontale, ou le module de I'’échantillon reste constant et
une ligne quasi verticale ou l'on assiste a la diminution de ce méme module. La
troisieme ligne, légérement incurvée vers le haut, dénote que le matériau est dans le

domaine plastique et que la déformation n’est plus linéaire
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Figure 111-53Evolution du module de Young
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Figure I1I-54 Courbe du module de Young en fonction de la déformation

92



La figure IlI-55 décrit la variation du module tangent durant les phases de
déformation élastique de la martensitique, de réorientation.et de déchargement.

1404

1204

100

w
(-]
1

60

Module Tangert (Mpa)

404

20

15 = 2
Temps (s)

o
LA
LFy

(=]
A
pk

Figure 111-55 Evolution du module Tangent.



Chapitre IV

Application al’étude de la fatigue

IV-1 Loi de comportement

Le modéle monodimensionnel de fatigueproposé par A.Moumni et al [29-30] s’inspire du
modéle rhéologique de Reuss et est basé sur I'énergie dissipée dans la boucle
d’hystérésis stabilisée. Pour des chargements de traction, le nombre de cycles a rupture
est relié a I'énergie dissipée par une loi puissance.

L'énergie dissipée est donnée par la relation :

Wy = [o.6= Y OmoyenAe (IV.1)
cycle cycle
Et Wy =a.N’ (IV.2)

Cette formule est modifiée comme suit, si la pression hydrostatique est prise en compte :

Wq +a.P=aNP (IV.3)

les parameétres a et B sont ajustés avec des résultats expérimentaux. Les échelles
logarithmiques du nombre de cycles a rupture N et de I'énergie dissipée Wy constituent
les axes du repeére.

La modélisation unifiée proposée par Zaki et Moumni [29-30] décrit complétement les
divers effets exhibés par les alliages a mémoire de forme et notamment le changement
de phase qui est pris en compte a 'aide du taux global de martensite réorientée z. dans
les chapitres précédents I'expression analytique du taux de martensite a été obtenue, ce

gui simplifie grandement la manipulation de la loi de comportement proposée [29].
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o=C: (e—z&y) (IV.4)

C représente le tenseur élastique équivalent du matériau a mémoire de forme.

&, représente le tenseur de déformation inélastique local

z est donné par les différentes formules obtenues dans le chapitre Ill c-a-d z = x(,

Dans le cas isotrope, on peut écrire la loi de comportement sous la forme :

O =2.leq (€ = Z&y ) + Agq r(g).1 (IV.5)
1 1-z 7z )"
AVEC [, = | —=+ :
2(1+ V) EA EM
1 1-z 2z )¢
Aeq = ) +
(1—2.V).(1+V) (EA EM j
Dans le cas monodimensionnel, cette loi s’écrit :
0 =2% ligq.(6 — &gy ) + Aeq €
Soit 10 = (2.ueq + Aeq)-€ — 2-leq Etr -2 (IV.6)
Dans le cas de notre étude ; c’est-a-dire un alliage a variantes jumelles
o(e) = EmE=(X =X )er) e (VL)

E
x++x_+E—MxA

A

Si 'on opte pour un chargement périodique, sinusoidal par exemple, on peut obtenir un

chargement cyclique.
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27N

1 (IV.8)

0 = Omax-SiN
C

pour un cycle dont la durée est de t. secondes par exemple.

IV-2 Fonctions critéres et lois complémentaires [29-30]

Il faut ajouter a ces équations les fonctions critéres et les lois complémentaires régissant
les variables internes. Ces variables internes sont les variables d’état que les auteurs de

la loi de comportement utilisent pour décrire la transformation martensitique et qui sont :

- la déformation macroscopique ¢ et les déformations locales des deux phases, ¢, pour
lausténite et &), pour la martensite.

- la température T.
- des variables internes décrivant les phénoménes dissipatifs c'est-a-dire le taux de

martensite z et la déformation de transformation locale au sein de la martensite &, .

La fonction critére le a pour expression :

S D _ o 22 B
F; = Z(EM EA}U CM)+oey —(G+b)z—-a(l-2) 3-€tr-((05 B).z+ 2) (IV.9)
La fonction critére FZ2 s'écrit :
S O O N O P _
Fr= Z(EM EA}U +C(T)—o.ey +(G-h).z—a(l z)+3.gtr.((a B)z+ 2) (IvV-10)

La fonction critére Ff’s’écrit quant a elle :
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Fo =

s—g[a.z+ﬁ.(1—z).gtr]—2'—”. s -zY (IvV-11)
*.gtr
M

Les lois complémentaires associées au changement de phase vérifient les propriétés
suivantes :

- Si le <0 et FZ2 < Oaucun changement de phase ne se produit : z = 0.

- Si le =0 (resp. FZ2 =0) (seuil de changement de phase direct (resp. inverse) atteint)

et le < 0 (resp. FZ2 < 0) (Décharge) alors z = 0.

- Si le =0 (resp. FZ2 =0) (seuil de changement de phase direct (resp. inverse) atteint)

1 2 .

et F;>0(F; >0) alors z est donné par la condition de consistance le =0 (resp.

F/ =0).

- Si I'évaluation de le et de le conduit a un incrément de z non nul, alors il faut

calculer 'increment de déformation de transformation en résolvant FZ3 =0avec la valeur

de z obtenue par résolution de le =0.

Pour mieux comprendre le fonctionnement du modele, décrivons un cycle de
chargement en pseudo élasticité.
Au début du chargement, le matériau est dans sa phase austénitique et a un

comportement élastique. Le taux de martensite z est nul et la déformation de

transformation est nulle aussi. Les contraintes se situent a l'intérieur du critére le
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A partir d’'une certaine valeur du chargement ons le critére ledevient nul et le critére

FZ3 est atteint. En effet, a la température ou I'on se place, le chargement provoque

simultanément le changement de phase et l'orientation de la martensite naissante. A

partir de cette sollicitation, nous avons simultanément évolution du taux de martensite z

et la déformation de transformation €, devient égale a 1.

Lorsque z=1 tout le matériau est dans sa phase martensitique, 'austénite est totalement

transformée. Si la sollicitation continue d’augmenter la martensite orientée continue

seule a se déformer.

confrants

W

[

(&)

-
108_
108_
10°
10°
108_

10%

Elasticité de I'austénite

Transformation directe et Filz=0etF3z =0

Transformation inverse et F2z=0

Elasticité de la martensite

Figure IV-1 Représentation du déclenchement des fonctions
Critéres lors du cycle pseudo élastique

La surface en rouge représente I'énergie dissipée lors d’'un cycle d’hystérésis.

La fonction critére de I'évolution du taux de martensite orientée se présente comme sulit :
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Figure 1V-2 Evolution du taux de martensite

Le saut brusque de ce taux montre bien que la transformation martensitique est trés
rapide et donc que le changement de phase se fait, comme il a été précisé, a une
vitesse qui avoisine celle du son dans le matériau.

L’ensemble de ces équations constitue un systeme d’équations non linéaire que
'on résout numériquement par la méthode de Newton-Raphson. Il faut noter que la
contrainte et le taux global de martensite orientée z sont donnés, pour la contrainte par
le type de sollicitation choisi et pour la variable z par les formules du chapitre Ill. Ce qui
simplifie le schéma de calcul.
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Conclusion géneérale

Les transformations de Laplace ont permis de résoudrele systeme d’équations
différentielles raide et de contourner ainsi un formalisme mathématique et informatique
tres lourd. En effet, le recours aux transformations de Laplace a permis d’éviter la
résolution numérique du systeme d’équations différentielles et la prise en compte de sa
raideur. Il a aussi permis l'obtention de l'expression analytique deux équations a
coefficients variables représentant le taux de martensite réorientée et la température
Mais ce systeme est basé sur les probabilités de transition de phase et demeure un
calcul probabiliste entaché d'erreurs. L'étude approfondie des configurations
cristallographiques de l'austénite et des variantes de martensite peut, me semble-t-il,
mener a une meilleure connaissance du passage de l'austénite a la martensite. Les
recherches, a mon sens,devraient s’orienter dans cet axe et permettre la représentation
tensorielle de ce passage d’'une phase solide symétrique et réguliere a une autre phase

solide de moindre symétrie et moins réguliére.

Bien sdr, des difficultés de tout ordre telles que la coexistence des deux phases
dans le méme temps, ne tarderont pas a faire leur apparition mais ne doivent pas

décourager les chercheurs.

La détermination du tenseur d’ordre quatre des constantes élastiques ne peut se

faire que si cette étape est franchie avec succes

De plus, la théorie développée par Muller, Achenbach et seelecke est basée sur
l'existence de deux variantes jumelles (Twins) de martensite. Une perspective plus
ambitieuse serait I'étude de l'alliage a mémoire de forme comportant plusieurs variantes
de martensite. Les travaux de Toyohiko Aiki [33] .en 2003 peuvent servir de base a cette
nouvelle étude des AMF. En effet, l'auteur a introduit un nouveau concept d'opérateur
d’hystérésis et a démontré I'existence et 'unicité, dans le cas monodimensionnel, d’'une

hystérésis pour un nombre quelconque de variante de I'alliage.
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