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Notations

a : la célérité de I'onde, (M/S).

p : la pression hydraulique, (Pa)

H : La charge hydraulique, (M.C.E).

t: Le temps, (S).

T : La température, (°K).

p : La masse volumique, ().

U : La viscosité dynamique, (Pa S).

A : La conductivité thermique, (W/M °C).

B : Le module de compressibilité, (Pa).

v : La viscosité cinématique, @&).

a,: Le coefficient de dilatation thermique, (K.

1 : Contrainte de cisaillement, (Pa).

C,: La chaleur spécifiqgue mesurée a volume constaitg. °C).
C,: La chaleur spécifique mesurée a pression comst@likKg. °C).
Pr : Nombre de Prandtl, (-).

©

oy : Diffusivité thermique du fluide, (MS).

h.: Le coefficient d’échange par convection, (WAK1Y).
Ri: La résistance thermique de surface, (-).

Re : Nombre de Reynolds, (-).

Nu : nombre de Nusselt, (-).

Gr : nombre de Grashof, (-).

E : module d’élasticité du matériau de la condfey).

e : épaisseur des parois de la conduite, (M).
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Introduction

L’étude des écoulements transitoires dans les ¢@sden charge a fait I'objet
de nombreux travaux, une théorie générale ne pbuusétre utile, non
seulement comme complément pour I'ceuvre entrefdge Lorenzo Allievi,
mais plus encore, pour donner réponse a une sérguestions pratiques de
toute premiere importance, dans ce contexte, laétisadion mathématique de
ce type d’écoulement conduit a un systeme d’égustaux dérivées partielles
non linéaire et couplées, autrement dites E.D.m; dehors de quelques
configurations assez académiques, pour lesqualkeéquations sont linéaires, |l
n'est pas possible d’envisager, dans le cas géendmal résolution directe par
intégration du systéme. Alors, on doit recourirauttes méthodes, basées soit
sur la réduction du probleme en recherchant dagieot approchées, sachant
gue, de nombreuses approches ont été développéempourent toutes a
établir un systeme réduit dans le cadre d’hypothesequement justifi€es dans
un domaine de validité clairement défini: unidimensels, bidimensionnels,
Iso-volumes, laminaires... de fluides non visquewentropiques, isothermes,
non pesants... et toute combinaison de ces diff&seapproximations. Les
outils qui permettent d'apprécier, pour chaque igométion particuliere, la
validité des approximations, reposent essentielemesur [I'analyse
dimensionnelle, I'analyse Physique (recherche déelies caractéristiques du
probleme), l'analyse de similitude (théorie des uwtes), mais aussi...
I'intuition, fondée sur la connaissance des phémmsghysiques, la pratique,
I'étude des expériences. Ou bigrchercher des solutions numeériquesen
s'appuyant sur l'accroissement rapide de la puissance desulasdtrs
scientifiques s’est accompagnée, depuis les anri@esl’'un développement
considérable des méthodes numériques adaptéeséaolation des équations
aux dérivées partielles. Ces méthodes conduisameaformulation discrete
linéaire du probleme continu et a la résolutiomnddysteme linéaire de relations
algébriques couplées. LMécanique des Fluides Numérigtreuve cependant

ses limites (en particulier pour la simulation @éesulements tridimensionnels
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Introduction

turbulents) dans la puissance encore insuffisagte slipercalculateurs et les
codts importants des calculs. La recherche de flations réduiteslés classes
d’approximation$¥ des problemes de Mécanique des Fluides est diams, ce

domaine aussi, indispensable.

1. Problématigue :

L’exploitation permanente d’'une installation de p@mge n'est pas
possible indéfiniment car le démarrage et I'ar€tial pompe constituent
déja en eux-mémes des modifications de régime. é&rérgl, tous les
types de modifications de régime et de perturbatigénérent des
variations de pression et de débit, c’est-a-dire @ats d’écoulement se
modifiant dans le temps. Ces états sont qualifeésath permanents ou
transitoires. S’il est question de pressions, on parle égalénun
modifications dynamiques de la pressiomou, encoreles coups de
bélier. Quand aux installations équipées de cheminéegutildre ou
réservoirs anti-bélier le phénoméne transitoireiedvune oscillation en
masse. Les causes essentielles des états d’écotileare permanents
sont les suivantes :

* Défaillance de la pompe suite a la mise horaudiau a I'interruption de
I'alimentation en énergie électrique.

 Arrét ou mise en circuit des pompes en parallalex des pompes déja
en service.

» Fermeture ou ouverture d’organes d’arrét sunyauterie.

» Génération de vibrations de résonance par dep@®m@ courbe « Q-h »
instable.

» Modifications du niveau d’aspiration d’eau.

De plus, on constate que, tout changement de tesopérprovoquera la
dilatation et la contraction du liquide dans letégse, qui sera différent de

la dilatation/contraction de I'enveloppe. Cettef@liénce des coefficients
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Introduction

de dilatation/contraction doit étre prise en com@ela température du
systeme augmente, il faudra purger une partie quidé pour éviter
I'accumulation de pression. Si la température dimijnil faudra plutot
fournir du liquide au systeme pour éviter la transfation d’une partie du
liquide du systeme en vapeur, ce qui pourrait pgaeo des coups de
bélier par condensation lorsque la pression duésyst augmentera
subséquemment. Ces étapes de purge et d’appoinpaditulierement
critigues pendant les phases de démarrage ettd’ber&éoup de bélier est
plus dangereux dans les circuits de liquide, notantrai le liquide a une
grande énergie cinétique en raison de sa masseset dtesse.

Les coups de bélier peuvent provoquer des dommgige®es. Dans les
cas extrémes, un coup de bélier peut méme brigguipement dans
lequel il se produit. Si le systeme contient dal®u de la vapeur chaude
sous pression, un coup de bélier peut méme présamtéanger pour la
vie des personnes a proximité. Dans les cas lesnangraves, le
mouvement violent de la tuyauterie causé par lescpeut endommager
les supports et les colliers de suspension de kyampre les poussoirs
ou les conduites d'alimentation en fluide, ou eecendommager de
maniere irréparable le systeme.

Bien que le « coup de bélier » soit également @&peharteau d’eau », ce
qui laisse supposer que ce phénomene ne se poudanvtec I'eau, il peut

se produire tout aussi violemment avec n'importel duide.

2. Objectifs:
Compte tenu de l'importance technique du phénondeneoup de bélier,

il est indispensable de projeter une étude, qui eme évidence, les
propriétés essentielles de ce dernier. L’'objectitd mémoire, sera donc,
la modélisation mathématique et numérique du pméne transitoire

dans une conduite en charge. Ainsi que, I'influedeechangement de la
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Introduction

température du fluide sur 'amplitude des ondessdgpression et de

dépression engendrées par le coup de bélier.

. Plan du travalil :

En premiere phase, le travail s’ouvre sur une dasmn théorique du
phénomene transitoire dans les conduites en charge.
En deuxieéme lieu, la modélisation mathématiquef tbohut est de mettre
sous forme d’équations les phénomeénes transit@tekes contraintes
thermique, en se basant sur les lois de continoidé@servation de la
masse, transfert thermique et les bilans d’énerfjiecet effet, il est
nécessaire de tenir compte des points suivants:

» Les propriétés du fluide évoluent en fonction deelampérature et

de la pression.

= | ’échange de la chaleur avec I'entourage est nul.

= | ’expansion thermique du fluide n’est pas négligée
S’agissant de la modélisation numérique, dansdsgmt mémoire, pour la
résolution des équations aux deérivées partiellegyge hyperbolique,
nous avons préféré d'utiliser les méthodes numérdpidiscrétisation de
différences finies et des caractéristiques, pourslerobustesse et
performance.
Au terme de ce travalil, il s’agit d’interpréter lgsultats obtenus et tirer

des conclusions.
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Chapitre I: Généralités sur les écoulements transitoires dates conduites

en charge.

1. Présentation _du phénoméne_transitoire_en chargeta modification des

contraintes locales dans un milieu matériel contengendre un déséquilibre
ou une perturbation de I'état initial, cette pdration se manifeste souvent
sous la forme d’'ondes qui se propagent avec uessatconstante, partantes
de la source de la perturbation, vers toutes lections. Dans le cas d'un
écoulement en charge, le phénoméne transitoirdteégénéralement du
changement des caractéristiques hydrauligues dagmme d’écoulement
permanent que ca soit la vitesse ou bien la pressidonction du temps, et il
en résulte la création des ondes de pression démlession qui se propagent
tout au long du conduit.

A signaler que dans le cas ou la conduite contiardysteme élastique local,
tel qu'une surface libre déformable (cheminée diéme) ou des poches
d’air comprimé (réservoir d’air), on aura une tation en masse. Dans notre
cas nous nous intéresserons qu’aux systemes fel@pésirvu de tout contact
ou transfert d’énergie mécanique, autrement ditpariera que des ondes

élastiques.

1.1. Définition: I'écoulement est dit transitoire, non permanant iou

stationnaire si ses caractéristiques de pressiormleetvitesse ne
conservent pas leurs grandeurs dans le temps. Mertedit : P=f (t)
et V=f ()
Ou bien :

aopP

=0 et av¢0
ot ot
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1.2. Causes du régime_transitoire_en _charge d’aprés sa définition, la

création du régime transitoire est essentiellerderta la perturbation
ou la modification d’'un régime d’écoulement pernmnedans les
systemes hydrauligues ce genre de perturbationfrégtient, car
I'exploitation des stations hydraulique d’'une fagmermanente n’est
pas possible indéfiniment, puisque un arrét oudémarrage d’'une
pompe constitue un changement du régime, alors mmus/ons
constater que les causes essentielles au niveau sgggmes

hydrauliques sont dues aux :

Un arrét ou un démarrage d’'une pompe.

* Un arrét ou une mise en circuit d’'une pompe enligdea

» Deéfaillance d'une pompe suite a linterruption dégie
électrique.

* Une fermeture ou ouverture d’'une vanne.

* Une manceuvre d’'une vanne.

» Changement du niveau d’aspiration de |'eau.

1.3. Risques du_coup de bélier :les surpressions et les dépressions

intenses et soudaines veéhiculées par les ondeggime transitoire
lesquelles ont tendance a atteindre tous les palhie systeme
hydraulique, peuvent causer de graves dégats aeawivdes
installations, Nous vous présentons ci-apres, @ titd’'exemple,
guelgues dommages typiques causes par les onaesipue bélier :

1.3.1. Augmentations de pression :

» Eclatement des conduites.
 Dommages causés aux supports de tuyaux.
 Dommages causés aux pompes, aux fondations, iaogspinternes

de tuyauterie et aux appareils de robinetterie.
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1.3.2.Baisses de pression :

» aplatissement et détérioration de tuyauteriematiere plastique ou
en acier mince.

« Ecaillement du revétement intérieur en mortier dment des
tuyauteries.

» Aspiration d’air ou d’eau souillée sur les liaisopar bride, les
liaisons par manchon, les presse-étoupe ou lessfuit

* Rupture de la colonne d’eau suivie d’augmentationportantes de
la dépression lors du choc des colonnes liquidesi@ncavitation).

2.Mécanisme de formation et de propagation des ondesious allons

considérer le cas d’'un systeme hydraulique comgaseréservoir « R » dont
la surface libre du plan d’eau est exposé a laspmesatmosphérique, ce
dernier est muni d’'une conduite horizontale « ABle longueur « L » a
caractéristigues unigues, pour laquelle nous alloégliger les pertes de
charge dues aux frottements, celle-ci est équijiged/anne a son extrémité
aval, son réle consiste au contrdle du débit ttanmr la conduite.

Au premier temps, la vanne est totalement ouvdiéEoulement est
permanant ayant en chaque section « M » du trongoa vitesse moyenne

« U » et une pression moyenne go¥eonstantes dans le temps.

\_+

M (Uo, Py)

0

A < >B
L

Fig. I. 1.: Systéeme d’adduction gravitaire
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Nous allons déclencher le phénomene transitoifgy@ons qu’'a un moment
donné «¢» nous allons fermer totalement la vanne et d'daeon
instantanée, Le systéme donc va subir un changendentrégime
d’écoulement initial, générant les phases suivantes

Phase 1:juste apres la fermeture de la vanne, la viteg&smdlement « lg»
diminue immédiatement a proximité de la vanne anrstile progressivement
tout au long de la conduite, partant de la vanrme e réservoir suivant le
sens contraire de I'écoulement initial ; Cependiniression initiale «d
augmente immediatement a proximité de la vanne axecvaleur AP » et
de méme atteindra « AP » progressivement tout au long la conduite partan
de la vanne vers le réservoir suivant le sens amatde I'écoulement. Il en
résulte ainsi une onde de surpression qui se peopagt au long de la
conduite avec vitesse « + a » de signe positifprg@Eppelle célérité d’onde.
Une fois I'onde de surpression atteindra le poim x I'écoulement sera
completement stoppé, la vitesse godgale a zéro, la surpression regne avec
une valeur de «¢PAP », quand a la conduite « AB », elle sera totatgme
dilatée, alors que le liquide est totalement comg@r

Dans cette phase linterprétation sur le plan éftayge implique que
I'énergie cinétique initiale engendrée par le régid¥coulement permanent
se transforme en énergie potentiel sous forme @srme surpression d’'une
valeur de « P*AP » se propageant dans le milieu avec une céiédts.

Nous pouvons constater que le temps mis par I'pode parcourir le trongon
« AB » est égal a:

Ainsi que :
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-
U X
—>  +< >
A ' )
Fig.1.2. b
\_+ ¢AP
R
P=Fo+AP
U=0
X
A 5 (%)
< - >
Fig. 1. 3.
Phase 2:

Partons de I'état final de la phase une, condultéa et fluide comprimeé
sous l'effet de la surpression accumulée, nous @uencomparer I'état du
systéme a un ressort comprimé qui tente a se dfétate I'effet d’énergie
potentielle qui la conserve. Dans le fluide cellese transforme en énergie
cinétique qui se manifeste par un mouvement ddcpbes fluide vers des
zones de pressions plus basses que celle dansdaite alors un écoulement
de la conduite vers le réservoir se créa de vitedge» et de signe opposeé a
celle du régime permanent initial, de ce fait, baissement de pression

s’accompagne rendant I'état de surpression a somnéial de « » .
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Cependant la conduite se rétablie progressiventergpeend son diametre
initial.

A ce stade, I'onde a parcouru deux fois le trong@B », elle a donc mis un
temps :

21

t =
d

L’état du systeme jusque la est définit par :

{U=_U0
P=P0

Ij _____________ .¢_ . _A_P _______

R
a
—>
U
<+ X
+< >
[
A (D
_ L
Fig. |. 4.

v

A

v

A
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Phase 3:jusque la, le systeme a repris son état inisalyf que le sens
d’écoulement est 'opposé c'est-a-dire du poiBt»«vers « A ».

De plus, I'équilibre n’est pas encore atteint, leamouvement des particules
fluide, engendré par la remise a l'état initial systeme - cause de leur
élasticité-, ne cesse de reproduire malgré quatl@equilibre élastique du
systéme est atteint.

La seule contrainte restante responsable du mamemrst l'inertie des
particules fluides, celle-ci conserve une partiel’daergie cinétique recu
auparavant et la convertit en mouvement.

Alors I'écoulement vers I'amont continue avec untesse « |J» tout en
créant une dépression de «AP-», provoquant une traction sur le fluide,
lequel a son tour engendre une contraction desspaeos l'intérieur ou bien
une diminution du diamétre de la conduite.

L’écoulement continue, jusqu’a ce que les forcestrdetion, du systeme
seront supérieures a celles de l'inertie.

A ce moment I'écoulement s’arréte a un temps de:

3l
_a

t

Le systéme sera a :

o=,
P=P,— AP
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a
—>
U
X
+ < >
()
I \
Fig. |. 6.
b ap
P=Fe-AP
U=0
X
/
D
L
Fig. |. 7.

Phase 4:la dépression qui a été créé pendant la phasédegte regne sur

le systéme. Cela implique que pour atteindre I'éf@guilibre final il faut

compenser cette dépression par un apport du fleider cela I'élasticité du

systéme intervient encore en provoquant un écoulene « A » vers « B »

avec une vitesse «L.
La pression dans la conduite se rétablie progresswnt pour atteindre sa

valeur de « pP» jusqu’a ce que la conduite reprend son dianmeiial.

Donc le systeme reprend son état initial a :

4]
t=—
d
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Et aura comme caractéristiques :

R
a
U
<+— z X
i+ >
A ‘ ®
, I \
) Fig. 1.8 | i
___________________________________________________________ $ -ap
R
P=FO
: D
H \
L
Fig. I. 9.

41
A ce moment it = <

le systeme se trouve a I'état initial de vieess de

pression, c'est-a-dire en régime permanent inithgres ce temps, le

phénomeéne va se déclencher a nouveau commencala pa@amiére phase.

. , . L 41
Donc nous considérons que le phénomene est cydeperiodet = ~-

En faite, du point de vue théorique, si nous négtigs les effets de viscosité

et de frottement du fluide avec les parois, quiwonrole d’amortissement, le

phénomene se répétera a l'infini.
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3. Comportement_des_ondes _élastiqued.a création et la propagation des
ondes ne peuvent avoir lieu si le fluide ne posseme certaine
compressibilité dont il faut tenir compte, en viss, sont les phénomenes de
compressibilité qui permettent d’expliquer la prgag@on des ondes dites
aussi ondes élastiques, le mot lequel reflete tar@aélastique du milieu
matériel.

3.1. Propagation et réflexion :

Les coups de bélier se propagent rapidement, avewitesse d’environ « a
= 1000 M/S » dans les tuyauteries en fonte ouugaux en acier. lls ne
décroissent que lentement et restent donc longtelapgereux. Les durées
d’atténuation des ondes sont fonction de la longdes tuyaux.

Les ondes élastiques se propagent sans modificddios un milieu isotrope
infini, mais sont susceptibles de réflexion et ddraction quand elles
rencontrent une surface séparant deux milieux reifits. Deux cas sont a
envisager :

» Quand une onde plane se propageant dans un,fteiggontre normalement
une surface rigide, elle se réfléchit sans chadgesigne: ainsi une onde de
compression se réfléchit en une onde de compression

* Quand une onde plane se propageant dans un,fteiggontre normalement
une surface ou la pression reste constante (surfaeed’'un liquide), il y a
réflexion avec changement de signe: ainsi une aledeompression donne
naissance a une onde de dépression.

Les ondes élastiques longitudinales peuvent seagespdans le fluide
contenu dans une conduite. En faisant abstractiea perturbations
provoquées par le frottement sur les parois, on pdmettre que pour une
conduite cylindrique, la propagation s’effectue pdes ondes planes
perpendiculaires a l'axe de la conduite. Mais lér@@ des ondes est
difféerente de la valeur donnée précédemment. Eet,e$bus l'action des

variations de pression provoquées par une ond@aless de la conduite se
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déeforment. Ces déformations sont petites en générais il faut en tenir
compte dans le calcul de la vitesse des ondedle®*st de 'ordre de « 1000
M/S » dans les conduites d’acier elle peut deseeadjuelques centaines de
M/S pour les conduites en matiere plastique et @/E5pour des conduites en

caoutchouc.

3.2. Résonance :

Les vibrations de résonance représentent un casicybar. Elles

interviennent quand les fréquences d’excitatiom’dmporte quelle origine,

générées par exemple par I'entrainement des pompéss phénomenes de
perte de charge dans les robinetteries et les spum®@ncident avec la
fréquence propre de la tuyauterie. Les tronconsyhuterie liborement posés,
ancrés de maniere incorrecte, sont particulieremmenacés par les
vibrations de résonance transmises par le fluigesporté et la structure de
tuyaux. Sur les tuyaux enterrés, la résonance ne jen revanche
pratiquement aucun réle. Pour configurer les aregatp maniére correcte, il
convient de soumettre systématiqguement les ancragestuyaux des

installations de pompage a une estimation sommaietermes de
dynamique de structure en prenant la vitesse gerlgpe comme fréquence

d’excitation.
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Conclusion : le phénomene des ondes élastiques, réputé dahaniaine

d’hydraulique sous le nom du coup de bélier, in&tv quand I'énergie
cinétique, engendré par I'écoulement en régime aeemt, se transforme en
un travail de déformation, cause d'un changemensdue de la vitesse
d’écoulement, provoqué par la perturbation du régimitial. Il en résulte
ainsi, la formation des ondes de surpressions mtedsions, lesquelles ont

tendance a se déplacer ou se propager avec urssevigppelée célérité

d’onde et atteindre tous les points du systeme.

L'impacte du coup de bélier sur le systéme hydgadi est un sujet de
premiere importance, il est indispensable d’estitesrvariations violentes
des pressions et de projeter des dispositifs adipréserver le systeme de

tout genre de défaillance.
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Transtert de chaleur

Chapitre Il : transfert de chaleur dans les conduites en charge.

Introduction : il a fallu longtemps pour que lI'on puisse distiaglentre les

difféerents types d'échange de chaleur et les dass® rayonnement,

conduction, convection naturelle et convectionéderc

Du point de vue thermodynamique, un fluide est ullemmatériel homogene
dont I'état est défini par deux variables indépatemaqui peuvent étre choisies,
par exemple, parmi trois grandeurs physiques iwast: la température, le

volume massique et la pression.

» La température, c’est la manifestation mesurableladehaleur, elle
s'exprime en degrés et sa valeur dépend des échdilsées. Celles
préconisées par les normes internationales santellé Celsius (°C) et
I'échelle Kelvin (K), reliées par T (°K) =T (°C)273,15

> Le volume massique s'exprime en métres cubes logr&mme (M/Kg).
Et la masse volumique p<» s'exprime en kilogrammes par metre cube
(Kg/M3).

» La pression (p) s'exprime en pascal (Pa), mai$ afes unité tres petite,
gui ne s'utilise que dans les calculs en raisorsale appartenance au
systeme international (Sl). Dans la pratigue cadraion utilise des
multiples tels que :

- I'nectopascal (h Pa) pour les faibles différerdsepression.
- le bar (bar), qui vaut 2®a, pour les pressions industrielles courantes.

D’un point de vue fonctionnel, les effets thermiguaterviennent dans les
systéemes hydrauliques par le fluide circulant. Geptage thermo-hydraulique
se manifeste a deux niveaux. Le premier est lié aa témpérature

d’environnement avec laquelle les propriétés didéwarient largement, ce qui
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a son tour affecte la performance du systeme. Lgidme couplage est lié a la

chaleur engendrée par la perte de charge danssiénsy hydraulique et ses
transferts avec I'environnement.
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1. Modéles de comportement Lorsqu’on modifie la pression d'un fluide,

sa masse volumique en est affectée, dans une mphigeou moins
grande suivant la nature du fluide. Cette variagshtraduite par la loi de
comportement, c'est-a-dire en définitive par I'équad'état.
Les liquides sont tres peu sensibles aux variatamgression, et leur
comportement est en général bien décrit par le hod&€ompressible
«p = cte ».
Les gaz sont au contraire tres sensibles aux wargade pression. En
outre, leur comportement dépend de I'environneithemnimique.
La distinction « compressibleg incompressible » ne coincide pas
exactement avec la distinction « liquilgaz ». Certains phénomeénes en
milieu liquide ne s'expliquent pas avec le modampressible ; c'est le
cas de notre étude qui concerne la propagatiorodss « les coups de
bélier ». En fait, aucun fluide n'est rigoureusemecompressible, mais si
la variation relative de sa masse volumique esbldaion peut la
considérer proportionnelle a la surpression ; degnhodele faiblement
compressible

dp/p = dp /B
B est le module de compressibilité ; il est homog&nme pression. Pour
I'eau a la température ambiante, il vaut 20 00G.bAmsi, pour une
surpression de 100 bar, I'augmentation relativia aieasse volumique (ou
la diminution relative de volume) n'est que desx%, ».
En outre, leur comportement dépend de I'environnethermique. Deux
modeles extrémes sont envisageés :
1/ Le modele isotherme, dans lequel le contact ldidd avec son
environnement est supposé parfait ; alors le flogdte a une température
constante.
2/ Le modéle adiabatique, qui suppose au contrgue le fluide

n'échange aucune chaleur avec I'extérieur.
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2. Propriétés thermigues du fluide : Le fluide posséde quatre propriétés

fondamentales indépendantes, qui sont :

2.1.

« La masse volumique p».

» La viscosité dynamique j«>».

» La conductivité thermique ¢ ».

» La chaleur spécifique a pression constantg ».C

A partir de ces propriétés essentielles, on trdaseautres propriétés

comme .

>
>
>
>
>

>
>

Le module de compressibilitéfko.

La viscosité cinématiquewo.

La chaleur spécifique a volume constant,®C

Le coefficient de dilatation thermique (expansiariumnique)
« (Xp ».

Le nombre de Prandtl « P.

Le coefficient isentropique w».

L’enthalpie « h ».

La plupart des propriétés sont sensibles a la teatyr@ et la pression,

comme il est expliqué ci-apreés.

Masse volumique:

Tout d’abord, la masse volumique est un facteuromi@mt pour les

calculs et I'évaluation des paramétres d’'un systbgwraulique. Elle

est exigée également dans les analyses de I'écentleromportant le

nombre de Reynolds, le module de compressibilgéiransfert de

matiére et de chaleur comme dans [|'équation de ertwvason

d’énergie.

Définition : Considérons un milieu continu fluide a l'intériediun

volume « V », et soit « dV » un volume élémentdiééini autour d’'un
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point « M » du volume « V ». Désignons par « dm mlasse de fluide
contenue dans le volume « dV ».
Le rapport ;p = dm / dV représente la masse volumique moyenne du
fluide contenu dans le volume « dV ».
On définit la masse volumique au poi » par :
~dm

P= i &
Donc la masse volumiquepw> est par définition la masse de 'unité de
volume de la substance considérée (Ky/M
Elle diminue énormément avec la température alafsllg augmente
modérément avec la pression.
Pour représenter cette évolution, on utilise I'égumad’état qui lie la
masse volumique a la pression et a la températomme cette
evolution ne peut pas étre établie mathématiquerdemtartir de
considérations physiques et chimiques, on se sdituellement du

modele (11.1.0) obtenu par développement en sége Tdylor

ap ap

0= py + ( ap)t (P—P,) + <ﬁ>p (T—T,) (I1.1.0)

Avec:

p (Kg/M®: masse volumique & température « T » et & pressib »
donnés.

po (Kg/M?): masse volumique aux conditions de référence ordisiae
température et de pressions g»let « B», par exemple : T = 20°C,
P =1ATM etpo= 998,21 Kg/M3,

Pour faciliter les calculs analytiques locaux (autd'un point de
fonctionnement), il est commode de rendre I'éguatiétat du fluide

linéaire, qui devient :

1
p=po|1 +5(P—R) ~ ap(T = To)| (IL.1.1)
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B=po (Z—DT (1. 1.2)
ap = _%@_?)P (1. 1.3)

La combinaison des équations (11.1.0) et (Il.1.4it fessortir deux
nouveaux parametres physiques de valeurs posgiviesont :
B : module de compressibilité (Bulk Modulus) (Pa).

o, : coefficient d’expansion volumique a pression ¢ante (1/°K).

L'équation d'état (I1.1.1) traduit 'augmentatioa kh masse volumique
avec la pression et sa diminution avec la tempérafMoir Fig. II. 1.)
D’autres propriétés peuvent étre extraites de Iasmavolumique
comme:
Le poids volumique @ » en(N/M?3):

® = pg
g : accélération de la pesanteur, (Ri/S
Le volume massique ou spécifiques¥ en (M/Kg) :

Page 25



Transtert de chaleur
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Fig. Il. 1. Variation de la masse volumique en forton de la

température.

2.2. Module de compressibilité Par définition, le module de

compressibilité ¢ » est l'inverse de la compressibilité « B », qui
représente la diminution relative du volume dudéuia cause d'un

accroissement de pression ; suivant la formuleos:

By = —l(a—v) (I1.1.4)
V\oP/t
Avec:
B+ : compressibilité isotherme (1/Pa).

V: Volume total du fluide & température « T » gbrassion « P », en
(M?).
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Le module de compressibilité est un terme emplayér pnontrer la

capacité d'un fluide a résister a la réeduction aleme provoquée par
la pression appliquée. C’est un parametre impodans la conception
des systemes hydrauliques.

En conclusion, le module de compressibilité estveont la plus

importante propriété du fluide pour déterminer larfprmance

dynamique des systemes hydrauliques.

Il peut aussi étre décrit sous la forme suivanteeemarquant que:

dp _0v 1 (OP) B <6P) (1.1.5)
p v BT_BT_ BTT_papT o
Avec :

Br: module de compressibilité isotherme (Pa).

Le module de compressibilité isotherme est utilergdes processus
qui se produisent lentement en assurant un échtmagmique qui
manifeste a une tempeérature constante. Par catdres le cas des
processus rapides, le module de compressibiligatique $a » est
utilisé a la place de g ». C’est le cas des pompes et les moteurs ou
les processus sont relativement rapides, ce qssuata pas le temps
pour I'échange thermique entre le fluide et I'eoritement.

Pour les liquides, la valeur de ce modufga« reste au voisinage de
celle de 3t », contrairement au cas des gaz.

La relation qui lie les deux modules de comprebsalest :

Cp
Ba=7=Br= vBr (IL. 1.6)

TG
Avec:
Ba module de compressibilité adiabatique (Pa).
C,: chaleur spécifique a pression constante (J/Kg/°C)
C, : chaleur spécifique a volume constant (J/Kg/°C).

v : coefficient isentropique pour gaz parfait (-).
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RemarquesSi la nature du processus n’est pas préciséepnsidere

généralement qu’il s'agit du module de compresgghiisotherme.

D’autre part, la grandeur de la variation de passndique la facon
avec la quelle le module de compressibilité petg éalculé. Si la
variation de pression est importante comme dangdespes et les
moteurs, le module de compressibilité est le modétant (11.1.8). Par
contre, si la variation se produit autour d'unespien constante de

faible valeur le module est le module tangent (Tl).1

oP

BT = -V W (II 17)
P - PO

Bs = —V VoV, (11.1.8)

Avec :
B¢ : module de compressibilité tangente (Pa).
Bs: module de compressibilité sécante (Pa).

Les modules les plus utilisés généralement soapitdés ci-dessous :

Variation
: Module de L
Fonctionnement de S Application
: compressibilité
pression
Dvnamiaue Petite Adiabatique Actionneurs et Servo-
y g tangent systéemes
: Adiabatique :
Dynamique Grande tangent Pompes hydrauliques
Utilisation limitée par
Statique Petite | Isotherme tanger  systeme d’aération des
véhicules
: Grande Isotherm Ut|I|:\3at|0n’I|rT1|te_e par
Statique Grande . systeme d’aération des
sécant L
véhicules

Tableau II.1. Les modules de compressibilités utgés pour différentes

applications
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Note : La notion petite est pour la variation degsion est inférieure a 10% de

pression de systéme.

La notion grande est pour la variation est supégielB0% de la pression du

systeme.

A noter que le module de compressibilité est gositiqu'il diminue
enormément en présence du gaz libre dans le ligligéfet de la
respiration de I'enveloppe mécanique du composamns$ $effet de la
pression peut également étre introduit pour défumr module de
compressibilité effectif §», qui prend la forme :
HEEPESLEY w19
B. B. B \T B,
Avec :
Be: module de compressibilité effectif pour le systeiiRa).
Bc: module de compressibilité pour la matiére de cormpoda).
B : module de compressibilité pour le fluide (Pa).
By: module de compressibilité équivalent du gaz cantans le fluide
(Pa).
V,4: volume de gaz (i
V,: volume total de fluide et de gaz=2V +V, (m’).
V,: volume du fluide ().
Selon l'équation (1.9), les effets capacitifs aggsen série. Par
exemple, le module de compressibilité théoriquendiguide a (P =
210 bar, T =40 °C) e$t = 17000 bar. La présence de 1% de volume
d’air libre réduit cette valeur a 8000 bar si I'&wvolue de facon
adiabatique. Pour des flexibles des systemes hyginas, I'effet de la
déformation des enveloppes dgidait descendre le module effectif a

environ 3000 bar.
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En ce qui concerng,, il peut étre calculé de I'équation de I'état dz ¢
pour un gaz parfait et pour un processus isentuepi@diabatique et
réversible), qui est de la forme :

PV = cte (1. 2.0)
Pour déterminer le terme de variation de volume d@eariation de la
pression, on dérive I'équation (11.2.13) par rapgpan temps, ce qui
donne:

v vdp (1L.2.1)
dT ~ yPdT o

Le signe négatif signifie que 'augmentation despren cause une
diminution de volume et vice versa. En comparadudation (11.2.1)

avec celle du fluide

dv vV dp

la compressibilité du gaz est alors exprimée péoriaule suivante :
B, = YP (I11.2.3)

Dilatation thermique :

C'est la variation relative du volume de la substalorsqu’elle est
soumise a un accroissement de température. Confmnié a

I’équation (2.4), elle est évaluée a pression @onst

B 1<6p) _1(60) 124
“= pan_Dan ()

Cette propriété a un intérét particulier, par exiemngans la conception
des systemes hydrauliques fermés qui doivent fomaér sur une vaste
plage de température. La température et la pressmindes effets

relativement modérés sur le coefficienixe.
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La dilatation thermique de I'eau est un phénomeérnéressant parce
guil présente une anomalie entre 0°C et 4°C. Ertes deux

températures, le volume diminue au fur et a mequesla température

augmente.
Fluide o (1 /°K)
Eau 2 .10°
Alcool éthylique 11 .10°
Mercure 1,8 .10°

Tableau 1l.2. Coefficients de dilatation volumique(20°C)

L'étude de la dilatation de I'eau en fonction deelmpérature montre
gue l'eau se dilate de fagcon anormale : son volpa®se par un

minimum au voisinage de 4°C ou elle présente urimmax de densité.

T (°C) 0 2 4 6
VIM 1000.19 1000.06 1000.00 1000.06
(cm® kg™

Tableau 1l.3. Variation du volume massique de I'eau en fonctiode

la température au voisinage de 4°C
Le minimum : 1000,00007 kg/Clpour T = 3,96 °C (VoiFig. Il. 2.)

La structure précise de l'eau a I'état liquide erdsgpothétique. De
nombreuses représentations ont été proposéergiant compte plus
ou moins bien des différentes propriétés physigeeleau, notamment
de la masse volumique et de la viscosité et desleariations en
fonction de la température et de la pression. ue pimple et peut étre
le plus efficace de ces modéles admet que les meka'eau sont
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rassemblées par amas ou grappes (clusters) Otannileeu des
molécules d'eau isolées. Ces grappes rassemblantigsa liaisons
hydrogenes un nombre variable de molécules d'eaaieati une
structure mouvante, se brisant et se reformant epegflement.
L'existence de liaison hydrogéene expligue notamnoget le point de
fusion de I'eau et son point d'ébullition soienalmup plus élevées
gue ceux de composés identiquesSH+,Se, HTe)...La superposition
de l'effet de tassement di a la rupture des ligisgmrogenes et de
I'effet de dilatation thermique expliquerait I'deisce du maximum de
masse volumique de l'eau a 4°C. Extrait de « L'@ams tous ses

états ». Gérard Copin-Montégut.

1050

1045

1040 ‘/,
1035

1030 ///,

1025

1020 '///,

1015

/|

1005

1000 ——"””””'

995 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120

volume massique "Vms" (m*®/Kg)

température "T" (°C)

Fig. Il. 2. Variation du volume massique en fonctia de la

température.
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2.4. Viscosité :
La viscosité, elle aussi, est une propriété impetalu fluide, car elle
manifeste sa résistance a I'écoulement du fluidle. d®nditionne la
plage de température de fonctionnement des systéywswuliques.
D’une part, la bonne lubrification des composanttaeaéduction des
fuites internes et externes exigent une viscosiécé. D’autre part, la
réduction des pertes dans les lignes hydrauliqguést#ention d’'une
réponse rapide requierent un fluide de basse \iécos
Les efforts de cisaillement dans le fluide changesdc le gradient de
vitesse a travers une section cisailléee donnée.r Pes fluides
Newtoniens l'effort de cisaillement entre les casldu fluide est
proportionnel au gradient de vitesse a travergtdian cisaillée. Cette
propriété des fluides Newtoniens simplifie grandetra relation de
viscosité. Elle est bien vérifiée pour les fluidiesnotre étude.
L'équation de cisaillement pour les fluides newsosiest :

du
T=po (I1.2.5)

Avec:
1 : Contrainte de cisaillement (Pa).

w: Viscosité dynamique ou viscosité absolue (Pa s).

du . . - .. oy,
E: Gradient de vitesse « dU » a travers la sectizaillée dans

I'épaisseur « dS » (1/s).

Le rapport de la viscosité dynamique a la massamvigjue du fluide
apparait fréquemment dans les développements mpueagt et il est
directement mesure par les viscosimetres. Ce rappbdéfini comme

la viscosité cinématiquedu fluide:

v==_ (I1. 2.6)

p
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Avec:
v : viscosité cinématique (¥B).La viscosité est sensible & la pression
et la température.
La viscosité diminue de maniere significative al@egmentation de la
température. Cette variation peut étre représeraeta relation usuelle
suivante (voirFig. Il. 3.):

oy = pe KI=To) (1L.2.7)
Avec:
u. © viscosité dynamique a température « T », (Pa s).
Lo. Viscosité dynamique a température de référenige», (Pa s).
ki: coefficient de température-viscosité qui dépemdulde (1/°C).
Par contre, la viscosité augmente assez |égereamentla pression qui
peut étre présentée par I'équation de Barus:

My = p, e KE=Po) (11.2.8)
Avec:
up : viscosité dynamique a la pression absolue «(Pas).
Lo . Viscosité dynamique a la pression de référenBg>xqui est la
pression atmosphérique, (Pa s).
k: coefficient de pression-viscosité qui varie auactempérature,
(1/Pa). Comme cet effet est secondaire, il eshrané pris en compte
dans les études.
D’autre part, le terme de la viscosité représeatatuellement la perte
d’énergie mécanique due a la déformation du voluauesée par le
cisaillement. Par contre, méme si le volume vadasschanger de
forme (pas de cisaillement), une viscosité secoadgiparait.
Cette viscosité est engendrée par la dilatatiorellet représente la
dissipation d’énergie lors de la variation de vodunklle a un effet
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important dans la transmission d’ondes de prestogrande fréquence

dans les conduites en charge.

Il faut remarquer que la viscosité du fluide diménwes rapidement au

debut de service. Cest la conséquence de la mipdes chaines

moléculaires longues des additifs de viscosité spmt destinés a

réduire linfluence de la température. Cette pede viscosité

permanente qui peut atteindre 30%, est rarementionee et tres mal

documentée. Elle n’est pas prise en compte dans travail.

2,E-06

2,E-06

2,E-06

1,E-06

1,E-06

1,E-06

8,E-07

viscosité cinématique "v" (M?/S)

6,E-07

4,E-07

2,E-07

0,E+00

e

20

40 60 80 100 120

température "T" (°C)

Fig. Il. 3. Variation de la viscosité cinématique i fonction de la

température
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2.5. Conductivité thermique :

La conductivité thermiqug, (W/M °C) est une propriété qui quantifie
le flux de chaleur traversant le fluide. La condkit# thermique de la
plupart des liquides diminue lorsque la températurgmente et varie

tres légerement avec le changement de la pregsiom.Fig. IlI. 4.)

0,7

0,68
0,66

it
ol

0,56

conductivité thérmique "A" (J/M25.°K)

0,54

0,52

0,5 T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120

température "T" (°C)

Fig. Il. 4. Variation de la conductivité thermique en fonction de la

température.

2.6. Chaleur spécifique :

La chaleur spécifiqgue d'un liquide est la quantt® la chaleur
nécessaire pour augmenter la température de 1°umokitogramme de

fluide. Elle est exprimée en (J/Kg. °C).
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Généralement, dans les systémes hydrauliques lauchest produite
par la perte de charge dans les orifices de dopagéa compression du
liquide, par le frottement dans les lignes de tmassion et par les
fuites. L'analyse thermique de ces systéemes eXige de connaitre la
chaleur spécifique du liquide pour bien calculetrémsfert de chaleur
conditionnant le taux de réchauffement ou de réfssement du fluide.
(Voir Fig. 1. 4.)

La chaleur spécifigue est donnée sous deux formés chaleur
spécifique mesurée a pression constantg €t la chaleur spécifique
mesurée a volume constant ¢ Pour un liquide, les deux valeurs

sont trés voisines, contrairement aux gaz.
C, = (ah) Cy = <6u> 11.2.9
P \aT/, V7 \at/, (11-2.9)

u : énergie interne spécifique (J/KQ).

Avec :

h : enthalpie spécifique (J/Kg).
Le rapport entre les deux chaleurs spécifiquesnesspensable pour
déduire un module de compressibilité de l'autr@.9). Ce rapport de
chaleurs spécifiques diminue généralement avegriiantation de la
température, il est peu affecté par les pressians th gamme de :

(0 M Paa69 M Pa).

De plus, dautres propriétés peuvent étre défingespartir des
parametres présentés ci-dessus, comme les prapriBBrmiques
suivantes:

— he
- p Cp

ap (11.3.0)

Avec :
or . diffusivité thermique du fluide (V8).
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Nombre de Prandtl « Pr», il caractérise la diffasge quantité de
mouvement du fluide représentée par la viscositénsatique « » par
rapport a la diffusion de la chaleur dans le fluidg » :

uCp v
Pr = =— I1.3.1
= T ( )

Avec : Pr nombre de Prandtl (-).

4225

4215\

o /
A /
o |\ /
4195 \ ‘/
oo | /

4185 \ ,/
4180 \\ /

N—L|—

Chaleur spécifique C (J/kg.°C)

4175
0 20 40 60 80 100 120

Température T(°c)

Fig. Il. 5. Variation de la chaleur spécifique « G » en fonction de la

température.
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Propriétés physiques de I'eau :

0 p Co Ac pn.10* | v.10 Pr
°C kg. m?® J.kg-1. °C* wW.m™, °C? Pa. s m*s’

0 1002 4218 0.552 17.90 | 1.31 | 13.06
20 1001 4182 0.597 10.10 4 143 | 7.02
40 995 4178 0.628 6.55 151  4.34
60 985 4184 0.651 471 | 155 3.02
80 974 4196 0.668 355 | 164 222
100 | 960 4216 0.680 282 | 168  1.74
120 | 945 4250 0.685 233 | 1.71 | 1.45
140 @ 928 4283 0.684 1.99 | 172 | 1.24
160 = 910 4342 0.680 1.73 | 1.73 | 1.10
180 = 889 4417 0.675 1.54 | 1.72 | 1.00
200 | 867 4505 0.665 1.39 | 1.71 | 0.94
220 | 842 4610 0.652 1.26 | 1.68 | 0.89
240 | 816 4756 0.635 1.17 | 1.64 | 0.88
260 | 786 4949 0.611 1.08 | 158 | 0.87
280 | 753 5208 0.580 1.02 | 148 | 0.91
300 714 5728 0.540 09 | 132 1.02

Tableau. Il. 4. Evolution des propriétés physiquesle I'eau en fonction

de la température.
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3. Transfert de chaleur :

Le transfert d’'une quantité de chaleubg«» pendant un intervalle de
temps «&t » correspond a un flux de chaleu « 8q/ dt ». Un flux de

chaleur équivaut a une puissance échangée parsténsy a travers sa
frontiére sous forme de chaleur. Les flux de chalef » se mesurent en
Watts. Comme le flux de chaleur n’est pas nécemsaint uniforme sur

toute la surface d’échange « S », on introduitdfom de densité de flux
locale «J (W. M) ». Le flux «@ » est alors I'intégrale de la densité de

flux sur la surface d'échange « S »p « ffd_s) » ol «dS » représente

un élément de surface orienté de telle sorte quélule est sortant

Si « T dS >0 » entrant «fsd_S) <0 ».

D’un point de vue plus physique, le transfert deletr trouve son origine
dans les écarts de température. Ainsi, un trang¥nergie sous forme de
chaleur sera obtenu chaque fois qu’'un gradienexpérature existera au
sein d’'un systéme ou lorsque deux systemes, a tatopes différentes,
seront mis en contact par l'intermédiaire d'unefae d’échange « S ».
Le processus de transmission de la chaleur n’estgga par une relation
unique mais résulte d’'une combinaison de mécanispi®gsiques
indépendants. Ces trois modes s’effectuent la pluga temps en
paralléle.

La conduction thermique existe dans tous les milieantinus et se
manifeste par I'élévation de la température de pgaan proche qui, pour
les solides, correspond a un accroissement derdjinde vibration du
réseau cristallin, tandis que pour les fluidesn@ wransmission d’énergie
cinétique opérée par les chocs entre les particolest J. Fourier (1822),

gue I'on doit la théorie analytique de la conductote la chaleur qui a
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3.1.

amené, en dehors des application physiques, ardgeep en analytique
mathématique.

Dans les fluides I'existence d’'un champ de tempgeanon-uniforme
modifie localement la masse volumique de ces fhigleentraine dans un
champ de forces de volume (pesanteur, force cegé)f des mouvements
dites convection naturelle, ces mouvements ont é&t@ié pour la
premiere fois par H.J.E Bénard (1901) entre ddagyes horizontales a

températures différentes.

Transfert de La chaleur par convection :

La convection thermique est le mode de transmisgunimplique le
déplacement d’'un fluide, liquide ou gazeux. Dans flude, il est
pratiquement impossible d'assister la conductiomepcar le moindre
gradient de température entraine des courants meecton, c'est-a-dire,
transport de masse, on distingue deux types deection, la convection
libre ou naturelle et convection forcée.

Auquel il existe un gradient de température. Clestas d’'une piece ou
I'air chaud produit au niveau du sol va monter &ignd tandis que l'air
froid va descendre. Le mouvement est dU au fait’quechaud est moins
dense que l'aire froid et monte alors sous I'efii@fprincipe d’Archimede.
La convection forcée se produit quand le mouveneshtprovoqué par
une intervention extérieure telle qu'un disposiié pompage ou de
ventilation.

Quel que soit le mode de convection, le transfert'@ergie thermique
entre la surface d’'un corps solide a une températuf » et le fluide
environnant se fait par conduction thermique puwsgénéralement la
vitesse du fluide est nulle dans la couche limitecentacte avec le corps
solide. La continuité de la densité du flux d’énerg la surface permet

donc d’écrire :
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aT 0T

S'& solide - f'& fluide
x=0 x=0

Ou «ig» et « » sont respectivement les conductivités thermiglies

(Plsuface (W m—Z) = —A (H. 3.2)

solide et du fluide.

Le probleme est de déterminer le gradient de teatyper a la surface qui
dépend du phénomeéne de la conduction. La densifeuxia la surface
dépond du couplage entre un phénoméne de condéactndansverse
suivant (OX) et d'un phénomene de convection. Hgi&’ donc d'un
probleme tres compliqué ou la thermique et la miécendes fluides sont
couplées. D’'un point de vue pratique, les problédesonvection sont
traités par des formules semi-empiriques.

Abordons le probleme par le coté pratique. Pous,celipposons un
volume d’air immense a la température @ T(réservoir de température).
Plagcons dans ce volume une résistance électriqoe. de I'élément
chauffant, une sonde de température indique laéestyre « T». Au fur
et & mesure que la sonde est approchée de la esutfad élément
chauffant, la température augmente. Intuitivememtdoit obtenir un
profil de température analogue a celui de la figguwante ou « J» est

la température de la surface de I'élément chauf{sfair Fig. 11. 6.)

A
T, T. Température de la sonde
O_
Ts
O—»x N\
O Ta ______ '
0 ' >X
Elément chauffant 3
Surface de
I'élément chauffant

Fig. II. 6.
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La température chute donc dans une couche trde faiés de la surface.
On introduit alors le concept de couche limite rot& » telle que la

densité du flux d’énergie ¢ » a la surface s’écrit:

Wom=2) = 1 oT dT
(Plsuface ( -m ) - S'& solide f'& fluide
x=0 x=0
T, —T
T il (IL3.3)

&

On peut alors définir le flux de chaleur échangecpavection.
o(W) = hcS (Ts- T,) (1. 3.4)
Avec :

h(W.m 2.k™1) = % (11.3.5)

Cette équation est appelée équation de newton lo& #eprésente le
coefficient convectif. Ce coefficient ne dépond pagyénéral de la nature
de la paroi mais uniqguement des propriétés du dlu{@iscosité,

coefficient de dilatation thermique, densité) et ¢tk nature de

I'écoulement (laminaire ou turbulent). On retiendyae le coefficient

d’échange convectif « h » décrit globalement lenpinéene de convection
et qu’il permet de définir une conductance therraida convection :

Gth convection = .S (I11.3.6)
Telle que :

¢ = Gp convection - (Ts - Ta) (11.3.7)

L’épaisseur de la couche limite£e dépond du régime d’écoulement au
voisinage de la paroi. Dans le cas d’'un écoulernt@ninaire, les filets
liquides contigus glissent les uns sur les autaes se mélanger dans la
direction normale aux filets. Autrement dit, il ng pas de brassage de
fluide.
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Quand la vitesse d’écoulement augmente on aurdransition vers un
régime d’écoulement turbulent dont les filets ldgps sont animés par des
mouvements tourbillonnaire a caractere aléatoire. houvement du
fluide sera dans ce cas dans trois dimensions @vdrassage important
qui favorise les échanges thermique. L'épaisseua deuche limite € »
diminue avec laugmentation de la vitesse et labulence de

I’écoulement.

Les ordres des grandeurs des coefficients desfeéresigonvectifs « h »

pour différents fluides sont donnés dans le tabsegwant :

Type de transfert fluide h (W. m%k™
air 5a50
Convection libre
eau 100 a 1000
air 10 a 500
_ eau 100 a 15000
Convection forcée :
huile 50 a 1500
Métaux liquides 5000 a 250000
Tableau. 11. 4.

La convection est un processus physique de trasemide la chaleur qui
s’appuie sur un milieu matériel avec mouvement déare. On ne peut
donc avoir de convection que dans les liquidessegaz. Le flux de
chaleur transmis par convection, entre une pat@igérature « T1 » et
un fluide a température « T2 » (température mesioig de la paroi),
peut s’écrire sous la forme :

® = h.S(T1 — T2) (11.3.8)
(Loi de Newton) ou « ¢» est le coefficient d’échange par convection

(unité W m?K™). On définira de la méme facon que précédemment la
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résistance thermique de surface par :

1
Rth = m (H 39)

Cette relation ne constitue pas une loi, mais pluide description
phénoménologique du processus de transmission rEdoge avec la
conduction. Quel que soit le régime d’écoulemerdompris turbulent, il
existe au voisinage immediat de la paroi une zédeodlement laminaire
appelée couche limite (vokig. Il. 7.). Ce film est adjacent a la surface

avec condition d’arrét de I'’écoulement le long @earoi (vitesse nulle).

Zone de < 4_)
turbulence

e T T T
Couche limite +— <+— «— «— || 2
laminaire +— «— «——
. T
Paroi <«
Fig. Il. 7

Ce film constitue la principale résistance thermigu transfert de chaleur
entre la paroi et le fluide en mouvement. C’estrqoai on parle souvent
de coefficient de film pour désigner le coefficiglat transfert convectif a la
paroi. Lorsque la turbulence de I'écoulement augmdiepaisseur du film
laminaire diminue, sa résistance thermique dédreitlux de chaleur, pour
un écart de température donné, est donc d’autast iphportant que le

régime d’écoulement est turbulent.

Dans la pratique, on détermine la valeur de x h partir d’expériences.

Les résultats de ces expériences sont traduitseane$ de lois de
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corrélations faisant intervenir des grandeurs adgwmanelles. On

distingue deux types de convection.

3.1.1La convection forcée:Le mouvement du fluide est imposé par des actions

mécaniques extérieures (pompes, ventilateurs,.)etb’écoulement est
alors laminaire ou turbulent suivant la valeur dombre de Reynolds

« Re = p:l/_x » 0U « X» est une échelle de longueur caradtgrestde

I'écoulement (par exemple diametre, dans le cas dooulement de

conduite), «v» est une vitesse caractéristiquel'@eoulement (par
exemple, la vitesse moyenne/:=p2S (M/S) dans le cas d’'un écoulement

de conduite, «n » représentant le débit massique et « S » laosedit
passage), ¢ » la viscosité dynamique (en Poiseuille (Pl) enebkp » la

masse volumique. Les coefficients d’échange x Bont exprimées par
I'intermédiaire du nombre de Nusselt ¢ N défini par «N, = % »

(« k» la conductivité thermique du fluide, « x shélle de longueur
caractéristique). Le nombre de Nusselt caract@€gffecacité du transport
thermique convectif par rapport a ce que seraitsdel transport de

conduction dans le gaz. L'expérience montre queu«=N (B, R » ou

« Pr = %» est le nombre de Prandtl qui résume les pr@sigiermo-
physiques du fluide. Ainsi, on posera la plupart @mps «N, =
AR, mP."Nu™ » ou «A» est une constante dépendant de la &éem

considérée et de la valeur du nombre de Reynolds.

3.1.2.La Convection libre ou naturelle : Ce type de convection résulte des

variations de masse volumique du fluide résultasté&hanges de chaleur
eux-mémes (poussée d’Archiméde sur les élémerftside chaud). Il en
résulte une convection laminaire ou turbulenteyastila valeur du nombre
de Grashof « Gr » :
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23
gap”x® AT
Gr =>———— (11. 4.0)
1)
Ou de Rayleigh R
R, = PG, (I1.4.1)

« X » est I'échelle caractéristique de longueur,

« AT » est I'écart caractéristique de température,
« g » est l'accélération de la pesanteur,

«u » est la viscosité dynamique,

_1dp I.4.2
= (11.4.2)

« o » est le coefficient de dilatation.

En fonction de la valeur du nombre de Rayleiglrdasfert de chaleur a

les caractéristiques suivantes :

«Ra < 18 : convection négligeable ; le transfert a lielteesigllement par
conduction.

«10° < Ra < 18: le transfert a lieu en régime de convectiorelitaminaire
(rouleaux convectifs stables dans le temps).

*Ra > 10 : le transfert a lieu en régime de convectioreliturbulente.

L’expérience montre que :
Nu = AR, = A(P.G)" (11.4.3)
Ou « A » est une constante dépendante de la geeménsidérée et de la

valeur du nombre de Rayleigh.

3.1.3.Valeur du coefficient d’échange « h» : Il est difficile de donner des

valeurs de « h », les valeurs pouvant varier énoremé en fonction de la

géométrie, du fluide et du type de convection. @ntgependant retenir
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gue pour l'air, aux alentours de la températureiamb et en convection

naturelle, « h » est donné par :
0
h = (5)1-4 (I1. 4.4)

OU: 0= Teorps — Tambiante €N Kelvin et « D » est le diametre d'une
barre (en metre).

Ceci donne des valeurs d’environ 5 « \W1* ». Pour I'eau, toujours aux

alentours de la température ambiante, le coefticieh » est environ 10

fois plus élevé.

3.2. Transfert thermique en écoulement établi dans uneomduite en

charge :
On considere ici difféerents cas de transfert thgumien écoulement établi

en conduite cylindrique circulaire. Le profil ddesse est connu: c'est le
profil de Poiseuille.
En négligeant la conduction de chaleur dans latime axiale :
dT? 10/ 9T
ox ?E(r§>

L’équation de I'énergie se réduit a:

oT?> 10 T duy?

Et d’apres le profil des vitesses :

(I1.4.5)

Le transfert thermique est dit établie lorsque tefipde différence de
température « T-I», avec : T la température de la paroi, ne dépend pas

de « X » et elle n’est fonction que de « r » :
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o1 _ or_om

v % Ox (11.4.8)

. (9T _
P Tp, Avec: ( P cte) P
A ) )
R e'T
............. Lo Un o, i, Ty K, C
D
v ( (
>
Fig. Il. 8. Transfert thermique établi avec écoulement de Pagsiille dans

une conduite en charge a section circulaire
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3.2.1.Transfert thermigue établi avec température de paro constante :

On considere tout d’abord le cas du transfert tiogren établi avec
température paroi constante :

oT dTp 0°T

&:E:Cte = W=0 (11.4.9)
Il n’y a pas donc de conduction de la chaleur damirection axiale (i,
e. pas besoin de la négliger elle s’annule exacat8méequation
d’énergie se simplifie alors d’avantage :

0= 12441 | duy’ IL5.0
N ?a(rdr) u(dr) (I1.5.0)

La dissipation visqueuse contrebalance exactenaenbmhduction, ce
qui conduit a :
1d/{ d Uy, /T2
k=——|r—(T-T, =—-l6p—|(= I.5.1
rdr <rdr( P)> ou R? (R) (IL.5.1)

Par intégration on obtient :

0 nu,? /13

(T = Tp) = —4 == (ﬁ) (11.5.2)
Et donc, finalement, le profil de différence de p&mature :

uu, 2 )
— m — —
T—Tp=—2 <1 (R)> (I1.5.3)
La difféerence de température maximale est obteawatre de la
conduite :
2
pu
T.—Tp = kg (I1.5.4)

Par exemple, pour de I'eau & 209&1.00 10° (N S /M) et k=0.603
W/ (m .k)) circulant avec une vitesse dg=0i (M/S), on obtient
« Te-T, =0.0017 °C », ce qui est faible. Comme nous leovsr plus
loin. la dissipation visqueuse est en fait souvedgligée dans les

phénomeénes de transfert de chaleur.
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La chaleur produite au sein de I'écoulement pardissipation
visqueuse est dégagée vers l'extérieur par corafuc la paroi.
Comme le profil de température ne dépond pas de,dextransfert de
chaleur ne dépond non plus de «x» : il s’aginbiun transfert
thermique établi. On a pour le transfert de chadelarparoi :

dT (T.—T,)
arler - TR
Le coefficient adimensionnel de transfert de chadstile nombre de

Quw = —k (11.5.5)

Nusselt défini par :
Qw
Ny=———
Y k(T - T,)
D
On a donc déterminé ici que le nombre de Nusselttransfert

(I1.5.6)

thermique établi pour un écoulement de Poiseuille cenduite

circulaire est N\=8.

En fait la température maximale n’est pas la grandee 'on utilise

pour définir un coefficient de transfert global. @ilise plutét la

température moyenne représentative du flux énepggtihermique au

sein de la conduite. A chaque tube de courant #ose& dA »

correspond un flux énergétique local égal a «cpTu dA»
(énergie thermique X débit massique)

La température de référence (Cup Mixing Tempeegdtest définie

par :
[cTpudA
Ty =———F— I1.5.7
Et donc, en incompressible :
T udA TudA
= J = J (11.5.8)

T =
™ [ udA upA
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Le flux énergétiqgue thermique global de la cond@st donc, par
définition de « |, » égal a « ¢ Jp u, A ». De maniere équivalente, on
a par soustraction «,bque :

Pour le profil de difféerence de température ci-des®n obtient, par

intégration (avec dA=r@dr et en utilisany=r/R) :

Tm — Tp = — uumzzu Zﬁszl(l— (1 -nH)nd
p U mRZ K m . n n-)nan
5 puyy, 2
=— 5.9
e % (5.9)
On peut donc aussi écrire, le profil de differedegempérature.
T—TP 5 ry\%
=—=|1—|= [1.6.0
monoel-®)  @eo

Le transfert de chaleur a la paroi est alors :
P-umz _ ﬁ (Tm B TP)

dp =4 = = (I11.6.1)
De sorte que le nombre de Nusselt défini en utitisa
48
do — =96 (1.6.2)

N = =
Y k(Ty-T,)/D 5
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Conclusion :

L’influence de la température sur les propriétédlagide et notamment sur I'eau
a une grande importance dans I'étude des systéynaeauhiqgues. Comme nous
I'avons montré au cours de ce chapitre, la majatéé parametres du fluide :
masse volumique, viscosité, conductivité thermiqubaleur spécifique ;

evoluent modérément en fonction de I'énergie theuai

Lors d'un transfert de chaleur d'une paroi a terapée « |, » vers un fluide
environnant dont la température moyenne est >x(flans notre cas; €st plus
basse que ), 'expérience indique que I'on peut écrire uniede transfert sous

la forme :
® = h.S(T1 — T2)

Ou «S» est l'air déchange et «h (Vkin» est appelé coefficient de
convection. Il apparait que, souvent, « h » esépeddant ou ne dépend que
faiblement de la température. La loi ci-dessusg thi de Newton, est donc

approximativement linéaire.

La loi de Newton est plus formelle en physique, leacoefficient « h » ne peut
étre déterminé une fois pour toutes. Il contienté@alité toutes les informations
relatives a I'écoulement : profil de vitesse a Brgp et aux propriétés du

fluide (viscosité, conductibilité thermique, masséumique, chaleur massique).
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Modélisation mathématique

Chapitre 1ll:  modélisation mathématique des écoulements transiteis dans

les conduites en charge avec transfert de chaleur.

Introduction:

Toute étude du coup de bélier dans les conduitegds, doit nécessairement
s'inspirer des travaux de Lorenzo Allievi qui, leemier, a su interpréter avec
une rigueur mathématique le phénomene physiqueudlo de bélier. La théorie

gue nous développerons par la suite n'est qu'uleas®n des équations posées

par l'ingénieur italien.

Le but de ce chapitre consiste a développer un lmoaathématique, sous
forme d’équations, gouvernant I'écoulement tram&ten charge avec transfert
de chaleur, décrivant le comportement des ondes asysteme dans lequel

elles se créent et se propagent.

Nous entendons par le transfert de chaleur, spéoait, le comportement des
ondes élastiques vis-a-vis le changement des eomslithermiques, autrement
dit, 'influence du changement de la températurenilieu fluide sur I'évolution

et la propagation des ondes.

L’étude du phénomene transitoire, caractérisé péorimation et la propagation
des ondes de pression et de dépression, nous al#igenir en compte des
propriétés d’élasticité de la conduite et de comglalité du fluide, lesquels

sont négligés dans la plupart des cas d’écoulep@nianent.

Afin de pouvoir établir les équations mathématiggesrelient les pressions et
les vitesses aux déformations élastiques, nous sewgons de deux équations

classiques : équation de continuité et équatiomoduvement.

Quant aux effets thermiques, la variante thermggra intégrer, aux furs et aux
mesures, tout en introduisant les différentes pétgs physiques du fluide qui

ont tendance de s’influer par le changement thareiq
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7. Hypothéses de base :

Considérons un systeme d’adduction gravitaire doiést’'une conduite sous
pression, horizontale ou inclinée, de section @palsseur constantes (voir: Fig.
. 1.)

La conduite débouche en « A » d'un bassin suppdisément grand et a niveau
constant. On peut modifier a volonté le régime'éeolulement, en manceuvrant
un obturateur « B » situé a l'extrémité infériewde la conduite et dont

['ouverture est variable.

Réservoir

Fig. 1ll. 1 : systéme d’adduction gravitaire

Considérons également que le systeme est dépoertoutl systeme élastique

local tel que des poches d’air ou de surface liléfermable.

L’inégalité des vitesses de I'écoulement et degpoesa travers une section

transversale de la conduite est négligée.
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Lorsque l'on manceuvre l'obturateur « B », afin dedifrer le régime

d'écoulement, le passage d'un régime a l'autréétabhkt ni instantanément, ni
méme de maniere continue. Entre les deux étatessits de régime permanent,
on enregistre de fortes oscillations de la pres&bre la vitesse de l'eau,
oscillations dont I'amplitude peut étre considéalhles variations de pression
entrainent des déformations élastiques de la ctendtide la colonne d'eau.
Pressions, vitesses de l'eau et déformations @astisont, de toute évidence,
liées par certaines relations. On les obtiendrapgriquant les lois générales de

I'nydraulique et de I'élasticité des matériaux.

L'étude de ces équations constitue le problémeodyp cle bélier. Allievi I'a
résolu pour le cas d'une conduite horizontale,iligroe, tel que nous l'avons
définie plus haut. On sait, cependant, que sestiégaasont valables pour une

conduite inclinée, non rectiligne, aboutissant &assin infiniment grand.

Nous généraliserons donc, en ce sens, |'exposéedlAIDéfinissons d'abord

guelques grandeurs:

E : le module d'élasticité de la conduite.

B : le module de compressibilité volumétrique.

v : le poids spécifique de l'eau.

S : la section de la conduite, « L » sa longuelR »son rayon.
D : le diamétre de la conduite.

d : I'épaisseur des parois, supposées minces.
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8. Développement des équations fondamentales de I'ébement

transitoire_en charge :Pour le développement des équations, nous allons

considérer une tranche élémentaire de la conduiteedongueur « dx »
limitée par deux sections (S) et (S’) d’abscissspectives « X » et « x+
dx » projetées sur un axe orienté positivement’aleall vers I'amont.
(voir Fig. Ill. 2.)

POSIN® " pgyggp

U+du

A

Fig. Ill. 2
Les équations différentielles, définissant I'écoudat transitoire en charge, qui
relient les pressions et les vitesses aux défoomatélastiques ont été établies

en 1901 par I'ltalien « Lorenzo Allievi ». Ellesrdoobtenues en appliquant a
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cette tranche élémentaire de la canalisation. lexsx cequations classiques:

I'equation générale du mouvement varié ou équali&uler et I'équation de
continuité de masse.

8.1. Théoréme des quantités de mouvementapplication du théoreme

des quantitts de mouvement a la tranche considdedes la

« Fig.lll.2. » se fait par la projection des foraks poids, de pression

et celles du frottement sur I'axe «OX» comme suit :

du du
ZFextsz & —ps+ps+dps-— pgsdxsina+F=psde

/La dérivée totale de la pression est exprimée cosunt :

dp dp ap
dp = &dX‘l‘adt— &dx

La variation temporelle de la pression est négliggéieit =0
/La force de frottement, indiquée par « F » estiex@e par la formule

suivante :
F = AP.S

1dp _ +andx}\u2_ du
p 0x & sina p s dx 8  dt

du 10dp _ p4nDdx _ u?
(= = N —
&sina psmD?dx 8
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du+16p _ \ u?
& —+-—— = —A—
g sina D)

dt podx
Comme :
AZ
p=pgH=pg(h—-7) et: i sin (o)

Donc, on obtient la premiere égquation du mouvement

du oh Au?

a+g£+ﬁ=0 (1. 1)
Mais :
du OJdu dudx dJdu Jdu
dt " ot oxdt ot ox"

Alors, nous pouvons écrire, encore plus :
ou du oh Au?

E+ax“

8.2. L’équation de continuité: compte tenu de la compressibilité de I'eau,

de I'élasticité de la conduite et de la températiwrdiuide.
A travers la section amo(®), la vitesse est « u ». A travers la section aval
(S"), la vitesse est :

+6u
“ 0x

Pendant le temps « dt », il entre par la face amena tranche considérée un

volume «Sudt»;

Pendant le méme temps, il sort par la face avablume «S (u +
u dx) dt » ;

0x

La quantité d'eau emmagasinée est donc:
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dw = —s 2% dx dt L3
w=—s o dx (II1. 3)

Cet accroissement est d0 d’une part a la compitgsdu liquide et d’autre

a l'élasticité de la conduite.

8.2.1.Compressibilité de I'eau:

Conformément a la loi de Hooke, la variation despmen « dp »
(variation de la contrainte) entraine une diminutae volume <w »

(déformation) de la masse d'eau dans la condaltque:
dp = —Bd—w

W
B : la compressibilité volumique de I'eau.

p = pgh = pg(H - 7)
« p »varie avec « X » et « t », mais les variations gexavec « x » sont

négligeables par rapport aux variations avec «atoss :

dp = a—pdt = pg@dt
dt dt
et
w = sdx
Donc :
dw; = —1 pgs @dt dx (I11. 4)
B Jt

8.2.2.L'élasticité de la conduite :

Sous l'action de la pression « p », la matiereadmhalisation est soumise

a une contrainteg:
dD

do =E—
D

E: module de Young ou module d’élasticité de la cotadui
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La contrainte « » est exprimée en fonction de la pression « pr»lgpa

relation suivante :

D
do = Z_Edp
Alors :
dD do D
D 2P

L'accroissement du diameéetre « dD » entraine unossgment de la
section « dS », tel que:

dsS 2dD d 2SdD SDd
—_— = —= = _— —_—
S p — D eE P

La tranche considérée emmagasine, de ce fait, domeo d'eau
supplémentaire
dw, = dsdx

D
= S— dpd
dw, SeE p dx

dw, = 2 00 M 4ia L5
W2 = 5 P85 X (1I. 5)

8.2.3.L'effet thermique et la compressibilité de I'eau:l’accroissement ou

la diminution de la température du fluide influe, gremiere vue, sur
sa masse volumique, l'interprétation mathématigaieette influence
est réalisée en se servant de I'équation d’éta,cecédemment, qui

lie la masse volumique a la pression et a la teatpes.

p=f(P,T) (1)’

0=p (1 + L dP)r + adT) ) 2)’
0 B T P

p=_ ©om=pv 3)
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dm =d(pV) =dp.V+p.dV =0
dp dV
dp AV _
p \"
dp  dV

p Vv

0

dv

1
dp = v P = Po (E (dP) + a(dT)>

p (1
VdV =p (E (dP) + a(dT))

= (% (dp) + a(dT)) \Y

—(1— ahdtd>+( dT s dx)
—B(L)Sat X (0 S dX

. . 1_ 0h -
A signaler que le premier terme g0 dtdx » représente la

méme difféerence du volume, déja établie en (lILBY a la
compressibilité du fluide « dw, I'équation d’état employée englobe
les deux phénomenes, de compressibilité et dédttion thermique.
Par conséquent, nous allons tenir que le deuxiemeetqui présente

I'augmentation du volume générée par la dilatatiermique :
dw; = a dT s dx (I11. 6)

Alors :
dw = dw; + dw, + dws;

(:><—d dt——s — dtdx + = — dtd d d)
Sa X Epgat X B(L)Sat X+ adT sdx
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o <a_u dxdt:ﬁdtdxa(2+ 1)+ou1de)
0x ot eE  f
du _ /1 D\ oh dT
(5 “’(a*&)a*“a)
On pose :
1 1 D
TP(W&)
On aura:
du g dh dT
T g Tag =0 (1IL.7)

Donc, le systeme d’équation classig@ppelé aussi systeme de Saint-
venant, devient apres l'introduction de I'effettimégque comme suit:

du+ 6h+hﬁ__0
du g oh dT '

— 1 5 — =0
ax+a2 6t+adt

La premiére équation est, en effet, I'expressionl’éeguilibre des

forces selon la loi de newton « F=mg » ; cet épralifait intervenir

I'accélération du fluide par la variation tempdteetle la vitesse, les
différences de pressions sous forme de gradienpréssion et les
forces de frottement causées par la vitesse dieflsuir les parois plus
ou moins rugueuses de la conduite.

La deuxieme équation exprime le fait qu’'une vaoiatspatiale de la
vitesse plus une variation temporelle de I'énerdiermique,

entrainent une évolution temporelle de la pressiem; effet, par

exemple, il entre plus de débit dans un volume damuiil en sorte, il

faut que la pression augmente de facon a ce queluene augmente

s'il est élastique.
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Ce systeme d’équations constitue la relation cl&rchui lie les
pressions, les vitesses et I'effet thermique adard@ations élastiques.

Remargue :

dT : . : :
Le nouveau terme obtenux«a » exprime la variation de la dilatation

thermique en fonction du temps. Nous pouvons cénsidque cette
variation est fonction « f (t) » donc:

dr_or oT _oT_
ac_ox Tt T ot (T)

Nous avons considérer aussi que la variation deatie la
température, le long de I'axe « x », est négligéed’autre terme, elle
est constante le long de l'axe et qu’elle n’estctamm que du temps,
alors :

aT

&dx=0

Alors le systeme devient :

du N oh N Au? _ 0
du g oh oT '
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9. La valeur de la vitesse de propagation d’onde la célérité de I'onde

« a» peut étre assimilée a la vitesse de promemgdti son dans le milieu
eau-conduite, Il vaut mieux parler de célérité daevitesse des ondes, car
la notion de vitesse évoque le déplacement decples matérielles. Les
particules ne suivent pas l'onde avec la célérii@»«bien que leur

mouvement soit modifié par le passage de I'onde. £éxprime par :

= ‘E = \/g (111.10)

ra B

a

Avec :

p: masse volumique (spécifique) du liquide ; Poeali aux conditions
normales de température et de pression, la maismigoe est:

p = 1000 Kg/m = 102 KgFS?/M* =1 KgN/M*,

B : compressibilité du liquide, pour I'eau:

KN KgF
— 6 — 8
B=203 10° =5 =20810° 5

D et e : diamétre intérieur et épaisseur de la gibed

E : module d’élasticité du matériau de la condudtspend de la nature de
la paroi, on trouve les valeurs suivantes pourdérents matériaux
usuels suivants:

fonte | fonte polyéthylene polyéthyléne

matériau : . acier | béton | cuivre | PVC haute basse
ductile | grise g -
densité densité
2a
1,7 1,2 35 | 115
E 164 | 16 120121 10° | 150 310 9,316 210

Tableau. Ill. 1

Ainsi, pour I'eau et pour les canalisations cougantles valeurs de la

celérité varient entre 300 m/s (pour le PVC et tdyg@thylene haute
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densité) et 1200 m/s (pour l'acier et la fonte)vant les diametres, les
pressions et la nature des matériaux.

Pour les matériaux composites (béton armé par eeg¢nhgs tuyaux épais
ou les galeries, la célérité de l'onde est calcudé@eintroduisant un
coefficient sans dimension%» ; dont, la valeur est fonction du type de
tuyau (épais ou mince), des conditions de poserdgacou libre), des
propriétés élastiques du matériau (module de Youbg» et coefficient
de Poisson «» qui est le rapport entre la déformation latéraldaet
déformation axiale) et des dimensions (épaisseer»«<et diametre
intérieur « D »).

Afin de simplifier la relation de « a », on a file@ célérité « @» dans les

conditions normales, de température et de presssomne suit :

= Po PO kasmys
= 157 [T102 T /
do

~ 1425
BD _J BD
J1+ED 1B

Ou:
& . vitesse de propagation du son dans l|'eau.

La relation de "a" peut étre écrite comme suit:

A
a=

D
B+KF

Allievi a calculé les valeurs de A, B et k en reagantp , B et E par leurs
valeurs exactes ou moyennes et a obtenu pourdieaaonditions

ordinaires de température et de pression la forswileante :

9900
a= (111.11)
D

48,3 +K E

Page 67



Modélisation mathématique

K : Coefficient dépendant du matériau de la caaabs.
1010
T E
Si les unités de mesures sont Kgf, M et S

10.Simplification des éguations du mouvement transitoe _« méthode
d’Allievi »:
Les équations d’Allievi découlent des équationslessus quand on pose

les hypothéses simplificatrices suivantes :
Nous négligerons les pertes de charge provoquéds frattement de I'eau
contre les parois de la conduite, vu que leur séldimite essentiellement

dans 'atténuation des ondes.

. e . . d R T
Les termes infiniment petits du deuxieme ordregeg » sont négligés

. Jdu 0 N
devant ceux du premier ordre{z}—i«;;‘t1 » Ces deux hypotheses se renforcent

d’ailleurs l'une a l'autre.

1)

du dJduodx dudt Ju du

dt " oxor T otat ox ot

Alors :

du Jdu

dt ot

2) Le terme «% » peut étre négligé pour le moment, il présdate
module des pertes de charge dues aux frottememtls gnt pour effet,
gu’a diminuer 'amplitude des ondes.

Nous obtenons, ainsi, les équations suivantes gustituent le systeme

d’équations d’Allievi:
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Jdu N oH 0

— g_ e

ot 0x

au . g OH iy (II1.12)
dx a% at

11.Intégration du systeme:

On dérive la premiére équation du systeme par ragpda variable de

I'espace « % et la deuxieme par rapport au temps« t

( 0%u N 0°H 0

gtox  Coxz {GZH _1oH
iazu g 0°H _ 0x2  a? ot?
axot T 2 9

On dérive, la premiere équation par rapport au semp» et la deuxieme

par rapport a la variable de I'espace .

d0%u 0°H B
{0t2 +g0x0t =0 o {azu 1 0%u

@Jr g 0°H _ ax2  a? o2
k6X2 a2 otox
Alors :
(0°H 1 9°H
2~ Az 2z
ig’z‘u 2 gztu (I1.13)
ax2 a2 o2

Ce genre de systeme constitué d’équations de @dériypartielles du
deuxieme ordre est similaire aux systemes d’égusitides ondes ou
d’équation des cordes vibrantes. Dont l'intégratse fait par changement

de variable comme suit :
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(n, ) sont dites variables de Riemann.
Les variablesr(, 2) ont la méme dimension [T].
Calculons les différentes dérivées de « H » entionde nouvelles
variables « » et «{ »:
OH _OHon OHOL_oH oH
ot onot 9ot on 0&
De méme pour %i—l: » on obtient :
0°H 0°H 0%H 0H 0H
o7~ Tz ramae
{ 0°H 1 <62H 0°H oH 6_H>

o~ 2 o T o2 2ama

{62H+62H+26H6H_62H+62H ,OHoH
on? 92 TomodE  gn?  oe* o0&
{ GHOH  _0HOH

o9 "o ag

Ce qui donne :

?H )
omos
d0%H — 0 0 (6H> ~ 0o
gmae " de\an)
Donc :
H(x,t) = F(t + §) + f(t — §) + cte (111 14)
’ a a

La constante s’obtient en considérant la pressiodyx au point
guelconque avant la manceuvre de la vanne, c'ést-a-tinstant « t = 0 »,
par conséquent la solution générale de la ligneopnétrique H(x, t) qui est

homogene a une longueur s’écrit a une constantex ptes.
X X
H:F(t+5)+f(t—5)+H0 (1. 15)

Les deux fonctions «F, f» doivent étre homogenese longueur.
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On remarque que la surpression ou la dépressioespamdante a la valeur

du coup de bélier en un point quelconque dst: = H — H,
X X
o b= F(t+£)—f(t—5) (111.16)

L1 . J0H J0H .
Les dérivées partielles < » et <o ont pour expression :

OH JdFon ofodg 1 _, 1,
Jx O0nodx 0d&dx a a
dH  9dFon N ofag
ot  onot o0&dt
On a précédemment vu que les varialgteg) avaient [T] pour équation

F +f

aux dimensions. Il en résulte que les fonctionstF’'sont homogenes a une
vitesse.

Puisque on a respectivement les relations suivantes

ou, OH_ . _du_ g o 17
ot " Box G- a0 0 (I1.17)
du g dH du g .

wtear 0 @ 2D (111 18)

Et que la vitesse moyenne uniformisée dans unesdcansversale droite
est une combinaison linéaire des fonctions Fet peut écrire:
X X

u(x,t)=aF(t—E)+Bf(t+E)+u0 (1. 19)
Expression dans laquelle les constantes»<et «f3 » a déterminer ont pour
équation aux dimension$ 1] :
Les dérivées «";—‘: % » s’écrivent dans ces conditions :
du odFo ofo o _,
Ou_adkon Pofos_ a. B
ot on ot 0& ot a a
du adFadn N Bofog
dx On dx 0E 0x
Par identification, il en résulte que les constarie » et « » ont pour

X

= oF + Bf’

expressions :
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_8 __8
a=> etp=—> (111.20)

La solution générale de la vitesse moyenne unif#enu (x, t) s’écrit:
8 X X
u(x, t) = 5[F (t—z) +f(t+z)] + U, (1. 21)

Up . présente la vitesse moyenne correspondanteaul&ment uniforme
avant le début de la manceuvre de la vanne.
En définitive, les solutions du systéme des dewatigns différentielles

régissant I'’écoulement transitoire en charge s/éati:
(111. 22)

F et f sont des fonctions définies par les condg#imitiales et aux limites
(dont I'expression dépend de la loi de fermeturedtuverture de la
vanne), qui représentent deux ondes se propagaasta conduite, en sens
inverse, avec la méme célérité « a ».

« Hy» et «yg» sont des constantes, elles représentent respeetnt la
cOte de la ligne piézométrique et la vitesse dudfvitesse uniforme dans
une section) en I'absence de tout ébranlementst téerégime permanent
initial.

La quantit¢ «H=H-Hy» est l'augmentation de pression, ou de

surpression, qui regne a l'instant « t » dansa@wdion d’abscisse « x ».

Ce sont les équations d’Allievi. Elles ont été olokes en considérant le
départ de la conduite (point A) au niveau du résermomme origine des

abscisses.
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Mais, il est d’'usage dans la théorie du coup deebdk porter souvent les
abscisses « x » en direction positive a partiragane de fermeture aval

« B » vers le point « A ».

12. Interprétation physique des équations d’Allievi : La signification

physique de la premiere de ces équations est aig@eiver: Faisons dans
«F»et«f» «x=at+ cte » et « x =- adté». Les deux fonctions « F »
et « f » représentent alors deux charges constgotese propagent le long
de la conduite avec une célérité « a », mais es iseerse. Les fonctions
«F» et «f» sont donc des ondes et « a » leldéritgé ou vitesse de
propagation.

Si, au contraire, nous faisons x = cte. Nous voypre « F » et « f » sont
des grandeurs variables. Au temps «t» et au piatiscisse « x » la
surcharge: «H - f1= Y - Yo» est donc égale a la somme des deux
surcharges mobiles « F » et « f» qui interférmmtcet instant au point
considéré.

Les deux fonctions « F » et « f » sont inconnuas p@ut en éliminer une,
en remarguant que, si I'on suppose le réservanimént grand, et dans ce

cas seulement, la pression est constante en «'Bskia-dire que pour « X

=L »:
L L
f<x+—> = —F (t——) (1. 23)
d a
Or, si hous posons en particulier
(=t X L
-1 d d

Ou « t » désigne un instant quelconque de la phase deeaoup dans la

section d'abscisse « x », I'équation (111.23) prienfbrme générale:

X x 21 X (L—x)
f(tl-l‘z):—F<t1+i—;>=—F<t1—E—2 3 )
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On voit clairement que la fonction « f», au tempt » et a l'abscisse

« X », n'est autre que la fonction « -F » au peint» et au temps &, —

2(L-x)
a

Tout revient donc a considérer une onde « F » guéfiéchit entierement

»,

au réservoir « X = L », pour revenir sur elle-méapees changement de
signe. Du point de vue physique, nous nous trouemnprésence d'ondes
oscillant dans une conduite de longueur « L ». €dgde de l'oscillation
est (1 = 2L/a).

En combinant les équations fondamentales (l11.22)1E23), en éliminant
les fonctions inconnues « F » et « f », il ne regteine relation entre « H »
et « u » et les constantes ¢ k, a, g ». Le probleme est donc, en principe,
résolu; toutes les recherches ultérieures n'‘ayantrd but que de classer
les diverses solutions. Nous insistons sur lecqfaé ce sont ces équations
fondamentales qui donnent la solution générale rbl@me, et que les
résultats de problemes particuliers traités paeiline peuvent, par contre,
avoir une portée aussi génerale.

Nous reproduisons ici I'essentiel des développesndillievi. Pour la
section d'abscisse «x = 0 », section adjacentebdutateur, I'équation
(111.23) devient :

f(t) = F(t—§)

d
Soit «§» un instant tel que 0 < € p, nous considérons les instants

successifs :

ty; bttt 20 ... 0t (1F2) o gt (1F1) g
Que nous désignerons par:

t, b, t3, ooy G2y By

Et qui tombent respectivement dans la phase :
1,2,3;...,01-1, i

Nous écrirons alors (111.23) sous la forme simphi
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fi= M1
Ce qui nous permet de développer les equation2Z)ll écrites pour
I'obturateur « O », pendant les « i » premiéres@haNous avons :
( Hl = HO + Fl
H2 = HO + F2 - F1
{ (111. 24)
Hi_; =Hy+F_; —F_;
Hy =Hy + F —F_,

Et :

( U; = Ug +§ F]_

U, = Uy +§(F1 + Fz)
{ g (I1L. 25)
Uj—1 = Up + E(Fi_z —Fi_1)

g
| Ui =Uo + - (Fiy —Fy)
En additionnant deux a deux les équations (lll.2dEn soustrayant les
équations (I11.25), on élimine la fonction; et I'on obtient les séries

enchainées d'Allievi:
( a
H; —Hp == (uow)
g
a
H; + H, — 2Hy = g(ul — Uy)

;s (111 26)
Hi_, + H_; — 2H, = é(ui—z — Uj_q)

a
Hi_; + Hi— 2H, = g(ui—1 — Uu;)

Il est intéressant, surtout en vue de la constrnatlabaques classificateurs,
de rendre ces équations indépendantes de la hdaytdNous définissons, a
cet effet, la pression relative:

2
&

_ Hi
Ho
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Et la constante :

au,

2gH,

Cette derniere est la caractéristique de la coadklte ne dépend que de la

P+ =

pression statique et de la vitesse de regime, CCette vitesse est
d’ailleurs égale a Yy puisque la conduite est de section constanteetay
régime est permanent. On a, en outre, en négligearftottements et en
partant de I'état initial statique g b Ho.

Les équations (I1.26) deviennent :

( Ug u1]
—1=2p,[=—-—=2
&, P o~ Ty
U Uz
+8 —2=2p, ———]
{ € &2 P T (111.27)
u u
2 —2=2p, 1_1__1]
KE *11+E P Ug Ug

Nous pouvons exprimer les vitesses en fonctionedprald'ouverture w; »
de l'obturateur, au temps i. Nous conformant a défnitions, nous
choisissons la fonction g » de facon a ce que = 1, pour le régime

« Q », corresponde a l'ouverture compléte de l'obguratOn a dans ce

cas:
H;
U = MNj Ug H.
0
Ou:
_ui Ho_ui 1
Ni=— |7 =

o Hi  upéy

Le systeme (111.27) devient alors le systeme (8):2
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( Ez*l —1= Zp*[rIOE*O - 1115*1]
{ 22*1 + EZ*Z — 2 =2p.[N181 — 28,21 (111. 28)
\

g, +&. —2=2p.Mi—1&i—1 — Mi&sil

En général, on choisira la valeur,«=t 0 », de facon a ce que l'origine du
temps coincide avec le début du mouvement de tafetwr. Dans ce cas
«I-1, 1,1+ 1 » sont des nombres entiers.

Allievi appelle la série de ces valeurs partic@ger« 1=0, t=u, tz=2 ... »,
Des instants de rythme entier et montre qu'ilsesmondent a des points de
discontinuité dans la loi de variation des charges.

Le systeme d'équations (I11.28), calculé pour 4j=2, 3... », donne, point
par point, la valeur de la charge devant I'obturmaieO » dans le cas d'une
conduite de section constante aboutissant a umvodés@finiment grand.
Allievi le désigne par « systeme fondamental »n afé mieux souligner
son importance.

A titre d'exemple, nous étudierons les variatiors ld pression a
I'obturateur, dans le cas d'une fermeture linéairepléete de ce dernier.

Soit «t» le temps de fermeture. Nous définissons le teepwvaleurs

relatives : i =t 1 et le temps de fermeture relatif :

0= . (1. 29)
Ainsi que la fonction de fermeture :
t |
n=1--=1-5 (111. 30)

La fonction «; » étant donné par (l11.30), il est aisé de calcule

successivemerdt, &, ..., &1, &. au moyen du systeme (111.28)

Calculons la valeur d&; en posant dans la premiére équation de (l11.28) :
Go=1 etno=1

Ce qui nous donne :
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62*1 —-1= Zp*[l - 1115*1]
D'ou :

Eq1=—pmy VP2 + M2+ 1+ 2p, (1IL. 31)

Pour calculer «q; », on fera « 0< i < 1 ». La valeur particuliéré=& »
. 1 . .
nous livre «n; =1 —5 et £%, » qui est la premiére «valeur de rythme

entier » correspondant a la premiere discontindiée la courbe des
pressions. Nous l'appelons le coup direct.

Si la fermeture est assez brusque pour étre teemavant la fin de la
premiére phase, c'est-a-dire $« 1 », on obtient 4, = 0» et «&*  —

1 = 2p, » qui est, par le fait, la valeur du coup direstipune fermeture
instantanée. C'est la plus grande valeur que [aression relative & —
1 » puisse prendre au cours d'une fermeture liméaielconque.

On calculera successivement &s, &4, ..., E4q, &% » de préférence
pour des rythmes entiers.

Allievi a démontré que ces valeurs tendent toujeers une limite €%, »
gue ce soit par valeurs croissantes ou par valakiesnativement plus
grandes ou plus petites qué&’s, ».

Pour calculer €%, » nous poserons dans la derniére des équatio28)l

Ei1™ &1 = &hia
Et:
i—1 i 1
M- —Mi=1-——-1+5=2

Ce qui nous donnera :
P«

62*1_1 =E E*m
Et :

P P2
Som = 207 |20 +1
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Au cours d'une étude des plus remarquables, Alliavis en relief les lois
qui régissent le cas de fermeture linéaire de Uiieur (équations (11.28)
et (11.30)). Il a montré que les courbes des poessidevant I'obturateur
pouvaient étre classées en un certain nombre ddestypes. Nous en
reproduisons schématiquement « 3 » d'entre elles Fig.lll. 3, 4 et 5).

Valeur limite

Valeur limite
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Valeur limite

Fig. Ill. 5
On voit que le maximum g&max » peut se produire, soit a la fin de la
premiere phase (Fig.lll. 3), soit pendant ou aita d'une des phases
suivantes (Fig.lll. 4 et 5). Apres avoir observé, @utre, que tout le
phénomeéene dépendait uniguement des valeurs redatiweet 6 », Allievi
est arrivé a construire un abaque unigue, qui denfeefois la valeur du
maximum ainsi que la phase au cours ou a la fitagleelle se produit le
maximum, ce qui permet de se rendre compte darkatle la courbe, sans
la construire. Ce résultat est remarquable. Enqu@t on se contente de
calculer «gz*l et Ff*m ». La plus grande de ces valeurs sera, avec une

exactitude suffisante, prise pouf;z%ax ».

Allievi a résolu, de méme, le probleme pour l'otwer linéaire de

I'obturateur, probleme qui se présente sous umeef@nalogue a celui que
nous avons traité, il a donné, également, des fiesret des abaques pour
les « contrecoups de retour au régime » et lesrognares rythmiques »

de l'obturateur.
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Nous voulions, par ce bref et unique exemple, faggsortir les points
essentiels de la méthode suivie par Allievi, ciesdlire la transformation
des équations (lll.22) en un systeme de « séricka@émees » (111.28) qui
permet, soit le calcul point par point de la coudas pressions, soit le
calcul des valeurs & et &,» et la construction dabaques

classificateurs. Allievi appliqgue la méme méthodd¢étude de tous les

autres cas.
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Chapitre 1IV: Modélisation numeérigue des écoulements transitoiseen

charge.

Introduction: Les équations qui gouvernent I'écoulement tramsiteont des

équations aux dérivées partielles, quasi linéaiets hyperboliques. Par

conséquent, les solutions analytiqgues ne sont gssilpes. Alliévi a développé

des solutions classiques, basées sur des hypotbiesgldicatrices et traitent

des cas particuliers. L. Bergeron a également dppél des solutions

graphiques qui ont une application pratique dansi@urs types de systémes
hydrauliques avant I'avenement de I'ordinateur.

1. L'analyse numérigue des éguations aux dérivées paelles :

Pour aborder le calcul numérique (a I'aide d’'unlontormatique) des solutions
d’'un probleme réel, on passe par les étapes dewan

1. Description qualitative des phénomeénes physiq@ette étape, effectuée par
des spécialistes des phénomenes que l'on veutifigaingénieurs, chimistes,
biologistes etc. ...) consiste a répertorier t@ssrhécanismes qui entrent en jeu
dans le probleme qu’on étudie.

2. Modélisation : Il s’agit, a partir de la descigot qualitative précédente,
d’écrire un modele mathématique. On supposerauei @@ model améne a un
systeme d”equations aux dérivées partielles (ECHFBlon les hypotheses
effectuées, la modélisation peut aboutir a plusiemodeles, plus ou moins
complexes. Dans la plupart des cas, on ne sauracgeasler une solution
analytique, explicite, du modele ; on devra faippel a des techniques de
résolution approchée.

3. Analyse du modele mathématique : Méme si I'onsag pas trouver une
solution explicite du modele, il est important d’'étudier les propriétés
mathématiques, dans la mesure du possible. llagstlb se poser les questions

suivantes :
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- Le probléme est-il bien posé ? C’est-"a-dire yHaexistence et unicité de la
solution ?

- Les propriétés physiques auxquelles on s’attemd slles satisfaites par les
solutions du modéle mathématique ?

- 'Y a-t-il continuité de la solution par rapporixadbnnées ?

4. Discrétisation et résolution numérique : Un peobé posé sur un domaine
continu (espace - temps) n’est pas résoluble tel gar un ordinateur, qui ne
peut traiter qu’un nombre fini d’'inconnues. Pourramener a un probléme en
dimension finie, on discrétise I'espace et/ou tafs. Si le probleme original est
linéaire on obtient un systeme linéaire. Si le foite original est non linéaire
(par exemple s’il s’agit de la minimisation d’ur@n€tion) on aura un systéeme
non linéaire a résoudre par une méthode AD H@&thode de Newton...)

5. Analyse numérique : IL s’agit maintenant de llgga mathématique du
schéma numérique. En effet, une fois le problemscrei obtenu, il est
raisonnable de se demander si la solution de ddgme est proche, et en quel
sens, du probleme continu. De méme, si on doitrenett ceuvre une méthode
itérative pour le traitement des non-linéarité$ailt étudier la convergence de la
méthode itérative proposée.

6. Mise en ceuvre, programmation et analyse destaésulLa partie mise en
ceuvre est une grosse consommatrice de temps. keoheelt, de nombreux
codes commerciaux existent, qui permettent en ignéte résoudre "tous” les
problemes. Il faut cependant procéder a une amatysique des résultats
obtenus par ces codes, qui ne sont pas toujourpatinies avec les propriétés
physiques attendues...

D'autres améliorations aux équations régissantgisdaomene du coup de bélier
ont été réalisé par plusieurs savants : JAEGER, WARICH, PARMAKIAN,
STREETER, LAl et WYLIE.
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Leurs efforts combinés ont apporté des résultatas dées eéquations

unidimensionnelles classiques du coup de béliersopt généralement la base

de la simulation numérique des écoulements traresten charge.

Quand aux méthodes numeériques employées, on pestater que diverses

approches ont été introduites pour le calcul demiléments transitoires. En

voici, en bref, les étapes les plus remarquables :

STREETER a développé un modeéele numérique en utilisae valeur
constante du coefficient de frottement.

WIGGERT et SUNDQUIST ont les a résolu en utilisdas grilles fixes
sur lesquelles sont projetées les caractéristigiee$écoulement. Leur
analyse montre les effets de l'interpolation, Besmnent et la taille de la
grille sur l'atténuation et la dispersion des ondes

WATT et AL ont les a résolu par la méthode des darsstiques
« MOC » et dont les valeurs de frottement n‘ontgiagrises en compte.
GOLDBERG et WYLIE ont utilisé des interpolationsndale temps,
plutét que les interpolations spatiales utiliséless fargement, démontrent
plusieurs avantages dans l'application de la métkled caractéristiques a
des problemes d'onde dans I'hydraulique.

SHIMADA et OKUSHIMA ont résolu I'équation du seconddre par un
procédé de solution en utilisant la méthode delesé@t la méthode de
NEWTON RAPHSON. lls n'ont calculé que la pressioaximale de
coups de bélier avec coefficient de frottement taors La solution n'a
pas été effectuée pendant une période suffisamiomgue afin de
démontrer 'amortissement de la pression aveciassement du temps.
CHUDHURY et HUSSAINI ont résolu les équations dwjgale bélier
par MACCORMACK «la méthode MacCormack est un schédea
discrétisation largement utilisé pour la résolutmmeérique des équations
aux dériveées partielles hyperboliques. Cette mé&thdd second ordre

différences finies est introduite par Robert W. Kammack en 1969. La
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méthode MacCormack est tres élégante et facile mprndre et a
programmer, GABUTTI « schéma des différences fieigdicites ».

» SIBETHEROS et AL ont étudié la méthode des caratigunes (MOC)
avec des polyndmes SPLINE pour des interpolatioésessaires a
I'analyse de coup de bélier numérique pour unewtstiorizontale sans
frottement.

e SILVA-ARYA et CHOUDHURY ont résolu la partie hypeslique de
I'équation gouvernante par « MOC » sous une forméimensionnelle et
la partie de I'équation parabolique par « FD» emmé& quasi-
bidimensionnelle.

 PEZZINGA a présenté a la fois quasi 2-D et 1-Diys®s d’écoulement
in-stationnaire dans les réseaux et les tuyauxaidel schéma aux
différences finies implicite. Il les a résolues awa intervalle de temps de
4 secondes avec un coefficient de frottement caohstha également
travaillé pour évaluer la résistance a I'écoulemerstationnaire par
MOC. Il utilisait la formule de DARCY-WEISBACK poule calcul de
frottement et résolvait les oscillations pendasédondes seulement.

e« ZHAO et GHIDAOUI ont résolu un modele quasi-bidmsennel pour
un écoulement turbulent dans les coups de bélseont considéré que la
résistance est la contrainte de cisaillement teritel au lieu de coefficient
de frottement.

« ZHAO et GHIDAQOUI ont élaboré, appliqué et analysg problemes de
coups de bélier du premier et de second ordre &veméthode des
volumes finis explicite (FV) de type GODUNOV. llsitocomparé deux
schémas « FV » avec « MOC ». On n’a constaté quardemier ordre
« FV » GADUNOV systeme produit des résultats idpms avec
« MOC ».

L’étude des travaux antérieurs indique qu'il exditeers modéeles numériques,

qui comprennent, la méthode des caractéristigueBO« », des différences
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finies « FD » et de volumes finis « FV », préserppés différents chercheurs
pour obtenir les valeurs de pression et de déaitmPces méthodes « MOC »
s'est avérée étre la plus populaire, que sur litidbgdu coup de bélier
disponible dans le marché, 11 sont basés sur « M@C3 sont basées sur
« FD ».

La encore « MOC » est la plus largement acceptésieple a programmer,
précise et efficace. ZHAO et GHIDAOUI préconisenegbien que différentes
approches telles que «FV», « MOC», « FD» emeéhds finis « FE »
fournissent un cadre tout a fait différent de cqmealiser et de représenter la
physique de I'écoulement, les régimes qui résultendifférentes approches

peuvent étre similaires, voire identiques.

2. Discrétisation spatiale et temporelle :

Les méthodes numériques transforment le problenméincoen un probleme
discret : l'intervalle d'étude en temps [Q.dt est découpé en intervalles plus
réduits en considérant 0 g€ ... <t < <tpn1 <ty = thae LOrsque la
discrétisation temporelle est réguliere on a:

Vi, At; =t 4 — t; = At = constante

De méme, en espace, un ensemble de points estuit(eoir Fig. IV. 1.) :
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n+1 NN X
n
N AN AN
n-1
- X
-1 i+1

Fig. IV. 1. Discrétisation spatiale et temporelle

Une fonction inconnue f(x, t) sera représentéd’pasemble de ses valeurs aux
différents points et aux différents instants ddiszrétisation (f (x;, t,)). L'objet
des méthodes numériques est de déterminer cesxaleu

Notons que les méthodes numériques passent toyjaudes discrétisations des
problemes analytiques en des problemes numériqugs’ie existe plusieurs
méthodes de discrétisation d’'une équation, maigplies couramment utilisées
pour la résolution des équations aux dérivéesghadisont:

1. La méthode des différences finies.

2. la méthode des caractéristiques.

3. La méthode des éléments finis.

4. la méthode des volumes finis.
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3. La méthode des différences finiesl.a méthode consiste a remplacer les

dérivées partielles par des difféerences diviséescombinaisons de
valeurs ponctuelles de la fonction en un nombred@npoints discrets ou
nceuds du maillage. L’avantage de cette méthodguékly a une grande
simplicité d”ecriture et un faible cout de calctllle est couramment
pratique et facile d’acces. Elle repose sur dewions: la discrétisation
des opérateurs de dérivation ou difféerentiationlaetconvergence du
schéma numérique ainsi obtenu. Son inconvéniengesh se limite a
des géométries simples, et gqu’il y a des difficlié prise en compte des
conditions aux limites de type Neumann.

La méthode des différences finies consiste a raceplles dérivées
partielles aux points du maillage par des dévelomms de séries de

Taylor comme suit :

n () f(v.
f(x41) = f(x; + h) = f(x;) + h% + -+ %w + 0(h™t1)
i h" (n) i
f(xi-1) = 0 — ) = f(x;) - h% D # +6(h™)

Les termes de troncatudéh™*1) ayant la signification suivante :
a=b+0(h"1) < 3 k indépendantde h / |a—b| < kh"*!

Par combinaisons linéaires des développements ylerTan exprime les
dérivées partielles en fonction des valeurs auxtpaile discrétisation.

Ainsi, en négligeant les erreurs de troncature,
<62f> _ fi+1 - Zfl + fi—l
1

axz /) h2
r 1
(f1+1 i)
of 1
(&)i = H(fi — fi_1)
\2h (f1+1 i—1)
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On peut noter qu'a priori, on a le choix entrestformes d'approximation
de la dérivée premiere.

Lorsque chaque monéme de I'EDP a résoudre est aeéplar une des
approximations obtenues, en figeant les donnéeérigiéds, on obtient
des combinaisons linéaires entre les valeurs demitues aux points de
discrétisation, soit sous forme matricielle :

AF=B
Les dérivées partielles des fonctions «f» somhptacées par des

différences finies et les valeurs par leurs moysramre deux instants.

3.1. Probleme transitoire et schémas explicite/implicite

Dans le cas de problemes transitoires (évolutioas duantités
cherchées en fonction du temps et de I'espace) tges de schéma
sont possibles:

Des schémas dits explicites.

Des schémas dits implicites.

» Un schéma est dit explicite si la solution discrete» au temps
" notée X, ne dépend pas d&% Quel que soit le point « k »
de la discrétisation spatiale on connait explic#atrla valeur de la
solution au point « k » au temp§'t
x "= (<" x™% données).

L'inconvénient des schémas explicites réside darsnitation du
pas de temps par des contraintes de stabilité nguecr

» Un schéma non-explicite est implicite et la solatiox » au temps
" dépend de %'. On doit donc résoudre un systéme matriciel
avec une matrice non diagonale :

A X" = (X" X" données)
Le rang de la matrice « A» étant en général élalvéest

proportionnel au nombre de points du maillagevaligation de A
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est couteuse en terme de « CPU » et de stockagallation d'un
pas de temps (calcul d&"%a partir de % coute donc beaucoup
plus cher avec un schéma implicite, sans comptesuleout
éventuel de la linéarisation si le probleme est hpéaire. Par
contre, le pas de tempsik= ™" — {" » n'est pas limité en implicite
par des contraintes de stabilité linéaire contmadat a I'explicite.
Soient t,. la durée du phénomene étudié et N le nombre ddeas
temps nécessaire pour atteindrgt N étant imposte par des
contraintes de stabilité en explicite alors gusil llorement fixée par
['utilisateur en implicite, on obtient (pour un ligateur
normalement constitue)
N implicite < N explicite

Comme d'autre part :

CPU impiicite > CPUexpiicite
On voit que le choix entre explicite et implicitéest pas a priori
évident, tous ces criteres dépendent bien entendprableme a
traiter et du nombre de mailles.
Si le choix de «t » implicite n'est pas contrgat des problemes
de stabilité, des contraintes de précision imposelétre
raisonnable:

At impicite < 10° At expiicite
Cette contrainte disparait dans le cas de rechedie état
stationnaire en tant que limite asymptotique d'tat &ansitoire.

Dans ce type d'applications, l'implicite est souy®us efficace.
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3.1.1.Schéma décentré amont explicitedans le schéma décentré amont

.. ;. . 0U .00 ., .
explicite les derlveesa—:X et—— sont approximees comme sulit :

J+1
At

v
x

Fig. IV.2. Schéma décentré amont explicite

(Points de calcul pour une vitesse négative)

T
il
I o
V>0
P e . .
; ; S
i AX i+1

Fig. IV.3. Schéma décentré amont explicite

(Points de calcul pour une vitesse positive)
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Les dérivées de la fonction « U » sont estiméesm®suit :

oU  UpHt—n

ot At
aX AXi—l/Z p . -
oU _ Uiy ZUF pour: v < 0
kax AXit1/2 B

Ou «AXj1p » et «AX12 » représentent respectivement les distances«« x.

A noter que la dépendance de I'approximation déU/x » par rapport au
signe de « U » peut étre justifiée de la faconativ : I'information de I'état de
« U » vient de I'amont. Il peut donc paraitre norndautiliser les points a

I'amont de « i » pour 'approximation de la dérivaBespace.

3.1.2.Schéma implicite de PREISSMANN le schéma de PREISSMANN

est utilisé dans des plusieurs logiciels de sinandail est implicite.

Les dérivées en temps et en espace sont appraamédéisant les
guatre points (i, n), (i+1, n), (i, n+1), (i+1, n+1
Il est concu de maniére a respecter le caractérseceatif des équations.

Les dérivées en temps et en espace sont rapproabr@ese suit

(a_Uz(l_qJ)UinH_Uin+¢ in++11_ i1

! 0x At At

La—U=(1—9) in+1_U;_|_e in++.1L1_Uin
0x AXiv1/2 AXi+1/2

Ou «y » et «0 » sont deux parameétres, determinés par I'utilisatgui
permettent de « décentrer » le schéma en espaog@&nps respectivement. lls
peuvent influer considérablement sur la stabilite elegré de précision de la
solution numérique. En général, il est conseillpdmdre « =1/2 » et <6 >

1/2 », pour des valeurs inférieur dé = le schéma peut devenir instable.
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Dans la formulation ci-dessus, on peut considéuer lg dérivée par rapport au
temps est estimée comme la moyenne pondérée desléieves par rapport au
temps estimées aux points «i» et «i+l»; pax démarche similaire, la

dérivées estimées aux pas de temps « n » et «.n+1 »

T
A
Y Ax (1) Ax
n+1 «—r—>
At au; au Uiy,
at at at
n
Vo N .
; ;
; ;
; ;
. ! » X
i AX i+1

Fig. IV.4. Schéma implicite de PREISSMAN (Variationtemporelle)

n+1

At

v

T Ax 1

Fig. IV.5. Schéma implicite de PREISSMAN (Variationspatiale)
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Le principe du schéma de PREISSMANN est que lavééripar rapport au
temps est une pondération des dérivees estiméegoais «i» et «i+1 »; la
dérivée par rapport a I'espace est une pondérdasrdérivées estimées aux pas

de temps « n » et « n+1 ».

4. La_méthode des caractéristigues du point de vue mathématique

la méthode des caractéristiques est une technigumettant de résoudre
les équations aux dérivées partielles. Particutierde adaptée aux
problemes de transport, elle est utilisée dansamebneux domaines tels
gue la mécanique des fluides ou le transport diecphas.

Pour une équation aux dérivées partielles (EDP)pdemier ordre, la
méthode des caractéristiques cherche des courbesiéap « lignes
caractéristigues », ou plus simplement « caratguiss » le long
desquelles I'EDP se reduit a une simple équatiofférentielle
ordinaire (EDO). La résolution de I'EDO le long rdéucaractéristique
permet de retrouver la solution du probléme origina

Il existe une classe d’équations aux dérivées giksi dont on peut
obtenir les solutions en utilisant une méthode yhe tgéométrique, la
méthode des caractéristiques.

C’est une des plus grandes méthodes énuméréesr@tuiction utilisées
pour la résolution des équations différentiellestipbes. Dans certains
cas particuliers, cette méthode peut permettreéolution purement
analytique de I'EDP. Dans des cas plus complexesne® en
modélisation des systemes physiques, la méthodeadastéristiques peut
étre utilisée comme une meéethode de résolution ngoedu probleme.

La méthode des caractéristique est simple a appligt demande peu de
calculs et le résultat obtenu est remarquablemetigy contrairement a

ceux des méthodes classiques des différences.finies
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4.1. Principe : En mathématique, la méthode des caractéristigsieane
technique pour résoudre les équations aux déripéeselles, plus
généralement elle est valable pour toutes les iEmmsatux dérivées
partielles hyperboliques.

La méthode consiste a réduire une équation auxéisipartielles a
une famille d’équations différentielles ordinairks|ong de laquelle la
solution peut étre intégrée a partir des donnétales.

Elle cherche des courbes appelées les courbedératgues ou tout
simplement les caractéristiques le long desqudlkguation aux
dérivées partielles se réduit en une équation si@pésoudre.

La résolution de cette simple équation sur lesoté@rastiques se fait
par intégration ou par différences finies afin daus permettre de
retrouver la solution globale du probleme originaer tout le

maillage.
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5. Consistance, Stabilité et Convergence:

5.1.

5.2.

Consistance :La consistance est une propriété de la discrietrsgui

assure que la solution exacte des équations dsaméttend vers la
solution exacte des équations continues lorsque pas de
discrétisation «t » et «Ax » tendent vers zéro. On dit que I'EDP
discrétisée est consistante par rapport a 'EDReréeelle tend vers
elle lorsque «t» tend vers 0. La différence entre I'équation
discrétisée et I'équation réelle est appelée llerde troncature.

La consistance d'une discrétisation s’analyse efecefant un
développement en série de Taylor de I'équationréisge et en
vérifiant que celle-ci tend vers 'EDP originalerdque «At» ou

«AXx» tendent vers 0.

Stabilité : La stabilité est la propriété de la solution (shiglie et/ou
numeérique) qui assure que la difféerence entre latiso numeérique
obtenue et la solution exacte des équations diséest soit bornée.
C’est une traduction du principe du maximum. Pasrproblemes de
diffusion-convection, en absence de terme souraesdlution est
bornée par le minimum et le maximum de la conditioitiale. Le
schéma numérique, pour vérifier ce principe, net diinc pas
amplifier les erreurs.

Le principe de la stabilité d’'un schéma numériquamstste dans
'analyse du rapport «UM*'/UM » et sous quelle condition il est
inférieur & « 1 » (auquel cas le schéma est stablasupérieur (auquel
cas le schéma est instable).

La stabilité des schémas numériques explicites plesr EDP
hyperbolique est fortement conditionnée par lawallu nombre de
Courant « Cr »/ nombre adimensionnel : Cr =AHAX). Pour que le
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schéma numérique soit stable le nombre doit éimgas entre :(-1) et
(+1).

(Cr : du nom du mathématicien Robert Courant)

Convergence :La convergence c’est la propriété qui assure que |

solution numérique tend vers la (ou une) solutixacee des équations
continues ; C'est évidemment la propriété la pacherchéelorsque
le pas du maillage en espace noté « h » A x et lorsque le pas de
temps «At », tendent simultanément vers 0, de la solutppr@chée f
vers la solution exacte f d'une EDP est délicaw@édontrer. C'est
pourquoi on utilise le plus souvent le théorémelLde&X : pour un
probleme linéaire bien posé, il y a équivalenceesnbnvergence et
(stabilité + consistance).

La convergence est une propriété de la solutionémigime. On dit que
la solution numeérique converge vers la solutionydigae si elle tend
vers elle en tout point du temps et de I'espaagsgloe «At » et «AX »

tendent vers « 0 ».

Condition de stabilit¢ CFL : Pour des problemes d'évolution

temporelle, certains schémas sont stables a condiie le pas de
temps soit inférieur a une certaine valeur critidaection du pas
d'espace. Cette inégalité constitue la conditior€darant-Friedrichs-
Lewy (1928) ou condition CFL. Elle est nécessatrsugfisante pour
assurer la stabilité du schéma numérique adopté.

La condition CFL varie d'une équation a une autre.

Théoréme de LAX: la consistance et la stabilité sont en général

relativement facile a démontrer. La convergenceatwla souvent des

démonstrations longues et ardues. Le théoreme d¥ pArmet
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d’obvier a cette difficulté : il exprime, en effetne équivalence entre
consistance, stabilité et convergence pour la wésal des EDP
linéaires, il a été étendu aux EPD non linéaires’@nonce comme
suit :

La consistance et la stabilité sont nécessairesuffisantes a la
convergence.

Autrement dit, si I'on a discrétisé une EDP d’'uaedn consistante et
si la solution de cette EDP est stable, alors eb¢ également

convergente.

Théoreme de Lax-Wendroff :

Si un schéma numérigue consistant converge lonsgaffine les pas
de temps et d'espace, c'est-a-dire lorsgiesxxet «Ax » tendent vers

0, alors il converge vers une solution faible dpsadions.
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E.D.P

Equation discrétisée

Consistance

Convergence w

Solution exacte || @ “ Solution discréte “

Stabilité

Solution numérique “

Fig. IV. 6. Solutions exacte, numérique et discréete

Ces propriétés sont liées les unes aux autregpdnéoréemes précédents.

Page 100



Modélisation numérique

6. Discrétisation des équations de I'’écoulement transire par la

meéthode des différences finies:

6.1. Suivant le schéma décentré amont explicite :

Reprenons le systéeme d’équations :
du oh Au?

—+t = =—+a—=

ox a? ot dt
Remplacons la vitesse « u » par le débit « Q us @oirons :
dQ oH AQ?

Aot 8axT2DA =

0Q g oH dT_
Aox a2 ot Yar T
Pour la charge « H » :
OH H*'—Hp

0

&
0

ot At
fﬁH_Hi“—Hi“_1 v 0
i [y pour: v >
oH = Hiyy — H7 pour: v < 0
Lax AXiy1/2 T
Pour le débit « Q »:
0Q Q" -Qf
ot At
(O_Q _O Qi our: v=0
0x AXi—l/Z p T
a_U=Q?+1_Q£l our:v<o0
kax AXit1/2 pour¥ =
Pour la température « T » :
dT B Tin+1_Tin
dt At
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Pour le débit « ©», nous pouvons faire I'approximation comme suit :

Q* = Qi1 1Q% 41 + Q7. 1QTD /2
Introduisons les valeurs de « H » et « Q » daggdeeme précédent:

1/Q* —q} H — H A
(e Tt (@ 1011 + Q- [Q71)/2 = 0

A A Ax. 1 2DA2
=X
1(Q-Qly |, g (HMoHD)(T-TY
A AX, 1 a2 At At
\ 1=
Alors :

( AAtg AA
Q= Q) - B — D) + (55 (Qa QR + Q1. [Q])/2

< 2

a‘At
Hin+1 = Hp' - (Q1+1 Q) —«a (
2

Tn+1 Tn
AgA At >

Pour résoudre complétement le systeme, il faut fibess conditions aux limites
amont et aval, c’est-a-dire ¢ et « H"» a lamont et « @' » et « H"» a
l'aval vV n, et les conditions initiales;Uet h° V i. De plus, le schéma doit

vérifier la condition de Courant-Friedrich-Levy expée sous la forme :

At < Ax
~ |U+ a]
I
Avec: a = 2
1D
B eE
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6.2. Suivant le schéma implicite de PREISSMAN:Le schéma de

PREISSMAN utilise les quatre points (i, n), (i+1, i, n+1), (i+1
n+1).

Reprenons le systeme d’équation :

dQ (’)H AQ?
A 0Ot ax 2D A2
0Q g OH dT
Aox T2ttt a0
Pour la charge « H » :

=0

fﬁ_H = (1-1) Hin-l-1 — HY + v le1++11 Hiy4
ot At At
! oH Hy, —H' _ HYY' —HP*
L_ — (1 _ 9) i+1 1 +0 i+1 1
d AXit1/2 AXi11/2
Pour le débit « Q » :
( Qn+1 Qn ?:11 - ?+1
—=1- lIJ)— Y
At
a n n+1 _ nn+1
— 1+ i+ i
k 0x AX1+1/2 AXiy1/2

Substituons ces valeurs dans le systeme d’éguatimime sulit:

1 Q“Jr1 Qn ?++11_ ?+1 1+1 Hn H1n++11 HinJrl A
+ 1-86 +6 11Qf + =0
A(( -9 e gl -0 —p— o |t ap e QT+ QR lQRaD
1+E I+E
1
1@ QR Q) g ((HETCHD L HE L) T
Ax 1 Ax 1 a2 At At At
2 2

Qn+1 Qn ?++11 - ?+1 Hin+1 B Hin H1n++11 HinJr1 A
Al (1—-0 0 QR =0
(( -9 P A | (1= 0) =R 40— [ (QUIQD + QRalQRaD)
l+i 1+E
Qp p+11 Qn+1 Hn+1 _ H_n Hp+11 _ H_n+1 Tn+1 T
1-0 1+1 1 0 i+ 1— 1 i+ 1 aA =0
<( ) Xi+1 * AXH.l ( 12 At v At + At
2 2
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Apres certain arrangement et afin que le systemiestatle, on fixe les valeurs

de «y =1/2 » et & = 1/2 », alors le systeme devient :

Ax 1 AX 1 7\AX
P - P HR - HD) 4 e QR Q) - o (@ - Q) o AZ L QI+ QD) = 0
2 Ata n n+1 n+1 n+1 n n+1 n
gADx 1(Q1+1 Q + QY — Q') + (HM' —H! + HYY' — H] -T") =0

Le systeme d’équations peut étre simplifié :
_ (2Ata?
A g AjAx;
Bi = (Hin+1 - H?) + O(i(Q? - Qin.H)
_ AXi
Yi=\2g0 AAt
Ax 17\

(M = M)+ [ —2— | (@QIQ0 + Q%4 Q%)

8;
2g A® At

Tous les parametres des coefficients devraientcétmaus comme les propriétés
ou les valeurs de la hauteur piézométrique et diit dians le pas de temps

précédent.

7\Ax

(inQnI + Q1+1|Q?+1 ) =10

i(Hlnfll H*' +HY, — 1n) tvy, (Q?:ll + Q?H) - Yi(Qi1 Q)+t 575 28D A2

2a
oi(Qly — QF + QN — QM) + (M —HP + HY —HY ) + —g a(T*-T") =0

Alors le systeme d’équation est simplifié en appege comme suit :

2 a2
HY, + HY + O‘i(Q?Ll + Qril+1) + g a (Tin+1_Tin) =B

—Hf\, + ' + Yi(Q?Jr1 + Q?:f) = 0;
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Une paire d’équation de cette forme s’applique agae segment d'une
conduite dans le cas d’'un régime d’écoulement iti@res.

On constate que les inconnues a l'itération (n-h} seliées entre elles par une
relation implicite (d’ou le nom de la méthode).

Les variables a évaluer sont au temg$, (on peut donc écrire ces deux

équations pour chaque position « i » sur 'axex X
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7. Discrétisation des équations de I'’écoulement transire par la

meéthode des caractéristiqgues :

Reprenons le systeme d’équation :

0Q oH 2AQ|Q]
Aot 89x DA
0Q g dH  dT
Aox a2 ot "%

Afin de transformer le systeme constitué de dewaggns aux dérivées

=0

(IV.7.1)

=0

partielles en une équation aux dérivées ordinaimess allons procéder
comme suite:

Le systeme peut étre écrit comme suit :

9Q  oH AQ? 9Q g oH  dT
k(Aat 8ox © 2DA>+(A6x+a2 at+°‘dt) 0

(6Q+k0Q) (k H g aH)+<a%+k;§2A>=0 (1V.7.3)

ox ot
Les différences totales du débit et de la chargé:so
dQ 0Qdx 0Qdt

J0Q 99 ) ax T axdx At
Q=53+ 58SV dQ aqdx  aqQat

qt - ox dt T 9t dt
dQ _9Q  4Qdt
dX GX at dx

(IV.7.2)

6x a ot

= dQ 9Qdx aQ
dt ~ ax dt ' ot
oH oH
dH=de+7dt
dd o9Hdx 4H dt dH _oH  oH dt
o Jdx xdx ! atdx ) dx | 0x | Ot dx
dH oHdx OHdt dH oHdx oH

Gt oxdt T otdat \ar o oxdt ! at
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Par comparaison, on a :

0Q 9Q 9Q dtaQ  dQ
PRI Tl Wi Tl

oH godH gdxoH g oH gdH

ko—+ = -2 - -2
g6x+ az dt a2 dtax-l_a2 ot a? dt
Alors
_ dc (k=+-
dx @kz——@! ou (1V.7.4)
1 dx a2 o

Alors pour satisfaire I'équation, le facteur « Kleit prendre une des deux
valeurs obtenues « + a/g » ou « - a/g ».

Ou « g » est toujours positive mais la céléritésxeut étre positive ou
négative suivant le sens de propagation.

Substituons les valeurs de « k » dans I'équatidiv(B) :

k (:—i) + %(%) + <k}\2?)|§|> +a (i—t) =0 (IV.7.5)

Pourk = +§ :

)+ 5 () (G o) e (@)=

o (:—3{) + §(%> + <}\2?)|(AQ|> + (aa) (g) =0 (1V.7.6)

Laquelle est connue comme la caractéristiqlie C

Pourk = —i :

(e (@) (G ) = ()=

= (a2 () + (Gow) o (@) =0 v.7.7)

Laquelle est connue comme la caractéristique C
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Alors, nous avons deux équationset C:

dQ\ g/dH\ /[AQIQ| dTy _ +
<m>+5<7t>+( 2DA>+(aa) <d_t>_0’ ) IV.7.8
dQ\ _g(dH)  (AQIQI\_ dTy _ - o
L(A_dt> 5<E> (2DA> (aa)(a>_ '
Nous avons encore :
dx
?z a, ct
dxt (1V.7.9)
@ -

Il est a noter que la premiére équation du syst@vhe/. 8) est valable si
la premiere equation du systéme (IV. 7. 9) estskate et méme pour la
deuxieme équation. Les systemes d'équations (I\8),7(IV. 7. 9) sont
tout a fait identiques aux systemes d'équations {IV1). Le systéme
d'équations (IV. 7. 8) est en dérivées ordinairesee contient plus la
coordonnée longitudinabe
Par la méthode des caractéristiques, on a donsforamé un systeme
d'équations aux dérivées partielles en un systegogiations aux dérivées
ordinaires ou la variable est «.tCependant, les systemes (IV. 7. 8) ne
sont valables que sur les deux lignes correspoesant
dx _
Qi +a
Dénommeées lignes caractéristiques, tandis quedeme (IV. 7. 1) est
valable entierement dans le plan « x-t ».
Dans le cas le plus simple, la célérité d'ondeestxxonstante et les lignes
caractéristiqgues deviennent des droites. Elleagant le plan « xst, sur
lequel les solutions Q(x, t) et H(x, t) sont reaiees.
Du point de vue physique, les lignes caractérissqoorrespondent aux

tracés le long desquels les perturbations sontageegs (Abbott, 1966).
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Comme démontré dans la figure (Fig. IV. 7) une yredtion au point
« L » aura traversé le trajetAx = a At » au point « P » dans le temps
< At ».

At c' C

|

Fig. IV. 7. Lignes caractéristiqgues « PR » et « LR

Cela signifie que si on veut connaitre les valeiers Q » et « H» a
moment donnée et a un point donné le long de ldwtmon doit le
calculer a la base des valeurs de « Q » et de alHtemps zéro aux

points « X -AX » et « X +AX ».
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7.1. Intégration du systeme différentiel :

Intégration par différences finies :l'intégration du systeme (IV. 7. 8)

en utilisant un schéma de différences finies estnge suite :
On subdivise la conduite en « N » trongons espdicéspas de AXx »,
ce qui nous donne « N+1 » nceuds.

Suivant la caractéristique positive &%, nous avons :

n+1 n
_ Hi ""-Hi_4

O0H = :
At

_ oo,
At

0Q
Suivant la caractéristique positive «Z nous avons :

+1 +1
aH — l_I{1+1 _Hin aQ — Q{l+1 _Q{l
At ! At

Substituons les valeurs de « H » et de « Q » daggsteme (IV. 7. 8) :
+1 +1 +1 +1
<—QE _ QE) + g(_HB _ HE) + (—A Q |QE|> + (o a) <—TI‘3 —Ti ) -0, c*

(

At At 2D A

==

{ a At W
lkl (Qg+1 _ QE) i g(Hll;+1 — Hﬁ) + (7\ QE |QE|> —(a) <TB+1 _ Tlﬁ-i-l) _, -
A At a At 2DA At ’

La substitution de « L » et « R » au lieu de «i-&t « i » traduit la
position des points a gauche « Left: L » et poantdroites « Right :

R » par rapport au point « P » avec un pas de temps au passé.

La relation entre le pas de tempgko et le pas de I'espaceAx »

constitue le module de la ligne caractéristique.

En multipliant le systeme (IV. 8. 10) pank», on aura :

(05" ) + 57 ) (20 M e oy (- =0

lI(

o B

(@5 - ) -0 ) + (220 ) war (7 ) =0 o

Afin de simplifier le systéme on peut mettre :
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c=8
a
Et :

_ At
~ 2D
Alors les solutions du systeme (IV. 7. 11), gofet « H » seront:

n+1 n+1\ __ +
{Qp - Q, +AC(Hp — H) +K(Q Q) + (wa ) (T ~=TL™)=0, ¢ (IV.7.12)

Qp — Qg = ACCHp — Hp) + K(Qp|Qgl) — (wa &) (T3 = TR™) =0, ¢

Soustrairons les deux équations du systeme (1¥2)/« Q » sera éliminé,

alors :

1
Hp= 2AC [(QL'QR)"‘AC(HL'HR)'K(QL 1QLI-Qr 1QrD+(aa A)(2T§+1'Tﬁl+1+Tﬁl+1)]

Ou:
TP+ TR+ = 0, La variation spatiale de la température est négligée.

Généralement, (QH,) sont représentés au ieme point le long de lawtagar

(Qui, Hpi) et calculé a base dei(@QH;.1), (Q+1, Hi+1), comme suit :

A At

1
Qi = 0.5 [ Qs + Qi) + 2 (Hiy = Hign) = 550 (it Qual + Quea 1Qsa D]

R At a 2 |(IV.7.13)
Hp; = 0.5 [g_A (Qi-1 — Q1) + (Hi—y + Hyyq) — 2DA g (Qi-11Qi—1] = Qi+11Qi+1 D + <0( E) (ZTE?H)]

Ainsi, la résolution des inconnues ¢ @ et « H; » par le systeme (IV.7.13) peut
s’étendre a l'intérieur du domaine « 0 < x < L »ét> 0 » pour un incrément
temporel «At ». Par la suite, la résolution se poursuit parémentation du

temps « t =¢+ i At » avec « i=2,3,..., n ».

Aux limites « x=0 » et « x=L », les conditions dimites doivent étre imposer a

chague point de I'extrémité.
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La condition initiale (t = 0) ressort d'un calem écoulement stationnaire.

La figure (Fig. IV. 83) montre un réseau de noeygdeg ou la distinction a été
faite entre des conditions limites amont et avaktdndition initiale et des points
de calcul. Les pas de tempsAke» et de distance &x » ont été choisis

équidistants dans ce cas particulier.

N ’
N ’
A
< ’
N ’
%
N B
N ’
’
N ’
N ’
At <
N 7
N ’
’
N ’
N ’

AX

v

3

@)

<

Point de calcul.
Condition initiale.
Condition amont.

Condition aval.

Fig. IV. 8. Réseau des caractéristiques.
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7.2. Conditions aux limites :

Les conditions aux limites servent a fixer la relatde pression ou de
débit dans les points des extrémités amont et aes, conditions se
différent suivant la nature des équipements iregaflux extrémités du
systeme, qu’elles soient :

Un réservoir a surface libre ou bien une pompexériémité amont. Une
vanne avec une loi de fermeture donnée « brusastantanée ou lente »
Une jonction ou une bifurcation de deux ou plusegonduites de
différents diameétres.

Par la suite, I'extrémité amont est caractérisée ljpadex « 1 » et
l'extrémité aval par lindex «n+1». Amont et avsg référent a
I'écoulement stationnaire bien qu'un changement dieection
d'écoulement peut apparaitre pendant la phase taiiongaire. La
conduite de longueur « Lest divisée en « ntsanches équidistantes.
Dans notre cas le systeme est composé d'un résemwvamont équipé
d’'une conduite horizontal a caractéristiques unigumunie d’une vanne

a son extrémité aval.

7.2.1.Conditions initiales : Ces conditions présentent les propriétés de

I'écoulement « H » et « Q » a I'état initial avdat manceuvre de la
vanne a l'instant initial (t = 0) ou bien I'état efgime stationnaire. Ils

peuvent étre donnés sous forme :

H=H(x,0)=H (x)etQ=Q (x, 0) = Q (x).
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7.2.2.Conditions limite _amont « Réservoir »nous considérons que le

niveau du plan d’eau dans le réservoir reste cofysaasi la charge au
niveau de I'extrémité amont reste constante :

H (0, t) =H,

Pour obtenir la condition du débit, on utilise édation de Cdans (IV.
7.12),ona:

Qp — Qr -~ AC(Hp — Hg) + K(QrIQgrD) — (aa A)(Tg** —T§*H) =0
Nous avons :

Hp = Hyp, Qr = Qo

Alors :

Qp = Qo + AC(Hp — Hy) — K(QolQol) + (aa A)(TP* —TE*) =0

7.2.3.Conditions limite aval « Vanne »Une condition a la limite droite doit

étre donnée pour pourvoir calculer les valeursdies inconnues, La
condition aux limites la plus simple est celle mné des variables est
donnée en fonction du temps, exemple:

Q=" (L, t) ="f(1).

Supposons que la fermeture de la vanne obéie dounhieéaire de
sorte que le débit d'écoulement diminue de manigreaire sur
I'intervalle de fermeture a partir d'une valeutat'&table initial & zéro.

Alors la condition limite imposée est:

Q=0 (1) =@ (1-2)

Ou:
T.: temps de fermeture compléete de la vanne.
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Pour obtenir la condition de la charge, on utilseslation de Cdans
(IV.7.12),on a:

Qp - QL + AC(Hp — Hp) + K(Q|QL]) + (axaA) (TR — 1) =0

1
(Hp — Hy) = 2= [(Qu - Qp) = K(QuIQuLD — (xa A) (Tp™* = T™)]

Ce qui nous donne :

1
Hp = Hy +-=[(Qu - Qp) = K(QUIQLD — (aa &) (¥ — Ty )]
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Chapitre V : Simulation numérique des écoulements transitoiresn charge

avec transfert de chaleur :

Introduction : la simulation numérique des écoulements transgaimnsiste a

mettre en ceuvre les équations discrétisées obtelanede chapitre précédent,
Les équations ainsi développées prennent en cobeftet thermique sur le
fluide.

Le calcul des pressions et des débits a chaque pbia chaque instant en
utilisant les équations appropriées n'est posgjbke si on dispose d’'un moyen
de calcul puissant, pour cela il faut faire recaut®util informatique. Dans ce
cadre, plusieurs logiciels ont été développés pewalcul et la simulation du
phénomeéene transitoire, dont la majorité se base laurméthode des
caractéristiques, et quelques logiciels utilisannéthode des différences finies.
Les logiciels reposant sur la méthode des caratitgres fournissent des
résultats dont la précision dépasse de tres Igirbésoins pratiques, comme le
prouvent de nombreuses comparaisons avec des gelwémesures. Les
différences notables n’interviennent que lors dauwale la macro cavitation et
de I'atténuation des ondes de pression dans leltuya

La mise en ceuvre, programmation et analyse de$ia#ssuli a partie mise en

ceuvre est une grosse consommatrice de temps. keoheelt, de nombreux
codes commerciaux existent, qui permettent en ighéwm résoudre ” tous ” les
problemes. Il faut cependant procéder a une analysgue des résultats
obtenus par ces codes, qui ne sont pas toujourpatinies avec les propriétés

physiques attendues...
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1. Le logiciel AFT IMPULSE : « Applied Flow Technology's » ce logiciel

est une plate-forme a interface graphique pour Edétisation des
écoulements transitoires dans les conduites emgehar
L’interface graphique avancée du logiciel, simpliies modeles les plus
complexes dans la construction des systémes hyginasl Le moteur de
calcul employé, pour résoudre les équations fomddates du régime
transitoire, est basé sur la méthode des caraaéss.
Dans les calculs hydrauliques, AFT Impulse tiemhpte des propriétés
thermo-physiques du fluide véhiculé, qu’elles sobiemriables ou
constantes, pouvant ainsi étre définis des fluetedes melanges de tous
types.AFT Impulse est un outil aidant a réaliser les waltydrauliques
sans |"analyse de I"échange thermique, mais endévast les propriétés
du fluide en fonction de la température, a chagoecbn du réseau de
tuyauteries.
AFT Impulse peut étre utilisé pour modéliser unange variété de
systemes d'écoulement incompressibles, y compris:
- Les systemes ouverts et fermes-
- Systemes d’écoulement transitoires équipés deevan
- Systemes d’écoulement transitoires équipé de pomp
- Systémes d’écoulement transitoires a pressioa débit controlés par
une vanne.

Systemes d’écoulement transitoire prennent ensidération les
phénomeénes de cavitation et de séparation dddarede liquide.
- Systemes avec dispositifs de protection consecteips de bélier tels
gue les accumulateurs, les réservoirs anti-bélieles soupapes de
décharge.
- Systemes de densité et viscosité variables.

- Un comportement de liquide non-newtonien.
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Le solveur :Le moteur de solution stationnaire de 'AFT Impudse basé

sur des techniques standard utilisées depuis déneoises années dans

I'industrie.

Avant le calcul des équations du régime transitoiievaluation des

gradeurs initiaux en régime stationnaire initidlindispensable.

Une fois les résultats des propriétés de I'écoutgrpermanent ou initial

sont calculés, Impulse AFT passe a la résolutienédgiations du réegime

transitoire en utilisant la méthode des caractgties (MOC).

Hypothéses AFT impulse est basé sur les hypothéses de lamugea

des fluide suivantes :

Ecoulement uniguement en phase liquide.

Ecoulement unidimensionnel.

Aucune réaction chimique.

La ceélérité des ondes reste constante pendant rée dde la
simulation.

Aucune libération de gaz dissous dans le liquide.

Les bulles formées lors de phénomeéene de cavitaigodeéplacent

pas.
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Organigramme du logiciel AFT Impulse :

Lecture de données

du modele

1
1
1
1
1
1
1
1
1

v

Calcul du régime
permanent

1
v

Calcul du régime
fransitoire

Résultats Résultat

graphiques numeérique
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2. Modéle de simulation :le modele d’étude que nous allons simuler c’est

un systeme hydraulique d’écoulement gravitairesitiéiau chapitre lll.
Le systeme est constitué d’'un réservoir muni d’'aorduite équipée a
son extrémité avale par une vanne.

2.1. Hypothése de base afin de simplifier le systéme, nous allons nous

basé sur les hypothéses suivante :

e La surface du réservoir est supposé infinimentdgafin que nous
puissions considérer que le niveau du plan d’esie mnstant.

» La conduite en acier, horizontale et posséde destégistiques
uniques de diametre et d’épaisseur.

» Lavanne se ferme brusquement£D).

» L’échange thermique avec les parois de la conditeil.

Réservoir

Fig. V. 1. Schéma de I'adduction gravitaire

Page 121



2.2

Simulation numérique

Données de la simulation :

2.2.1.les caractéristiques du systeme :

VvV V V V V V

La hauteur d’au dans le réservoir est égal g= H0 M.

La conduite a une longueur de : L =1000 ML.

Le diamétre de la conduite : D = 0.250 M.

La module d’élasticité du matériau de la conduige: 2,038.18" Pa.
La rugosité absolue du matériau de la conduitdes0,04 MM.

L’épaisseur des parois de la conduite : e = 0.015 M

2.2.2.Les caractéristiques thermo-hydrauliques du fluide

» Latempérature initiale est :
To=0 (°C)=273 (°K)
» La masse volumique de l'eau :
po=999,81 (Kg/M)
» Le module de compressibilité du fluide « Eau » :
Bo=1,82.18° (KG F/M)
» Le module de dilatation thermique moyenne:
a=1,13.10 (1/K°)

2.2.3.0ptions de simulation :

» La simulation dure 20 secondes.
» Le pas de tempsAt » .

Ax
At = —
a

» La précision des calculs est de : 0,00001.
» Les résultats de simulation sont donnés a chagudgemps.
» Les résultats de simulation sont donnés pour :

% La charge « H (M) » au niveau de la vanne.

< Le débit « Q (M/S) » au niveau du réservoir.
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% Lacharge « H (M) » et le débit « Q {/8) » au niveau du
point « M » situé milieu de la conduite.

» La simulation se déroule pour différentes tempéegpartant de
T=0°C jusqu’a T=100°C, chaque les 10°C.
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3. Résultats de la simulation :
Température : T = 0°C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static vs. Time

I
< I ] ] —
B
[0
/
a
. I N — - —
Time (seconds) 5
Fig. V. 2.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate vs. Time
g
E
8
g
S
:
S

Time (seconds)

Fig. V. 3.
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Charge au point « M » :
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g I I
¢ L JU L gL gL gL
I .
U U oW d
F'gI.V. 4,
Débit au point « M »
_\ - v: T
- | A ] n M -
&7 || | n | | | ||
R R I A Y I I
S s A s
BN N T I = —
Vs
1268,66 (I\I/I_I.(n;?)I(E) (l\/lIl.gi.nE) (S/lg}asx) (ﬁ%)
311,1 83,81 0.07193|  -0.06954
X (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,445 3,002 0 2,233
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Température : T = 10 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static vs. Time

]
0
o
I
£ ] ]
g F}j | T
p
o
| L] . L
0 Time (secondso) ’ k
Fig. V. 6.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate vs. Time

8 —
g
g
S
S
S

o 10 5 20

Time (seconds)

Fig. V. 7.
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Charge au point « M » :

Simulation numérique
NN .
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P
T A T
oL Ju b JL L L L
IRy
i Jou -
Débit au point « M »
= B
Sl n || | ] -
s || n || || | ||
S I I A I L L
N I L
] | || || || | | |
O =
s
1305,332 (I\ZI.S?)I(E) (I\/Tém.nE) (|(\g/|3n}asx) (8%)
317,2 -90,10 0.07204 -0.06979
x (m) 1000 1000 0 0
t (s) 1,405 2,937 0 2,171
Tableau. V.1




Température : T = 20 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Simulation numérique

Pressure Static vs. Time

:‘;
o
E T —
|
I A N [ S
° Time (secondsl)o 5
Fig. V. 10.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate vs. Time
0 ]

P
-
>

Time (seconds)

Fig. V. 11.
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Charge au point « M » :
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00 M I BT
AR AN AR AR AN AR AN
I
i U U o
Fig. V. 12.
Débit au point « M »
L 1 s O B
; n || | n i |
A
S A A e
|| | L] L L LJ -
L_J | |
1333,973 (l\;I.cn?XE) (l\/lIl.gi.nE) (SA%X) (ﬁ%)
3216 -04,96 0.07213|  -0.06999
X (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,374 2,874 0 2124
Tableau. V. 2
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Température : T =30 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static vs. Time

g
g
E I e
&
I L A R WS B —
Time (seconds) i
Fig. V. 14.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate vs. Time
3
g
5
S
g 0.00
§ °

Time (seconds)

Fig. V. 15.
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Charge au point « M » :

r—

T 00 nn non

A1 SR R O 1 I N IO B T

I O N A A Y A
U B R A R

% ﬂ 00
A N
A I I R e
S A B I I
. U
v
1355,601 (I\I/I_I.(n;?)I(E) (l\/lIl.gi.nE) (S/lg}asx) (8575
3244 -98,46 0.07220 -0.07013
x (m) 1000 1000 0 0
t (s) 1,352 2,827 0 2,090
Tableau. V. 3
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Température : T = 40 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static vs. Time

]
g ]
B L . L] L]
Time (seconds)
Fig. V. 18.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate Downstream vs. Time
5
-
©
g

Time (seconds)

Fig. V. 19.
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Charge au point « M » :
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Pressure

Static vs

. Time

|

|

i

i

|

L L

NENNA

L]

-
L JL
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IR R T .
I A S ¥ A =
Débit au point « M » :
A - — . -
Al | n | ] N
: || || || || | ||
S I Y Y I R B | L
L N RN N
|| || || | | | | | | |
|| | L L] L] ]
] -
Fig. V. 21.
1370,642 (I\ZI.S?)I(E) (I\/Tém.nE) (|(\g/|3r7asx) (3375
325,9 -100,7 0.07225 -0.07023
X (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,337 2,796 0 2,067
Tableau. V. 4




Simulation numérique

Température : T =50 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static vs. Time

:
: | ]
A
g
!
L] L] L] N I
Time (seconds)
Fig. V. 22.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowratet vs. Time
g
g
:
:
S

Time (seconds)

Fig. V. 23.
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Charge au point « M » :
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Pressure Static (m H20 std.

i

i

-
L L

JuJuJ JL JL
I R .
LJ L || L] L] L] L]
Fig. V. 24.
Débit au point « M » :
% I (1 T o
: . N ||
L IR L
[ I A o
| L L] L]
1379315 (I\T.S?)I(E) (I\/I;I.(r:ni.nE) (|(\g/|3r7asx) (3’%
326.1 -101,7 0.07229 -0.07025
X (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,346 2,795 0,1035 2,070
Tableau. V. 5
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Température : T = 60 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static vs. Time

1

Pressure Static (m H20 std.)

- L L

Time (seconds)

Fig. V. 26.

Débit « Q » au niveau du réservoir :

Volumetric Flowrate vs. Time

0.00

Volumetric Flowrate (m3/sec)

o 10 15

Time (seconds)

Fig. V. 27.
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Charge au point « M » :

Simulation numérique

0 A A
qéJL\IJ\IJL\/JL\IJL\IJL\/JL\
U U ou ouput
Débit au point « M » :
g : -.\ - r—\‘/olumetric Iiiwrate vs. Time
e | | | | ] ]
o || || || || || ||
I R R O T O O O | L
S e
o || || | || || ||
ey
Fig. V. 29.
1381,671 (l\;I.cn?XE) (l\/lIl.gi.nE) (SA%X) (ﬁ%)
325 -101,8 0.07231|  -0.07035
x (m) 1000 1000 0 0
t (s) 1,326 2,772 0,1205 2,049
Tableau. V. 6
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Simulation numérique

Température : T = 70 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Pressure Static (m H20 std.)

Pressure Static vs. Time

B

I [ S R S

0 5 10 15

Time (seconds)

Fig. V. 30.

Débit « Q » au niveau du réservoir :

Volumetric Flowrate (m3/sec)

Volumetric Flowrate vs. Time

o o 5

Time (seconds)

Fig. V. 31.
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Charge au point « M » :

Simulation numérique

Pressure Static v:

s. Time

Page 139
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oy
Débit au point « M » :
‘ i T A A e
g N | | | | ||
0 T T O N Y O | L
: L .
| | || || || || | |
[ N N N B B A
oy
1377,603 (I\ZI.S?)I(E) (I\/Tém.nE) (|(\g/|3n}asx) (8%)
322,7 -100,7 0.07234 -0.07039
x (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,330 2,78 0 2,055
Tableau. V. 7




Température : T =80 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Simulation numérique

Pressure Static vs. Time

§
8
: B e e
H
!
I I T S B N R
Time (seconds)
Fig. V. 34.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate vs. Time
g
g
;
S

Time (seconds)

Fig. V. 35.
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Charge au point « M » :

Simulation numérique

Page 141

I _
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O A T AR R A
1 U U uoot
Fig. V. 36,
Débit au point « M » :
[ :_\ 1 | iﬁa -
al || | | [] ] ]
L N | n | | ||
S R I TN O O O | L
I Y I I O I
N | || | || || ||
NN L L | LJ L ]
oo L_J - -
Fig. V. 37,
1366,846 (I\ZI.S?)I(E) (I\/Tém.nE) (|(\g/|3r7asx) (8%)
319,3 98,54 0.07236 |  -0.07041
X (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,340 2,801 0 2,071
Tableau. V. 8




Température : T =90 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Simulation numérique

Pressure Static (m H20 std.)

Pressure Static vs. Time

.

0 10

Time (seconds)

Fig. V. 38.

Débit « Q » au niveau du réservoir :

Volumetric Flowrate (m3/sec)

Volumetric Flowrate vs. Time

0.00

0 10

Time (seconds)

Fig. V. 39.
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Charge au point « M » :

Simulation numérique

e Static vs. Time

R e
| L\/JL\JL\IJL\/JL\/JL\/JL
g uu o upu
oy a0
Débit au point « M » :
2 ] . B - i
s I L 1 I
- || | || B ] ||
oL 1L L I
S o
Y N I A B B =
F'g.it.(41.
1348,96 (l\;I.cn?XE) (l\/lIl.gi.nE) (SA%X) (8575
314,5 -95,18 0.07238 -0.07042
X (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,357 2,838 0 2,098
Tableau. V. 9
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Température : T = 100 °C

Charge « H » au niveau de la vanne :

Simulation numérique

Pressure Static vs. Time

@ T T
!
A S N N NN [ gy —
Fig. V. 42.
Débit « Q » au niveau du réservoir :
Volumetric Flowrate vs. Time
:
;
!
S

Time (seconds)

Fig. V. 43.
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Simulation numérique

Charge au point « M » :

M
LJLIJLJL/JL/JL/JL

Fig. V. 44.

; T I
Pl || B || B | ||
oo L e L
O I A I A 1 I I A
|| | | | L L L L
] ]
Fig. V. 45.
1923292 | % | wlh | mdS | ol
308,4 -90,57 0.07239 -0.07039
x (M) 1000 1000 0 0
t (s) 1,509 3,018 0,1258 2,264
Tableau. V. 10
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T
QY
0

10
20
30
40
50
60
70
80
90

100

a

(M/S)
1268,66

1305,332
1333,973
1355,601
1370,642
1379,315
1381,671
1377,603
1366,846
1348,96

1323,292

Récapitulation

H max H min
(M.C.E) (M.C.E)
311,1 -83,81
317,2 -90,10
321,6 -94,96
324,4 -98,46
3259 -100,7
326.1 -101,7
325 -101,8
322,7 -100,7
319,3 -98,54
314,5 -95,18
308,4 -90,57
Tableau. V. 11

Simulation numérique

Q max
(M3/S)

0.07193
0.07204
0.07213
0.07220
0.07225
0.07229
0.07231
0.07234
0.07236
0.07238

0.07239

Q min
(M3/S)

-0.06954
-0.06979
-0.06999
-0.07013
-0.07023
-0.07025
-0.07035
-0.07039
-0.07041
-0.07042

-0.07039
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Simulation numérique

Célérité "a" (M/S)

Variation de La célérité "a" en fonction de la température
1400

1380 m
1360

1340 / \\
1320 / \

1300 //
1280

1260 -+
0 20 40 60 80 100 120
Température T( °C)
Fig. V. 46.

Hauteur maximale H,,, (M.C.E)

Variationde "H,,," en fonction de la température
328
326 /L L
324 e
322 / \
320 \
318 / \
7z N

316

314 / \\
312 (/

310 \

308
306

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Température T (°C)
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Simulation numérique

Fig. V. 47.

-20

-40

-60

-80

Hauteur minimale H,_;, (M.C.E)

-100

-120

Variation de "H

20

min €D fonction de la température
Température T(°C)
40 60 80 100

Fig. V. 48.

Débit maximal Q,,,, (M3/S)

0,0725

0,0724

0,0723

0,0722

0,0721

0,072

0,0719

Variationde "Q,,," en fonction de la température

20

40 60 80 100
Température T(°C)
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Simulation numérique

Fig. V. 49.

Débit maximal Q,,;, (M3/S)

0,0725

0,0724

0,0723

0,0722

0,0721

0,072

0,0719

Variation de "Q,,;," en fonction de la température

20

40 60 80 100
Température T(°C)

Fig. V. 50.
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Interprétation des résultats

Chapitre. VI. Interprétation des résultats :

Introduction : le modéle que nous avons simulé, constitué d’sarv@ir

muni d’une conduite équipée a son extrémité avahel’'vanne, présente
le systeme le plus simple et le plus adéquat damsalyse de
I’écoulement transitoire en charge.
La simulation s’est déroulée pour différentes terapses allant de « T =
0 °C » jusqu'a « T= 100 °C », avec un pas de teatyer de « 10 °C »
pendant une durée de 20 secondes pour chaque tsimula
Les résultats obtenus pour la célérité des ondsdiduteurs maximales et
minimales ainsi que pour les débits maximaux etimanx pour les
différents points de calculs critiques, qui sospectivement :

» Point amont au niveau du réservoir.

» Point médiane au milieu de la conduite.

» Point aval au niveau de la vanne.
Sont représentés par des figures classées conitme su

> Des figures qui présentent la variation des hastels
surpression et de dépression en fonction du terops e
point de la limite aval situé au niveau de la vanne

> Des figures qui présentent la variation des déhitfonction
du temps pour le point de la limite amont situénaweau du
réservoir.

» Des figures qui présentent la variation des hastetirdes

débits en fonction du temps pour le point médid x

Les valeurs ainsi obtenus pour chaque pas de tatopersont
regroupées et récapitulées dans le table®u ¥1.», ce dernier

nous a permis de construire les figures suivant:
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Interprétation des résultats

s Fig. V.46: Variation de « a » en fonction de la températufex

s Fig. V.47: Variation de « Ha» en fonction de la température
« T ».

s Fig. V.48: Variation de « H,,» en fonction de la température
« T ».

s Fig. V.49: Variation de « Q.x» en fonction de la température
« T ».

s Fig. V.50: Variation de « @, » en fonction de la température

« T ».

Ces figures traduisent le comportement du phénonmearesitoire en

fonction du changement thermique.
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Interprétation des résultats

1. Analyse des résultats I'examen des résultats obtenus, nous permet de

faire les observations suivantes :

1.1. Mécanisme du phénomeéne transitoire:

% Le déclanchement du phénomene transitoire est qmurda
fermeture de la vanne situé a I'extrémité avalatedaite.

% La fermeture de la vanne est une fermeture brus@jue0».

% Les valeurs de surpressions et de dépressions mi@sim
sont enregistrées immédiatement aprés la fermeataréa
vanne au point de I'extrémité aval de la conduitenaveau
de la vanne espacee temporellement par t = 2L/a.

% Les valeurs de débit maximum et minimum sont
enregistrées au point de I'extrémité amont de tfedade au
niveau du réservoir.

% L’atténuation des ondes se fait progressivemerioection
de la rugosité des parois de la conduite et laogise du
fluide.

1.2. Effet thermique : la récapitulation des résultats obtenus pour

différentes températures dans le tableau « V. hbus a permis
d’établir les figures « Fig. V.46 .47.48.49.50.00 représentent le
comportement des différents parametres de ['écarieémavec
I’évolution de la température :

1.2.1.La célérité «a» :d'aprés la « Fig. V. 46 » qui représente une

courbe : a = f(t), construite a partir des réssltdd la valeur de la
célérité « a » obtenu pour les différentes tempéeat on en déduit
que :
» Partant de «a = 1268,66 (m/s)» a « T =0 (°C) »,
La valeur de la célérité « a » croit progressivemen

avec l'augmentation de la température.
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Interprétation des résultats

» La valeur maximale de « a» est enregistrée pour
« T=60 (°C) », elle vaut : 1381,671 (m/s).

» Au dela de « T = 50 (°C) » la valeur de la célérité
commence a baisser progressivement avec la
'augmentation de la température.

» L’abaissement de la célérité continue jusqu’a la
température finale « T=100(°C) » ou elle atteint
une valeur de « 1323,292 (m/s) ».

> Il en résulte que le taux d’accroissement de la
célérité est plus élevé que celui d’abaissemerd dan
I'intervalle de température que nous avons fixé « T
=0— 100 (°C) ».

1.2.2.Les surpressions « Ha. » : La figure « Fig. V. 47 », représentée

par la courbe « K= f (T) », montre la variation de la surpression
« Hnax» en fonction de l'augmentation de la températare »,
I'analyse de la courbe, nous permet de dire que :

> la courbe « Ha= f (T) » connait une valeur initiale
de « H= 311,1 (M.C.E) » pour la température
initiale de « T =0 (°C) ».

» la valeur de « K. » accroit progressivement avec
'augmentation de la température jusqu'a atteindre
sa valeur maximale de «}kH~= 326.1 (M.C.E) »
pour une température de « T=50 (°C) ».

> Au-dela de « H,=326.1 (M.C.E) », la valeur de la
surpression commence a s'abaisser
progressivement avec laugmentation de Ila
température « T » jusqu'a ce que cette derniere

atteint sa valeur finale de « T= 100 (°C) » ou on
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Interprétation des résultats

trouve « H,ox = 308,4 (M.C.E) » qui représente la
valeur minimale de la surpression.

» Le taux d’accroissement de la surpression est
approximativement égal a celui d’abaissement dans
l'intervalle de température que nous avons fixé « T
=0— 100 (°C) ».

1.2.3.Les depressions « K, » : La figure « Fig. V. 48 », représentée par

la courbe « K= f (T)», montre la variation de la dépression
« Hnin » en fonction de l'augmentation de la températare »,
I'examen de la courbe, nous permet de dire que :

» La courbe « K= f (T)» connait une valeur
initiale de «H,= -83,81(M.CE)» pour la
température initiale de « T =0 (°C) ».

» la valeur de « K, » accroit progressivement avec
'augmentation de la température jusqu'a atteindre
sa valeur maximale de «J4# -101,8 (M.C.E) »
pour une température de « T= 60 (°C) ».

» Au-dela de « Hi,=-101,8 (M.C.E) », la valeur de
la  dépression commence a diminuer
progressivement avec laugmentation de Ila
température « T » jusqu'a ce que cette derniere
atteint sa valeur finale de « T= 100 (°C) » ou on
trouve « H,i,=-90,57 (M.C.E).

» Le taux d'accroissement de la dépression est
approximativement égal a celui d’abaissement dans
l'intervalle de température que nous avons fixé « T
=0— 100 (°C) ».
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Interprétation des résultats

1.2.4.Les Débits maximums « Qa»: les débits maximums sont

représentés par la courbe @ f (T) » dans la figure « Fig. V.
49 », de cette courbe on peut déduire que :

» La valeur initiale de « @x=0.07193 (M3/S)»
correspond a la température initiale « T =0 8C)

» La courbe «@u= f (T)» indique que le débit
maximal accroit progressivement avec la
'augmentation de la température.

» Contrairement a la courbe des hauteurs maximales
et minimales, la courbe «,@= f (T) » ne change
pas de signe au alentour de « T = 50 (°C) », elle
continue avec le méme signe jusqu'a ce que le débit
atteint sa valeur maximale de = 0.07239
(M3/S) » alatempérature « T =100 (°C) ».

1.2.5.Les _débits _minimums « Q,, ». de méme que les débits

maximums, les débits minimums sont représentéslgaourbe
« Qnin = f (T) » dans la figure «Fig. V. 50 ». 'examea l& courbe
nous permet de dire aussi que :

» La valeur initiale de « Q, =-0.06954 (M3/S)»
correspond a la température initiale « T =0 8C)

> La courbe «@.,= f (T)» indiqgue que le débit
maximal accroit progressivement avec la
'augmentation de la température.

» La courbe « @,= f (T) » ne change pas de signe
aux alentours de «T = 50 (°C) », elle continue
avec le méme signe jusqu'a ce que le débit ataint
valeur maximale de «=-0.07039 (M3/S)» a
la température « T =100 (°C) ».
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Interprétation des résultats

1.3. Interprétation des résultats : Les résultats ainsi obtenus, traduisent le

comportement des ondes de I'écoulement transiteirefonction du
changement thermique. L'analyse des résultats agesmis de faire une
approche vers la compréhension du probléme pdgérles conclusions,
suivantes :
L’influence de la température sur I'écoulement s$itire réside dans le
faite qu'une augmentation de la température afféese propriétés de
I'écoulement transitoire de facon directe ou incliee les principales
caractéristiques de ces écoulements sont :
> La célérité de 'onde « a ».
» La hauteur maximale qui représente la surpressatimale
«Hmax ».
» La hauteur minimale qui représente la dépressiotimade
«Hmin ».
> Le débit maximal ®Qmax ».
> Le débit minimal Qmin ».
Ces propriétés sont relieées entres elles pastese d’équation
(IV. 7. 13) obtenu précédemment :

A At

o @ilQia] + Qi 1Qiea D]

1 g
Qp; = 0.5 [K (Qi—1 + Qiy1) + N (Hi—qy — Hiz1) —

Hp; = 0.5 |— H,_, +H AAt a Y (2rne
pi = 0. g—A(Qi—1—Qi+1)+( i1+ i+1)_m§(Qi—1|Qi—1|_Qi+1|Qi+1|)+ O(E (2T5*1)

Afin de pouvoir interpréter les résultats, obteatiseprésentés par
les courbes précédentes, nous devons recourir atensy
d’équation (IV. 7. 13). Chague mondme du systénmésente

une quantité précise tel que :
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Interprétation des résultats

1. Pour la premiéere éguation :

1 g A At
Qpi = 0.5 K(Qi—l +Qi+1) + ;(Hi—l — Hjpq) — m(Qi—in—ﬂ + Qi+1 1Qi+1D

Les deux premiers termes de I'équation indiquehtrgaimple
changement dans I'énergie potentiel exprimée ergehaH »
cause un changement dans I'énergie cinétiqueragpren débit
« Q », ou en parle de transformation d’énergieriaken énergie

cinétique.

Le troisieme terme concerne la dissipation éneggétinduite par

les effets de frottement et de viscosité.

2. Pour la deuxiéme équation :

Hpi = 05 [ 2 Qi1 = Qi) + (Hicy + Hien) = 20 Q1 1Qa ] = Quaa QD) + (005 ) 213D

Contrairement a la premiere équation, les deurjams termes
traduisent le fait qu'un simple changement danselfgie
cinétique exprimée en débit « Q » engendre un @raagt dans
I'énergie potentiel exprimée en charge « H », cautie terme, on
parle de la transformation de I'énergie cinétique @nergie

potentiel.

De méme que précédemment le troisieme terme traduit

dissipation énergétique.

Le dernier terme désigne qu’un simple changemems tanergie
thermique exprimé en degré de température « T wogue un
changement dans I'énergie potentiel exprimée ergeh@aH », on
parle ici de transformation de I'énergie thermigele énergie
potentiel.
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Interprétation des résultats

En examinant les deux équations nous pouvons dee g

1. Contrairement a I'énergie cinétique exprimée enitdel) »,
I'énergie potentielle exprimée en charge « H » dédpd’'une
facon directe de la valeur de célérité « a ».

2. L’allure des courbes « Fig. V. 47 » et « Fig. V. »8qui
représentent les valeurs des surpressions et dessgéms en
fonction de la température, dépend dans son iniiEgrae la
célérité « a ».

3. Le comportement de la célérité « a» avec I'évotutde la
température est représenté dans « Fig. V. 46 »colabe
«a=f(T)» connait un maximum a «T=60 (°C)» de
«a=1381,671 (M/S) », afin de comprendre ce corepueht
par rapport au changement thermique, nous devenis t

compte de formule de la célérité :

B

NP

D

Avec :

p: masse volumique (spécifique) du liquide ; Poeali aux
conditions normales de température et de prestaomasse
volumique est:

p = 1000 Kg/m = 102 KgFS%/M* =1 KgN/M*,

B : compressibilité du liquide, pour I'eau:

. KN o KgF
D et e : diametre intérieur et épaisseur de la gibed
E : module d’élasticité du matériau de la conduite module

d’élasticité de Young «E», dépend de la natureagmloi.
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Interprétation des résultats

La dépendance de la célérité «a» de la températans la

formule précédente, est fonction des modules depoessibilité

du liquide «f3 », d’élasticité du matériau de la conduite « E »

ainsi que

de la masse volumiquep x qui sont fortement

influencés par la température ambiante, affectamtnthniere

substantielle la célérité de I'onde élastique.

Les valeurs de ces trois parametres lors de notrelation sont

représenté dans le tableau suivant :

p
(KG/IM 3

999,88837
999,75964
998,31671
995,77191
992,30481
988,06256
983,15973
977,67804
971,66705
965,14331
958,09137

B E a
(Pa) (Pa) (M/S)
1,820434 E+9 2,032824E+11 1268,66
1,941199 E+9 2,037755E+11 1305,332
2,0372 E+9 2,033336E+11 @ 1333,973

2,1085 E+9 2,028573E+11 1355,601
2,1550 E+9 2,023464E+11 @ 1370,642
2,1768 E+9 2,01801E+11 1379,315
2,1739 E+9 2,012212E+11 @ 1381,671
2,1462 E+9 2,006068E+11 1377,603
2,0938 E+9 1,99958E+11 1366,846
2,0166 E+9 1,992746E+11 1348,96

1,9147 E+9 1,985568E+11 | 1323,292

Tableau. VI. 1

Nous pouvons, ainsi, construire les graphes susvant
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Interprétation des résultats

Masse volumique "p" (KG/M3)

1005

Variation de la masse volumique "p" en fonction de la température

1000 ¢
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Température "T (°C)"
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90 100

Fig. VI. 1.

Module de compressibilité "g" (Pa)

Variation de la compressibilté "B" en fonction de la température "T"

2,20E+09
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Fig. VI. 2.
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Interprétation des résultats

Variation du module d'élasticité "E" en fonction de la température "T"
2,050E+11

2,040E+11
—_ A\
[1]
_E: 2,030E+11
Pg 2,020E+11
= \
[72]
s
@ 2,010E+11
o
2
=
S 2,000E+11
=

1,990E+11 \T

1,980E+11 |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Température "T (°C)"
Fig. VI. 3.
Conclusion :

D’aprés I'examen que nous venons d’effectuer, ramams déduit
gue le parametre essentiel affectant la célérié>«est le module
de compressibilité § », ce dernier connait une valeur maximale

pour une température de « T =50 (°C) ».

Alors, nous concluons que l'effet direct de la ténagpure sur les
propriétés physique du fluide, a un impact surfdespriétés de
I'écoulement transitoire, notamment sur les sugoes et les
dépressions. Ces derniers dépendent de la valela délérité
«a», qui a son tour est fonction de la comprdgsilau fluide,

ensuite, de I'élasticité du matériau de la condaitesi que de la

masse volumique du fluide.
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L’étude que nous avons mené, concernant la motiéhsales écoulements
transitoires en charge avec transfert de chalgpoua but de faire une approche
pour la compréhension du phénomene transitoira guns son comportement
vis-a-vis les contraintes qui affectent ses prialdp propriétés hydraulique,
notamment I'influence du changement thermique a&whlrge et le débit.

Pour cela, nous avons modélisé mathématiquemetigigoméne physique, tout
en prenant en compte la contrainte thermique, cffet, nous avons apporté
une extension au systeme d’équation classique ith-\&@nant, en lui ajoutant
le terme tenant compte de l'influence thermiquesgutraduit par une dilatation
thermique volumique.

La résolution du systeme mathématique, n’a pu ébienue, qu’apres une
discrétisation numérique de ce systeme. Donc, remens employé deux
méthodes les plus répandues pour la résolution eleganre de systeme
d’équation aux dérivées partielles hyperboliqued,aecurrence des différences
finies et celle des caractéristiques.

Le modele de I'étude choisi pour la simulation numé est constitué d'un
systéme simple, afin de minimiser toutes les cartra secondaires. Alors, nous
avons utilisé le logiciel AFT IMPULSE vu ses avajga et sa compatibilité
avec notre besoin de la prise en compte de I'dffimique.

L’examen des résultats obtenus pour différentespéeatures, indique que
I'effet thermique sur les propriétés de I'écoulefreansitoire est important, non
seulement sur le plan théorique mais, aussi bigrlegplan pratique. Pour le cas
échéant, d’aprés la simulation que nous venionfaide, la différence entre la
valeur de la surpression maximale a la températitrale « T =0 (°C) » et celle
a la température « T =50 (°C) » est de 10 (M.CIeltte différence ne peut pas
étre négligée ni sur le plan théorique ni sur Enpratique, un tel écart entre les

deux hauteurs peut causer des dommages irréparalesiveau des
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installations, pour lesquelles on a pas prévu @itgnentation de pression due
aux écarts thermiques, lors de leurs études.

Le comportement des propriétés de I'écoulemensti@ire lors de I'évolution
de la contrainte thermique est traduit par une dicgion des hauteurs de
surpression et de dépression jusqu'a atteindrevaleer maximale ou un pic a
une certaine température, pour notre cas elleeestiD (°C) », au dela de cette
valeur I'amplitude des ondes commence a s’attémquegressivement avec
'augmentation de la température.

L’explication de ce comportement réside dans laneatle la célérité « a » qui a
une grande influence sur I'amplitude des ondesudgrassion et de dépression.
La valeur de « a» est sensible au changement itdngemelle dépend de la
géométrie de la conduite du diametre et de I'éparssde I'élasticité du
matériau de la conduite et essentiellement de dapoessibilité du liquide ainsi
gue de sa masse volumique. Le module de compridssthi liquide présente la
contrainte principale qui domine la valeur de « @e dernier est sensible au
changement thermique.

Donc nous pouvons conclure que le fait de charegmrhpérature du liquide, on
apporte, relativement, une Iégére variation du rede compressibilité, cette
variation influe grandement sur la célérité « aelle-ci a son tour agit sur
I'amplitude des ondes.

Enfin, nous signalons que I'objet de notre étudeceonant la modélisation des
écoulements transitoires dans les conduites emgelaaec transfert de chaleur, a
nécessité I'emploie de plusieurs disciplines sdignkes, partant de la
mécanique des fluides, la thermodynamique ou laentbdhydraulique jusqu’a

I'analyse numérique et I'informatique.

Afin d’analyser les systemes hydrauliques avect éffermique, il faut associer

la thermodynamique pour l'aspect thermique, la miége des fluides pour
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I'aspect hydraulique ainsi que le transfert de elalpour la transmission de

chaleur du et vers le fluide.

Enfin, il y'a lieu de signaler que le travail étadi’a pas pu étre achevé par le
fait que plusieurs parametres : les modes de wendk chaleur, I'échange
thermique avec I'extérieur, n'ont pu étre intégten. perspectives, notre projet
consiste a développer cette étude en tenant copnmetairement de ces

parametres dans des systemes hydrauliques pludecasp

Page 166



Conclusion générale

Le couplage entre les différents domaines estiéysar la Figure « I1-8»

suivante, avec les équations constitutives :

Thermodynamiat

Equation de conservatior
de la masse.
Transfert de ——
chaleur. Equation de conservatior Mécanique des
de I'énergie. fluides.
Conduction. _
Equation de conservatior Hydro statique.
Convection. de la quantité de Hvdro d _
mouvement. ydro dynamique.
Rayonnement.
Seconde loi de
thermodynamique.

Transfert de masse

Fig.54. Le couplage entre les différents domaines.
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