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Liste des Symboles

Liste des Symboles

1D, 2D, 3D Une, deux et trois dimensions
X, Y Abscisse et ordonnée d’un point
X Coordonnées d’un point en 2D, X=[x VY]
0 Domaine d’étude
r Frontiére du domaine entier
I Frontiere de type Dirichlet du domaine entier
gou Iy Frontiére de type Neumann
g Vecteur champ magnétique
—B> Vecteur induction magnétique
—E> Vecteur champ électrique
B Vecteur induction électrique
,_A) Vecteur Potentiel vecteur magnétique
A Potentiel vecteur magnétique modifié
Je OUJ g Densité des courantes électriques sources
3> Courant électrique de conduction
Jind Courants induits dans les parties conductrices
J, Courant de déplacement
g , & et &, Permittivité électrique du vide, relative et absolue
du milieu
Uy, 1, et L, Permeéabilité magnétique du vide, relative et
absolue du matériau
D, Ps Densité de charge, surfacique
6 Conductivité électrigue du matériau
\Y Potentiel électrique scalaire
Ks Densité surfacique de courant
r,petz Composantes cylindriques (axisymétriques)
v Vitesse des piéces en mouvement
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Liste des Symboles

® Pulsation électrique
Jo, Ao, Qo Constante réelles
a Fonction d’interpolation, de pondération ou
coefficient de Pénalité
Fonction de Lagrange
F Fonctionnelle ou vecteur global des sollicitions ou
force magnétique
K Matrice globale ou de rigidité
R Résidu ou Matrice moment de la base radiale
W Forme intégrale
N Nombre de noeuds
n Nombre de nceuds ou de parametres de
'approximation
u, U Variable inconnue
u” Approximation de u
X Point au voisinage duquel se fait 'approximation
u[ Approximation locale de u
ui, Us Valeurs nodales de u en i, vecteur des valeurs
nodales
a(Xx), b(X) Coefficients de I'approximation
P(X) Vecteur des éléments de la base
J Erreur quadratique
w Fonction de pondération ou énergie magnétique
ou poids de Gauss
A,B Formes matricielles
) Fonction de forme ou flux magnétique
by ¢'y Dérivées premiéres de ¢ par rapport ax ety
0 Impulsion de Dirac
dmi Taille de la zone d’influence du point |
Ci Distance entre le nceud | et son voisin
S, Nombre de voisins d’'un point
e Rayon relatif au point |
r Distance normalisée
A Multiplicateur de Lagrange
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Liste des Symboles

G Matrice due au multiplicateur de Lagrange ou
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Chapitre 1

Introduction, Problématique et

Orientation de I'Etude

1 Introduction

De nos jours, les méthodes de simulation numériques sont largement utilisées pour la résolution
des équations aux dérivées partielles qui modélisent les phénomenes physiques, telles que les
équations de Maxwell dans le cas de I'électromagnétisme. Ces équations peuvent étre résolues
soit approximativement par les méthodes numériques ou exactement par les méthodes
analytiques. En outre, I'évolution remarquable des moyens informatiques et le perfectionnement
continu des techniques numériques permettent la résolution de problémes de plus en plus
complexes. En effet, I'utilisation --des méthodes analytiques n'est pas concevable lorsque des

structures complexes sont étudiées.

Parmi les méthodes numériques classiques, on peut citer la méthode des différences finies
(MDF), la méthode des volumes finis (MVF) et la méthode des éléments finis (MEF). Ces
méthodes sont basées obligatoirement sur une discrétisation spatiale elle-méme basée sur des
éléments qui représentent une subdivision du domaine d'étude. L’ensemble de ces éléments

forme ce qu'on appelle un maillage.

La méthode des éléments finis apparue dans les années 1960 s'est imposée progressivement
comme la méthode la plus fiable et la plus robuste, elle est largement utilisée dans de
nombreuses disciplines notamment en mécanique et en électromagnétisme. Elle a été aussi

intégrée dans une panoplie de logiciels, [1-5].
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2 Problématique et état de I’art

Toutefois, la MEF présente des limitations pour certains probléemes prenant en compte de
grands déplacements, des fissures, des couches minces etc.... Les résultats deviennent aussi
erronés et peuvent méme perdre leur signification physique en raison de la distorsion du
maillage. La technique traditionnelle pour surmonter ces problémes est d'utiliser un remaillage
du domaine a chaque étape de la simulation, soit pour éviter la déformation des éléments, soit
pour conformer le maillage aux localisations ou aux fissures. La mise en ceuvre de ces étapes
s'avere difficile et gourmande en temps de calcul, la nécessité de reconstruire un maillage

entraine des colts de calcul additionnels importants [6, 7].

Pour réduire ces difficultés, une attention a été dirigée, durant ces dernieres décennies, vers
d’autres méthodes ou le maillage peut étre complétement éliminé.

Par la parution en 1991 d'un article de Nayrolds, Touzot et Villon, traitant la méthode des
éléments diffus (MED), une nouvelle famille de méthodes de simulation numérique ne faisant
intervenir aucune structure de maillage est apparue comme alternative a la MEF. Ces méthodes
dites méthodes sans maillage (MSM) et appelées couramment « meshless », « mesh-free » ou
encore « element free », n'utilisent pas la notion d'éléments et se basent entierement sur une

discrétisation constituée d'un simple nuage de nceuds (Fig. 1.1), [6-16].

(b)
Fig. 1. 1 Structure discrétisée par MEF/MSM

(@) : MEF (Nceuds et EIéments) (b) : MSM (Nuage de points)

La différence fondamentale entre la méthode des éléments finis et les méthodes sans maillage
réside dans la construction des fonctions de forme. La génération de la géométrie et du maillage,
I’entrée des données matérielles et I’assemblage matriciel global sont les procedures habituelles
que les deux méthodes partagent. Ces deux méthodes divergent a I'étape de la création du

maillage.
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Pour construire les fonctions de forme, la technique des moindres carrés mobiles ou glissants
(MCG) (Lancaster et Salkauskas, 1981) a été utilisée. Dans cette technique, I’influence d’un
nceud émane d’une fonction de poids définie sur un sous-ensemble compact arbitraire du
domaine connu aussi par la zone d’influence. Le probleme principal est que les fonctions de
forme construites par l'interpolation n‘ont pas la propriété du symbole de Kronecker. Des
techniques spéciales sont alors exigées pour imposer les conditions aux limites essentielles,
citons I'approche de pénalité appliquée au début des travaux de cette these [8, 17, 18]. Notons
que ce probleme est éliminé pour un autre type d’interpolation comme celle utilisant les

fonctions radiales de base (Radial basis Fonctions, RBF), [19].

Durant ces derniéres années, les méthodes sans maillages ont connu un développement
important dans la résolution de problemes avec des discontinuités ou avec des frontiéres
mobiles et également pour le cas des déformations importantes du matériau. Plusieurs méthodes

ont été mises au point [7-10], citons :

e Laméthode dite ‘Smoothed Particle Hydrodynamics’ (SPH), (Lucy, 1977), [20].
e Meéthode des Eléments Diffus (MED), (Duarte and Oden, 1996), [21].

e Méthode ‘Element Free Galerkin’ (EFG), (Belyschko et al., 1994), [8, 9, 22].

e Méthode ‘Reproducing Kernel Particle’ (MRKP), (Liu et al., 1995), [23, 24].

e Me¢éthode ‘HP-clouds’, (Duarte et Oden 1996), [25].

e La partition d’unité (PUM), (Duarte and Oden, 1996), [26].

e Méthode ‘Boundary Node’ (BNM),(Kothnur et al., 1999), [8, 9].

La plupart de ces méthodes sont basées sur une forme faible globale. La question principale est
le calcul de quadrature impliqué dans le principe variationnel lié au probléme. Cette quadrature
exige des cellules de fond qui sont en quelque sorte des éléments fictifs rendant ces méthodes
pas vraiment sans maillage.

En outre, pour atteindre une exactitude correcte, la forme sans maillage exige beaucoup plus de
temps de calcul que la méthode EF. Par conseéquent, en raison du colt de calcul élevé, les
méthodes sans maillage mentionnées ci-dessus ne sont pas assez efficaces pour des problémes

compliqués et particulierement dans les cas non linéaires.

Plusieurs approches sont proposées dans la littérature pour éliminer le maillage de fond en plus
de la méthode de collocation. Trois entre elles sont réellement sans maillage et ont été
développées pat Atluri et Zhu (1998), Atluri et al. [27]. Ce sont la méthode de Petrov Galerkin

-3-
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sans maillage locale (meshless local Petrov-Galerkin (MLPG) [28], la méthode de 1’équation
de I’intégrale locale limite (LBIE) et la méthode d’interpolation locale du point (LP1M)

La méthode MLPG a connu une large utilisation durant ces dernieres années. Son principe est
inspiré de la méthode conventionnelle de Petrov Galerkin ou la fonction d’essai et la fonction
test sont choisies dans des espaces différents contrairement a la méthode Galerkin ou elles sont
choisies dans un méme espace de fonction. Cette méthode se base sur la forme faible locale et
I’approximation des moindres carrés mobiles. L’intégration est faite sur des sous domaines
locaux de formes réguliéres, (Fig. 1.2). La méthode n’exige aucune notion d’éléments ou de
maillage soit dans I’interpolation ou 1’intégration.

Enfin concernant la méthode meshless a laquelle a été dédiée notre attention, la méthode de
Galerkin a été sélectionnée dans un premier choix, cependant malgré sa large utilisation, cette
derniére n’est pas réellement sans maillage. Notre recherche s’est alors orientée vers une autre

méthode réellement sans maillage et récente, celle de Petrov Galerkin sans maillage locale.

@ Trial function
Trial function ¢
""'H.u.\-"'

-
Phwsical domain

(b)
Fig. 1. 2 Comparaison des concepts de base MEF/MLPG

(a) : MEF (b) : MLPG [28]

Notons que parmi les inconvénients constatés de la méthode meshfree c’est la présence de
parameétres empiriques dans les équations de la méthode. La précision de la méthode dépend du
choix de ces parametres [8, 29, 30]. Nous avons fait alors recourt a la méthode des algorithmes
géneétiques pour une meilleure optimisation de la précision et le temps de recherche et de calcul

de la solution.

Rappelons que les algorithmes génétiques font partie de la famille des méthodes évolutionnistes

et sont fondés sur les mécanismes de la sélection naturelle et de la génétique. 1ls ont été proposés
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par Rolland en 1975, puis développes par d'autres chercheurs tels que DeJong, Goldberg et
Michalewicz [4]. lls sont actuellement I’une des méthodes les plus répondues et les plus
exploitées dans la résolution de probléemes d'optimisation dans de nombreux domaines

d'application.
3 Objectif et orientation de la these

Le travail de cette these est une contribution a la résolution par simulation numérique des
problémes électromagnétiques a 1’aide des méthodes sans maillage.

Le travail vise, en premier, la résolution de quelques problémes standards par la réalisation d’un
code de calcul de base avec une certaine analyse des performances de la méthode, les résultats
seront comparés a la solution analytique et celle obtenue par la MEF.

En parall¢le, le probléme d’optimisation des différents paramétres numériques de la méthode
sera abordé par application de la méthode d’optimisation stochastique des algorithmes
génétiques (AG). Le probleme de I’imposition des conditions aux limites sera aussi étudi¢ en
proposant des outils simples identiques a ceux utilisés dans la MEF.

Enfin, vient 1’objectif principal qui consiste en la résolution d’un probléme électromagnétique
avec prise en compte du mouvement. Les résultats obtenus seront analysés et des

recommandations nécessaires seront faites.

4 Structure de la thése

Ce travail est articulé autour de six chapitres :

Le Chapitre 1 est une introduction générale a ce travail. Il commence par présenter la

problématique de cette recherche en citant les apports de la méthode des éléments finis puis ses
limitations qui restreignent ses applications dans les problémes comportant des mouvements ou
des déformations. Ensuite vient lI'idée de base, ’apport et le développent des méthodes sans
maillage. Cela est suivi de la méthode a mettre en ceuvre dans cette recherche avec 1’objectif

visé et I’axe d'orientation du travail suivi de ses principaux chapitres.

Le Chapitre 2 décrit les principales formulations mathématiques qui permettent de modéliser

les phénomeénes physiques impliqués dans une inspection par la méthode meshfree ou EF. Cela
commence par un rappel sur les équations essentielles de I'électromagnétisme générees par les
équations de Maxwell pour passer ensuite aux difféerents modeles et formulations
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électromagnétiques relatifs aux probléemes traités. Enfin, un rappel sur quelques méthodes
numériques et leur principe de base avec essentiellement la MEF en soulignant ses avantages

et ses inconvénients.

Le Chapitre 3 commence par un état de I’art des méthodes meshless, leur classification, leur

principe de base ainsi que leur apport par rapport & la méthode classique des éléments finis.
Ceci a été suivie par la description de deux techniques de l'approximation meshfree qui
permettent de créer la fonction de forme, lI'approximation des moindres carrés glissant puis
I'approximation ponctuelle. En parallele, il a été décrit les différentes propriétés des fonctions
de base ainsi que celles de la fonction de forme générée. Une discussion a été aussi faite sur le

probléme d’imposition des conditions aux limites dans chaque cas d’interpolation.

Le Chapitre 4 donne la mise en ceuvre des deux méthodes sans maillage choisies en donnant

le principe fondamental de chacune d’elle. Les formes faibles globale et locale ont été
développées a partir de la forme des résidus pondeérés classique de I'EDP en faisant intervenir

la fonction de test propre a chaque cas.

Le Chapitre 5 donne I’implémentation numérique de la méthode sans maillage sur des

problémes choisis avec une étude de performance de chaque méthode. L’étude comporte une
optimisation des différents facteurs numériques de chaque méthode par comparaison des
résultats a ceux calculés par la solution analytique ou la MEF.

Pour résoudre le probléme d’imposition des conditions aux limites essentielles, deux
méthodes ont été utilisées se basant sur le méme principe que celui de la MEF. Les résultats ont

été comparés a ceux obtenus par une approximation obtenue par les fonctions radiales de base.

Le Chapitre 6 décrit la modélisation du probléme axisymétrique avec la prise en compte du

mouvement par la méthode meshless. Il s'agit d'un mouvement de translation dans un
actionnaire linéaire électromagnétique. La méthode utilisée est celle de la bande du mouvement
utilisé dans la MEF. Le probleme est considéré comme une succession de problemes
magnétostatiques propres a chaque nouvelle position de la structure en mouvement. La
variation de la force magnétique globale en fonction du déplacement de la partie mobile a été
évaluée en mettant en jeu uniquement I'ensemble des nceuds dans la partie mobile. Les résultats

ont été comparés a ceux de la MEF utilisant le remaillage du domaine d'étude complet.

Enfin, la these est close par une conclusion genérale avec des perspectives et suggestions.
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Chapitre 2

Formulations Electromagnétiques

et Méthodes Numeériques

1 Introduction

Trouver un modeéle qui traduit fidelement un phénomene physique est un préalable a son étude.
En électromagnétisme, la modélisation des probléemes eélectromagnétiques s'appuie
essentiellement sur les équations dites de Maxwell. Ces équations traduisent sous forme locale
différents théoremes (Gauss, Ampére, Faraday) qui régissaient I'électromagnétisme avant que
J. C. Maxwell ne les réunisse sous forme d'équations différentielles en 1864 [31].

Ces équations font intervenir les champs électrique et magnétique et deviennent plus simple
dans les hypothéses simplificatrices proposées. Nous n'aborderons que les modéles
magnétostatique et magnétodynamique développés en régime statique et dynamique
respectivement. Nous introduisons la notion du potentiel vecteur magnétique qui va nous
permettre d'établir diverses formulations présentant les équations de Maxwell sous une forme
plus conforme.

L’objectif de la modélisation électromagnétique réside essentiellement dans la détermination
de grandeurs locales telles que le champ magnétique ou les grandeurs globales telles que le flux
et la force magnétique qui sont nécessaires au développement des dispositifs

électromagnétiques [32].

Dans ce chapitre nous commencerons par présenter les equations de Maxwell, les lois de
comportement des milieux et les conditions de passage associés aux modeles qui en résultent.
Ces équations seront aussi présentées dans le cas des problémes caractérisant les systémes
axisymétriques. A la fin, nous donnerons un bref apercu sur les principales méthodes avec

maillage et plus particulierement la MEF avec ses apports et ses limites.
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Les phénomenes mécaniques doivent également étre pris en compte, en particulier pour I’étude
des dispositifs comportant des piéces en mouvement. Dans cette étude, nous nous intéresserons
aux seuls phénoménes électromagnétiques, le mouvement sera pris en compte au dernier

chapitre.

2 Modélisation électromagnétique

La connaissance du champ électromagnétique au sein d'un dispositif électrotechnique permet
la compréhension de son fonctionnement ainsi que le calcul de ses performances.

L’étude des différents phénomenes électromagnétiques est régie par les équations dites de
Maxwell combinées aux lois constitutives des matériaux utilisés ce qui constitue un modele
mathématique.

Notre objectif est de modéliser les phénomenes €lectromagnétiques classiques, ¢’est a dire non
quantiques, afin de pouvoir déterminer les grandeurs physiques qui caractérisent 1’état des
systemes électromagnétiques, en particulier des dispositifs électrotechniques [33]. Cette
modélisation consiste a construire une structure mathématique apte a représenter le plus

fidelement possible le comportement du dispositif a concevoir.

Le probléme de modélisation considéré est représenté par un schéma type composé de
matériaux ferromagnétiques (conducteurs ou charge conductrice des courants induits), la source
du champ magnétique (inducteur) et l'air. L’ensemble du systéme forme le domaine d’étude Q
de frontiere I" (Fig.2.1). Si le systeme étudié présente des symétries ou des périodicités

géomeétriques, il est possible de réduire le domaine d’étude Q a une partie seulement du systéme.

nducteur

I'x
Ip

Charge Conductrice

Fig. 2. 1 Domaine d'etude d'un dispositif électromagnétique type
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Les phénoménes qui décrivent le comportement des dispositifs électromagnétiques sont
représentés par des équations aux dérivée partielles ; ces phénomenes se trouvent dans des
régions de géométrie tres variée (Exemples : pieces des machines tournantes, des
transformateurs...etc.). En général, la résolution de ces équations se fait a I’aide des méthodes
analytiques ou des méthodes approchées.

Pour des géométries plus complexes, on fait recours a des méthodes numériques qui font appel
a des techniques de discrétisation. En effet, elles transforment les équations aux dérivées
partielles du champ en un systéme d’équations algébriques dans le domaine d’étude compte

tenu des conditions aux limites.

3 Equations de Maxwell et lois de comportement

Les équations de Maxwell est un ensemble d'équations aux dérivées partielles (EDP) qui
représentent, avec la loi de la force de Lorenz, les fondements de I'électromagnétisme. Elles

traduisent sous forme locale différents théoremes (Gauss, Ampere, Faraday) qui sont constitués
d'équations différentielles. Ces équations locales relient le champ électrique E et le champ

magnétique B a leurs sources qui sont : la densité de charge et la densité de courant [31-34].

3.1 Formes différentielles des équations de Maxwell

Le systéme décrivant les équations de Maxwell s’écrit :

Loi de Maxwell-conservation du flux magnétique : div(l_5>)= 0 (2.1)
Loi de Maxwell-Gauss : div(li)z P (2.2)
Loi de Maxwell-Ampére : rgt(ﬁ )= J+ % (2.3)
Loi de Maxwell-Faraday : rgt(é)= —% (2.9)

Avec: B Iinduction magnétique [T], H le Champ magnétique [A/m], D I’induction électrique

[C/m?], E le champ électrique [V/m], J la densit¢ de courant de conduction [A/m?],
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—

oD
L la densité de charge volumique [C/m?] et a la densité de courant de déplacement (noté

aussi par jD) et t le temps [s].

Pour déterminer les champs de vecteurs E, B, H, J et D, on est amené a résoudre ce

systéme d’équations lié aux lois constitutives.

3.2 Lois de comportement

Afin de calculer I'évolution des champs électrique et magnétique, les équations de Maxwell

sont complétées par les lois constitutives décrivant les matériaux du milieu

3.2.1 Relations diélectriques

Elle relie le vecteur induction électrique au vecteur champ électrique :
D=¢E =80ng§ (2.5)

Ou ¢oest la permittivité électrique du vide (F/m), ¢, la permittivité électrique absolue du milieu
(F/m) et ¢, sa permittivité électrique relative.

3.2.2 Relation magnétique

Le vecteur induction est lié au vecteur champ magnétique par la relation :

B=H = ppu H (2.6)

Ou K, est la perméabilité magnétique du vide (H/m), x, la permittivité électrique absolu du

matériau (H/m) tandis que 4, c’est sa perméabilité magnétique relative.

3.2.3 Loi d’'Ohm

Sachant que la densité totale du courant peut se mettre sous la forme :
\] = \] ex + \] ind (27)
ot Jin et Je sont les densités du courant induit et du courant source

AVec :

exc (2'8)
-10-
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et Jing = OEind +o(V A B) (2.9)
Ou 6 est la conductivité électrique du matériau (S/m).

E.. et E;,q les champs électrique source et induit respectivement

V : vitesse des pieces en mouvement.
Enposant E =E;; +E,, laloi d’Ohm généralisée s’écrit alors :

J=cE+o(VAB) (2.10)

3.3 Hypothéses simplificatrices — Equations a résoudre

L'ensemble des équations citées décrit les phénomenes électromagnétiques régissant les
dispositifs électromagnétiques. Suivant les dispositifs a étudier, certains phénoménes peuvent
étre négligés et donneront naissance a des modeles simples a résoudre. Si on considére que les
phénoménes étudiés relevent du domaine quasi-statique ou magnétodynamique a des
fréquences inférieures & 10'2Hz ce qui est souvent le cas dans les applications électrotechniques,
ceci revient a [32, 35-38] :

e Négliger le courant de déplacement devant le courant de conduction, ce terme

correspond au phénomene de propagation des ondes électromagnétiques.

J, << (2.11)
Le systéme est en régime quasi-statique, la relation (2.3) devient alors :

rot(F )= J (2.12)
Cette derniére exprime la conservation de la densité de courant :

divl =0 (2.13)
Dans le cas des regimes harmoniques % =jo (2.14)
L'équation (2.4) combinée avec la relation (2.14) devient :

ﬁﬁz—jwyﬁ (2.15)

Les potentiels dérivés des champs sont également introduits (potentiels scalaire et vecteur
électrique et magnétique).

-11-
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3.4

Négliger les charges de 1’espace dans les conducteurs, la relation (2.2) devient donc :

divD =0 (2.16)

Dans les systemes électromagnétiques sans mouvement (v =0), la loi d’ohm s’écrit :

J=0oE (2.17)

Conditions de passage

Au passage d’un milieu (1) & un autre milieu (2) de propriétes différentes(o,,s;, 4 )€t

(o0,.6,,14, ), l€s champs subissent des discontinuités a I’interface entre les deux milieux (Fig.

2.2), les conditions de passage s’expriment par [32, 35, 38]:

Conservation de la composante tangentielle du champ électrique :
(E1—Ez)np =0 (2.18)

Discontinuité de la composante tangentielle du champ magnétique due aux courants

surfaciques s’ils existent :
(Hy=H;)n, =K (2.19)

Discontinuité de la composante normale de I’induction électrique due aux charges

surfaciques :
(D; =D, )ny, = pg (2.20)
Conservation de la composante normale de I’induction magnétique :

(Bl__BZ)IHZ::O G&Zl)

Ou ps est la densité surfacique de charge [C/m?], Ks la densité surfacique de courant [A/m?] et

ni2 le vecteur unité normal a I’interface de séparation des deux milieux et dirigé du milieu (1)

au milieu (2).

Il en résulte que les grandeurs électromagnétiques présentent des discontinuités en cas de

changement du matériau méme si les densités ps et Ks sont nulles.

-12-
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Q; N

(0,.6,,15) o)}

(0.8, 4,)

Fig. 2. 2 Interface séparant deux milieux

3.5 Conditions aux limites (CAL)

La résolution du systeme composé des équations de Maxwell, associées aux relations
constitutives du milieu, entraine une infinité de solutions. Il est alors nécessaire d’imposer des
conditions aux limites pour unifier la solution. Celles-ci s’imposent sur les fronti¢res du
domaine d’étude.

Il existe deux types de conditions aux limites dans les problémes de champs électromagnétiques
formulés [36, 37, 40]. L’introduction du potentiel (vecteur ou scalaire) permet de simplifier la

résolution des équations de Maxwell qui est parfois difficile sur les champs.

e Conditions aux limites de Dirichlet (CALD)

Cette condition nous renseigne sur la valeur exacte de 1’inconnue sur une certaine partie /o de
la frontiére du domaine :
A=Ao (2.22)

Ou A est I’inconnue du probléme et Ao sa valeur sur la frontiére 7'p. Si la constante Ao est nulle,

la condition est dite homogene.

e Condition aux limites de Neumann

Cette condition nous renseigne sur la valeur de la composante normale de I'inconnue sur le reste

du contour du domaine de résolution I'v tel que ! =15 Ul

0A/on=o (2.23)

Ou qo est une constante réelle.

-13-
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La condition est dite homogeéne si la valeur de qo est nulle. Ce cas existe sur les plans ou les
axes d’antisymétrie magnétiques. Les lignes du flux ou de I’induction magnétique sont

orthogonales a ces plans.

4 Formulations en potentiel vecteur magnétique A

Dans la plupart des cas, suivant la géométrie des dispositifs que 1’on étudie, un choix approprié
de variables nous permet de réduire le nombre d’inconnues.

Généralement la variable du potentiel vecteur magnétique est la plus appropriée et la plus
répondue dans le calcul du champ électromagnétique. Elle a été présentée pour la premiére fois
en 1845 par Neumann et introduit également dans les travaux de Thomson en 1846 et de
Maxwell en 1864 [38].

4.1 Modele magnétodynamique

Ce modele s’applique aux dispositifs électromagnétiques dans lesquels les sources de courant

ou de tension dépendent du temps. C'est-a-dire que le terme 0B/ dt mest pas nul, les champs
électrique et magnétique sont alors couplés par la présence des courants induits. Les deux

équations de Maxwell se présentent alors sans terme source [34-41] :

di(B)=0 (2.24)

rot(E) = _";t—é (2.25)

L'éguation (2.24), exprimant la conservation du flux, permet de définir un vecteur potentiel

magnétique A tel que:

B = RotA (2.26)
L'équation (2.29) peut aussi se mettre sous la forme :

— - OA

Rot(E+—)=0 (2.27)

ot
Ce qui permet de constater que le champ ( E + %'E‘)est un champ conservatif, il vient alors;
t

E+ % = —graav (2.28)

-14-
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V est le potentiel scalaire électrique.

Par conséquent, le champ magnétique et le champ électrique peuvent s'écrire en termes de ces

deux potentiels A etV et en utilisant la relation du milieu comme suit:

E=-——gradV =E, (2.29)
H =1 RotA
p (2.30)
En utilisant les deux champs précédents (2.33) et (2.34) et en appliquant la loi d’Ohm (2.17)
dans I’équation (2.3) simplifiée, on aboutit a 1’équation suivante :

Rot(> RTtA)m(%+ gradv)=1J,, (2.31)
y7]

Pour assurer I'unicité de A, il faut ajouter la condition de la jauge de Coulomb en fixant:

div(A)=0 (2:32)

R —

Le terme ogradV décrit la densité des courants dépendant des conditions électriques imposées

aux extrémités des conducteurs.
Dans le cas ou l'attaque est faite en courant, la tension V est considérée uniformément nulle,
I'équation précédente s'écrit alors :

— 1 — oA, =

Rot(— RotA)+o(—) =J,, (2.33)

Y7, ot

En introduisant la forme complexe de la dérivée avec une pulsation w, cette derniere équation
devient :

ROt( = RotA) + jowA=1J, @3
U

C'est I'¢quation magnétodynamique pour un milieu de conductivité électrique o, de perméabilité

magnétique [ et alimenté par une densité de courant J ex .

-15-
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4.2 Modele magnétostatique

La magnétostatique consiste en I'étude des phénoménes magnétiques en régime stationnaire. Le
champ magnétique est alors produit par des sources indépendantes du temps et n'est dd qu'a des
courants stationnaires imposés ou a des aimants permanents ; les champs électriques et
magnétiques sont découplés [34-39, 42]. Les équations décrivant ce phénomeéne sont alors les
suivantes :
div(B)=0 (2.35)
- -

rot(H )= (2.36)

Il convient d'y ajouter la loi de comportement magnétique :

B = uH (2.37)

En utilisant le méme raisonnement que celui du modele magnétodynamique sur la conservation

du flux, on peut écrire :
B = RotA (2.39)
Pour que A soit totalement défini, on doit fixer sa divergence en utilisant la jauge de Coulomb:
diA)=0 (2.39)

En combinant les équations (2.36), (2.37) et (2.38) on obtient finalement [I'équation

magnétostatique en termes du potentiel vecteur magnétique :

Rot(2 Roth) = J. (2.40)
U

C'est I'équation magnétostatique pour un milieu de perméabilité magnétique p et alimenté par

une densité de courant J « .

Notons que I'Hypothése de Jauge de Coulomb qui assure l'unicité de la solution A est

naturellement vérifiée dans les configurations axisymeétrique et bidimensionnelles cartésiennes.

-16-
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5 Formulations électromagnétiques axisymétriques

5.1 Formulation magnétodynamique en coordonnées cylindriques

La modélisation des phénomenes dans les dispositifs présentant une symétrie par rapport a son
axe de révolution, permet de ramener un modeéle tridimensionnel (3D) a un modéle

bidimensionnel (2D).

Dans une telle configuration dite axisymétrique exprimée en coordonnées cylindriques (r, ¢, z),
les formulations sont représentées en terme du potentiel vecteur magnétique [32, 36, 39]. Dans
ce cas le systtme d’équations présente I’intérét d’une seule inconnue A et en plus cette
inconnue ne posséde qu’une seule composante A, dite orthoradiale (ou azimutale).

Les courants étant perpendiculaires au plan d’étude (Fig.2.3), les différents champs de vecteurs

ont les composantes suivantes :

0 |0 . 0 B, H,
A=A | =3, E=|E, | B=(0 | H=|0 | (2.41)
0 0 0 Bz HZ
i I

— <

Fig. 2. 3 Schéma d’un dispositif axisymétrique

Puisque le vecteur A ne présente qu’une composante, la condition divA est automatiquement

vérifiée. Le terme ogradV étant nul, la relation (2.34) devient:
rot| Lrota |+ o 2R 2 N (2.42)
Y7, ot

Le terme rotA dans le plan (r, z) s’écrit comme suit :

-17-
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N, o(rA ) oA
rotA = = = Ay a(f’ a, (2.43)
r r Z

En considérant comme variable inconnue du probléme le potentiel vecteur magnétique modifié

A" [T.m?] donné par: A™ = rA,,, les équations (2.42) et (2.43) en A s'écriront respectivement

comme suit :
of11oa) of110A) o oA (2.49)
or\r u or oz\r u oz r ot ’

5.2 Conditions aux limites

Le choix de la formulation en potentiel vecteur magnétique A permet de mener I'étude a (Fig.
2.4) [53]:

e Au Plan (x, y), systeme cartésien pour les systemes longs.

e Auplan (r, ), systeme cylindrique

Pour les conditions aux limites :

e La composante tangentielle de A est choisi nulle & l'infini et sur lI'axe de symétrie de
révolution.

e On choisit également 0A/0n=0 sur les plans de symétrie ce qui exprime que les lignes
sont orthogonales a ces plans.

y 4 A=0 r+ A=0
2, 0000 0 o o
=0 O
O >
=0 <> ﬂ 0 Z
@) (b)

Fig. 2. 4 Conditions aux limites :

(a) systeme cartésien, (b) Systéme cylindrique

-18-
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6 Méthodes numériques

En général la résolution des EDP s’effectue a 1’aide de méthodes analytiques, semi-analytiques
ou numérique approchées. Ces équations n'ont généralement pas de solutions analytiques (trés
avantageuses en precision et en temps de calcul) lorsque les géométries sont complexes ou que
les propriétés physiques des matériaux sont variables, une résolution numérique s’avére ainsi

nécessaire.

Les méthodes numeriques de discrétisation permettent de remplacer les EDP caractéristiques
aux champs par un systéme d'équations algébriques dont la solution conduit a la distribution de
ces champs dans une grille discréte de points, compte tenu des conditions aux limites et de

symeétrie.

Dans les formulations issues de la physique de 1’électrotechnique, on peut citer les méthodes :
différences finis, éléments finis et volumes finis dont le principe de base consiste en un

découpage du domaine en petits éléments genérant ainsi un maillage de ce domaine.

6.1 Méthode des différences finies

Cette méthode est basée sur la transformation de I’opérateur différentiel en un opérateur aux
différences, en utilisant un développement en série de Taylor. Elle est relativement simple a
formuler et peut aisément étre étendue aux problémes a deux ou trois dimensions [35, 43, 44].
Elle est relativement facile a comprendre et a mettre en ceuvre pour les probléemes a géométries
simple et son cout de calcul est faible. Elle d’adapte mal aux géométries complexes et a des
conditions aux limites quelconques. De nos jours, elle est supplantée par la MEF dans presque

toutes les applications en ingénierie.

6.2 Meéthode des volumes finis

Cette méthode se déduit de la méthode des différences finis pour le fait que le domaine d'étude
ou de calcul est subdivisé en volumes élémentaires dont chacun entoure un nceud du maillage
(celui des DF).

L'équation différentielle est projetée sur une fonction de projection bien déterminée et ensuite
integrée dans chacun des volumes élémentaires. Pour calculer I'intégrale dans le volume
élémentaire, la fonction inconnue est représentée a l'aide d'une approximation entre deux nceuds

consécutifs. La forme intégrale est discreétisee par la suite dans le domaine d'étude.
-19-
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Cette méthode a connu une importance considérable non pas en mécanique des fluides, mais
aussi en électromagnétisme et en transfert thermique etc. [35, 58, 59]. Elle s’adapte bien aux
géométries complexes avec un traitement naturel des CAL et donne une solution plus précise

que celle fournit par la MDF.

6.3 Méthode des éléments finis

Cette méthode est considérée comme la plus performante et la plus puissante. Elle est tres
utilisée dans le calcul du champ dans les structures électromagnétiques et s’adapte a la majorité
des problemes pratiques. Le champ d'application s'est considérablement étendu et les
fondements théoriques de la méthode se sont amplement développés. Il existe de nos jours un
nombre important de logiciels commerciaux et académiques qui utilisent la MEF comme un
outil de simulation robuste pour les problemes de mécanique des fluides, de thermique,
d'électromagnétisme etc. [1-5, 31, 34, 36-40].

Son principe de base consiste en la discrétisation de I’espace en sous domaines géométriques
simples appelés éléments. D'autre part les EDP sont remplacées par des équations algébriques
a l'aide du calcul variationnel ou celui des résidus pondérés. La solution finale s'obtient en

résolvant les équations algébriques obtenues sur tous les éléments constituant le domaine.

6.3.1 Discrétisation du domaine ou maillage

Le maillage du domaine d’étude par la MEF consiste a le subdiviser en éléments simples
appelés éléments finis. L'ensemble de tous les éléments doit constituer un domaine aussi proche
que possible du domaine, les trous entre les éléments sont exclus. Des explications plus

détaillées peuvent étre consultées dans les références [31, 32, 36, 37].
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Fig. 2. 5 Exemple d’un maillage EF
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6.3.2 Approximation nodale

Dans chacun des éléments, I’inconnue est approximeée par des fonctions d’interpolation qui sont
généralement des polyndmes de Lagrange de degré un ou deux. Deux éléments distincts ne
peuvent avoir en commun que des points situés sur leurs frontieres communes, si elles existent.
Cette condition exclut le recouvrement de deux éléments, les frontiéres entre deux éléments
peuvent étre des points (le cas 1D), des courbes (2D) ou des surfaces (3D).

L'approximation polynomiale de I'inconnue dans le cas axisymétrique s’écrit :

Ay(r,z)=a+br+cz (2.45)

L'approximation nodale est donnée comme suit :

A(r,z) = iocj(r,z)Aj
= (2.46)

Ou A (r, 2) : inconnue
N : Nombre de nccuds du domaine subdivisé.

;(r, z) : Fonction d'interpolation.
A; : Valeur de I'inconnue au nceud j
et (r jrl j) : Les coordonnées du nceud sur lequel I'inconnue A prend la valeur A,.

Les fonctions o j vérifient les relations suivantes:

aﬂnn={1 sti=] (2.47)

0 si i#]
Les fonctions aj(r, Z) sont continues sur le domaine discrétisé et dérivables sur chaque
élément fini.

6.3.3 Formulation éléments finis

La formulation intégrale par EF peut étre déduite par deux méthodes :

e Meéthode variationnelle

e Meéthode des residus pondérés ou projective

-21-



Chapitre 2 Formulations Electromagnétiques et Méthodes Numériques

6.3.3.1 Méthode variationnelle

Cette méthode exige la connaissance au préalable de la fonctionnelle énergie du systeme a
étudier. Cette fonctionnelle est déterminée a partir du principe de l'action Hamiltonnienne qui

stipule I'existence d'une fonctionnelle de type integrale définie par :

F(A)= [Ld@ (2.48)
Q0

L: Fonction de Lagrange et Q le domaine d’étude.

La résolution du probléme variationnel consiste en la minimisation de la fonctionnelle F(A) et
est effectuée en utilisant le principe de Rayleigh-Ritz qui s'annonce comme suit : La dérivée de

la fonctionnelle d'énergie F(A) par rapport a chaque inconnue au nceud est nulle :

OF(A)
oA

Avec N le nombre de neuds du domaine Q et Aj I'inconnu aux nceuds i du domaine.

0 (i=1,2, ..N) (2.49)

6.3.3.2 Méthode des résidus pondérés

La méthode des résidus pondérés est une méthode numérique permettant de résoudre un
systeme d'EDP en approximant la solution exacte par une solution approchée. L’erreur commise

est appelée résidu noté par R et qui s’écrit sous la forme :
R(A)=L(A)-L(A") (2.50)

A et A" sont respectivement la solution exacte et approximative.
La méthode consiste a chercher des fonctions A qui annulent la forme intégrale par le biais de
fonctions de pondération (ou de projection) bien choisies :

W;(A)= IajR(A)dQZO; j=12,.n (2.51)
0
oua; sont les fonctions de pondeération et n le nombre de paramétres de I’approximation.

Ainsi en choisissant les fonctions de pondération, on impose a I’intégrale du résidu a
s’annuler en des points.

Le choix des fonctions de pondération conduit a plusieurs méthodes [1, 14] :
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e Meéthode de collocation par point : utilise les fonctions de Dirac comme fonctions de

pondération,

e Meéthode des moindres carrés : utilise la minimisation de la norme quadratique de

I'erreur sur I'équation et les conditions aux limites.

e Méthode de Galerkin : les fonctions sont identiques aux fonctions de forme. Cette

méthode est largement employée pour le traitement des problemes a EDP.

6.3.3.3 Transformation intégrale et résolution du systeme matriciel

Apreés assemblage, un systeme matriciel [K]U=[F] est obtenu [1-3, 32, 36, 38, 40]. Si le
probleme est linéaire c'est-a-dire la matrice est indépendante de la solution, le systeme peut étre

résolu par deux catégories de méthodes :

e Les méthodes directes (Gauss, Cholesky).

e Les méthodes itératives (Jacobi)

Dans le cas non linéaire, la matrice est recalculée pour chaque nouvelle valeur de la solution

(Newton-Raphson).

6.3.3.4 Introduction des conditions aux limites

Les conditions aux limites peuvent étre introduits de plusieurs manieres [1], citons :

a- Méthode du terme diagonal

La relation [K]U=[F] est introduite en remplacant :

- Kji par Kjj + @, U; valeurs a imposer

- etk par an ;a étant un nombre trés grand par rapport aux Kij .

b- Méthode de suppression

Elle consiste a restructurer la matrice [K] de maniere a supprimer les équations correspondantes

aux degrés de liberté imposés U;. Elle consiste a supprimer les lignes et la colonne

correspondante.
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7 Apports et limites de la méthode des éléments finis

Aprés plus de 50ans de développement, la MEF est devenue progressivement une référence
pour la modélisation de nombreuses classes de problémes aussi bien dans le milieu de la
recherche que dans le milieu de I'industrie.

A son origine, la MEF était appliquée surtout en mécanique, de nos jours elle est aussi présente
en Génie Electrique. Cette méthode a une base théorique trés solide qui s'améliore au fil des

temps et une grande quantité de logiciels commerciaux et libres sont disponibles.

Toutefois, au fur et a mesure que les exigences des problemes de modélisation évoluent,
certaines limitations de la MEF deviennent trop contraignantes. Une grande partie de ces
problémes est liée a sa forte dépendance au maillage, sa génération et sa gestion [6-9, 47-51].
La notion d'élément est trés importante dans ces méthodes, elle définit une connectivité fixe
entre les nceuds du domaine. La taille et la forme de ces derniers influent énormément sur la

qualité de la solution numérique obtenue.

e Création du maillage - Colt élevé

Le maillage est I'aspect fondamental de la MEF, en effet sa bonne collaboration repose sur la
taille des éléments qui détermine la qualité des solutions, plus les éléments sont petits et
réguliers plus la solution est plus juste. Ainsi la forme de ces éléments peut modifier le

conditionnement du systeme matriciel qui est dégradé par des éléments déformes [47].

Habituellement, I'analyste passe la majorité de son temps dans la création du maillage qui peut
étre refaite plusieurs fois durant la méme résolution. Il devient ainsi une composante majeure
du codt du probleme de simulation et surtout pour les problemes complexes.

En effet dans les simulations de problemes comportant de grandes déformations, des éléments
peuvent étre distordus, il est donc nécessaire d’améliorer la qualité du maillage ou le modifier
totalement.

Toutefois en pratique, les raffinements du maillage sont faits localement, suite aux besoins
locaux. La régularité des éléments n'est pas évidente a garantir dans les endroits critiques d'une

structure tel que I'entrefer dans une machine électrique [47-49].
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e Discontinuité de la solution

La régularité de la solution donnée par la MEF est limitée, elle est en général de l'ordre de 1 ou
2 a l'intérieur de chaque élément mais elle est d'un ordre zéro a l'interface des éléments.

Cette régularité limitée entraine des erreurs dans la représentation des phénomeénes physiques.
Par exemple lors du calcul du champ électromagnétique a partir d'un potentiel scalaire, la
composante normale de sa dérivée sur les arrétes des éléments est discontinue. L'utilisation

d'éléments de deuxiéme ordre atténue ces discontinuités mais ne les élimine pas totalement [51].

o Difficultés dans I'analyse adaptative

Dans une analyse adaptative utilisant la MEF, le remaillage est nécessaire pour assurer une
bonne connectivité. A cet effet, des processeurs complexes, robustes et adaptatifs de génération
de maillage doivent étre développés. Ces processeurs sont limités a des problémes
bidimensionnels.

En outre, pour des problémes en 3D, le colt de calcul du remaillage a chaque étape est tres
cher, et peut souvent conduire a des calculs supplémentaires ainsi qu'a une dégradation de la

précision dans la solution [8].

e Autres handicaps

Les phénomeénes localisés (effets de peau, effets de pointe), couches minces (entrefers ou tdles
minces, etc.), des discontinuités qui ne coincident pas avec des arrétes constituent toujours une
difficulté pour la MEF classique en raison de l'ordre limité de I'approximation et I'augmentation

du nombre d'inconnues et du nombre d'éléments [47-49].

¢ Limites dans I'analyse de certaines applications

La dépendance de la MEF sur un maillage implique des difficultés pratiques pour certaines
catégories de problemes, en particulier dans la résolution des problémes impliquant les grandes
déformations, transformation et discontinuités qui impliquent une distorsion du maillage dans

I'analyse et donc une perte de la précision EF.
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L'utilisation d'un maillage dans la modélisation de ces problemes crée des difficultés dans le

traitement de discontinuités qui ne coincident pas avec les lignes du maillage original.

La technique traditionnelle pour le traitement de ces complications est de remailler le domaine
du probleme & chaque étape de la simulation. Cela évite la distorsion sévére d'éléments
(connectivité maintenue) et permet a des lignes de maillage a rester confondues aux
discontinuités. A cet effet, plusieurs routines complexes et robustes générant le maillage ont été
développées. Parfois, le colt pour le prétraitement et le post-traitement est encore plus élevé
que le colt de résolution des équations linéaires. En outre, la MEF exige souvent un maillage
raffiné dans les problémes avec des gradients élevés ou avec un caractére local distinct, ce qui

peut augmenter le temps de calcul [7, 8, 48-50].

8 Appel aux méthodes sans maillage

Malgré tous les efforts dans la génération du maillage EF, ce dernier reste toujours un handicap
qu’il est préférable de s’en passer.

Par conséquent, il serait plus efficace au plan informatique de discrétiser le milieu continu par
seulement un ensemble de points nodaux sans les contraintes de maillage. Les méthodes sans
maillage traitent bien ce genre de problémes d'une fagon efficace parce que la connectivité entre
les nceuds est générée durant le processus de la solution et peut étre régénéré si c'est nécessaire.
Cela permet de s’affranchir des problémes de distorsion d’élément en raison des trés grandes
déformations des matériaux, et ainsi, d'éliminer une partie des difficultés rencontrées par la

méthode des éléments finis.

9 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons donné un apercu global sur les lois fondamentales de
I'électromagnétisme représentées par les équations de Maxwell avec les lois constitutives. Nous
nous sommes intéressés au développement de certains modeles mathématiques permettant de
caracteériser les phénomenes électromagnétiques en utilisant des hypotheses simplificatrices.
Des équations locales ont été présentées a travers les formulations en potentiel vecteur
magnétique dans les cas statique et dynamique transitoire en tenant compte de la présence des
conducteurs électriques.

Ces équations ont été aussi développées dans le cas des problemes présentant une symétrie

axiale intéressant nos applications. Les équations globales utilisées pour la modélisation du
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comportement mécanique directement lié aux applications a traiter seront exposées au dernier
chapitre. 1l s'agit des équations caractérisant les systemes en mouvement linéaire.

A la fin du chapitre, un apercu a été donné sur la méthode des éléments finis ainsi que ses
apports et ses limites qui restreignent ses applications. Comme il a été exposé, une grande partie
de ces problemes est liée a sa forte dépendance au maillage, sa génération et aussi sa gestion

d’ou la nécessité de faire appel a une méthode sans maillage.

En effet, les méthodes dites sans maillage sont précisément nées pour résoudre les problemes
liés a la MEF, le prochain chapitre exposera une synthese sur les principales MSM ainsi que le

type d’approximations dont elles reposent.
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Chapitre 3

Synthese sur les Principales

Methodes Sans Maillage

1 Introduction

L'objectif visé par ce chapitre est la présentation de I'approximation sans maillage en précisant
les bases et les fondements nécessaires a sa compréhension et son exploitation. En effet,
plusieurs variantes de la méthode meshfree avec différents schémas d'approximation ont été

développées [50].

Une vue d'ensemble sur I'évolution et la classification des MSM alternatives a la MEF est
présentée en décrivant l'objectif et le principe de base de ces derniéres.

La plupart de ces approches peuvent étre vues comme des améliorations des méthodes
classiques. Leur développement est alimenté en grande partie par les difficultés liées au
maillage et au remaillage de la MEF. En effet, I'approximation sans maillage repose uniquement
sur un ensemble de noeuds non connectés les uns aux autres et dispersés aléatoirement sur le
domaine d'étude et c'est I'origine de la notion dite sans maillage.

Dans notre travail, nous nous somme référés a une méthode classée de type Galerkin en se

basant sur une formulation faible du probléme.

2 Etat de I'art des méthodes sans maillage

Le début des méthodes sans maillage remonte a la fin des années soixante-dix (peut-étre plus

d’apres les références [8, 10]) quand la MEF était au pic de sa popularité.

L’idée de la méthode sans maillage fut introduite par Lucy et Gingold et Monaghan en 1977
[48]. Leur approche, appelée Smooth Particle Hydrodynamics (SPH), était présentée pour
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résoudre des problemes d'astrophysique et appliquée, par la suite, a des probléemes de la

dynamique du fluide puis de la mécanique des solides.

Les premiéres versions de cette méthode ont rencontré des difficultés lors de la résolution des
problémes d'instabilité de la méthode. Par la suite, plusieurs corrections et améliorations ont été
proposées. La méthode Reproducting Kernel Particle Method (RKPM) introduite en 1995 est
un exemple de perfectionnement des concepts de base de la méthode SPH. Cette derniere ainsi

que ses versions développeées se basent sur une formulation forte (collocation).

Apreés les années 1990, plusieurs variantes des MSM qui sont basées sur la formulation faible
ont été elaborées. La méthode qui a attiré le plus d’attention est celle basée sur I'approximation
des moindres carrés glissants (MCG) pour construire la fonction de forme sans maillage.
Nayrols et al étaient les premiers a utiliser cette approximation dans la méthode des éléments
diffus (MED).

La MED a été modifiée apres par Belytschko et al en 1994 et a été nommeée la méthode de
Galerkin sans maillage (MGSM), connue par EFG (Element Free Galerkin). Cette méthode est
I'une des premiéres MSM basées sur une formulation faible (mais globale) devenant 1’une des
méthodes les plus exploitées par la communauté scientifique. Les méthodes DEM et EFG
utilisent un maillage sous-jacent pour I’intégration ce qui est considéré comme un désavantage

pour ces approches.

Afin de surmonter ce besoin d’un maillage de fond, d'autres MSM ont été proposées, citons la
méthode MLPG qui a été développée en 1998 par Atluri et Zhu [52] et qui utilise le concept de
la forme faible locale. L’intégration se fait sur des sous domaines ce qui permet de créer des
maillages sous—jacents locaux [27, 28]. Au début et comme la plupart des MSM la technique
MLS était utilisée comme base, cependant la fonction de forme n’est pas interpolante. Par la
suite des variantes de la méthode avec d’autres schémas d’approximation ont été développées
[8, 28, 53].

Citons aussi une autre de méthode assez récente, basée sur des principes totalement différents
et nommeée la méthode des éléments naturels "The Natural Element Method (NEM)", [6, 11,
48, 51]. Cette méthode est basée sur la notion de voisins naturels pour définir les fonctions de
forme dont la construction est basée sur le diagramme de Voronoi et la triangulation de
Delaunay. Une méthode meshfree, basée sur un cadre mathématique tres différent, a émergé
trés récemment sous le nom "The Repeated Replacement Method (RRM), 2012", ¢’est une

méthode adaptative qui a été appliquée en mecanique des fluides [54].
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Actuellement, le travail sur les MSM est consacré a I'amélioration des versions existantes. Ces
méthodes sont devenues des outils intéressants qui permettent de traiter des problémes dans
lesquels on observe des distorsions de maillage, de grandes déformations ou encore des

discontinuités ou fragmentations du domaine d'étude.

3 Classification des méthodes meshfree

Plusieurs classifications de ces méthodes sont citées dans la littérature, nous présentons ici

celles basées sur la procédure de la formulation utilisée.

3.1 MSM basées sur la forme faible globale ou locale

Ces méthodes sont une sorte d'évolution naturelle de la MEF. En effet, elles utilisent la forme
faible de I'EDP et nécessitent trés souvent une partition du domaine (ceci sans une connectivité
fixe entre les sous domaines ou les cellules) [8, 9, 15].

La premiere MSM utilisant la forme faible de Galerkin fut la MED. Dans cette méthode les
fonctions de forme sont construites en utilisant la méthode MCG proposée par Lancaster et
Salkauskas (1981). Bien qu'un maillage explicite ne soit pas nécessaire dans cette méthode, une
subdivision du domaine est utilisée pour calculer numériquement les intégrales introduites par

la formulation de Galerkin.

Belytschko et al. (1994a) ont publié par la suite la méthode EFG qui est une amélioration de la
MED utilisant aussi un maillage implicite pour I'évaluation des intégrales numériques.
Toutefois le colt de mise en place de ce maillage est négligeable. En effet ce maillage doit juste

couvrir le domaine entier et n'est pas contraint de décrire la frontiére de ce dernier.

La recherche s’est penchée ensuite vers l'utilisation de la forme faible locale pour arriver au
systéme algébrique d’équations. Mukherjee et Mukherjee (1997) ont introduit des méthodes de
nceuds aux limites suivies par la méthode d'interpolation ponctuelle de Liu et al (1999). Pr la
suite Atluri et al (1999) ont formulé une méthode basée sur la forme faible locale en utilisant
I'approche de Petrov Galerkin. L'approche tente a eéliminer tout besoin d'un maillage
d'intégration a I'échelle globale et I’ont appelé la méthode de Petrov Galerkin locale.

Les MSM a formes faible de Galerkin ont connu un développement trés rapide et peuvent trés

réparties en deux classes :
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e MSM de basant sur la forme faible globale de Galerkin : EFG, RPIM, RKPM, etc...
e MSM a forme faible locale de Galerkin : elles ont été développées par Atluri et ses

collegues et se basent sur la méthode MLPG.

Parmis les MSM de forme faible citons aussi: The hp-cloud method (Armando and Oden,
1995), The partition of unity finite element method (PUFEM) (Melenk and Babuska, 1996;
Babuska and Melenk, 1997), The finite spheres method (De and Bathe, 2000), The free mesh
method (Yagawa and Yamada, 1996) [8].

Bien que les MSM se basant sur la forme faible utilisent des maillages implicites, il est a noter
que dans ces méthodes, seuls les nceuds sont considéres aux dépends des éléments. Ce qui leur
permet de traiter des problémes mal posés pour la MEF tels que les problémes de grandes
déformations et les problémes de propagation de fissures. Néanmoins dans ces méthodes,
I'intégration engendre des colts de calcul importants. D'autre part, vu que le maillage implicite
utilisé ne décrit pas correctement le domaine, ces méthodes nécessitent un grand nombre de

points de Gauss pour avoir une bonne convergence, ce qui est aussi une source de colt de calcul.

3.2 MSM basées sur la formulation forte

Contrairement aux méthodes de type Galerkin, ces méthodes, dites aussi de collocation,
utilisent la forme forte de ’EDP. Ainsi, aucune intégration numérique ne se présente dans leur
formulation et par conséquent il n’y a aucun besoin de maillage implicite. Leurs adeptes parlent
parfois de "vraie méthode sans maillage" (true meshless method). En 1977 Liszka et Orkisz
furent les premiers a utiliser la formulation forte. Mais il a fallu attendre I’année 1990 pour
avoir une méthode robuste proposée par Kansa. Dans les méthodes sans maillages de type
collocation, la recherche des fonctions de formes se fait avec des interpolations polynomiales
ou des fonctions radiales [8, 9, 15].

Les MSM de type collocation ont I’avantage d’étre rapides et simples d’implémentation.
Généralement elles ont du mal & approcher des conditions aux limites de type Neumann.
Plusieurs techniques ont été développées pour rendre possible cette application, par exemple
I’utilisation des nceuds fictifs et les interpolations de type Hermite. Les méthodes de type

collocation sont en général instables et peu robustes.
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3.3 MSM basées sur la combinaison de la forme faible et forte

Ce type de méthode a été developpé par GR Liu et Gu en 2002. L'idée clé de la méthode est
que la forme forte et la forme faible locale sont utilisées pour le méme probleme, mais pour
différents groupes de nceuds qui portent différents types d'équations et de conditions. La forme
faible locale est utilisée pour tous les nceuds qui ne sont pas voisins ou voisins avec les
conditions aux limites dérivées. La forme forte est utilisée pour le reste des nceuds. La méthode
utilise ainsi moins de cellules de fond pour l'intégration, et c'est actuellement la méthode MFree

presque idéale qui peut fournir des solutions stables et précises [8].

4 Principe de base et définition des méthodes meshless

Les méthodes sans maillage permettent de transformer des systémes d'EDP en systemes
d'équations algébriques sur tout le domaine d'étude sans pour autant utiliser un maillage
prédéfini. Elles utilisent un ensemble de points (nceuds) répartis a l'intérieur du domaine d'étude

ainsi qu'a sa frontiére.

La différence fondamentale entre la MEF et la MSM réside dans la construction des fonctions
de forme. La génération de la géométrie, I’insertion des données matérielle, matrice globale et
les étapes de post-traitement sont les procédures habituelles que les deux méthodes part--agent.
Ces deux méthodes divergent a I'étape de la création du maillage [8, 9]. La figure 3.1 résume

ces différences :

Création de la géométrie

MSM & MEF

14

Génération de nceuds sur ‘ Géneration du
le domaine et ses limites maillage

Creéation de la fonction de forme
sur un élément prédéfini

Création de la fonction de
forme sur le nuage de nceuds
d’un sous-domaine 0
g Systéme d’équations sur
Systéme d’équations ‘ y les élé?nents
sur les nceuds S

b Assemblage et conditions aux limites

L4

Résolution, Post-processing

Fig. 3. 1 Etapes de résolution d’un probléme physique MSM/MEF
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5 Techniques d'approximation/interpolation sans maillage

La recherche d'une méthode de résolution sans maillage passe nécessairement par la définition
d'une méthode d'approximation sans maillage. Dans cette thése, 1’approximation meshless sera
présentée par le formalisme des moindres carrés glissants (MCG) puis celui de I'approximation
ponctuelle. Le but essentiel d'une telle approximation est bien entendu la génération de la

fonction de forme. Cette approximation doit satisfaire certaines propriétés :

e Caractere paramétrable du degré de I'approximation.
e Caractere local de I'approximation.

e Propriété de continuité d'ordre zéro et au-dela.

5.1 Approximation de base

Dans les méthodes sans maillage, l'approximation est construite uniquement sur un
ensemble de nceuds. La variable inconnue U du champ en un point X est interpolée en
utilisant ses valeurs u; en un ensemble de N nceuds contenus dans un sous domaine locale

du point X comme suit :

u(X )= X4 (Xu, (3.)

Ou ¢, est la fonction de forme au nceud 1.

Cette approximation est identique a celle de la MEF sauf que dans (3.1), les fonctions de

forme sont uniquement approximantes et non interpolantes.

5.2 Méthode des moindres carrés glissants (MCG)

Cette approximation (connue aussi par the moving least square (MLS) approximation) est lI'une
parmi plusieurs déductions de lI'approximation des moindres carrés pondérés (AnnexeA2 [13,
15]). Cette approximation a été introduite par Lancaster et Salkauskas en 1981 pour lisser et
interpoler un nuage de nceuds [8]. L'idée centrale de cette approximation c'est qu'une
approximation globale peut étre atteinte en passant par un processus de mouvement [10]. Ces

approximations sont construites a partir de trois composantes :

e Une fonction de poids associée a chaque neoeud,
e Une base, généralement polyndmiale

e etun ensemble de coefficients qui dépendent de la position.
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La méthode des moindres carrés glissants assure donc un caractére local de I'approximation en
introduisant une dépendance de chaque nceud | a partir de I'approximation classique qui assure

une approximation globale.

5.2.1 Formulation de la fonction de forme des MCG

L’approximation de la fonction u(X) notée Uh(X) en un point X, est définie comme un
polynome d’ordre m mais avec des coefficients variables [8-18].

Dans ce cas, I’approximation locale au voisinage d’un point X sera donnée par:

ul(X,X)=>"p;(X)aj(X)=PT(X)a(X) (3.2)
j=1

Ou m est le nombre de termes dans la base, pj(X) sont les fonctions monéme de base (il est

possible d’utiliser d’autre fonctions comme base) et aj(X) leurs coefficients a déterminer :
a(X)=[a,(X) a,(X) a,(X) ......... a,(X)] (3.3)
Les bases les plus utilisées sont :
o Base lineaire :
PT(X)=[1 x ] enliD; PT(X)=[1 x y] en2D (3.4)
e Base quadratique :
P'(X)=[1 x x*] en1D; PT(X)=[1 x y x* y* xy] en2D (3.5)

Les parametres inconnus a; ( X )seront déterminés en minimisant le résiduel suivant :

J:iw(X—x,)[u“(x,,X)—u,] (3.6)

=1

o =X X PT(X, Ja(X)-u,] @)

1=1
u; sont les valeurs nodales, N le nombre de nceuds au voisinage de X ou la fonction de poids
w( X — X, )#0. Ainsi, on peut écrire :
A/ _o i_n-
o =0; 1=0:m (3.8)

Qui conduit a :
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iZW(X—X, )pl(xl )[PT(X| )a(X)—u,]:O

> 2w(X =X, ), (X, PT (X, Ja(X ) -, |=0 (39)

N
> 2W(X - X, ), (X, PT(X, )a(X)-u, ]=0
1=1
Dont la notation vectorielle est :
N
S 2w(X — X, )P(X,)[PT(X, )a(X)-u, ]=0 (3.10)
1=1
Apres réarrangement, on obtient :

STw(X = X, JP(X, PT(X, Ja(X ) =D w(X = X, JP(X, )u, @.11)

1=1 1=1

Et sous forme matricielle :

A(X)a( X )=B(X)u (3.12)
ou: A(X):ZN:W(X—X,)P(X,)PT(XI) (3.13)
et:

B(X)=[ W(X-X,)P(X,) ... W(X - X P(Xy) ] (3.14)

De I'équation (3.12), on aboutit a :
a( X )=[ACX)]" B(X )u (3.15)
Pour que la matrice A( X )soit inversible, il faut que les nceuds soient en nombre suffisant c’est-
a-dire N >m o0 m est la taille du vecteur des fonctions de base PT (X ).
En remplacant (3.15) dans (3.2), nous aboutissons a la forme de I'approximation MLS :
u"(X)=PT(X)[A(X)]*B(X )u (3.16)
Que nous réécrivons comme suit:

W (X)=3 4 (U, =47 (X)u (3.17)
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Avec ¢, (x ) fonction de forme associée au nceud | exprimée par:
$(X)=PTXACOI WX =X )P(X,) (3.18)

Finalement la fonction de forme MLS s'écrit :
#"(X)=PT(X)AX)[B(X) (3.19)

5.2.2 Propriétés de la fonction de forme MLS

Bien que les fonctions de forme soient construites sur le concept MLS, elles différent de celles
de la MEF dans quelques aspects [8, 55].

e Les fonctions de forme construites ne sont pas interpolantes comme les fonctions de
forme de la MEF car elles ont un caractere non polynomial (ou rationnelles). Elles ne
possédent pas la propriété "delta Kronecker".

4 (X;)#3, (3.20)

A chaque nceud, il y a plus d'une fonction de forme qui ont des valeurs autres que la
valeur zéro.
C’est pour cette raison que l'approximation MLS est effectivement une approximation

et non une interpolation :
u"(X, ) #u, (3.21)

Cette caractéristique rend les conditions aux limites essentielles (CALE, dites aussi de

type Dirichlet) difficile a imposer ce qui augmente le codt de calcul.

e Lesdérivées des fonctions de forme héritent la nature non polynomiale de ces dernieres,
ce qui constitue un probléme dans I’intégration de la forme faible.

e Le schéma d’intégration de Gauss-Legendre est performant pour les fonctions
polynomiales comme le cas des fonctions de forme EF. Cependant pour le cas meshless
un ensemble limité de point d’intégration ne s’avére pas satisfaisant et des recherches

sont en cours de développement pour améliorer cette intégration [50].
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5.2.3 Domaine d'influence et dimensions

Le domaine d'influence d’un nceud est défini comme une région sur laquelle ce nceud exerce
son influence. Il est analogue a la taille de I'élément de la MEF. Il n’est maintenu ni grand ni
trop petit et peut prendre différentes formes : circulaire, rectangulaire et polygonale (Fig. 3.2).

La taille du domaine d'influence correspondant au nceud | s’écrit sous la forme [55, 56] :

dm, =d.C, (3.22)
ou dmax est un parametre d'échelle

C, . différence entre le nceud X et son voisin le plus proche pour une distribution uniforme de

nceuds (c’est donc le pas de discrétisation).

Si la distribution n’est pas uniforme, ¢, est calcule comme suit [57, 58]:
C| = maX”XJ - X| || (323)
J ESJ

Ou §j est le nombre de neeuds au voisinage du point X, et formant un polygone autour de ce

point.

Notons que la précision de 'approximation dépend du nombre de nceuds dans le domaine
d'influence. En effet, lors de la définition d'un domaine d'influence, il est primordial qu'il existe
suffisamment de nceuds a l'intérieur du domaine, ceci évite de rencontrer des problémes de

singularite lors du calcul de la fonction de forme.

Fig. 3. 2 Quelques formes du domaine d'influence
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5.2.4 Définition et choix de la fonction de pondération

La fonction de pondération est un ingrédient tres important dans presque toutes les
approximations sans maillage. En effet, la fonction de forme calculée repose sur I'expression
des fonctions poids associées a chaque nceud I.

La fonction poids W est strictement positive en un sous-domaine du support d'influence d'un
point X; et nulle au bord du domaine (Fig.3.3, support carré). Ces fonctions affectent
considérablement la précision des résultats numériques et doivent satisfaire les conditions

suivantes :

o W > (a l’intérieur du domaine d’influence ;
o W =0 a l’extérieur du domaine d’influence ;

o West monotone décroissante.

Plusieurs formes de la fonction de pondération sont citées dans la littérature, les plus utilisées

sont la cubique spline, la quartique spline et I'exponentielle données par :

2_4r% +4r° forr<1
o Cubiquespline: w(r)=14—4r+4r? —4r3 forl<r<i (3.24)
0 forr>1
2 3 4
e Quartique spline: w(r)=Jt 6" +8r"—3r pourr=<1 (3.25)
pourr >1
—(r/h)? }
e Exponentielle:  w(r)=1° pour r<1, 4:consante (3.26)
0 pourr >1,

Ou h est un parametre de forme.

r est une distance normalisée calculée par :
r=|X-X,|/dm, (3.27)
Les dimensions du domaine d’influence dm, d’un nceud I dépendent de sa forme et est calculé
comme suit :
e Pour un support circulaire :

dm, représente le rayon ,, du cercle tel que :
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pr=A(x=x )2 +(y-y, )° (3.28)

e Pour un support rectangulaire, la fonction de poids s’écrit comme un produit

tensoriel [8] :

W(r ) =w(rx)w(ry)=w, w, (3.29)
Tels que :

x=|x=x |/ dmy; ry=[y-y,|/dm, (3.30)
Avec :

dmy = diay Cxi ; dmIy = dnax Ly (3.31)

Les dérivées de cette fonction sont calculées par :
Wy = (W Wy s Wy =Wy (W ), (332)

Les figures Fig.3.3 et Fig.3.4 représentent respectivement les fonctions quartique et de forme
avec leurs dérivées premiéres par rapport a la variable x.

(b)

Fig. 3. 3 Fonction de poids et fonction de forme MLS

(a) Fonction de poids (Quartique, dmax=3.5) et (b) Fonction de forme.
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75

2oL
-

(55
\ Y

0.4

(@) (b)

Fig. 3. 4 Premieres dérivées partielles de la fonction de forme : (a) ¢;( et (b) ¢'y

5.2.5 Conditions aux limites et techniques d’imposition

Puisque la fonction de forme ne posséde pas la propriété du symbole de Kronecker (paragraphe
5.1.2), des techniques spéciales sont exigées pour imposer les conditions aux limites de
Dirichlet (CALD) Nous citons les multiplicateurs de Lagrange, la méthode de pénalité, la
méthode de collocation et la méthode de couplage avec la MEF [8-10, 18, 55, 59, 60].

¢ Meéthode de collocation

Cette approche est la plus simple quand il vient a imposer les CALD dans le cadre de MSM.
Cependant, en utilisant cette technique on ne peut pas appliquer les CALE en des points autres
que les emplacements nodaux. Dans ce cas, une ligne et une colonne supplémentaire sera
ajoutée a la matrice de rigidité donnée par K.

e Méthode du multiplicateur de Lagrange
La technique du multiplicateur de Lagrange introduit des inconnues supplémentaires dans le

systéme par la fonctionnelle : jf(u —u)d7", A :multiplicateur de Lagrange.
Iu

Pour cette raison, la structure de la matrice finale devient [ é(T GO] ou K est la matrice de

rigidité globale et G est due aux multiplicateurs de Lagrange. La structure finale est en plus

définie positive.
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e Meéthode de Pénalité

Les CAL peuvent aussi étre imposées par une formulation de pénalité : aI(u —u)vdr.
Iu

Le principal avantage de ce procédé de réparation est qu'il ne présente pas d’inconnues
supplémentaires dans le systeme. Cependant, le choix du parametre de pénalité & est important
et doit étre tres judicieux. Une valeur trop élevée peut conduire a des mauvais conditionnements

de la matrice de rigidité résultante.

e Méthode de couplage avec la MEF
Le seul but de coupler les meshless a la MEF est d'éviter les difficultés a imposer les CALE.
Puisque les fonctions de forme EF possédent la propriété delta Kronecker, ce couplage pourrait
étre efficace. Cependant, le défi consiste a modéliser I'interface comme représenté sur la Fig.3.4,

parceque les dérivées deviennent discontinues.

Région meshless

WA (4 = - " Région EF

Région d’interface

Fig. 3. 5 Couplage des méthodes meshless et EF

Plusieurs approches existent pour surmonter ce probléme, on cite le couplage avec les
parametres de Lagrange et le rapprochement hybride [50, 55]. Si un point est a I'intérieur d’un
domaine dans lequel les CALE sont a imposer, ce couplage serait encore plus colteux

informatiquement.

5.3 Meéthode d'interpolation ponctuelle (MIP)

Cette méthode a été proposée afin de remplacer I'approximation MLS dans la création de la
fonction de forme.

On considere une fonction scalaire u(X) définie sur le domaine d'étude Q représenté par un
ensemble de nceuds. La méthode d'interpolation ponctuelle (MIP) approxime u(X) au niveau du

nceud X par:
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u(X ):i B, (X )a; (3.33)
i=1

OU B, ( x ): fonctions de base définies dans I'espace cartésien de coordonnées X T= [x,y]

m : le nombre de fonctions de base et a; des coefficients.
Suivant le choix du type de la base, on distingue deux types d'interpolation ponctuelle :

e La méthode d'interpolation ponctuelle a base polynomiale ;

e Laméthode d'interpolation ponctuelle & base radiale.

5.3.1 Méthode d'interpolation ponctuelle a base polynomiale

Dans cette version, on utilise une base polynomiale compléte [9,11,61]. L’interpolation de u(X)

au point X est donnée par :
m
u(X)=Y pi(X)a; = p" (X)a] (3.34)
i=1

P(X) : vecteur des éléments de la base polynomiale de dimension m.

[a]: Vecteur des coefficients de I'interpolation.
La base polynomiale compléte d'ordre p s'exprime suivant la dimension par :
e Dans le cas unidimensionnel (1D):
P (X)=[1 x x* x®P x®] (3.35)
e Dans le cas bidimensionnel (2D) :
PT(X)=[1 x y X xy Y. x®y® (3.36)
La détermination des coefficients a; s'effectue en suivant les étapes :

1. Détermination du domaine d'influence associé au point X contenant un nombre de
nceuds égal a n (pour la MIP classique m=n).

2. Onforce alors u(X) a passer a travers tous les nceuds du domaine d'influence et a prendre
les valeurs nodales associées a ces nceuds (Ui. i=1: n). Cette condition conduit au

systéme algébrique suivant :
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m
U1:_Zlaipi(xl):alpl(x1)+azp2(xl)+ ------- +ay, Py (X))
i=

U2:galaipi(xz):alpl(xz)+a2p2(xz)"‘ ------- +a, Pn(X3)

............. (3.37)
un=__1aipi(xn)zalpl(xn)+a2p2(xn)+ """" +ampm(xn)
Le systeme (3.37) peut s'écrire sous forme matricielle :
Us =[Py J[a] (3.38)

La matrice [Pm] est appelée matrice moment, elle est symétrique pour la méthode

d’interpolation ponctuelle classique (0U m=n) :

P(X:)  P(Xp) e Pa (X))
P(X,) P (X)) P, (X,)

[P ]=1 e (3.39)
P,(X,)  Po(X )i P, (X,)

Le vecteur Us est le vecteur des valeurs nodales
Us=[u, Uy Ug uf (3.40)

Le vecteur [a] est le vecteur des coefficients inconnus de I’interpolation qui sécrit :

[a]=[a; a, ag.... a, |’ (3.41)
On résout le systeme précédent par rapport au vecteur des coefficients &

[a]=[pm]™"Us (3.42)
En remplacant I'équation (3.42) dans (3.34), on aura :

u(X)=P'[a]=P'[P,['U, (3.43)

Qui s’écrit aussi :
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u(X )= gt =4 (X, (3.44)
i=1
Avec ¢T (X) le vecteur des fonctions de forme donné par :

$T(X)=PT[Pu]" =[h(X) $2(X) o $n(X)] (3.45)

Il est a noter que tant que I'on utilise le méme domaine d'influence (relatif au point X ) , les
coefficients a; restent constants (car la matrice moment dépend uniquement des coordonnées

des nceuds contenus dans le domaine d'influence).
Les fonctions de forme obtenues sont polynomiales, par conséquent, leurs dérivées sont

facilement déterminables.

5.3.2 Méthode d'interpolation ponctuelle a base radiale

5.3.2.1 Construction de la Fonction de forme

Ce type d’approximation est utilisée afin d'éviter les singularités rencontrées dans l'utilisation
de bases polynomiales dans la méthode précédente [8-11, 18, 62, 63].
Ici les bases sont dites radiales et I'approximation de la fonction scalaire u(X) s’écrit :

u(X) =D Ri(X)a; +> p;(X)b; =R"(X)[a]+P" (X)[b] (3.46)
i-1 =1
Ou R;(X) composantes de la base radiale; Si m=0, L’interpolation est purement radiale.
et Ri ( X ): R( ri ) (347)

r est définit de la méme maniére que dans la relation (3.27).

[a] et [b] sont les vecteurs des coefficients et sont donnés par :

[a] =[a, ay ....... a, |

(3.48)
] =[b, by ..o by ]

Deux types de FRB sont citées dans la littérature, celles a support non compact (dont les plus
usuelles sont montrées sur le tableau 3.1) et celles a support compact comme celles de
Wandland. Différents parametres de forme doivent étre déterminés pour une bonne
performance. En général, ces parametres sont déterminés par une examination numérique du

probleme.
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Base radiale Expression Parametre
Gaussienne (6) ~(ric)d _ C
ou Exponentielle ¢ . €>0etg=(lou2)
MuITi—?;lAag;a‘rique (r2+c?)2, c>0 C
Multi-quadratique (r’+c?)*2 C>0 c
inverse (MQI)
S o e g0
6 2 o
Wendland ¢t (1-5)(3+184+35()" sir<do o
0 ailleurs
1- L3 (1+8-L+25(L)* +32(L)*)si r<do
Wendland C° (150 (14855 + 220 ) +32055) )_ do
0 ailleurs
Tab. 3. 1 Quelques fonctions radiales
3
2
1
0-
1
2.4
'g? —
15 - 1.5 2
1 1
0.5 0.5
0 0
(b)

Fig. 3. 6 Fonction de poids (la Gaussienne) et sa dérivée

(a) La Gaussienne G, (b) sa dérivée G'X (Pour C=6 et dmax=4)

La détermination des coefficients ai et bj de ’équation 3.51 exige que I'approximation vérifie
les valeurs nodales pour les n nceuds du domaine d'influence relatif au nceud X. Ceci se traduit

par un systeme linéaire de n equations dont la forme matricielle est :
T T
U, =R, [a]+P,' [b] (3.49)
Ou v, est le vecteur des valeurs nodales :

Ug=[u; uy...... u, ]’ (3.50)
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La matrice moment de la base radiale sera :

R(1r)  Ry(r )i R.(r) ]
Ri(r,) R,(r)eane. R,(1,)

I (3.51)
Ri(r ) Ro(r ) R, (r,)

1 i 1
X1 X evreerees crerneeen e X
P.T =y, Y9 e reeenee s Y (3.52)

| Pm(X1) P X3 ). Pm(Xn )]0 oh

Dans le systeme (3.49), on a (n+m) inconnues pour n équations qui correspondent aux n nceuds

du domaine d'influence. Les m équations supplémentaires sont déterminées a partir de :

m
pi(X)a; = P [a]=0 avec j=1..m (3.53)
j=1

En combinant (3.53) et (3.49), on aura :

o[y

Le vecteur [ao ]est donné par:

T
[ag] =[a; a, ..o a, by by.. byl (3.55)
Le vecteur Us sera de la forme:

A

Us=[u; Uy oo u, 0 0 0 ... 0] (3.56)

La matrice r, étant symétrique, il en est de méme pour [G], on obtient:

[ao]z{a} _ 6]y, (357)

b

En remplacant dans I'expression donnant I'approximation, on aura :

-46-



Chapitre3 Synthése sur les Principales Méthodes Sans Maillage

u(X)=R"(X)fa]+ PT(X)b]=[R"(X) PT(X) l{g} (3.58)
Wx)=[RT(x) PTe Jl6T M, = 4T (X W, (3.59)
Les fonctions de forme pour la base radiale s’écrivent donc par :

»(X)=RT(x) PT(x |c]™ (3.60)

5.3.2.2 Imposition des conditions aux limites essentielles

Les fonctions de forme générées par I’interpolation radiale possedent la propriété delta de
Kronecker, ainsi les CALE peuvent étre facilement renforcées comme dans le cas de la MEF.
Nous citons deux méthodes qui sont largement utilisées par cette derniére : la méthode directe
et la méthode de pénalité (Chapitre 1).

6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons donné un apercu sur les principales méthodes sans maillage et
leurs développements, ainsi que les principales techniques utilisées pour la génération de la
fonction de forme, I'approximation MCG et I'approximation FRB. Cette derniére a l'avantage
d'avoir une fonction de forme qui Vérifie le critére de Kronecker et contient donc moins de
calculs par rapport a la premiere.

La mise en ceuvre de la méthode sans maillage choisie sera présentée dans le chapitre suivant
en montrant sa théorie formelle nécessaire : principe de base, propriétés numériques,
formulation intégrale et introduction des CALD. Il s'agit, en fait, de la méthode de MLPG la

méthode EFG qu’on appliquera & des problemes test dans les cas 1D et 2D.
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Chapitre4

Mise en CEuvre

de la Méthode Sans Maillage

1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la présentation du formalisme sans maillage et de ses principaux
développements. Il s'agit en fait des deux méthodes meshless choisies au cours de notre

recherche, la méthode de Galerkin et la méthode de Petrov Galerkin.

D'abords, une forme faible globale puis locale est développée a partir de la forme résiduelle
pondérée classique de I'EDP. Une interpolation par les moindres carrées glissants et par les
fonctions radiales est utilisée pour construire l'approximation. Un systéeme d'éguations
algébriques est obtenu en substituant les fonctions d'essai et de test dans la forme faible.
L’opposé de la méthode de Galerkin, dans la méthode de Petrov Galerkin les fonctions tests
sont choisies dans un espace différent de celui des fonctions d'essai considérées lui donnant

ainsi plusieurs variantes énumérées de MLPG1 a MLPGS6.

Les conditions aux limites essentielles sont imposees par I'approche de Peénalité vue sa
simplicité de mise en ceuvre et ses resultats acceptables, ensuite identiquement au cas de la

MEF, ceci dépendra de 1I’approximation utilisée pour une meilleure optimisation.

2 Etapes de résolution d’un probléme meshless

La résolution d’un probléme physique par la méthode meshless s’effectue selon les étapes

suivantes [9, 64] :
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Description géométrique et physique

Génération des noeuds (CAL, matériaux) du modele

Génération de la fonction de forme sur .
les nceuds du domaine d’influence local Approximation MCG, RBF....

Discrétisation des équations basées
sur la forme globale ou locale (ou
forte) et les cellules d’intégration

¥
Assemblage matriciel global
i1 - Pénalité
" A . -Collocation
Conditions aux limites de Dirichlet H Interpolation directe (MLPG)
‘ -Couplage avec MEF

Calcul de la Solution

Fig. 4. 1 Etapes de résolution par la méthode meshless

3 Meéthode de Galerkin sans maillage
3.1 Définitions

La méthode de Galerkin sans maillage est considérée comme une méthode sans maillage car
elle exige uniqguement un ensemble de nceuds et une description des limites du modéle pour
générer les équations discrétes et construire une solution approximative. Cette méthode connait
une large utilisation dans une variété de domaines [8-14, 66-72]. Bien entendu, I'expression
sans maillage signifie aussi que la discrétisation est indépendante de la subdivision de la
géométrie en éléments finis. La connectivité entre les points du domaine et les fonctions de

forme sont construites par la méthode sans avoir recours aux éléments.

Bien que cette méthode puisse étre considérée comme une méthode sans maillage par rapport
a la construction des fonctions de forme ou I'approximation des fonctions, un certain type de
maillage est exigé pour la résolution des EDP par la procédure de Galerkin car I'évaluation des
intégrales dans la forme faible exige une subdivision du domaine. On dit qu’elle n’est pas
réellement sans maillage, cependant ce maillage n’a aucune influence sur la formation des

fonctions de forme comme dans le cas de la MEF.
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3.2 Principe fondamental

La méthode de Galerkin est une méthode sans maillage car pour obtenir une solution
approximative, on exige seulement la définition des conditions aux limites. Dans cette méthode,
le maillage ne dépend pas de la position des nceuds et il est plus simple que pour la MEF.

Pour I'évaluation numérique des intégrales utilisant la méthode de Galerkin, un certain type de
maillage appelée grille mais il n’est pas un maillage en EF. Cette grille est simplement une
subdivision du domaine en formes simples distinctes de telle sorte que le domaine est I'union
de ces formes s’il est conforme avec la géométrie du domaine. On note que cette subdivision
n'est pas rattachée a la distribution des nceuds bien qu'il est convenable de placer ces noeuds aux

sommets des eléments de la grille (Fig.4.2), [10].

=
\'.' ) '\"'
SRR Y
T
J._L———-—.“/
(a) (b)

Fig. 4. 2 Intégration avec maillage :

(a) Sous-jacent, (b) une structure de cellules [10]

3.3 Implémentation numérique de la méthode EFG

Dans ce cas, on suit les étapes de 1’organigramme suivant :
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[1]| Définir les fonctions de base et de poids pour que MLS soit bien définit
[2] Définir le nombre et la longueur des Cellules sur (2, I';et I,

[3] Définir le nombre de X; dans chaque cellule C.

[4] Boucle pour chaque cellule C

[5] Boucle pour chaque point de Gauss X; dans C:

a. Déterminer la liste des noeuds x; a |'intérieur du domaine d'influence
telle que w(Xz)>0.

b. Calculer les ¢i(Xs) et leurs dérivées en ces noeuds.
Calculer les contributions de X; dans les matrices locales k et f.

d. Réassembler ces contributions au systéme linéaire dans les
contributions de chaque cellule.

[6]| Fin de la boucle des Points de Gauss (6.)

[7]1| Fin de la boucle des C (5.).

[8] Obtention de la matrice globale par assemblage

[9] Résolution du systéme obtenu et donc obtention des valeurs de I'inconnue
en chaque nceud

Tab. 4. 1 Organigramme de la méthode EFG

3.3.1 Intégration numérique de Gauss-Legendre - Cellules d'intégration

® Pour effectuer I’intégration de la forme faible, un maillage de fond est utilisé pour la
décomposition en sous domaines d’intégration. Ce dernier divise le domaine du
probleme en un ensemble de cellules et a l'intérieur de chaque cellule, un schéma de
Quadrature de Gauss est utilisé. Les figures.4.3 a et b montrent un nombre de 3x3 points
de Gauss par cellule intérieur [13].

e Pour la méthode MLS, les cellules d’intégration sont construites indépendamment du
support de la fonction de forme. Ce qui n’est pas le cas pour la MEF ou le support de

cette derniére correspond a la cellule méme (Elément sur lequel est faite I’intégration).

e L'intégration est accomplie a chaque point d'intégration de la cellule d'intégration. Le
domaine d'influence de chacun de ces points est défini par le rayon d'influence (cas
circulaire), donc pour chaque point, une liste de nceuds qui se trouvent a l'intérieur du

domaine est indispensable.
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- - - - -
-
Cellules __| il - |- - - -
d’intégration @ > ® e -
- - -
* = - - e
- - - -
Noeuds ol =-PFT *® |* -
P T .. | ®
- | - e
Points de Rl R -
Gauss - . -
- - - - -
T\:‘: |- o | =
el B 1- - -
(@) (b)

Fig. 4. 3 Cellules et points d’intégration dans une distribution de nceuds :

(@ Uniforme et (b) Non uniforme

3.3.2 Introduction des conditions aux limites essentielles

Plusieurs techniques ont été développées pour imposer les conditions aux limites essentielles

pour la méthode EFG (Chapitre2). Pour notre cas :

e La méthode de pénalité est utilisée vu sa facilite d'implémentation et ses résultats
acceptables.

e On propose aussi I’une des techniques utilisées dans la MEF. Il s’agit de la suppression
de lignes et de colonnes dans les matrices du systéeme obtenu dans le cas des CAL de
type Dirichlet homogénes ce qui est souvent le cas dans les systemes

électromagnétiques.

4 L'approche de Petrov-Galerkin locale sans maillage

4.1 Principe de base

En utilisant la méthode de Galerkin sans maillage classique, les fonctions de test sont choisies
dans le méme espace de la fonction d'essai. L'utilisation d'un maillage de fond pour effectuer

I'intégration annule les avantages du procedé.

Pour développer une méthode réellement meshless, Alturi et Zhu ont suggéré le choix de la
fonction de test a partir d'un espace différent. Ce choix libre de la fonction de test rend cette
méthode celle de Petrov-Galekin [10, 11, 52, 53, 65, 73-76]. Ces fonctions de test peuvent étre
choisies de maniére a étre nulle a une certaine distance Ro contrdlable a partir du nceud I
analogue aux fonctions de pondération (Fig.4.4).
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Cette propriéte locale confere a la méthode un caractére local, par conséquent, les fonctions test
ont des formes géometriques bien définies et des valeurs nulles en dehors d'un sous-domaine
Qs local qui peut étre un cercle, un carré, un rectangle ou une ellipse (en 2D).

Ainsi, les intégrations sur I'ensemble du domaine Q peuvent étre limités a Qs cléturés par I's,
ce choix élimine le besoin du maillage sous adjacent (qui peut étre local uniquement) et la

méthode est réellement sans maillage.

1_;;,5 ]_\;'ll
| i . ]
= o o | o 8  Points de Gauss
° Ll
D o
aan, L °  Neuds
r——" ©
°EL ®Y Lo o o
o ) @ Fonction test
(] l I' ]
e 1
M 7 L s o | ===-- Fonction d’essai
o S — i o]
o
® === Frontiére de Dirichlet
|_o. —_— _T) o
o o [e) . . r
| | & _ Frontiére de Neumann

Fig. 4. 4 Principe de la méthode MLPG

4.2 Définitions et généralités

Récemment, des méthodes basées sur la forme faible locale ont été proposées. La méthode de
Petrov Galerkin locale sans maillage, basée sur la méthode des résidus pondérés locaux a attiré
beaucoup d'attention et est étendue a une large gamme de problémes. Cette approche utilise la
méthode Petrov-Galerkin pour développer les équations discreétes. Les deux fonctions d'essai et
de test sont construites sur des sous-domaines locaux, et seules des cellules d'intégration locales

de fond sont nécessaires (Fig.4.5).

Le procédé MLPG fournit une flexibilité dans le choix des fonctions de test et d'essai. Cela
conduit au développement de différents types de méthodes MLPG ; Atluri a énuméré six
variantes nommées MLPG1 a MLPG6. Parmi elles, MLPG1 et MLPG5 semblent étre les

formulations les plus prometteuses.
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Y
; - .
/! % Fonction test du noeud 7

Fonction d'essai du noend j

ol ]
ey

Domaine de la fonction test

R,

Domaine de la fonction d'essai (23, ‘]

Fig. 4. 5 Comparaison des domaines de la fonction d'essai et de test. [75]

4.3 Variantes de I'approche MLPG

Basé sur le concept de la méthode MLPG, les fonctions de test sur chaque sous-domaine local
Qs peuvent étre choisies a travers une variété de facons. Ces méthodes sont qualifiées par
MLPG1, MLPG2, ..... MLPGE6 etc. [65, 77].

Nomination Fonction de test

MLPG1 Fonction de pondération dans I'approximation MLS;

MLPG2 Fonction collocation Delta de Dirac;

MLPG3 Fonction d'erreur dans |'équation différentielle, en
utilisant les moindres carrés discrets ;

MLPG4 Solution ~ fondamentale  modifiée  de  I'équation
différentielle;

MLPG5 Constante pour les EDP du deuxieme ordre (ou une fonction
linéaire pour les EDP d'ordre 4);

MLPG6 Identigue a la fonction d'essai.

MLPG7 .. Toutes les autres fonctions pratiques (d'usage facile).

Tab. 4. 2 Méthodes MLPG comme classifiées par Atluri and Shen (2002b)
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4.4 Choix de la fonction de test en MLPG1

Dans ce cas, la fonction de test est définie de maniére similaire a la fonction de poids dans

I'approximation MLS, en remplacant le dm; par Ro, dans le cas de la fonction spline par

exemple, ona:
2/3 4r? +4r3 sir<1/2
v(r)=4413 4r+4r® 4/3r® si 12<r <1 (4.1)
0 si r>1

r est une distance normalisée donnée par :
r=[x - X, |/ Ro (4.2)

Ro est un parametre défini par l'utilisateur déterminant I'étendue de la fonction de test et par
consequent Qs. Comme pour le cas de la fonction de poids, le facteur Ro est calculé en utilisant

un facteur d'échelle dmaxz par la relation :

R, =dmax,C, (4.3)

La sous-région de base est le domaine de 1'appui du neeud I. Si la fonction de poids a une base
carrée, la fonction de test est aussi un carré de c6té 2Ro, centré sur le point en question et a des
cotés paralleles aux axes de coordonnées (voir Fig.4.6 pour la similitude entre les deux

fonctions en 2D et noter la forme du domaine Qs).

Etant donné que le parameétre Ro est commandé par I'utilisateur, la fonction de test peut étre
choisie de facon a étre nulle sur les bords du domaine entier, vi = 0 sur I's et assurer la symétrie

de tous les Qs [75], cas qu’on a adopté dans nos codes de calcul.

Fig. 4. 6 Similitude des formes de la fonction de poids (Approximation MLS)

et de test (Forme faible locale) dans le cas MLPG1
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4.5 Implémentation numérique de la méthode MLPG

4.5.1 Introduction des conditions aux limites

En plus de la méthode d’interpolation directe [8], les conditions aux limites de type Dirichlet

sont introduites de la méme maniére que pour la méthode de EFG (Paragraphe 3.3).

4.5.2 Organigramme général

Une implémentation numérique de la méthode MLPG demande les étapes suivantes :

[1] |Choisir N nceuds dans le domaine (2 et sur sa frontiere I"; Fixer les fonctions
de base et de poids tels que I'approximation MLS soit bien définie.

[2] | Déterminer le sous-domaine local (2 et sa limite locale (2 pour chaque noeud.
(092 =13 ULs si L) touche la frontiere I).

[3] | Boucle sur tous les neeuds situés a l'intérieur du domaine global et sa limite.

1) Déterminer les points de quadrature de Gauss X; sur (2 et I

2) Boucle sur chaque point de Gauss X;,

A. Déterminer les nceuds X situés dans le domaine de définition de I'interpolation
MLS pour la fonction d'essai au point Xe, @ savoir, les neeuds pour lesquels

w; (X) >0.

B. Calculer ¢, (XG) >et ses dérivées pour ces neeuds,

C. Evaluer I'intégrale numérique.
D. Réassembler les contributions au systéme linéaire pour tous les neeuds dans K
etF.

3) Fin de la boucle des points de quadrature.

[4] | Fin de la boucle des noeuds.
[5] | Résoudre le systeme linéaire pour la valeur nodale fictive u.
[6] | Calculer la valeur de la variable inconnue et ses dérivées en ces points témoins.

Tab. 4. 3 Organigramme général de la méthode MLPG
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4.6 Parametres influencant les performances de la méthode

meshless

Dans l'application des méthodes MLPG ou EFG, plusieurs paramétres numériques sont
contr6lés par l'utilisateur pour évaluer leur effet sur la solution [30, 48, 78]. Résumons ces

parameétres comme suit

Taille du support de la fonction de poids donné par dmaxa,
Taille du support de la fonction de test, dmax; (cas de MLPG),
Nombre de partitions (sous-cellules) des cellules, Ncellules.
Nombre de nceuds N et leur type de distribution.

Nombre de points d’intégration (ou de Gauss), NG.

Méthode d’imposition des CALE.

Type d'interpolation MLS ou radiale.

Fonction de poids W et la base d'interpolation P dans l'interpolation MLS

YV V VWV V VYV V V VY V

Fonctions de bases radiales dans l'interpolation RBF.

Les résultats meshless (MLPG ou EFG) seront comparés soit a la solution exacte ou celle
obtenue par la MEF. Pour cette derniére, un grand nombre de noeuds est utilisé pour approximer

au mieux la solution exacte. L’erreur calculée peut étre relative ou absolue et est donnée par :

2
N | UmLpg -Uu
er — ﬁ Z ex(MEF) (44)
m=1 Uex(MEF) N
ou:
N 2
_ |4
ea_\/ﬁ > (“ MLPG 'uex(MEF))m (4.5)
m=1

Ou N est le nombre total de nceuds distribués sur le domaine entier et sur sa frontiére.
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5 Formulations intégrales 1D en coordonnées cartésiennes

5.1 Casdela méthode MGSM

Considerons le probleme 1D suivant sur le domaine Q de frontiére T" et en coordonnées

cartésiennes :

d2A
o =-Q (4.6)

Avec les conditions aux limites :

A=A, sur 7,

(4.7
A _ o sur 7,

on
Ou A est la fonction d’essai, Q une constante, /' =1, Ul la frontiere de 2 et n la normale
sortante de /.

La forme des résidus pondérés, avec la méthode de pénalité utilisée pour imposer les CALE,

donne :

j(az—?+Q).v.dQ+aI(A—Ab).vdF=0 (4.8)
OX I

Q

Ou V lafonction de test et o le facteur de pénalité (a>>1).

En 1D les limites sont des points, la seconde intégrale est évaluée par la fonction Delta de Dirac

comme suit :

[ A= Ag v s(x=x, )dI =[a( A= A )v] r (4.9)
Iu

En appliquant le théoréeme de divergence, la forme faible sera :
0A dv
J. &&.dlh[a(A— A )-V]ru - IQO.V dr - qu dr - Iqov dr=0 (4.10)

Q Q Iu I

Dans la méthode de Galerkin, la fonction de test est choisie du méme espace que la fonction
d’essai, ici on prend v(x) = ¢( x), et en utilisant I'approximation de A (MLS ou RBF), la forme

faible globale conduira au systeme d'équations :
K.A=F (4.11)
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Ou encore:
kint A+kbdl’y A= fint + fbdry (412)
knode J‘%i (4.13)
OX OX
bdry _ ¢J
ki = Ladidiln, —1o - 1n, (4.14)
fnode — j Q¢,d0 (4.15)
£ = [a A, + [0 1, (4.16)

Ou ‘int’ et ‘bdry’ dénote les nceuds intérieurs et des frontiéres respectivement et ¢ 1a fonction

de forme générée par l'interpolation.

Les intégrales contenues dans les équations (4.13) et (4.16) sont évaluées en utilisant

I'intégration numérique de Gauss.

5.2 Cas de la méthode MLPG

Le principe est le méme que celui de la méthode EFGM sauf que la fonction de test est choisie
d’un espace différent de celui de la fonction d'essai et I'intégration se fait sur des sous domaines
correspondant a chaque nceud.

Dans la sous-région Qs (de frontiére o2, ) situee entierement a l'intérieur du domaine global, la

forme des résidus pondérés avec la méthode de pénalité donnent [18, 75]:

I(Zi—?+Q).V.dQ+aJ(A—AO).VdF:O (4.17)

03 I3u
Ou Aestla fonction d’essai, V la fonction de test, o le facteur de pénalité, et 7'y, =75 N7,

avec: I3 =00 T et [y =15 NIy (Fig.4.4).

Dans ce cas aussi les limites sont des points, la seconde intégrale est évaluée par la fonction

Delta de Dirac pour chagque sous domaine comme suit :
[a( A=A v S(x=x )T =[a( A=A )] (4.18)
I3u

En utilisant le théoréme de divergence, la forme faible locale sera :
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j%a_vdm[a(A-AO Wp,, ~ | Qudr = [awdr - [qwdr - [gpdr =0 (4.19)

0] ax 8X o] Ls I3u qu

La fonction de test peut étre choisie nulle sur Ly, le terme [Vq],_S est donc évalue a zéro, avec

00 =Ly U T, Ainsi la limite interne Ls de chaque sous domaine est un point.

A partir de I'approximation de A (MLS ou FRB), la forme faible locale conduit au systéme
d'équations :
K.A=F (4.20)

Qu’on peut écrire sous la forme :

kint A+kbdry A= fint N fbdry (4.21)
goe= [ 2%, (4.22)
(0 OX OX
QS
do;
bdry _ e N e I T
kij © = Lavigj1 o) ~[vi » 1) (4.23)
fimde = J.Q-Vid-Q (4.24)
o)
£20 = [a Ay, I+ vaol pg (4.25)

Avecy la fonction de forme génerée par I'approximation.

Comme pour le cas de la MGSM, les intégrales contenues dans les équations (4.22) et (4.25)

sont évaluées en utilisant I'intégration numérique de Gauss mais sur chaque sous-domaine.

6 Formulations intégrales en 2D en coordonnées cartésienne

6.1 Formulations EFG

Considérons le probleme 2D suivant en coordonnées cartésiennes sur le domaine Q2 entouré par

le contour I

oA %A

6)(_2+_2:_Q (4.26)
avec:
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A=Ay surly
oA (4.27)
—= sur /|
n o q

oU : Q est une constante, /', W /g =/ etnlanormale sortante parFq.

En utilisant la méme procédure développée pour le cas 1D, on obtient :

%A, %A _
I(a(_2+7 Q).v.d.QJroci(A—A0 )vdl =0 (4.28)
ou A est la fonction d'essai, V' la fonction de test et o le facteur de pénalité.

En utilisant le théoréeme de divergence, la forme faible globale sera :

j(%’i% %% dmjaA A Yv.dl” — ijdr qudr jqovdr 0 (4.29)

En utilisant I'approximation de A et en posant la fonction de test identique a la fonction de

forme, la forme faible conduit au systéme d'équations suivant :

kint A+kbdry A= fint N fbdry

(4.30)
node_ [ 0% 9 , 04, 09 431
klj _}[z(axé’x+8y6y)dg ()
ko™ = [ gigjdr- | ¢Olﬁdr (4.32)
' o ' dn '

Tu Tu

finode — J.Q¢|dg (433)
179 = o Aggidl + [qo ¢ dI (4.34)

Iu 19

Ou ¢ est la fonction de forme générée par l'interpolation ainsi que ses dérivees.

Les intégrales contenues dans les équations (4.31) a (4.34) sont évaluées en utilisant

I'intégration numérique de Gauss.

6.2 Formulations MLPG1

Considérons le méme probléme résolu par la méthode EFG en 2D.
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La forme des résidus pondérés avec la méthode de pénalité pour un sous-domaine local s (de

frontiere 52, ) donnent:

j(%+§—§+Q).v.dg+aj(A—Ao ) dI =0 (4.35)

Qs I3u
ou A est la fonction d'essai, V' la fonction de test, a le facteur de pénalité, et 7y, =75 N7,
avec [s=005NTI" et 1y, =1y ~1, (Fig4.2).

Puis en utilisant le théoréme de divergence, la forme faible locale sera :

gy A =0 (4.36)

U e

oAdv OAdV
i(&&+55).dﬁ+iua(A—Ao).v.dF _LQVdF_ [avar-

—

En utilisant I'approximation de A (MLS ou a FRB) genérant la fonction de forme ¢ et ses

dérivées, la forme faible conduira au systeme d’équations :

Avec :

0bi v 0 o
(% = J-1¢18v,+¢18v,)dg (4.38)

L ox ox oy oy

o)
bdry d¢i
A0 A dn
fnode j Qv,dQ (4.40)
A0
(2 = [aAgidr+ [aovdr (4.41)
20 20
Su

Comme pour les cas précédents, les intégrales de (4.38) a (4.41) sont évaluées en utilisant

I'intégration numeérique de Gauss sur chaque sous-domaine s.

7 Formulations intégrales en 2D en axisymétrique

Ce cas sera traité dans le dernier chapitre
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8 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons exposeé le formalisme de deux méthodes sans maillage, la méthode
de Galerkin (EFG) et de Petrov-Galerkin (MLPG) qui sont largement utilisées dans la
littérature. Ceci a permis de bien analyser leurs similitudes ainsi que leurs différences. Les deux
méthodes se basent uniquement sur un ensemble de nceuds distribués sur le domaine et sur sa
frontiere. Cependant, elles different dans la formulation faible qui est globale pour la premiére
et locale pour la seconde. L’intégration numérique fait ainsi surmonter tout besoin de maillage
sous-jacent dans la méthode MLPG faisant d’elle une méthode réellement sans maillage.

Le chapitre suivant comportera I’ implémentation numérique de chaque méthode sur quelques
applications électromagnétiques tests avec en parallele une étude de performance. Une
comparaison des résultats meshfree sera établie avec ceux des EF ou ceux de la solution

analytique.
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Chapitreb5

Implémentation Numeérique

et Analyse de Performances

1 Introduction

Dans ce chapitre, la MSM est évaluée en I’appliquant a quelques problemes trouvés dans la
littérature.

Les programmes seront implémentés en utilisant I’approximations MLS avec la méthode de
pénalité pour imposer les CALE. Puis on s’affranchira de cette derniére en examinant la
variation de I’amplitude de la fonction de forme et en proposant I’imposition identiquement au
cas des EF. On étudiera alors 1’apport de cette technique en la comparant aussi au cas de
I’interpolations FRB. Enfin, pour le probléeme de détection de la valeur optimale du parameétre
empirique du facteurs d’échelle dmax, nous ferons appel a la méthode des algorithmes
génétiques.

Pour valider les résultats, une étude comparative sera effectuée entre la méthode meshless et la
MEF. Pour examiner les performances de la méthode meshfree, I’erreur est calculée par

variation des paramétres numériques dont dépend la solution numérique sans maillage.

Notons enfin que toutes les simulations seront réalisées sous 1’environnement MATLAB
R2009b. Les CPU time seront exécutés sur un processeur Intel R Core (TM)i5 a 2.3/2.4
GHz fonctionnant sous Windows10 et 4 Go de RAM.
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2 Modele électrostatique 1D

Les calculs ont éte effectués en utilisant la base linéaire et la fonction spline quadratiqgue comme
fonction de poids dans l'approximation MLS. Dans ce qui suit I’erreur relative meshless-exacte
en tout point est calculée par I’expression :
Unmsm ~ Uex
el‘( m) = (51)

u
ex m

Avec : m=1: N, N estle nombre total des nceuds.

2.1 Description du probleme

Le probléme consiste a résoudre 1’équation électrostatique d’une ligne chargée de longueur
L=1m qui possede une permittivité électrique é=3.6 F/m et une densité de charge p=2500C/m.
Deux conditions de Dirichlet homogeénes sont imposées aux limites : Vo=10V et V. =10V (Fig.

5.1) [79]. Le modgle électrostatique est décrit par 1’équation :

div (- ¢ grad V)

Vo = 10V V=10V
&/‘ P @®------------ [ ] @ @ \
1T > 3 4 38 39 40 4%
g =|

Fig. 5. 1 Modeéle électrostatique 1D

Les calculs ont été achevés selon les paramétres meshless suivants :

Parametres MLPG EFG
dmaxi 2 1.015
dmaxz 0.001 -
NG 1(Qs)et1(Tsy) 1 (cellule) et 1 (Ty)
Ncellules 4 (£2s) 40 (02)
a 1010 1010
N 41 41
MLS Avec une base linéaire et une fonction cubique spline

Tab. 5. 1 Parametres meshless utilisés
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2.2 Résultats et interprétation

La solution numérique du potentiel électrique a été comparée a la solution exacte pour chaque
méthode par superposition des courbes correspondantes (Fig. 5.2). Il convient de noter le bon
accord entre les trois solutions et aussi avec celles fournies dans la référence [79].

L'erreur relative avec la solution exacte en chaque nceud est représentée sur la Fig. 5.3. On
remarque la bonne précision pour la méthode de Galerkin par rapport a celle de Petrov-

Galerkin.

90 MLPG
O EFG

80 hd Exacte ||

70

60

50

40

Potentiel électrique (V)

30

20

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Distance (m)

Fig. 5. 2 Représentation des solutions meshless et exacte

o 65 —e— MLPG
2 —— EFG
o -7
>
S -15
'8+\
-8.5 -\
-9¢ R i : >
95°¢ ; - ; :
0 0.2 04 0.6 0.8 1

Distance(m)

Fig. 5. 3 Représentation de I'erreur relative meshless avec I'exacte
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2.3 Etude des performances de la méthode EFG

Dans cette étude, on va examiner 1’effet de la variation de certains parametres sur 1’erreur
relative, il s’agit des facteurs dmaxi, Ncellules, NG et N.

Notons que la variation d’un paramétre se fait en gardant les autres constants. Dans chaque
étude, la valeur donnant une erreur faible (avec un minimum de temps) est utilisée dans le calcul

qui le suit.

Nous allons représenter la variation de 1’erreur en fonction de dmax; (Fig. 5.4), puis celle de
Ncellules et NG (Fig. 5.5) et enfin celle du nombre de nceuds (Fig. 5.6).

D’apres les résultats précédents, on remarque que 1’erreur est faible pour :
» Les valeurs dmaxi: proche de 1 (zones d’influence pas trop large), dmax;=1.015
(Fig.5.4).
» Un seul point de Gauss par cellule d’intégration (Fig.5.5) et une seule cellule
d’intégration (confondue donc avec le pas de discrétisation), ceci est dii a I’interpolation
de type linéaire utilisée.

» Pas nécessairement pour un grand nombre de nceuds comme pour le cas EF (Fig.5.6).

-2 -
-3
-4
5 /
S o /
—
8 -6 /
_7 /
-8

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
Le facteur dmax1l

Fig. 5. 4 Variation de I’erreur relative en fonction du facteur dmaxi

-67-



Chapitreb Implémentation Numérique et Analyse de Performances

log10(er)

5 6 7 8 9 10

1 2 3 4
Nombre de cellules par pas

Fig. 5. 5 Influence de Ncellules par pas sur I’erreur pour différent NG

-6.5

7.5

log10(er)

-8. S‘Qﬁ__?

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
Le nombre N

Fig. 5. 6 Estimation de I’erreur relative en fonction du nombre de nceuds N

2.4 Etude des performances de la méthode MLPG

En procédant de la méme maniére que pour le cas EFG, les résultats sont représentés par les
courbes représentées dans les figures : Fig.5.7 a Fig. 5.11.

Suite aux résultats obtenus, on remarque que 1’erreur est faible pour :

» Lavaleur dmaxi=2 (Fig. 5.7).
» Les valeurs dmax. qui sont proche de 0.001 (Fig. 5.8).

» Ncellules=4 par sous-domaine (Fig. 5.9).

-68-



Chapitre5 Implémentation Numérigue et Analyse de Performances

» NG=1 par cellule d’intégration au lieu de NG=4 vue que la précision est presque la
méme mais avec un temps de calcul supérieur (Fig. 5.9 ou Fig. 5.10).

» Un raffinement, avec les paramétres optimisés précédents, n’implique pas
automatiquement une meilleure précision (Fig. 5.11), on remarque que le CPU time est

supérieur que celui obtenu précédemment par la méthode EFG :

N 21 41 61 81 101 121

CPU(s)-EF6 | 0.04885 | 0.06075 | 0.08359 0.11144 | 0.19902 | 0.22303

CPU(s)- MLPG | 0.07762 | 0.17423 | 0.27910 | 0.36501 | 0.55139 | 0.77903

Tab. 5. 2 Temps de calcul pour MLPG et EFG

log10(er)
w

1 1.2 1.4 1.6 1.8 2.2 2.4
Le facteur dmaxl

Fig. 5. 7 Variation de I’erreur relative en fonction de dmaxi

-3.5r¢ 4

log10(er)

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
le facteur dmax2

Fig. 5. 8 Effet de dmaxz sur I’erreur relative
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0 N —6— NG=1 .
N N
AN —— NG=3

88— NG=4

A4

log10(er)

g

T

1= ]

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Le facteur Ncellules

Fig. 5. 9 Variation de I’erreur relative en fonction de Ncellules et NG

A\ /\
V

log10(er)

-5,75

1 2 3 4 5 6 71 8 9 10
Valeurs de NG par cellule

Fig. 5. 10 Estimation de I’erreur relative en fonction de NG par cellule

i |
S

log10(er)
N

-6 - Y - - - -
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 220
Le facteur N

Fig. 5. 11 Influence du nombre de nceuds N sur I’erreur relative
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2.5 Représentation des fonctions de forme meshless et EF

Dans cette étude, on représente la fonction de forme meshless en chaque nceud pour examiner
la variation de son amplitude pour différentes valeurs choisies du parametre dmaxi (Fig. 5.12).

Une comparaison est aussi faite avec la fonction de forme EF.

On remarque que plus le paramétre dmaxy et proche de la valeur 1 plus la fonction tend vers
cette valeur, on peut donc considérer 1I’imposition des CALD identiquement au cas de la MEF.

Ce point sera traité plus en detail dans le cas 2D.

1:

0.5\

o

[IEN
o

o
ol

o

[EEN
o

o
ol

o

02 04 06 08

—
o

Fonctions de forme meshless et EF

0 02 04 06 08 1 70 02 04 06 08 1
Distance(m) Distance (m)

Fig. 5. 12 Représentation des fonctions de forme MLPG, EFG et EF pour N=11

EFG (1-4), dmax,=[4, 3, 2, 1.001], MEF (5, 10)
MLPG (6-9), dmax,=[4, 3, 2, 1.001] et dmax,=0.355
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3 Modele électrostatique 2D
3.1 Description du probleme

Le probleme de simulation est inspiré d’un le travail publié dans la référence [80]. Il consiste a
évaluer le potentiel électrique et le champ électrique dans un condensateur a deux matériaux et
de dimensions L=1cm et D=1cm. Le probléme est tres simple, mais il souligne les principales

caractéristiques de la méthode.

Les équations suivantes décrivent le probleme :

-VeVu=p=0 (5.3)
Ou ¢ est décrit en MKSA, comme suit :
& =1 si  0<=x<=05
&= . A4
gp=4 si  05<=x<=1 (5.4)
Deux conditions de Dirichlet sont imposées comme suit :
u(0,y)=0 et u@@d,y)=1 (5.5)
D=1cm
o
A e =1 = jm
= &4 %
o )
=1 =1
L=1cm

Fig. 5. 13 Probleme de simulation

Les calculs numériques ont été faits selon les parameétres suivants, aprés tatonnement, pour

pouvoir se situer dans la zone convenable de chaque parametre :
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Parameétres MLPG EFG

dmax; 1.05 1.001

dmax; 0.35 -
NG 3x3 /Qs et 2/T sy 2x2/cellule et 3/T ycelilule)

Ncellules 1/ ) 20x20/ 0

A 10% 10°
N 21x21 21x21

MLS Avec Base linéaire et Fonction Cubique Spline

Tab. 5. 3 Paramétres numériques utilisés

3.2 Résultats, comparaison et discussions

Les équipotentielles obtenues par la méthode MLPG sont représentées sur la Fig. 5.14. Les

solutions meshless, EF et exacte du potentiel électrique puis du champ électrique (avec plus de

points) sont représentées sur la ligne y=D/2 sur les Fig. 5.15 et 5.16 respectivement.

Les résultats obtenus sont conformes avec la solution exacte et celle calculée par la MEF et

aussi avec celle fournie dans la référence [80]. L’erreur absolue de la solution du potentiel

électrique numérique avec 1’exacte est donnée par la Fig. 5.17.

0.9
0.8

0.7
0.6

0.5

0.4
0.3

0.2
0.1

0.2

0.6
x(cm)

0.8

Fig. 5. 14 Lignes équipotentielles par la méthode MLPG
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IS - Exacte
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Distance x(cm)

Fig. 5. 15 Potentiels électriques meshless, FEM et exacte sur la ligne y=D/2
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Fig. 5. 16 Champs électriques meshless, EF et exacte sur y=D/2 et pour N=41
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Fig. 5. 17 Erreurs absolues pour y=D/2
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D’apreés le tableau Tab. 5.4, la méthode MLPG montre plus de précision que la celle EFGM
mais avec plus de temps de calcul. Cependant, elle reste moins préecise que la MEF qui nécessite
un nombre important de nceuds N=43225 pour atteindre cette précision (et pour approximer au

mieux la solution exacte), ce qui la rend la plus gourmande en temps de calcul.

CALD par pénalité
Méthode MLPG EFG MEE
CPU time (s) 0.922101 0.586051 1.243817
Erreur absolue (V) 1.0050e-012 3.5278e-007 | 1.8381e-014

Tab. 5. 4 Temps de calcul des méthodes meshless et EF

3.3 Optimisation des performances MLPG1

Notons que les valeurs des paramétres utilisés précédemment ont été trouvées par tatonnement.
Dans cette étude, il s’agit de faire une optimisation des différents parametres utilisés et voir

aussi si la fonction poids était un bon choix.
Les fonctions de poids : cubique spline, quartique spline et exponentielle dans la base linéaire

seront notées respectivement par : CSL, QSL et EL.

3.3.1 Variation de l'erreur en fonction de dmax:

En gardant constant les valeurs déja utilisées des autres parametres : N, NG, dmaxz et a, on
remarque une bonne précision de la méthode pour les trois fonctions dans la zone [1.05 1.35]

de dmaxy (Fig. 5.18), on gardera les valeurs 1.2, 1.1 et 1.2 comme valeurs optimales.

S
g s =
< —6— CSL
—
g -10 —4+— QSL | 4
-1
_14 r r r r
1.05 11 1.15 1.2 1.25 1.3 1.35

dmax1

Fig. 5. 18 Variation de I'erreur avec dmaxi
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3.3.2 Variation de l'erreur en fonction de dmax:

On remarque une bonne précision de la méthode pour les trois fonctions dans la zone [0.26 0.4]
et pour les valeurs 0.36, 0.35 et 0.38 respectivement comme indiquées sur la Fig. 5.19 et qu’on

gardera comme valeurs optimales pour la suite des calculs.

O L L F F

-2

-4

-6

o —
!

-8

o\

-12

log10(ea) (V)

-14
0.24 0.26 0.28 0.3 0.32 0.34 0.36 0.38 0.4 0.42
dmax2

Fig. 5. 19 Variation de I'erreur avec dmaxz

3.3.3 Variation de l'erreur en fonction de Ncellules et NG

En gardant comme constant les valeurs : N, dmaxi, dmaxz, et a et faisant varier Ncellules de 1
a 6 et NG de 1x1 a 3x3. On remarque une bonne précision pour les fonctions CSL et QSL pour
Ncellules=1 et NG=3x3 par cellule ou sous-domaine (Fig. 5.22). Cependant, le résultat pour
NG=2x2 est aussi acceptable car le temps de calcul est inférieur (Fig. 5.21), ce nombre sera
utilisé par la suite. Pour I’EL la précision est meilleure pour Ncellules=2 et NG=1x1 par cellule

avec un temps acceptable par rapport au cas Ncellules=1 et NG=2x2.

i [ |
:j Q _—e@:gzt ' ﬁ%
N /N /
\  / /
\ /
\ \/

— Y

1 15 2 2.5 3 Nce:lalﬁles 4 4.5 5 5.5 6

-6

-8

log10(ea) (V)

-10

Fig. 5. 20 Variation de I'erreur absolue avec Ncellues pour NG=1x1
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-4 / -
-6 / 1 [ —©— CSL |+

—&— QSL

-8 -13 = -
—*— EL
-10 / -13.05 /

'12¥ -13.15 ¢ : :
| |
-14 1 : ‘

2 3 4 5 6
Ncellules

Fig. 5. 21 Estimation de l'erreur absolue avec Ncellues pour NG=2x2

log10(ea) (V)

2]

—6— CsL

//* —— QsL T
/

log10(ea) (V)

-12

1 | 1.005 1.01
-14 : r r

3 4 5 6
Ncellules

Fig. 5. 22 Estimation de l'erreur avec Ncellues pour NG=3x3

3.3.4 Variation de l'erreur en fonction de a

Les résultats représentés par les Fig. 5.23 et Fig. 5.24 nous permettent aussi de maintenir les
résultats du premier cas car la différence de I’erreur n’est pas importante. On remarque que les
fonctions CSL, QSL et EL donnent une erreur minimale pour les valeurs 10, 10%° et 10%

respectivement, I’erreur reste constante pour toutes les valeurs supérieures.

log10(ea) (V)

-10

-12

-14
0 5 10 I0g10(a) 15 20 25

Fig. 5. 23 Effet du parametre (o) sur I’erreur pour NG=2x2
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—#— QsL

-13.3 \\
13.4

—8— CSL [T

g o \ g |
’ﬂ? -13.5
(5]
= 136 —O-
(@)
o

-13.7

138 F = —— < - —
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l0g10(a)
Fig. 5. 24 Effet du paramétre (o) sur I’erreur pour NG=3x3

3.4 Optimisation des performances de la méthode EFG

Dans ce cas, on va procéder de la méme maniere que précédemment.

3.4.1 Variation de l'erreur en fonction de dmax:

En gardant constants les valeurs déja utilisées des paramétres N, NG, Ncellules et a, on

remarque une bonne précision dans la zone entre 1 et 1.1 de dmaxz pour les trois fonctions,
I’erreur est minimale aux valeurs 1.005 pour CSL et QSL et 1.025 pour EL (Fig. 5.25).

log10(ea) (V)

1.05 1.1 1.15 1.2 1.25 1.3
dmax1

Fig. 5. 25 Variation de I'erreur avec dmaxi

3.4.2 Variation de l'erreur en fonction de a

Pour constants, les valeurs : NG, dmaxz, et Ncellules.

1.35

Dans ce calcul, les fonctions donnent une erreur moindre pour les valeurs 10%10° et 108

respectivement (Fig. 5.26). L’erreur augmente ensuite avec la valeur de a pour les trois cas.
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log10(ea) (V)

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
10g10(a)

Fig. 5. 26 Variation de l'erreur avec le paramétre o

3.4.3 Variation de l'erreur en fonction de Ncellules et de NG

En gardant comme constant les valeurs de N, dmaxi et o, on remarque une bonne précision de
la méthode pour les fonctions CSL et QSL pour NG=1x1 et une seule cellule (Fig. 5.27) en
gardant NG=3 sur les frontieres. Cependant pour I’EL, la précision est meilleure pour
Ncellules=2 et NG=2, mais proche du cas NG=1 (Fig. 5.28). Evidemment les résultats NG=2x2
et NG=3x3 (Fig. 5.29) sont exclus vu le temps de calcul consommeé et ceci sans perte de

précision.

S

= 6l -6.95
3 —6— CSL

S 7
“8,' —+— QSL o

Ncellules

Fig. 5. 27 Influence de Ncellules sur I’erreur pour NG=1x1
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Fig. 5. 28 Effet de Ncellules sur I’erreur pour NG=2x2
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Fig. 5. 29 Influence de Ncellules sur I’erreur pour NG=3x3

3.5 Comparaison des résultats optimisés MLPG1 et EFG

En premier, On dresse les paramétres optimaux trouvés précédemment correspondant a la
fonction cubique sur un tableau (Tab. 5.5) puis on calcule la solution meshless avec ces

parametres, on prendra la solution correspondante a y=0.5cm.

Parametres MLPG EFG
N 21x21 21x21
dmax; 1.2 1.005
dmax; 0.036 -
Ncellules 1/ Qs 20x20/ Q
a 1016 10°
NG 2x2 (Qs) et 2 ([su) 1x1/cellule et 3/T u(celiute)

Tab. 5. 5 Parametres optimisés des deux méthodes sans maillage
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L’erreur entre les solutions meshless et EF avec la solution exacte sont représentées sur la
Fig. 5.30 ou on distingue clairement la superposition des courbes MLPG et EF. Les erreurs

sur tous les nceuds sont tres proches (Tab. 5.6).

Cependant le calcul du CPU time montre que la méthode EFG est plus rapide que les
méthodes MLPG et EF évidemment avec perte de précision. Remarquons qu’une base
linéaire était suffisante pour avoir ces résultats et avec un temps de calcul acceptable avec
la fonctions spline cubique qui a bien montré son efficacité.

6¢ r r r r
. —t—t—sy *NH\‘K;— 1 —t—t 4.5"\\‘ /\_»
S —6— MLPG|
2 -10 —+— EFG
g 12 —FEM
5 |
14%~¢ -y - TR -4
‘ D
-16" : : : : ;
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
x(cm)
Fig. 5. 30 Erreurs optimisees
CAL de Dirichlet avec pénalité
Méthode MLPG EFG FEM
Erreur ea (V) 4 3911e-014 9.1286e-008 1.8381e-014
CPU time (s) 0.473075 0.229947 1.243817

Tab. 5. 6 Temps de calcul et erreurs sur les méthodes meshless et EF

3.6 Deuxieme étude des performances

3.6.1 Observation, Problématique

Dans cette étude, on se contente de voir la variation de I’amplitude de la fonction de forme
MLPG et ses dérivées pour des grandes valeurs de dmax: comme par exemple dmax:=3 (Fig.
5.31 et Fig. 5.32) et pour les valeurs faibles telle que dmax;=1.005 (Fig. 5.33 et Fig. 5.34).
L’¢étude peut porter sur la méthode MLPG comme pour la MGSM.

D’aprés ces courbes 1’amplitude de cette fonction est proche de 1 pour le deuxiéme cas de

dmax; et partout sur le domaine, comme pour le cas de la MEF.
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Fonction de forme

Fonctions de forme
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. 5. 32 Fonctions de forme aux neeuds (3, 52, 81, 105), dmax:=1.005
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3.6.2 Fonction de forme meshless et imposition des CALD

Comme c’est la valeur de phi qui intervient dans I’imposition des CALD, on s’est intéressé
plus particulierement a la variation de ses amplitudes.

Comme cette amplitude s’approche de la valeur ‘1’ aux différents nceuds pour les valeurs de
dmaxz proche de ‘1’, identiqguement au cas de la MEF (Fig. 5.32), on s’est alors contenté
d’étudier I’apport sur I’erreur et le temps de calcul si on impose les CALD similairement au

cas de la MEF.
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3.6.3 CALD imposées par la méthode du terme dominant

Notons que dans ce cas aucun tatonnement n’a été fait ; les valeurs numériques utilisées sont

les valeurs optimales précédentes.

Les resultats montrent une amélioration importante du temps de calcul et aussi de la précision

pour la méthode EFG (Tab. 5.7). La Fig. 5.34 donne la superposition des trois solutions, dans

le cas de la cubique spline pour le cas meshless.

Méthodes MLPG EFG MEF
F. Poids CSL QSL EL CSL QSL EL
dmax: 1.2 1.1 1.2 1.005 1.005 1.025 -
dmaxs 0.36 0.35 0.38 - - - -
CALD= Pénalité
CPU (s) | 0.463606 | 0.415610 | 0.464087 | 0.218691 | 0.212670 | 0.217100 -
ea (V) 4.3911e-014 | 6.4528e-014 | 6.2305e-014 | 9.1286e-008 | 1.1735e-007 | 9.7237e-006 -
CALD= MEF (Terme dominant)

CPU (s) | 0.453823 | 0.370502 | 0.418419 | 0.176764 | 0.166110 | 0.168977 | 1.243817
ea (V) 4.533%-14 6.4411e-14 | 6.3319e-14 | 1.2872e-14 | 1.2872e-14 | 9.0988e-15 | 1.8381e-14
Tab. 5. 7 Comparaison des erreurs et du temps de calcul
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Fig. 5. 35 Erreur absolue par la méthode du terme dominant (cas de la CSL)
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3.6.4 CALD imposées par la méthode de suppression

En comparant les résultats trouvés par méthode de suppression avec ceux trouves
précédemment, on remarque une légére amélioration par rapport a ceux du terme dominant
(Tab. 5.8).

Méthodes MLPG EFG MEF

F.poids | CSL QSL EL CsL QSL EL

dmax: 12 11 12 1005 | 1.005 1.025 .
0.36 0.35 0.38 _ _ _ -

dmax:

CPU (s) | 0.427889 | 0.367154 | 0.417783 | 0.152698 | 0.153556 | 0.145514 | 1.113355

ea(V) 4.5339-014 | 6.4411e-014 | 6.3319e-014 | 7.0046e-014 | 9.7163e-015 | 2.5184e-015

Tab. 5. 8 Erreurs et CPU time, CALD imposées par la méthode de suppression

3.7 Optimisation par la méthode des algorithmes génétiques

Afin de faciliter la détection des valeurs optimales des facteurs d'échelle, nous avons fait appel

a la technique des algorithmes génétiques (AG).

3.7.1 Concepts de base d’un algorithme génétique

Les algorithmes génétiques s’inspirent de 1’évolution naturelle des espéces et font partie de la
famille des algorithmes évolutionnaires. lls ont été proposés par John Holland en 1975, puis
développés par d’autres chercheurs tels que David Goldberg en 1989 qui les a utilisés dans des
problémes d’optimisation. Avec ce type de méthodes, il ne s’agit pas de trouver une solution
exacte mais de trouver une bonne solution satisfaisante dans un temps de calcul raisonnable. Ils
sont actuellement I’une des méthodes les plus exploitées dans les problemes d’optimisation et

dans une large gamme de domaines d’application [81].

Le but de ces algorithmes génétiques est d’optimiser une fonction prédéfinie, appelée fonction
objective, ou fitness ; ils commencent a partir d’un ensemble de solutions candidates possibles,
appelé "population" d’individus ou chromosomes. Chaque chromosome a une fonction fitness

qui contribue a la génération d’une nouvelle population au moyen d'opérateurs génétigques.
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Ces opérateurs génétiques sont : La sélection, la reproduction, le croisement et la mutation.
Chaque position dans un chromosome s'appelle un géne. A chaque génération, l'algorithme
utilise les valeurs de la fonction fitness pour évaluer la capacité de survie de chaque individu
de la population en utilisant les opérateurs afin de créer un nouvel ensemble d’individus (une
nouvelle population) qui est généralement formé des meilleurs éléments issus de la génération
précédente. L’algorithme se termine par le meilleur individu de la population correspondant a
la solution [4, 82-85].

Les parameétres qu’utilise 1’algorithme sont : la taille de la population, la probabilité de
croisement et de mutation et enfin le nombre total de générations. Sa structure générale est

donnée par la Fig. 5.35.

Génération d’une population
initiale de taille Po

¥
Evaluation de chaque individu de Po

*

Sélection des meilleurs individus

v

Reproduction (croisement et mutation)
Nouvelle génération courante

\/

—_Critere d'arrét__

‘ Oui

Meilleur(s) individu(s) de la population
(Solution optlmalegj

Fig. 5. 36 Principe de 1’algorithme génétique

Pour rendre le processus de recherche plus efficace, on réduit son espace de recherche en
précisant les bornes de I’intervalle de recherche [pPmin Pmax] telS que Pmin, Pmax SONt
respectivement les bornes de I’intervalle exprimant la valeur minimale et maximale du

parametre minimisant la fonction objective.

Dans notre cas, cette fonction est de la forme :
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N
Fac :\/%Z(UMSM _uex(EF))z (5.6)

i=0

0U Uex (ver) : Valeur de la solution analytique ou celle EF.
umsm : Solution meshless calculée.

N : Nombre de point ou est calculée la fonction fitness.

Toutefois le choix des opérateurs genétiques intervenant dans la mise en place de 1’algorithme
revient a I’appréciation de 1’utilisateur. Dans les calculs suivants, nous avons utilisé le solver

‘Genetic Algorithm solver, GATOOL’ avec les parametres montrés sur le Tab. 5.9.

No Parametre

1 Population size 50

2 Fitness scaling function Proportional

3 Selection function Roulette

4 Elite count 1

5 Crossover fractions 0.85

6 Mutation function Adaptive feasible
7 Crossover function Single point

8 Hybrid function none

9 Generations et stall generation 100

Tab. 5. 9 Paramétres du résolveur des algorithmes génétiques

3.7.2 Parameétres optimisés par les AG

Nous pouvons noter que les résultats obtenus par la méthode des algorithmes génétiques (Tab.
5.10) sont en un bon accord avec ceux optimisés précédemment (Tab. 5.8). Cependant le temps

de calcul est grand quant au nombre de répétions.
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Méthodes MLPG EFG
Paramétres dmaxi dmaxz dmax:
Valeurs
min et max 1.05 1.2 0.2 0.5 1.001 1.15
Fonctions
de poids CSL QSL EL CSL QSL EL
dmax:/ AG 1.204 1.15 1.08 1.149 1.122 1.128
dmaxz/ AG | (439 0.349 0.49 - ; ;
e () 45135e-014 | 1.8716e-014 | 8.8014e-014 | 9.3611e-015 | 7.7574e-015 | 7.0096e-015
CPU(s) 0.398411 0.342992 0.404557 0.165832 0.167110 0.168509

Tab. 5. 10 Parametres optimisés par les AG, erreurs et CPU time correspondants

3.7.3 Etude des performances par les FRB

Dans I’approximation utilisant les FRB, les CALD sont imposées comme dans le cas de la
MEF. Dans cette étude on se propose de voir I’apport de cette approximation avec la méthode

proposeée de suppression. Dans ce but, on utilise les trois fonctions radiales suivantes :

La MQ, IMQ et la G (avec g=1, chapitre 3).

Les résultats du Tab. 5.11 montrent aussi une amélioration de la précision sauf pour le cas IMQ

avec la méthode MLPG, Erreur=Fag.

Méthodes MLPG EFG
Paramétres dmax: dmax: dmaxi
min et max 1.015 1.2 0.2 0.5 1.001 1.15
FRB MQ IMQ G MQ IMQ G

C 0 2.48*1e6 5*1e8 0.2 0.6

q 0.5 05
dmaxi/AG 1.057 1.051 1.051 - - -
dmaxz/AG 0.486 0.41 0.299 1.001 1.009 1.014
Erreur (V) |44512e-016 | 4.2557e-012 | 2.8919e-015 | 7.0223¢-016 | 6.7408¢-016 | 4.9008¢-016

Tab. 5. 11 Parametres optimisés pour les FRB et erreurs correspondantes
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4 Modele magnétostatique 2D

4.1 Description du probleme

Ce probléme est inspiré d’un article publié [68] (Fig. 5.36). Les perméabilités magnétiques

relatives sont: Mair = Houivie =1 et g =1000 | la densité du courant source étant

Jex =0.1IMA/ m?. La solution est calculée sur 4628 nceuds répartis uniformément sur le

domaine et sur un nombre de 88851 nceuds pour la solution EF. Les fonctions de forme
meshless sont construites en utilisant une fonction de poids, la Gaussienne qui a montré une

bonne précision. Les CALD ont été imposées par la méthode proposée.

4.2 Résultats, comparaison et discussions

Les facteurs meshless utilisés sont indiqués sur le Tab. 5.12. Notons que les facteurs dmaxi,

dmaxa, et le paramétre C des FRB ont été optimisés par la méthode des AG :

Méthodes MLPG EFG
Paramétres

C 0.713 1.319
dmaxi 1.128 1.084
dmax:z 0.564 -

PG 2x2 (Qs) 2x2/cellule

Ncellules 1/ Qs 45x27/ Q
N 46x28 46x28

Tab. 5. 12 Parametres numeriques utilises

Les figures 5.37, 5.38 et 5.39 montrent respectivement :

e Isovaleurs du potentiel vecteur magnétique MLPG,
e Superposition des solutions meshless et EF sur la ligne y=4cm

e etenfin ’erreur correspondante aux methodes : meshless et EF.

Remarquons la bonne concordance entre les trois solutions du potentiel vecteur magnétique.

Ces dernieres sont aussi représentées sur la Fig. 5.40 aux environ de I’entrefer, dans la région
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correspondante & y=4 et 7<=x<=12. L’induction magnétique et ses composantes sont déduites
sur la méme région comme I’indiquent les figures 5.41, 5.42 et 5.43. Remarquons la bonne
concordance entre les différentes solutions et I’efficacité de la méthode la méthode proposée

avec celle des AG.
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Fig. 5. 38 Potentiel vecteur magnetique meshless et EF sur y=4cm
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Fig. 5. 39 Erreur meshless avec EF le long de y=4cm
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Fig. 5. 41 Induction magneétique meshless et EF pour y=4 et 7<=x<=12

-91-



Chapitreb Implémentation Numérique et Analyse de Performances

x 10
0 ; :
| MLPG
o EFG
2 o FEM
’é-\ }
E -4
: /
om
6 w
-8 r r £
7 8 9 10 11 12

x(cm)

Fig. 5. 42 Composante Bx meshless et EF pour y=4 et 7<=x<=12
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Fig. 5. 43 Composante By meshless et EF pour y=4 et 7<=x<=12

5 Conclusion

Dans ce chapitre, il a été remarqué que la méthode MLPG consomme plus de temps que les
méthodes EFG et EF et que sa précision par rapport a cette derniére dépend de I’application.

Pour résoudre le probleme d’imposition des CAL essentielles, on a proposé deux méthodes :

v' Laméthode de suppression de lignes et de colonnes qui n’est pas nouvelle mais qui n’a
jamais été utilisée au paravent malgré sa simplicité. Notons que celle-ci est restreinte

aux cas des conditions essentielles de type homogene.
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v La deuxiéme méthode consiste a optimiser le paramétre dmax dans 1’approximation
MLS afin d’obtenir une fonction de forme dont I’amplitude est égale & 1 ce qui conduit
a une approximation interpolante identiqguement au cas de la MEF.
Une comparaison avec le cas d’une approximation interpolante RBF a montré des résultats
proches a ceux MLS avec la méthode proposée.
La méthode des AG a permis 1’optimisation des paramétres dmax; des fonctions radiales et des
fonctions poids et a bien montré son efficacité avec un choix judicieux de I’intervalle de

recherche des parameétres a optimiser.

Dans le prochain chapitre, une étude concernant le traitement du probleme du mouvement d'une

structure sera abordée en utilisant la méthode meshless.
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Chapitre 6

Modélisation par la MSM du
Probléme Electromagnétique avec

Prise en Compte du Mouvement

1 Introduction

L'objectif de ce chapitre est I'application de la méthode sans maillage aux dispositifs
électromagnétiques comportant des piéces en mouvement (actionneur, machine électrique,
contacteur...). Dans cette étude, nous nous intéressons aux seuls phénomenes
électromagnétiques, tout en conservant la possibilité de réaliser d’éventuels couplages avec des
modeéles mécaniques.

Comparée a la MEF, la méthode meshless ne posséde aucune connectivité entre les nceuds ce
qui lui donne I'avantage de bien s’adapter avec les changements ou les déformations apportés a
la géométrie. En effet la modélisation du mouvement dans les dispositifs électromagnétiques
peut étre faite plus facilement sans avoir recours a des techniques sophistiquées comme pour la
MEF. Dans ce cas, uniquement un ensemble de nceuds est mis en jeu dans la partie mobile ainsi
que les parties occupee et libérée par un ajout, un retrait ou encore un repositionnement de

noeuds.

Le chapitre sera abordé par un développement des différents outils utilisés pour le calcul de la
force magnétique a partir des grandeurs magneétiques en termes de déplacement ou de
déformation. Ces forces sont créées durant le fonctionnement du dispositif électromagnétique
et ce sont elles qui font déplacer les parties mobiles. Bien entendu, ces forces jouent un role
déterminant dans le fonctionnement de ces systémes.

Par la suite, nous présenterons les différentes méthodes destinees a la prise en compte du

mouvement dans la MEF. Nous nous sommes intéressés spécialement a la méthode de la bande
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du mouvement dont le principe était inspiré pour la méthode sans maillage. Notons que la MEF
était utilisée comme référence de comparaison dans toutes les analyses. La technique utilisée

pour la simulation du mouvement, dans cette derniere, est celle du remaillage.

Le chapitre sera terminé par la présentation du probleme d'application test qui est une structure
a géométrie axisymétrique en 2D. C'est en fait un actionneur linéaire comportant un noyau en
translation vertical, ceci en I'absence des courants induits et de saturation. Le probleme traité
comme une succession de probléemes magnétostatiques. Le chapitre sera close par un bref

aperqu sur la technique d’adaptation par la MEF et la méthode meshless.

2 Méthodes de calcul de la force magnétique

En génie électrique, le calcul des forces magnétiques globales qui agissent sur les parties
mobiles est d'un grand intérét. En effet elles jouent un réle déterminant dans tout systeme
électromagnétique-mécanique en termes de déformation ou de déplacement. Elle représente le
terme de couplage entre les deux phénomenes électromagnétiques et mécanique [2, 31, 32, 38-
40, 87].

La force électromagnétique est définie comme étant le transfert de I'énergie d'un champ
électromagnétique et le travail mécanique qu'exerce cette force sur un dispositif en termes d'un
déplacement ou d'une déformation.

Plusieurs méthodes de calcul de la force magnétique dans les dispositifs électromagnétiques
sont citées et développées dans la littérature particulierement a mouvement linéaire. Citons

parmi elles :

e La méthode de variation de I'énergie et de la coénergie magnétique.
e Laméthode des travaux virtuels.
e Laméthode basee sur la force de Lorentz.

e La méthode du tenseur de Maxwell.

2.1 Meéthode de variation de I'énergie et de la Coénergie magnétique

Dans ce cas, la force magnétique est la dérivée de I'énergie magnétique par rapport au
déplacement a flux constant, c'est aussi la derivée de la coénergie magnétique a courant

constant.
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¢, B

S|

i, H

Fig. 6. 1 Courbe d'aimantation

Si Fs représente la composante de la force magnétique totale suivant une direction donnée ‘s’on

aura :
oW
Fs=— 6.1
83 i=cste ( )
Fs = _ow (6.2)
65 ¢p=cste
Avec :
H
w = [( [BdH )d2 (6.3)
Q0
B
w= [([HdB)d2 (6.4)
Q0

Ou i est le courant électrique, ¢le flux magnétique, w et W sont respectivement 1’énergie et la

coénergie et 2 le domaine total d’étude.

Numériquement, les dérivations peuvent étre obtenues par les relations suivantes :

Fs— Ws+ 45 —Ws

(6.5)
4 i=cste
s = _ Vsias = Ws (6:6)
4 ¢=cste

ou s est le pas de déplacement suivant la direction s.
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2.2 Méthode basée sur la force de Lorenz

Considérons un barreau conducteur parcouru par un courant i, ce barreau est placé dans une

zone ou régne un champ magnétique, en vertu de la loi de Laplace ce barreau sera soumis a une

force magnétique découlant de I'interaction entre le courant circulant dans le barreau et le champ

magnétique extérieur [31].

L'équation de Laplace donne I'expression de la force s'exercant sur un conducteur idéal placé

dans un champ d'induction magnétique.
dF=idlAB
Ou dI est un élément de longueur du barreau.

Cette équation peut étre exprimée sous sa forme locale donnée par :

—_—

f=9F _5,.8
dav

La force globale est présentée par :

F:jde:j(JAé)dv
\% \Y%

Ou V est le volume du conducteur et f la force magnétique par unité de volume.

2.3 Méthode du tenseur de Maxwell
Dans tout matériau ferromagnétique, les forces sont exprimées par le produit :
F=JAB
En utilisant I'équation de Maxwell (3.2), nous aurons :
f = rotfi AH
Qui peut s’écrire sous la forme :

Fzyﬁﬂéﬁﬁﬂ)—%&%ﬂHz%

Pour la composante f,, on aura :

fom gy, Py He g 1040 ey e
OX oy 0z 20X

(6.7)

(6.8)

(6.9)

(6.10)

(6.11)

(6.12)

(6.13)
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La forme condensée de chaque composante de f dans une direction | s’écrit :
f=u(O Hy—-=—H?) I=xyz J=xy.z (6.14)

Le tenseur de Maxwell permettra d'étudier la force s'exercant sur un matériau de volume V, en
connaissant seulement la répartition du champ aux différents points d'une surface fermee

entourant le volume V.

f, = [divT, dv (6.15)

v

Ou T, est I’'une des composantes du tenseur de Maxwell.

En transformant l'intégrale de volume en une intégrale de surface et en exploitant le théoréme

de la divergence on aura :

f, = ff. nds (6.16)
S

avec i le vecteur normal a la surface fermée S entourant le matériau de volume V.

Plus genéralement, la force est notée par :

F = §f.ﬁd3 (6.17)
S
Tel que T est le tenseur de Maxwell qui peut s’écrire :
T Tu T T
T=T =1y 7 7y (6.18)
T, T Ty Tas
Avec :
Tll Tll = :uH z H X
Ty =712 : T, =pH,H, (6.19)
T
s T13=/1H22—1H2
2
La composante de la force globale suivant la direction z s’écrit :
F = {1l aH2 ~2H2 o, + H,H 0+ HH 0, Lo
z_§ H Z_E n, +un, yny+:u Ny (08 (6.20)
S
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ou: (ny, ny, Nz) sont les composantes du vecteur unitaire A .

Sa forme Condensée s’écrit :

{Hﬁ)Hz _E(Hz)nz}ds (6.21)

La force globale s’écrit alors :

IE:HI:I.H)I:I—%(HZ)ﬁ}ds

) (6.22)

La méthode du tenseur de Maxwell est économique et rapide puisque la force est calculée

seulement sur la surface fermée choisie arbitrairement et entourant l'objet a étudier.

2.4 Méthode des travaux virtuels

Le principe de cette méthode est basé sur I’utilisation de la MEF pour évaluer directement la
force magnétique totale. Le domaine Vg déformé est décomposé en sous domaine Ve (éléments
finis sur lesquels, toute intégration est calculée en fonction des coordonnées locales (u, v, w).
Dans I’expression de la force, seule la matrice Jacobéenne et son déterminant varient en
fonction du déplacement (voir [39, 40]).

3 Méthodes de prise en compte du mouvement

La modélisation du dispositif électromagnétique linéaire que nous aurons a étudier nécessite la
prise en compte du mouvement. En effet la mise en mouvement de la partie mobile provoque
la déformation du maillage qui peut induire une dégradation de la précision. Plusieurs
techniques ont été développées pour prendre ce mouvement en considération et nous nous
limiterons au cas du déplacement linéaire. Les méthodes numeériques utilisées sont
principalement le remaillage du domaine, la technique de la bande de mouvement, la méthode
utilisant des maillages séparés, la méthode d'interpolation nodale, la méthode d'intégrale de

frontiére élément finis et la méthode du macroélément.

3.1 Méthode de remaillage
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Pour éviter la distorsion du maillage, il existe plusieurs démarches dont I’'une des plus efficaces
et des plus faciles a mettre en ceuvre est le remaillage total ou partiel de la structure analysee.
Cette démarche génére ainsi un nouveau maillage qui tend a respecter tous les critéres imposés
de non-dégradation, et adaptés a la nouvelle géométrie (configuration) de la structure. Cette
opération est nécessaire quasiment a chaque pas de temps dans certains problemes ou les

déformations sont importantes.

3.2 Méthode de la bande de mouvement - Déplacement vertical

Cette technique consiste a créer une bande géométrique au sein du modeéle d'étude et a la
subdiviser en sous-régions élémentaires definissant tout le noyau et une partie de la région de
I'air [39, 40].

Les sous-régions définies seront affectées de leurs propriétés physiques respectives a savoir :

e Propriétés physiques o=0 et U= Lo pour l'air.

e Propriétés physiques o et L pour le noyau.

Les propriétés des sous-régions seront modifiées selon I'appartenance de la sous-région lorsque
le noyau est déplacé d'une distance correspondante a une sous-région.

Les modifications des propriétés affectées aux sous-régions sont liées au saut de la charge qui
induit un déplacement Az. Les déplacements successifs de la charge permettent ainsi de simuler
le mouvement en gardant le maillage initial inchangé. Notons que cette méthode peut aussi

s’appliquer a des dispositifs dont I’induit est en déplacement radial [39, 88].

Une fois le noyau est déplacé d'une distance AZ correspondante a une sous-région élémentaire
(Fig. 6.2), les propriétés des sous-régions seront modifiées selon leur nouvelle appartenance, le
noyau ou l'air (Fig. 6.3).

La modification des propriétés affectées aux sous-régions est liée au saut de la charge d'une
distance égale ou multiple de la largeur de cette sous-région. Les déplacements successifs du
noyau permettent ainsi la simulation de son mouvement en gardant le méme maillage élément

finis initial.
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A
2]
-
Zone de
déplacement
2
------------------------------- Bobine
=170
r
0 —>

Fig. 6. 2Simulation du mouvement linéaire suivant la direction verticale

(A la position initiale z=zo)

Az¢ _______________________ *

_______________________ 4 Bobine

Z=70+AZ
20

Fig. 6. 3 Simulation du mouvement linéaire suivant la direction verticale

Position : z=z¢+Az, Apres déplacement de Az
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3.3 Méthode de la bande infinie

La bande infinie construite correspond a I'ensemble des positions que prendra la bobine au cours
du temps. Elle est constituée du vide et d'une source de courant dont la position est déterminée
par le calcul du déplacement.

L’affectation des propriétés physiques et des sources de courant sont effectuées aprés avoir
défini les regions appartenant a I'air et celles appartenant a I'inducteur.

La méthode de la bande du mouvement permet de garder le méme maillage durant la résolution.
Elle permet la considération d'un inducteur comportant plusieurs bobines et se limite a la
considération de problemes d'attaque en courant. Elle nécessite aussi le transfert de données

d'une sous-région a une autre [40].

3.4 Méthode élément finis-Macroélément

Cette méthode a été proposée et publiée pour la premiére fois par un travail sur les machines
tournantes en 1981 [89] et a connu plusieurs développement et modifications.

Le principe de base de cette méthode consiste a séparer la partie fixe de la partie mobile dans
le mouvement de rotation de la machine et de garder ainsi le maillage initial du domaine.
L’entrefer non maillé¢ est vu comme un seul élément fini a plusieurs nceuds d’ou la nomination
de macroélément et d’ou la construction du modéle couplé élément finis-macroéléments [38,
40, 89-92].

4 Application test — probleme axisymétrique

Plusieurs applications de dispositifs comportant des piéces en mouvement ont été citées dans la
littérature. Leur résolution utilise des méthodes numériques différentes notamment la MEF, a
I’opposé de la MSM, citons [93-94].

4.1 Présentation de l'application
a. Description

La méthode proposée est appliquée a un dispositif actionneur a symétrie axiale qui représente
un casse-pierres électromagnétique avec une configuration simple [39]. Le systeme se compose

d’une charge mobile et d’un inducteur (voir Fig.6.4).
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Le champ électromagnétique attire le noyau intérieur de la bobine sous l'effet de la force
magnétique déterminée a chaque pas (régulier) du déplacement.

Charge mobile
Inducteur —

2

Fig. 6. 4 Représentation du dispositif d'étude

b. Caractéristiques physiques de I'électro-aimant

e L’induit formé par le noyau ferromagnétique

5 Perméabilite magnétique relative : /4, 230

> Conductivité électrique : =0

e L'inducteur formé par la bobine

La bobine cylindrique contient un nombre de N=1178 spires, elle fournit une excitation d'une
impulsion de courant constant I = 90A.

4.2 Définition de la structure géométrique axisymétrique

Par raison de symétrie, seulement la moitié du domaine sera représenté en 2D. Ce dernier est

formé bien entendu de trois milieux différents (Fig.6.5) :
e Labobine cylindrique.
e Le noyau cylindrique se déplacant longitudinalement vers la bobine d'un pas constant.
e L'espace libre contenant de I'air, entourant la charge et I'inducteur.

La structure du probleme axisymétrique est présentée dans la figure (6.5), des conditions aux

limites de types Dirichlet sont imposées sur tous les cotés (Ao = 0). Notre objectif est d’évaluer
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la variation de la force globale exercée par la bobine sur le noyau ferromagnétique en fonction

du déplacement.

z(m) AN\

1 i Ao=0
: . :0.025
L <
L @] o1z
o v
11 NY
< e ®3)
1 ! o
024 @O | 903 'L
: <
0.4
NL — -
(?. 823 22
i Ao=0

Fig. 6. 5 Domaine d’étude et conditions aux limites

4.3 Equation électromagnétique 2D axisymétrique

L'équation électromagnétique décrivant le probleme axisymétrique, en termes de potentiel

vecteur magnétique A , est donnée par :

—(1—2) 0A -
rot| —rotA |+o—=1
(H j ot exc (6.23)

OU u, o et . sont respectivement la perméabilité magnétique, la conductivité électrique et la

densité du courant d'excitation.

Les conditions aux limites essentielles et du flux sont respectivement :

A=A sur I, et 1A _ g, surly. (6.24)
ron

ou [ qu =["est la frontiére de Q et n la direction de I'unité sortante de la limite r,-

En utilisant les coordonnées cylindriques r, z en 2D, et en tenant compte de la composante

orthoradiale unique du potentiel vecteur magnétique A (A= A(p), I’équation (6.22) devient :
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(6.25)

ﬁ[za(r_“w)}é[za(r_’%)}_a%ﬂ

orlr or oz\r oz o 7

J o : représente la composante de la densite du courant suivant la direction orthoradiale.

Dans le cas magnétodynamique harmonique( 22t=jw), I'équation précédente devient:

0 [zﬁ(r_%)} 0 [z@(r_‘\ﬂ)

—_— - _' A :J
orir or oz\r oz j J00Ry =2, (6.26)

Au niveau de l'induit, I'équation a associer au phénomene physique a traiter peut-étre
Magnétodynamique harmonique ou transitoire (présence des courants induits) ou
magnétostatique (absence des courants induits). Dans ce dernier cas, I'équation

électromagnétique a considérer est la méme que celle de la région de I’air :

0 Va(rA) 0 Va(rA) _
a[mﬁ”]*a&#}o (627

Le terme source a considérer dépendra du type d'alimentation qui peut étre soit une alimentation

en courant soit une alimentation en tension.

4.4 Formulations MLPG1

La formulation magnétostatique utilisant le potentiel vecteur magnétique modifié A = rAp,

peut se mettre sous la forme [95-99] :

_OJ1L1A) i1 LA,
or\ru, or) or\ru, o Hote (6.28)

ou A, est la perméabilité magnétique relative du matériau et £ la perméabilité de I'espace libre.

La formulation intégrale, utilisant la méthode MLPG1, est obtenue en considérant des sous

domaines situés a I’intérieur du domaine d’étude. En effet, dans le sous domaine €2, =€, (de

frontiere 0€), ) situé entiérement & l'intérieur du domaine globale, la forme résiduelle pondérée

locale avec la méthode de pénalité donnent :
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(L[] L, .
or\ru or) al\rp /Jo r_!u(A AO)VdF 0 (6.29)

ou A est la fonction d'essai obtenue par l'interpolation MLS, V est la fonction test, a est le

parameétre de pénalité, [, =0Q, NI", I, =TI NI, et I,=I; NI, (Fig.3.1 chapitre 3).

S

En utilisant le théoreme de divergence, la forme faible locale de I'équation gouvernante sera :

I[ 5[Ei%j a[li%j ) ]mw Avda- [ qudr- [avar-
oloorlru or) or\rp, oz I kY s

fqovdf—a:ondF=0 (6.30)

715q Isu

La fonction test peut étre choisie nulle sur L, donc le terme [VQ]LS disparait. Rappelons que

I’approximation MLS peut-étre écrite comme suit :
N
A(r,z)=> ¢ (r.2)A (6.31)
1=1

ou ¢| ( r,Z) la fonction de forme MLS du nceud | et A| les valeurs nodales de A et N le nombre

de noeuds.

La forme faible conduit au systeme d'équations résultant suivant

kint A_l_kbdry A= fint + fbdry (632)

Ou ‘int’ and ‘bdry’ dénote les nceuds intérieurs et des limites respectivement :

et:
. 0di Av.  Odi Av-
ki(jmt): J‘ 1 (;J 8avl n ;J aa‘/l jd'o (6.33)
ooty T L or o 7 oz
09;
kigbdry):a [ ¢mdr- [ —wdr (6.34)
rsu®) rsu® on
fi(int) J./“lOJ(pVid‘Q (635)
(D)
(bdry)
£ =g [ Avdr- [govdr (6.36)
sut) I'Sq(i)
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Les intégrales impliquées dans les équations précédentes sont évaluées en utilisant I'intégration

de Gauss dans chaque sous domaine .(25 .

4.4.1 Noyau dans une position immobile (initiale)

Un ensemble irrégulier de (55x51) nceuds est géneré pour représenter le domaine du probleme
a la position initiale Zg=0.22M de la charge (Fig. 6.6). Ces nceuds sont répartis en zones dont

le nombre de pas discrétisation par zone est donné par :
e Nr=[54540]; 55 nceuds en répartition non uniforme selon I’axe or.

e Nz =50; 51 nceuds en répartition uniforme selon I’axe oz.

z(m)

Fig. 6. 6 Discrétisation du domaine d’étude et de ses frontiéres

A la position de départ. (55x51 nceuds)

Les calculs MLPG ont été réalisés par le choix des facteurs suivants: dmaxi =1.66, dmaxz =1.35,

6x6 de points de Gauss dans chaque sous-domaine ¢ (sans partition) avec le facteur de pénalité

8 . - . T, . .
a =10"dans le cas classique utilisant la méthode de pénalité avec 2 points sur chaque section
Ty [98].
Les résultats sans maillage ont été validés par comparaison a ceux des EF ou un nombre de
51369 nceuds est utilisé pour rapprocher au mieux les solutions exactes.

Les contours isovaleurs du potentiel vecteur magnétiqgue MLPG et MEF correspondants a la

position initiale, sont représentés sur les figures 6.7 et 6.8 respectivement.
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La figure 6.9 montre les solutions calculées le long de la ligne r=114r passant par I'inducteur

(4r est le pas variable le long de la direction r). La solution meshless est représentée pour deux

cas d’imposition des CALD, la méthode pénalité et celle du terme dominant proposée au

chapitre5. Comme on peut le constater, les trois courbes sont en bonne concordance entre elles.

z(m)

z(m)

n x 10
— 12
Q\ \ 10
— 8

) )]k
— J
- — 2
% 0.2 r%.#) 0.6 08
Fig. 6. 7 Lignes équipotentielles MLPG
1 x 10"
12
10
DR
6
/ol
— 1 2
% 0.2 0.4 0.6 08

Fig. 6. 8 Lignes équipotentielles par la MEF

r(m)
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E

o MLPG-MEF

*> MLPG-Pénalité
© MEF -

=P
NoOBA

=

o
®

o
o

o
N

0.4 0.6 0.8 1
z(m)

Potentiel vecteur magnétique (T.m)

o
LN

o
o
N

Fig. 6. 9 Solutions Meshless et FEM le long de la ligne 11Ar

4.4.2 L'armature en mouvement

Le probleme dynamique est considéré comme une série de problémes magnétostatiques, chacun
pour chaque nouvelle position de la charge.

L'énergie magnétique, en coordonnées axisymétrique, est calculée en utilisant la formulation :

Wiag =7 [J,Adrdz (6.37)
coil

ou A etJ(p sont respectivement le module du potentiel vecteur magnétique modifié et la

composante orthoradiale du courant d’excitation.

4.4.2.1 Premiere étude

Dans ce cas, le pas de déplacement Az est égal (ou encore le multiple) au pas de discrétisation
régulier ah. Lorsque lI'armature se déplace avec un incrément Az, les propriétés physiques
attribuées aux sous-régions libérées ou occupées seront modifiées en fonction de leur nouvelle
affectation (air ou plongeur) conduisant a un nouveau probléme magnétostatique.

Le piston a été déplacé sur la distance z = 0.2m avec le pas Az= 0,02m.

Les courbes représentant 1’évolution de la force magnétique meshless et celle des EF calculée
par la méthode du remaillage (Fig.6.10) montrent une bonne concordance. Ces résultats sont
aussi comparés a ceux publiés dans la référence [39] (Fig.6.11), on remarque qu’ils sont

relativement proches les uns des autres.
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Notons que les paramétres numériques meshless initiaux n’ont pas été modifiés durant tous les

déplacements. Le nombre de nceuds du domaine est inférieur a celui utilisé dans le cas statique.

15 T

T
| |
|

~=MLPG
W\ O FEM
10

Force magnétique (kN)

024 026 028 030 032 034 036 038 040
Déplacement (m)

Fig. 6. 10 Forces magnétiques MLPG et FEM pour Az=0.02m

30

' ) 8
------- Tenscur de Maxwell (Flux-Expert)
Travaux virtuels (Flux2D)

Derivée de I'éncrgic magnétique (Flux-Expert)

Force globale (kN)

-15 = _—————— —
o 100 200 300
Déplacement (mm)

Fig. 6. 11 Force globale en fonction du deplacement par trois méthodes EF [39]

4.4.2.2 Deuxiéme étude

Dans ce cas, le pas de déplacement est différent du pas de discrétisation.

Le probléme a été traite en deplacement seulement les nceuds concernés et en ajoutant des
nceuds dans la partie libérée et ceci dans chaque déplacement donc pour chaque nouveau
probléme magnétostatique.

Les forces magnétiques FEM et sans maillage sont calculés pour un déplacement z = 0.19m

pour un pas constant Az=Ah/2 = 0,01m.

Notons que les parametres numériques meshless ont été conservés sauf pour les parameétres
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dmax1 et dmax2. En effet ils ont été varies légérement au voisinage de leurs valeurs initiales et
parfois uniquement I’un d’eux dans chaque déplacement.

La figue 6.11 montre une bonne similitude entre les deux courbes.

15 % % ‘
| | == MLPG

— O FEM
pd
<10
[«B]
S
g
—
N¢b)
C - .
[@)]
S
e
[« O
o0
o
LL

-5

024 026 028 030 032 034 036 038 040
Déplacement (m)

Fig. 6. 12 Forces magnétiques MLPG et FEM pour Az =0.01m

5 Méthodes sans maillage et adaptation

Un des avantages des MSM est de tolérer de grandes distorsions du nuage de nceuds initial sans
introduire d’erreurs significatives dans la solution Comparée au cas MEF. Cependant, il est
évident qu’une densité nodale importante est nécessaire pour décrire les forts gradients
intervenant dans la solution du probléme. C’est pourquoi une adaptation de la densité nodale
est nécessaire pour le calcul de la solution numeérique.

Dans le cas de la MEF, ces adaptations sont incluses dans 1’opération de remaillage. Le
remaillage est nécessaire par exemple suite a de grandes déformations du domaine quand la
géométrie des éléments devient trop déformée. De plus, il peut étre nécessaire d’ajouter de
nouveaux nceuds ou de les repositionner pour améliorer la qualité de I’interpolation dans le
voisinage d’un fort gradient dans la solution. Cette tache n’est pas simple car le nouveau
maillage associé ne doit pas contenir d’éléments distordus. La qualité géométrique sur les

éléments est une contrainte qui rend difficile les opérations de raffinement.

Cependant dans les méthodes sans maillage et par absence d’¢léments, aucune connectivité
géométrique entre les nceuds n’est imposée, ce qui facilite 1’addition, le retrait ou le

réarrangement de ces nceuds. De cette maniére, des nceuds peuvent étre ajoutés “importe ou
-111-



Chapitre6 Modélisation par la MSM du Probléme Electromagnétique avec Prise en Compte du Mouvement

dans le domaine ou la qualité de la solution doit étre améliorée (identifiées par un indicateur
d’erreur approprié) [51].

Une fois les nouveaux nceuds sont placés, I’initialisation des variables dans le cadre d’une
intégration nodale peut étre réalisée de maniére triviale en utilisant le schéma d’interpolation
meshless. Cette technique simplifie de maniére significative les procédures de raffinement.
Pour déterminer les zones dans lesquelles un raffinement est nécessaire, des estimateurs ou
indicateurs d’erreurs sont nécessaires. Si I’estimation d’erreur est bien’établie dans le cadre de
la méthode des éléments finis, I’émergence de publications sur ces sujets dans le contexte des
méthodes sans maillage est plus récente et des méthodes récentes d’adaptation sont en cours de
développement. [100-102].

6 Conclusion

Dans ce chapitre, il a été rappelé les différents outils de calcul de la force magnétique agissant
sur les parties mobiles d’un dispositif électromagnétique. La méthode de la dérivée de 1’énergie
magnétique en axisymeétrique a été utilisée vue sa simplicité de mise en ceuvre. Par la suite, les
différentes méthodes destinées a la prise en compte du mouvement dans la MEF ont été
présentées. Nous nous sommes intéressés spécialement a la méthode de la bande du mouvement
dont le principe a été appliqué a la méthode sans maillage. L’application test est un dispositif
réel, un actionneur linéaire axisymétrique dont la partie mobile se déplace longitudinalement

avec un pas constant.

L'étude est basée uniquement sur un certain nombre de nceuds du domaine et ses limites. Le
déplacement du corps prend en compte seulement les noeuds constituant la bande mobile. Ce
traitement a eu lieu par un ajout de nceuds dans la partie libérée et pour chaque nouvelle
position, prouvant ainsi la souplesse de la méthode sans maillage dans le traitement du probléme
du mouvement.

La méthode meshless n'a pas besoin d'une nouvelle régénération de tous les nceuds ni le
remaillage lourd avec des connectivites fixe au cours de I'évolution de la simulation, ce qui est
le cas de la FEM.

Pour le premier cas de déplacement, I’ensemble des paramétres numériques initiaux ont été
conservés durant tous les déplacements. Cependant pour le deuxiéme cas, les facteurs d’échelle
ont été légérement modifiés. Les résultats MLPG comparés & ceux de la FEM ont montré une

bonne concordance entre les courbes correspondantes.
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Conclusion Générale

et Perspectives

1 Conclusion générale

Les travaux de cette these ont porté sur l'application de la méthode sans maillage a des
problémes de I'électromagnétisme visant principalement une application ou Il'utilisation de la
MEF est limitée par les problémes de remaillage comme le cas du mouvement d'un conducteur

dans un dispositif électromagnétique.

Le choix de la méthode meshless est pris selon les travaux réalisés dans la littérature. La
méthode EFG a été sélectionnée au début de cette la recherche. Cependant, malgré sa large
utilisation, cette derniére n’est pas réellement sans maillage car elle nécessité un certain type
de maillage sur le domaine dans I’intégration numérique de la forme faible. Néanmoins, elle a

été gardée pour comparaison.

A cet effet, la méthode sans maillage locale de Petrov Galerkin, une alternative réellement sans
maillage était choisie pour accomplir nos objectifs. Cette approche a été utilisée dans beaucoup
de travaux, elle est basée sur la forme faible locale ou I'utilisation d'un maillage sous-adjacent

peut étre locale ou complétement éliminé.

La différence fondamentale entre I'approche SM et celle des EF réside dans la fagcon dont est
construite I'approximation de la solution du probléme, les fonctions de forme qui conditionnent
cette approximation sont de natures et de propriétés différentes. L'approximation se base
uniquement sur un nuage de nceuds d’ou l'absence de connectivités fixes entre les nceuds qui
suppriment les effets indésirables de la MEF dus a la déformation du maillage. Le traitement
du raffinement de la discrétisation est facilité, puisqu'il est trés simple de rajouter des nceuds.

Le traitement de raffinement est donc plus simple qu'un maillage d'éléments.
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Dans cette présente thése, les problémes traités, académiques ou autres, ont été choisis afin de

satisfaire au mieux les exigences et les techniques d'amélioration du temps de calcul ainsi qu'a

la convergence de la solution simulée. Pour valider ces résultats, la solution analytique avec

celle des EF ont été prises comme références faisant I'objet de comparaison.

Parmi les problémes rencontrés par la MSM, nous citons le choix des paramétres numériques

de la méthode, la méthode d’imposition des CALE qui est différente de celle de la MEF, la

méthode d’intégration numérique avec le nombre de points d’intégration.

En effet, lors de la résolution de certains problemes standards et certains d'autres cités
dans la littérature, il se trouve que I'utilisation des méthodes meshfree exige souvent la

définition de plusieurs paramétres dont certains sont empiriques.

Au début de ce travail, le parametre est choisi en calculant I’erreur par variation du
parametre suivant un pas choisi et en fixant le reste des parametres. Par la suite, on a
introduit la méthode des algorithmes génétiques qui sont tres exploités dans la résolution

de problémes d'optimisation.

Comme les fonctions de forme générées par I'approximation MLS utilisée, ne vérifient
pas le critere de Kronecker, nous avons opté pour l'approche de Pénalité vue sa
simplicité de mise en ceuvre pour imposer les CALE. Cependant elle introduit un
parametre supplémentaire de nature empirique. Pour résoudre le probléme d’imposition

des CAL essentielles, on a proposé deux méthodes :

La premiére méthode consiste a optimiser le facteur d’échelle dmax dans
I’approximation MLS afin d’obtenir une fonction de forme dont I’amplitude est égale a
1 ce qui conduira a une approximation interpolante identiquement au cas de la MEF.
La méthode de suppression de lignes et de colonnes, propre a la MEF mais qui n’a
jamais été utilisée auparavant malgreé sa simplicité.

Ces deux méthodes ont bien réduit le temps de calcul et ont aussi améliorée la précision

surtout pour le cas de la méthode de Galerkine.

Une comparaison avec le cas d’une approximation interpolante avec les FRB a montré
des résultats similaires par rapport a la précédente. La méthode d’optimisation des AG
a bien montré son efficacité quant a la détection du facteur empirique dmax par un choix

judicieux de I’intervalle de recherche proposé par 1’utilisateur.
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e Due a la nature rationnelle de la fonction de forme, l'intégration numérique de Gauss
utilisée a nécessité un nombre important de points d'évaluation ce qui demande un temps

important quant a la recherche des voisins, c’est le cas de la méthode MLPG.

e Le traitement du mouvement par la méthode sans maillage a montré I'efficacité de cette
méthode et la flexibilité de cette derniére a entretenir la partie en question en faisant
déplacer les nceuds de discrétisation, ceci en créant ou en supprimant des noeuds dans
les parties libérées et occupées. Cependant la recherche des voisins a chaque étape reste
toujours un probléme dans ce type de méthode qui la rend gourmande en temps de
calcul. En plus la recherche de voisins a chaque étape de la simulation fait encore
demande a un temps important et aussi a l'intervention du programmeur au moins une

fois pour assurer une bonne preécision de la solution.

2 Perspectives

La continuité de ce travail suggére la définition de nombreux axes de recherche pour le

développement et I'application de cette méthode :

e Applications d’autres versions MLPG et d’autre méthodes d’intégration numérique.

e Hybridation des méthodes sans maillage entre elles.

e Utilisation de méthodes adaptatives.

e Hybridation de la MSM avec celle des EF pour une meilleure génération des nceuds en
gardant les avantages de chacune. La premiére dans les régions critiques et la deuxieme
dans le reste du domaine.

e Développements de logiciels répondant a l'approche sans maillage et intégration
d'algorithme d'optimisation répondant aux parametres empiriques.

e Extension de la MSM aux cas 2D plus complexes puis aux problémes 3D.

e Formulation non linéaire en grandes déformations.

e FEtude expérimentale d’un prototype.
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Annexes

Annexe A

Méthode des moindres carrés

1 Méthode des moindres carrés traditionnelle

Considérons une fonction scalaire u(X) connue par ses valeurs nodales u; en N points X;

distribués sur un domaine Q. la fonction approximée u" de u peut étre écrite de la forme :

u"(X)=ay +a, X +a, X% +..a X" (A1)
Ou encore :
N
u"(X)=3 pi(X)a; =P"(X)a (A2)
i=1

avec: PT(X) une base polynomiale

et a=[a; a, 8y .y (A.3)

La détermination des coefficients constants g , d1 ... se déduit a partir de la minimisation de

I'erreur quadratique donnée par :

2
3= 2j"x, )-u)] (A4)

2 Méthode des moindres carrés pondérés

Pour améliorer I'ajustement des moindres carrés classiques, il est possible d'attribuer un poids

différent W positif a chaque valeur u; en cherchant encore a minimiser la fonctionnelle :

J:%wl[pT(Xl)a—ul] (A.5)

L'équation 5%a =0 conduit a la réalisation d'un systeme linéaire, fournissant le vecteur des

coefficients constants a .
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Annexe B

Intégration Numerique

Pour intégrer les termes dans les équations discretes, il est nécessaire d'utiliser la quadrature
numérique puisque les intégrales ne peuvent pas étre évaluées analytiqguement.
Les regles d'intégration numérique font approcher une intégrale continue sur un domaine Q a

une somme discréte :

i=NG

jf(x)dx: 3w (x) (B.1)
D i=1

Ou NG est le nombre de points de quadrature
xi la coordonnée du point de quadrature
et wi son poids correspondant

Les différentes regles d'intégration varient uniqguement en fonction de 1’emplacement et les
poids de ces points génerant ainsi plusieurs méthodes. Nous nous limitons a la quadrature de
Gauss car elle est la plus utilisée dans les méthodes sans maillage. Celle-ci est congu pour
I'intégration exacte des polynémes en une dimension : un polyndme de l'ordre 2ng-1 est

exactement intégré par la regle de Gauss.

Pour le cas bidimensionnel, la localisation des points et la valeur des poids dépendent évidement
du domaine sur lequel est calculée I’intégrale.
Il existe des tables qui permettent de déefinir directement les points et les poids de Gauss sur des

domaines de forme simple : carrée, rectangulaire, triangulaire ou circulaire [1].
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Annexe C

Calcul des fonctions de forme RBF

[1]
[2]

[3]

[4]
[5]
[6]

e Construction de la matrice 6.
Initialisation des matrices G, Ro, Pm.

For i= 1 : Nombre de noeuds.

3) Déterminer les noeuds j inclus dans le domaine d'influence de X;
4) Calculer Pm(Xz) et I'ajouter a Pm
5) Pour chaque paire (X1, X7), calculer Ri(Xs) et I'ajouter a Ro

A partir de Ro et Pr, construire 6.

e Calcul de @ pour le point X
Calcul de Ro et Pm
Construction de G pour le point X.
Résolution du systeme pour obtenir le vecteur J(X).

Tab. A.C Organigramme de calcul des fonctions de forme RBF
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Résumé

Les méthodes sans maillage ont été précisément nées pour essayer de résoudre les problémes liés a
la MEF. Nous citons la distorsion du maillage qui conduit a un manque important de la précision de la
simulation et la tache pénible et couteuse de ce dernier ainsi que sa reconstruction dans toute la
structure du probleme. Ces méthodes se basent uniquement sur un nuage de nceuds d'ou I'absence de
connectivités fixes entre les nceuds. Le raffinement de la discrétisation est facilité par un simple rajout
de noeuds dans I'endroit nécessaire. Les MSM fournissent alors de nouveaux outils pour prendre en
compte le probléme du mouvement d’une structure.

La fonction de forme a été calculée par I'approximation MLS et celle utilisant les FRB. Dans le second
cas limposition des CALD est plus facile que le premier cas. Pour résoudre ce probleme, deux
meéthodes ont été utilisées (propres a la MEF) en étudiant I'amplitude de la fonction de forme ainsi que
la valeur du facteur décrivant la taille de la zone d’influence d’un nceud (dmax), 'approximation devient
ainsi interpolante identiquement au cas de la MEF.

Dans ce travail, deux MSM ont été sélectionnées selon leur popularité dans la recherche, la méthode
de Galerkine (EFG) et la méthode de Petrov Galerkine (MLPG). Elles ont été appliquées a certains
problémes test fournis par la littérature, les résultats ont été comparés a la solution analytique ou celle
calculée par la MEF. Selon ces résultats, la précision de la méthode dépend du probleme traité et du
choix de ses paramétres numériques en particulier ceux dont la nature est empiriqgue (dmax). Pour
optimization de ces derniers nous avons fait recours a la méthode des algorithmes génétiques

L’efficacité de la méthode a aussi été testée sur un dispositif comportant une piéce en mouvement en
utilisant la méthode de la bande du mouvement. La variation de la force magnétique globale en fonction
du déplacement de la partie mobile a été évaluée en mettant en jeu uniquement I'ensemble des nceuds
dans la partie mobile avec un ajout de noeuds dans les parties libérées.

Mots clés

Simulation, Electromagnétisme, méthodes sans maillage, méthode des éléments finis, approximation
sans maillage, intégration numérique, conditions aux limites, mouvement, optimisation.
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Summary

Meshless methods were precisely born trying to solve problems related to the MEF. We mention the
distortion of the mesh which leads to a significant lack of the accuracy of the simulation and the painful
and expensive task of this one as well as its reconstruction in the whole structure of the problem. These
methods are based only on a cloud of nodes, hence the absence of fixed connectivity between the
nodes. The refinement of the discretization is facilitated by a simple addition of nodes in the necessary
place. MSMs then provide new tools to consider the problem of movement of a structure.

The shape function was calculated by the MLS approximation and the one using the FRB. In the second
case the imposition of CALD is easier than the first case. To solve this problem, two methods were used
(specific to the MEF) by studying the amplitude of the shape function as well as the value of the factor
describing the size of the zone of influence of a node (dmax), the approximation thus becomes
interpolating identically to the case MEF case.

In this work, two MSMs were selected because of their popularity in the research, the Galerkine method
(EFG) and the Petrov Galerkine method (MLPG). They were applied to some test problems provided
par the literature, results were compared to the analytical solution or the one calculated by the MEF.
According to results, the accuracy of the method depends on the treated problem and the choice of its
numerical parameters, especially those whose nature is empirical (dmax). For the optimization of these
ones we made use of the genetic algorithms method

The effectiveness of the method was also tested on a device with a moving part by using of the
movement band method. The variation of the global magnetic force as a function of the displacement of
the moving part was evaluated by putting into play only the set of nodes in the moving part with an
addition of nodes in the released parts.

Keywords

Simulation, Electromagnetics, meshless methods, finite element method, meshless approximation,
numerical integration, boundary conditions, movement optimization.
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