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Notations

Q' :un ouvert borné de RY.
C.(2) = espace des fonctions continus a support compact dans €.
D(Q) = espace des fonctions de classe C™ a support compact inclus dans € .
LP(€2) :  espace des fonctions mesurables f telque fQ |f|Pdx < +00 1< p < 400

L>(Q) : espaces des fonctions mesurables f telque 3C' constante,|f(z)| < C p.p
sur ()

o= Qx]0,T].
l.lg - désigne la norme dans LP({2)

O a
O(eg%) : désigne une fonction de ¢ > 0 telle que lim,._,o (—6)

=0
|2 : désigne la mesure de 2

X : désigne la fonction caractéristique de €2






Introduction

Notre thése s’inscrit dans le domaine de I’étude mathématique des matériaux
composites. Ces derniers deviennent incontournables notamment dans les différents
domaines thermiques, élasticité, électromagnétisme, mécanique des fluides... La struc-
ture de ces matériaux peut étre composées de divers constituants intimement mélan-
gés et imbriqués. Une difficulté majeure rencontrée dans 1’étude des équations de
la physique de ces matériaux et que les divers paramétres physiques(coefficients de
conductivité, délasticité...) sont discontinus et varient rapidement d’un constituant a
I’autre.

Lorsque les constituants sont intimement meélés, la structure microscopique du
matériau devient trés complexe du fait des fortes hétérogénéités, mais d’un point
de vue macroscopique le matériau tend a se comporter comme un matériau idéal,
homogéne. Pour s’affranchir de ces difficultés dans I’étude du comportement macro-
scopique de ce type de matériaux, un outil mathématique appelé homogénéisation a
été developpé a partir de leur composition microscopique et les lois de comportement
de ces derniers. Plus exactement 1’homogénéisation consiste a remplacer le milieu
hétérogeéne par un milieu homogéne équivalent.

Du point de vue mathématique, la modélisation des phénomeénes intervenant dans
les matériaux composites aboutit a des équations aux dérivées partielles. En général
les coefficients oscillants du probléme sont indexés par un petit paramétre € repré-
sentant la taille liée a la non-homogénéité du milieu. Les méthodes asymptotiques
consistent essentiellement en I’étude de l'influence des petits paramétres sur la so-
lution des problémes mathématiques, I'influence de ces petits paramétres peut étre
trés grande sur les solutions. LL’homogénéisation consiste a obtenir une loi de com-
portement équivalente (on dit aussi homogénéisée ou effective) lorsque 'on gomme
ces hétérogénéités. Ce passage revient techniquement a un passage a la limite avec
un ou plusieurs petits parameétres liés a la non-homogénéité du milieu.

Dans le cas particulier d'un composite périodique ie constitué de matériaux dis-
tribués périodiquement, la détermination du probléme homogénéisé se traduit par un
phénoméne de moyennisation au niveau des lois de comportement a 1’échelle micro-
scopique.

De nombreuses méthodes ont été développée pour I’étude de tels milieux, A. Ben-
soussan, J.L. Lions et G. Papanicolau [6] développérent des méthodes probabilistes
et des méthodes de développement asymptotique des milieux périodiques. Luc Tatar
[29] a développé la méthode de Iénergie. G. Nguetseng [23] a eu I'idée d’introduire la
notion de convergence double échelle, G. Allaire a développé la méthode de la conver-
gence double échelle, et I'a appliqué a beaucoup de cas particuliers. D. Cioranescu,
A. Damlamian et G. Griso [20] introduisent la méthode de I’éclatement périodique.



Introduction

Si le milieu non-homogéne n’a pas une structure périodique, alors il existe des mé-
thodes différentes ( I'-convergence, G-convergence, H—convergence) qui permettent
de démontrer la convergence du processus d’homogénéisation ( E. De Giorgie, S.Spagnolo
[27], L. Tatar [29], F. Murat [23]).

Les progrés les plus récents en théorie de I’homogénéisation concernent I'appari-
tion de termes supplémentaires dans les équations limites dits "termes étrange" D.
Cioranescu, F. Murat [17], ou bien d’équations limites d’un type autre que les équa-
tions de départ, ce qui correspond aux effets non locaux [3],[4],|5] représentatifs d'un
nouveau mode d’interaction entre les échelles macroscopique et microscopique et dont
il est question dans les trois premiers chapitres de cette thése. Les termes non locaux
sont bien traités dans le cas des fibres [3],[4],[14].

L’objectif de cette thése est ’homogénéisation d’un milieu multiphasique formé
d’une phase ambiante connexe et de deux a plusieurs phase constituées de résaux
e—périodique de fines particules ou trous.

Le premier chapitre s’intéresse & I’homogénéisation d’un processus de diffusion
dans un milieu poreux dans lequel baigne un réseau e-périodique de trés petites par-
ticules sphériques, € étant un paramétre positif destiné a tendre vers zéro. L’ensemble
des particules a une masse totale de 'ordre de 'unité et un volume global tendant
vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro. La méthode utilisée est une méthode de I’énergie
adaptée aux sous structures trés fines, cette derniére est une combinaison de la mé-
thode de Cioranescu-Murat [17] et la méthode de la zone de contrdle élaborée par
F.Bentalha et al.[9]

Le probléme étud0ié est le suivant :

( ou .
pgﬁ — div (v.Vu.) = f. dans Q,
[ue]. =0 sur 0D.x]0,T7,
(0.1) [veVu.n=0 sur 0D.x]0,T7,
ue =0 sur (0QUIT:) x]0,T7,
{ u. (0) = ul dans Q..

Avec Q C RN(N > 3) un ouvert bornée lipschitzien, D, est la suspension de
petites particules sphériques de rayon 9. telle que 0 < 0. << 1, T, est 'ensemble des
trous de rayon a. avec 0 < a, << [, tel que 1> 0 qui sont répartis e—périodiquement.
Q. =Q\T. et Q. =Q.\ D, est la phase ambiente.

1 six e,
pe () =4 a si xe€ Dy,
0 si zeT.,
1 six e,
ve (z) =< b si xe€ Dy,
0 st x el

Sous les hypothéses de Cioranescu-Murat sur les trous et les hypothéses
— sur f. et les données initiales, plusieurs cas se distingues en fonction de
la valeur du coefficient raréfié défini par , dans le cas critique ott 6V "2 = O (£2)
le probléme limite est un systéme couplé de deux concentrations et un terme étrange
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donné par :
(
8—?—Au+uu+(N—2)’ySN(u—v):f dans Q7
0
(0.2) aa—: + (N —=2)7vSy (v —u) =0 dans QT

u (0) = u° dans €
v (0) =" dans €

\
ol u et v sont données par (1.51))-(1.54).

Dans les autres cas, le probléme limite est plus simple que le cas critique. Lorsque
5. << e2N=2) 1a capacité limite est nulle, v ne dépend pas du temps et coincide
avec les conditions initiales. Le probléme limite prend la forme suivante :

%—Au—i—uu:f dans QT
u(0) = u® dans

Dans le dernier cas, si €2/(N=2) << §, | la capacité explose donc v coincide avec
u, ce qui donne le probléme homogénéisé suivant :

(1+a)%—Au+,uu:f dans Q7
u(0) = ! w04 — Ty dans Q
 (1+a) (1+a)

Le chapitre 2 s’intéresse a 'homogénéisation du méme processus posé¢ dans un
milieu multiphasique formé d’une phase ambiante connexe et de m, m > 1 phases
ou chacune est un réseau e-périodique de tres petites particules de masse totale de
I'ordre de I'unité et de volume global tendant vers zéro. Ces particules sont considérées
de forme sphériques. La méthode utilisée est la méthode de la zone de contréle. Le
probléme associé & ce processus est le suivant :

(
pg% —div (v-Vu.) = f. dans Q7T
[u;]. =0 sur 0D.x]0,T7,
(0.3) [veVu.].n=0 sur 0D.x]0,T7,
us =0 sur 002x]0,T7,

\ ue (0) = u? dans Q.

Avec Q C R? un ouvert borné lipschitzien, D, = |J;*, D ou chaque D%, 1 < i <
m, est un réseau e-périodique de petites particules de rayon 0., 0 < 0. << 1.
], est le saut a I'interface dD,, n est la normale sur 0D, a I'extérieure et

(1 si x €,

al si x € D},

2 : 2

p- () = aZ si x e Dz,
[ a si xe D,

page 11
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(1 siox€ .,

1 : 1

b5 st @ € Dg,

V. (z) = b si xe Dz,
[ b si x e DI

[étude a été faite par Bentalha et al. [9] pour une structure binaire par la
«<méthode de la zone de contrdle » qui est une adaptation de la méthode des
échelles multiples aux sous-structures trés fines (voir [8],[9],[10]). Cette étude géné-
ralise ’étude précédente en prenant une structure compliquée car nous disposons de
nombreux matériaux différents. Signalons que la difficulté consiste a trouver la fonc-
tion test a utiliser dans la formulation variationnelle.

Dans le chapitre 2, sous les hypothéses le probléme homogénéisé donné dans
le théoréme est sous la forme suivante :
(0.4)
( ou i T
(1 + D ier ai) 5 Au+dr)y o v (u—v)=f =2 g dans Q7
ai% + 4yt (v; — u) = g; dans QT, si

v; (0) = 0! dans Q, sii

1 a;
u(0) = <—u0 + > s —Zv(-))
\ 1+ er, @i R
Ot 4 est le coefficient de raréfaction de la suspension donné par
O
8_2.

dans €.

Vi = lii%’y‘; ’72 =
Avec
I = {i,i c {1,m} tel que v* > O} ,

L= {i,i € {1,m} tel que ' =0},
I3 := {i,i € {I,m} tel que ' = +oo}.

u et v;, 1 € I, sont donnés par (12.42)-(2.46]).

Dans ce chapitre, I’étude révéle que si I # (), le probléme limite contient plus
d’une concentration, précisément c’est un systéme de card(l;) + 1 concentrations
avec des termes non locaux. Dans les autres cas, il s’agit de I; = (), la forme du
systéme est plus simple, nous avons une concentration et des effets particuliers qui
justifient toujours la présence des suspensions évanescentes.

Dans les deux premiers chapitres de cette thése, le comportement asymptotique
se caractérise par 'apparition a la limite de termes supplémentaires (termes non lo-
caux -terme étrange) représentatifs d’un nouveau mode d’interaction entre échelles
microscopique et macroscopique.

Le troisiéme chapitre de la thése est consacrée au cas ot {2 un ouvert bornée de
RV, et A est une partie ouverte strictement contenue dans €.

page 12

1 € I,

€ I,



Introduction

Le sujet de ce chapitre a été proposé et suivi par le Dr Ali Sili de I'université
de Toulon, France comme sujet commun a ma personne et & Bengouga Nadia. Ces
résultats font I'objet du chapitre 3 de cette thése et d’'un chapitre de la thése de
Bengouga Nadia.

On a étudié le comportement asymptotique de la solution u. d’équation hyper-
bolique parabolique suivante :

( 82 [ 0 €
=y Qei —div (p.Vu:) =0 dans Q7

P or ot
(0.5) u: =0 sur 0f) x 10,77,
' ue(z,0) = ud(z) dans 9,
a;; (2,0) = ul(x) dans (,
avec
(0.6) p(x) = 0: = xa + €'Xaa-

On 02 désigne la frontiére de €.

Du point de vue du correcteur, le cas d’une équation hyperbolique (p. = 0) a été
étudie par Mourad Sfaxi (voir [25]). Sfaxi a montré que u. se décompose en

(0.7) U = U, + U,

Ou u, est la solution de la méme équation hyperbolique a données initiales, bien
préparées de sorte que la suite u. vérifie les mémes convergences que la suite u., mais
fortement au lieu de faiblement.

Ainsi la suite 4. par définition converge faiblement vers zéro. Cela signifie que le
terme 4. est une perturbation, lorsque les données initiales u? et ul ne convergent
que faiblement dans L?(2), mais I'énergie associée a . vérifie le principe de I'équi-

partition de I'énergie(voir [11]).

Dans notre cas, on montre que contrairement au cas hyperbolique la perturbation
U ne vérifie pas le principe d’équipartition de ’énergie.

page 13






CHAPITRE 1

Homogénéisation d’un processus de diffusion dans un milieu
poreux i suspensions évanescentes

Résumé

L’objectif de ce chapitre est I’étude du comportement asymptotique du processus
de diffusion dans un domaine biphasique formé d’une phase ambiante et d’une phase
formée d’un réseau e- périodique de petits trous et petites particules sphériques. Les
particules et les trous ont un volume total tendent vers zéro quand € — 0, tandis que
la masse totale des particules reste de 'ordre de 'unité.

1. Position du probléme

Soient T" > 0, € un réel strictement positif qui prend ses valeurs dans une suite de
réels qui tend vers zéro et Q C RY un ouvert bornée lipschitzien (N > 3).

On recouvre RY par un réseau périodique de cellules Y, ot

(1.1) Y = (—%Hr%)]v,

est la cellule de base.

On note chaque cellule du réseaux par

(1.2) YF.=ck+eY, ke,
Soit
(1.3) Z..={kezZ", Y} cQ},
(1.4) Qy, := intérieur U YE.
keZe

Soient y1,y2 € Y tel que y; # yo et soit [ > 0 tel que
(1.5) B(y1,1) C Y, B(ys,l) CY,
(1.6) et B(yi,l) N B(ya, 1) = ¢,

ou B(a,r) est la boule de rayon r et de centre a.

On définit deux paramétres o., a. tels que

(L) {et O<a.<l, 0<9d.<I,

a. —> 0, 0 -0 quand ¢ — 0.

15



Chapitre 1. Homogénéisation d’un processus de diffusion dans un milieu poreux a
suspensions évanescentes

L’union des trous est définie par
(1.8) T, := U TF ou TF = B(eyy, ea.) + ¢k,
keZ.

et celle des particules par

(1.9) D, = U D ou DY = B (ey,e6.) + ck.
kEZe
Les hypothéses (1.7 se traduit par
(1.10) |D.| — 0, |T:|] — 0 quand ¢ — 0,

qui veut dire que le volume global des particules et les trous tend vers zéro.

On définit 'ouvert perforé €). par

(1.11) Q. =0\ T..
La phase ambiante est donnée par

(1.12) QL =0.\D..

On utilise aussi les notations suivantes pour le domaine cylindrique spatiotempo-
rel :

(1.13) Q.= Q x]0,T[;

ainsi que les notations analogues pour les ensembles Q7, Qf, et DI.

On considére le probléme & dimensionel qui gouverne le processus de diffusion
dans le mélange décrit ci-dessus. En notant a. > 0 la densité de la masse relative,
b. > 0 la diffusivité relative dans la suspension et f. densité de forces extérieures,
on peut supposer sans restreindre la généralité du probléme que |Q2] = 1.

Trouver u, solution de

ps% _ dr“} (VEVUE) = fE danS QZ;
[us]. =0 sur 0D.x]0,T7,
(114) [VEVUE}ETL =0 sur aD5X]07T[7
U = 0 sur (89 U 8T5) X]07 T[7
u. (0) = u? dans ..

\

ot [.]_ désigne le saut & U'interface dD.,n est la normale extérieure a 0D, et

1 six e
(1.15) pe () =< a si x € D,
0 si xel;,
1 siox e,
(1.16) ve (z) =< b si x € Dq,
0 si xel..

On note . le prolongement par zéro de u. sur tout 2, donné par

u. dans €},
(1.17) U =
0 dans T;.
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Chapitre 1. Homogénéisation d’un processus de diffusion dans un milieu poreux a
suspensions évanescentes

La suspension se caractérise par le fait que son volume global tend vers zéro en
contraste avec sa masse totale qui reste de 'ordre de 'unité. Ce qui se traduit par
I’hypothése

(1.18) lgré a.|D:| =a > 0.
On suppose aussi que la diffusivité relative vérifie
(1.19) b: =2 b>0, Ve>0.
En ce qui concerne les données, on suppose que
(1.20) f- e L*(0,T;L%(9.)) , ul € L* (),
de plus,

( fo— f dans L*(0,T;L*(Q)),
) — v’ dans L*(Q),

(1.21) A p |ullPde < C,

1 /
D ’ungE — % dans D' (Q), avec v° € L*(Q),

\

ol, pour tout D C €2, on note

1
) dac:—/. dx.
][D Dl Jp

Dans la suite C' désigne une constante strictement positive, indépendante de ¢
pouvant varier d'une ligne a une autre.

2. Les estimations a priori

2.1. Existence et unicité.

Formulation variationnelle La formulation variationnelle du probléme ([1.14)

est :
Trouver u. € L* (0,T; Hy (92.)) N L™ ([0, T]; L*(2.)) tel que

(1.22)
d

pm (peuic, w)q. + (veVue, Vw),_ = (f;,w), ~ dans D' (0,T), Yw € H} (Q.),

u. (0) =u? dans Q..

Théoréme d’existence et d’unicité

THEOREME 1.1. Pour tout € > 0, sous les hypothéses précédentes le probléme
(1.22) admet une unique solution. De plus, u. € L* (0,T; H} (2.))NC° ([0, T]; L*(2)) avec
O

ot

€ L*(0,T; H 1 (Q.)), ce qui donne un sens auzx conditions initiales (1.14)).

La démonstration de ce résultat est classique, on utilise la méthode de Faedo-
Galerkin [12].
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Chapitre 1. Homogénéisation d’un processus de diffusion dans un milieu poreux a
suspensions évanescentes

2.2. Estimation a priori.

PROPOSITION 1.1. Sous les hypotheéses (1.18)) - (1.21)

(1.23) @. est bornée dans L™ (0,T;L*(Q)) N L* (0,T; Hy (Q)) .
De plus, il existe C' > 0 indépendente de e, tel que
(1.24) ][ luc*’de < C p.p. dansquad[0,T],
D.
(1.25) ba|vu5|iQ(DsT) <C.

DEMONSTRATION. Aprés substitutions de w = u. dans la formulation variation-
nelle (|1.22)) et intégrations sur (0,7") pour tout ¢ €]0, T, on obtient :

1 t t 1
5]\//)5% 5 —|—/ VeV g, = / / foucdxds + 5\ Dol
0 o Ja.

2
Qe
puis
1 t t
(1.26) 5 (|u5|52218 + aclu.|},) + bg/ V|3, ds +/ |Vu€|522,gds =
0 0
! 1
| fonadeds+ 5 (i, + aclutls).
On remarque que les hypothéses (1.21)) entrainent
e, +aclullp, < [ + 0Dl |l < €
D,

De plus,

t t t
/ fgusdwds:/ /fsﬂsdwdé’é/ | felaltie|ods.
0 JQ 0 JOQ 0

En utilisant I'inégalité de Poincaré et celle de Young, on obtient

t t t
/Wﬁmmmw<cwn/|mmvam:/Ncmnwuv%m
0 0 0
(1.27)

t t
</Namﬁmw%%@+/Wmmﬁmw%mw
0 0

1 /! 1 /[t 1 [t b [*
<5 [lc@ups+ s [ Vs s o [c@ppas+ % [V, ds
2 J, T SIS A SN A ‘
D’aprés les inégalités (1.26)-(1.27), on a
1 2 2 e 2 b [ 2
(1.28) 5 (|u€|Q,E + aclu.l},) + 3 Ve g, ds + 3 |Vue|p. ds < C,
0 0

U

Il faut noter que ces estimations sont obtenues sans aucune hypothése sur les
trous T* k € Z..
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Chapitre 1. Homogénéisation d’un processus de diffusion dans un milieu poreux a
suspensions évanescentes

3. Les outils spécifiques

Les outils introduits dans cette section sont ceux de la méthode de la zone de
controle [7],[8],[9],[10] et ceux de la méthode de Cioranescu-Murat [17].

Avant de passer aux outils, on définit le facteur de raréfaction des particules
(5 N-—-2
€

(1.29) Ve 1= =

3.1. Outils de la méthode de la zone de controéle.
Les propositions et les lemmes de cette partie sont donnés sans démonstration car
c’est une adaptation des résultats prouvés dans [9].

D’abord, on a

R =A{(r.), 6. <<r.<<1l,r.<l},

donc r, € R si et seulement si

On désigne le domaine compris entre les sphéres de rayon a et b par
C(a,b):={z eR", a<|z| <b}.
On introduit
Ct =c(p+k+Clal), Cr.= | Ch.

keZ.
Pour tout (r.) € R, on définit également

Ch =e(pn+k+C(0r), Cp. = Ch..

keZ.
C.:=Cr. UCp..
DEFINITION 1.1. Pour tout (r.) € R, on définit w,. € Hy () par
0 dans Q. \ Cp_,

(1.30) wy, () == ¢ W, (g — Yy — k:) dans C}, , Vk € Z.,
1 dans Dy,
tel que
poNF2 [y [N+
(1.31) W, (y) == pour y € C(d,7e).

roNT2 N2
Ou W,. € H*(C (0.,r.)) est la solution fondamentale du Laplacien c’est & dire

vérifie :

AW,. =0 dans C(0.,re),
W, =1 pour |y| = 9.
W,. =0 pour |y| =r..

Cette fonction radiale vérifie les propriétés données ci-dessous.
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PROPOSITION 1.2. Pour tout (r.) € R, on a

(1.32) 0<w, <1,
(1.33) IV, |o < C(7:)"?,
(1.34) w,, — 0 dans L*(9).

On introduit les opérateurs localisants donnés par la définition suivante.
DEFINITION 1.2. Considérons pour tout v > 0 la fonction
G, : L*(0,T; Hy () — L* (Q7)
définie par

(1.3) 6 0)w.0 =3 (f_0wida,) s o),

k€eZ. 71?
0t
Sk .= 0Bk B¥ .= ck +eB(y., 7).
L’opérateur G, a les propriétés données par les deux lemmes suivants.

LEMME 1.1. i (r.) € R, alors pour tout 6 € L? (0,T; H}(Q)) on a

£2 1/2
(1.36) 0 — G, (0) |L2(Q£) <C (TN2> V0|2 (07,
(137) |9 — Gge (0) |L2(D5T) < C (655) ‘VQ|L2(DZ),
22\ /2
(]‘38) |G7’s (9> - G6E (9> |L2(QT) < O (m) |VQ|L2(CgE))
ot Gs. (0) et G, (0) sont définis par (1.35)). De plus,
T
(1.39) G O) s = | f1Ga. 0) Pt
T €
(1.40) Go. O ory = [ 1Gr. (0) P
o J D.

LEMME 1.2. Pour tout 6 € D (Q),
(141) |G§E (6) — 9|Loo(QT) — 0,
(1.42) |Gs. (0) — 9|L°°(C,§EUDET) < 267 | V0| oo (.

Pour tout p € C (ﬁ), on a
(1.43) ][ edr —» / edx.

D. Q

DEFINITION 1.3. Soit l'opérateur Mp,_ : L* (0, T; C.(2)) — L*(QT) défini par

(141 Mo (@) 0) = 3 (f oty 10
keZ. YeE
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LEMME 1.3. Pour tout ¢ € L?(0,T;C.(Q)), on a

(1.45) lim/][ © — Mp_(p)|*dwdt = 0.
D,

e—0

PROPOSITION 1.3. Si (1) € R et pour tout 6 € L* (0, T; Hy (), on a

T 1
/ ][ ‘9|2dﬂﬁdt < CmaX (1, —) ’v0|L2(QT)
0 D, Ve

3.2. Hypothéses sur les trous.

DEFINITION 1.4. On définit w. en posant

0 dans T,
(1.46) we (x) = we(x/e —ys — k) dans  Ck ke Z.
1 dans Q. \ Cr,,

ot w. € H' (C (g, 1)) est la solution fondamentale du laplacien, c’est a dire :

Aw, =0 dans C'(ag,l),
we =1 pour |yl =1,
w, =0 pour |y| = a..
On suppose que les trous (T%),cz. sont tels qu’il existe au moins deux suites w,
et . tels que pour tout £ € Z., on a :

1)
2)
3) w. —1  faiblement dans H'(Q) et p.p dans Q
4) pe, A\e € H1(Q) tel que

— Nw, = . — A, pe = p dans H-1(Q)
{ (Ae,v-) =0 pour tout v. € Hy(Q) tel que v. =0 sur T..

L’idée du cadre abstrait des hypothéses a priori est due a D. Cioranescu et F.
Murat [17], les hypothéses (H.1) a (H.4) que l’on vient d’énoncer sont simplement
celles introduites dans [17] pour l'opérateur Laplacien adaptées a notre géométrie.

PROPOSITION 1.4. Si on choisit o, = Coc® V=2 alors la fonction w. définie par

(1.46) vérifie les hypothéses (H.1)-(H.4).

4. Homogénéisation dans le cas 672 = O (£?)

Le cas du rayon critique auquel est consacré ce paragraphe se caractérise par la
limite finie
(1.48) v = lim~. €]0,4o0],
e—0

la taille des particules 8. est de Pordre de e2/(N=2),

Dans ce cas les résultas d’homogénéisation sont plus intéréssants sous I’hypothése
de diffusivité infinie
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(1.49) lim b. = +o0.

e—0

REMARQUE 1.1. On remarque que dans ce cas, la proposition devient :
T
(1.50) Vo € L*(0,T; Hy (Q)), /0 ][D |pPdxdt < CIVel72gr)-
4.1. Enoncé des résultats.

On commence par un résultat préliminaire.

PROPOSITION 1.5. Sous les hypotheses (1.18))-(1.21), il existe u € L> (0, T; L*(Q))N
L*(0,T; H Q) et v e L?(0,T; L*(9)), tels que pour une sous suite extraite,

(1.51) G. = u dans L*(0,T;L*(Q)),

(1.52) @. —u dans L*(0,T;Hy (),
(1.53) G,. (@) — u  dans L* (Q7),
(1.54) Gs. (@) = v dans L* (7).

De plus, on a

(1.55) lim/ ][ — Gs. (i) [Pdzdt = 0.
D,

e—0

DEMONSTRATION De (1.23)), on déduit pour une sous suite extraite les conver-

gences (1.51)) et ( -

Montrons ([1.53). On a pour tout (r.) € R
lu— Gra(ﬁs”?z{, < 20w — e[dr + 2/ — Gra(asﬂé{, -

0
Sachant que lim._,o — = 0, et tenant en compte le lemme on a
TE

52

e = G (iie) gy < C (TN_2> Vit [gyr

£

g2 6N 2
s¢ (5N) (N)

N-2
< C (é) — 0,

Te

de (1.52)) et comme lim._,o |2\ Qy.

lim |u — G,_(t.)|gr — 0.
e—0

Pour montrer (1.54), on remarque d’aprés ((1.53) et le lemme [1.1] que
|Gs. ()| 2qry < |Gs.(Ge) — Gy (Te)|p2ary + |G ()| L2y
C

(’75)1/2
Alors il existe une sous suite de @, et v; € L*(Q7) vérifiant (1.54)

— 0, on obtient

< |VU/5|L2(QT +C < C
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Par ailleurs, on rappelle que d’aprés (1.36) du lemme de (1.25) et (1.49)) , on

a
T
/ ][ Gy, (@) [Pdwdt < C(20.) / ][ Vi [2ddt
D. o J b.
C
1.56 < 0
(159 b
U
PROPOSITION 1.6 ([9]). Pour tout p € L? (0,T; H}(2)), on a

T
(1.57) / ][ Uepdrdt — vpdxdt.

o J b. Qr

DEMONSTRATION. Soit ¢ € L (0,7;C.(2)) on a

/ fDEugwdxdt / ][DE — G, us))godxdtJr/ ][DEG(;E (@) (¢ — Mp, () dzdt
+/o ][DEGds(ae)MDg(so)dxdt.

Le premier terme du membre droite tend vers zéro grace a ([1.55]). Le second terme
converge aussi vers zéro par le lemmel.3 et (1.54), le dernier terme se traite comme

suit
S S () (£, o)
kGZ Bk Sk yek
avec

T
/ ][ G (i) Mo, (p)dudt =
0 D,
/ / Gs. (U )pdxdt,
yk
N |B(0,£d.) B |B(0,ed.)|

He = "NID.| ~ eNecard(Z.)|B(0,0.)]

keZe

B €
= |1 (0,£9.)| — 1, car  card(Z.) = — = —.
N_N|B<Oa55e)|

D’ou grace a (1.54) et [Q\ Qyx| — 0

T
/ ][ Gs.(u)Mp_(p)dxdt — vdxdt.
o J D. or

Compte tenu de (1.50) on déduit (1.57) par densité de L?(0,7;C.(2)) dans
L?(0,T; Hy (92)).

0

Fonction test

Pour tout ¢ € D(N), 9 € D(2), on définit la fonction test comme suit :
(1.58) O, = (w. —wy,) ¢+ w, Gs_ (1),
peut s’écrit encore

P =(1—-w, )+ (we = 1) o +w, Gs.(1).
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D’une fagon explicite,

© sur QL \ C.,

(1 - wTs) 90 + wTsGée (¢) sur CDE7

(1.59) o, = o+ (w: — 1) p sur Cr.,
0 sur 1},
L Gs. (V) sur  D..

REMARQUE 1.2. On a
(1.60) lim [®; — o = 0.
THEOREME 1.2. Sous les hypothéses de la Proposition et les hypothéses sur

les trous (1.47). La limite (u,v) définie dans la proposition est l'unique solution
du probléeme homogénéisé suivant :

( %—Au—l—uu—l—(N—Q)ySN(u—v):f dans QT
a%+(N—2)’ySN(U—u):0 dans QT

1.61
( ) U= sur 00T

u (0) = u’ dans
v (0) =° dans

\

Ot Sy est la surface de la sphére unité de RV,
De plus, les convergences (1.51)-(1.55)) ont lieu pour toute la suite ..

Pour la démonstration du théoréme principal, on a besoin des résultats techniques
suivants et dont la preuve est donnée dans la sous-section suivante.

PROPOSITION 1.7. Sous les hypothéses de la Proposition[1.5 et les hypothéses sur
les trous , pour tout ¢ € D([0,T[), on a

(162)  lim pii-®.C (t)dtdr = upl (H)dzdt + a v (t)dadt.
/ /. [ [

PROPOSITION 1.8. Sous les hypotheéses de la proposition[1.7, pour tout ¢ € D([0,TY),
et pour la sous suite qui vérifie les convergences (1.51)-(1.55)), on a

T T
(1.63) hm/ /VEVﬂEV(I)ECdLL’dt:/ /Vquodedt
Q 0o Ja

e—0 0

+/0T/Qsoquudt+(N—2)75N/0T/Q(u_v)(¢_¢)<dxdt

4.2. Preuves des résultats.

PREUVE DU THEOREME [1.2l On prend w = ®, dans la formulation variation-
nelle (1.22) ou @, est définie par (1.58)). Alors, en multipliant par ( € D(0,7T) et en
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intégrant sur [0, 7], on obtient

/ / pu®.C (t)dxdt + / / v.Vu Vo (t)ddt
(1.64) = /O /Q E f-®.C(t)dxdt + /Q E peul®.C(0)dx

Le prolongement par zéro en dehors de 2., nous donne

— /0 ' /Q P PC (t)dadt + /0 ' /Q vV V. C(t)dxdt
(1.65) = /0 ' /Q Ff-®.C(t)dudt + /Q PP (0)dx

Le membre de gauche de cette égalité tend vers

— /0 ' /Q upC (t)dzdt — a /0 ' /Q vip¢ (t)dxdt + /0 ' /Q VuVp((t)dzdt +
+/0T/Qu904(t)dudt+(N—2)sz /OT/S;(U—U)(QD—@/))C(t)dxdt

comme une conséquence immédiate des proposition , et la remarque suivante
T
/ / Vi .VO.((t)dxdt =0
0 B
du fait que la fonction @, reste constante dans chaque boule B (ey; + ¢k, €d.) , k € Z..

En passant a la limite dans le second membre et en tenant compte de la conver-

gence ([1.21)) et celle introduite dans (1.60)), on obtient

/0 ! /Q f-O.C(t)dxdt — /O ' /Q foCdrdt

Le second terme du deuxiéme membre se traite de la méme facon, on sait que

[paocodr = [ aecodrta [ 26 @0
Q c e
Les hypothéses (1.21)),(1.60]) sur «? impliquent
/ P02 ®.C(0)dr — ¢(0) / (o + av'y) dz,
Q

Q
et la démonstration est ainsi terminée. OJ

PREUVE DE LA PROPOSITION [1.7l D’abord, rappelons que

T T T
/ / P DL (t)ddt = / / t.C (t)dzdt + / / GewepC (t)dxdt +
o Ja 0 J\C: 0 JCOr,

(1.66)
+ a. /0 / u-Gs, (TMCJ (t)dxdt + /0 /C te (1 —w,.)p + w,.Gs. () ¢ (t)dzdt.
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Notons qu’on a

T T T
/ / &Egog'(t)dacdt:/ / fcgapg“'(t)dxdt—/ / G- (t)dxdt.
0 Jorc. 0 Jor\Cp. 0o Jor

Remplagons cette derniére dans (1.66)), on obtient

/ /,ogu€ L (t)dzdt = / /’\CD a.pC' (¢ dmdt—i—/ /CT G (we — )¢ (t)dadt

(1.67)
+ a. / / u:Gs. (V)¢ (t)dxdt + / / (1 — w,.) 4+ wy.Gs. (1)) ¢ (t)dadt.
5 CDE

Maintenant, passons a la limite dans chaque terme du second membre de 1’égalité

ci-dessus.
T T
/ / a€¢§’(t)dxdt:/ /XQ’E\CD ¢ (t)dxdt.
0 \Cp. 0o Ja :

Comme xq\¢p,, — 1 dans L*(Q7), et en tenant compte de (1.52)) on obtient

T T
lim / / G pC (t)dxdt = / / weC (t)dadt.
=0 Jo \Cp. LY

On traite le deuxiéme terme sur C'r., on a

T
<[] il = viicieldsar
0 Q

< |§/90|L°°(QT)|aa|QT|wa — 1gr

e (we — 1)’ dzdt

Cr,

qui va tendre vers zéro par (H.3) et (L.52).

Pour le terme sur D, dans (L.67) notons que,

/ /SugGa '(t)dxdt = a|D. \/ ][Dsus (Gs. () — ) ¢'(t)dzdt+
+ a:| D] /0 ][Dgﬂewcl(t)da:dt.

Grace a (1.24) et la Proposition [L.6| on a

/0 ' ][Dgae?ﬂé’(t)dxdt% /0 ' /Q v (t)dxdt,

du fait que a.|D.| — a et de la convergence uniforme de Gy_(v) vers 1, on conclue

que
Qe /OT/EagGég(@b)g’(t)dxdt %a/OT/gszg’(t)dxdt.
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Passons au terme qui reste sur Cp_, qui peut s’estimer par :
e

(1= wp ) +w, Gs.(¥)) ¢ (t)ddt| <

Cp.

0
r 1/2

~ 2 , 2
< (/0 /CDE || dxdt) (/ /CDE —wy ) +w, G5 (¥)) ¢ (1) dmdt) ,

en utilisant (1.52), (1.32)), (1.42) et comme |Cp_| — 0(qui est évidement grace a la
définition de la géométrie), on obtient

< Clite|orT?|Cp.[M? — 0.

/o / - (1= wy, ) + 1w, G, (1) ¢ (£)davdlt

PREUVE DE LA PROPOSITION [1.8] D’abord, on remarque que

/ /I/EVuEVCDC t)dxdt = / / Viu-Vpl( )dxdt—i—/ V.Vl (t)dxdt
\Ce o Jor,

T
+/ Viu.Vo(w. —1)((t )da:dt+/ Vi Vw.p((t)dzdt
0 CT 0 CTE

(1.68) * /0 o, ViV, (Gs.(¢) — Gs. () C(t)dudt

T
+ / ViV, (Gs.(9) — @) ((t)dxdt
0 Cp,

T
+ / Vi (1 — w,.)V((t)dxdt
o Jop,

2211+IQ+I3+I4+I5+I6+I7.

On passe successivement a la limite dans chaque terme, d’abord on voit que

T T
L+ 1= / / Vu.Ve(dxdt + / Vu Voldadt
QL\C: 0 Jor

T
= / / Vu.Ve(drdt.
0 t\Cp,

D’aprés le théoréeme de de la convergence dominée de Lebesgue Vil
Ve in L? () et prenant en compte le résultat (1.52)), il vient que

—>

XoL\Cp,

T
L+ 1 H/ /VquoCdxdt.
o Ja
Passons maintenant au troisiéme terme de (1.68]), on obtient par (1.52)) et (H.3)

T
|I3] < / / ‘XCTEVﬂa(wg — 1)Vg0(‘ dxdt
o Ja

< VT w. — 1o| V| ooy €] oo 0y | Ve o
<
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Pour le quatrieme terme de (1.68)). Considérons la fonction U, € HJ(Q) définie

par
T
U. = / . Cdt.
0

La convergence ([1.52)) implique que la suite U, vérifie

U. —~ U= ["uCdt faiblement dans HZ() et fortement dans L(Q),
(1.69) 0
U.=0 sur T..

D’autre part, on sait que
Vaggo = V(g&ﬂe) - ﬂev%

remplacons celle-ci dans I, on obtient

T T
(1.70) 14:/ /V(gpﬂg)VwEdedt—/ /ﬂEVgOVwECdxdt.
0 Ja 0 Ja

En appliquant le théoréme de Fubini dans (1.70), on a

I = /Q ( /0 TV(¢&5)§dt> Vw.dr — /Q < /0 Tﬂggdt) VeVuw.dz

Ow,
(1.71) = — (Aw,, pUy,) —|—/ ad pU.do — / U.VpVuw.dz
a0 On Q

= <>‘Ev UE()O> + <,U/€7 UESD> - / U5Vg0Vw5dx
Q

Utilisant ’hypothése (1.47)-(H.4), on conclut que
(1.72) — (A, ©UL) + (pte, UL) — (1, U) .

En utilisant encore le théoréme de Fubini, on déduit

(1, U) =/9</OTUCdt) wduz/oT/Qdeudt

Comme U, — U dans L?(Q), et Vw. — 0 dans L? (Q2), donc

/ U.VpVw.de — 0.
Q

T
1, —>/ /ucp(dudt.
0o Ja

Pour le cinquiéme terme un calcul directe donne

T
=) Ydo — ][ odo / / Vu.Vw, Cdxdt.
S[;E sgg 0 C’E,S

keZ.

Finalement, on a

Considérons le changement de variable suivant

k

ae (gat) = Ue (ZE,t) avec Yy = g_k_yl, pour [L‘EY:C,

par substitutions, on obtient

page 28



Chapitre 1. Homogénéisation d’un processus de diffusion dans un milieu poreux a
suspensions évanescentes

/ Va7, )V, (5)d5 =
C(0e,re)

o T N—2p . N-3 - " 8u dW,, N1
= sin” "0ysin” T00y...51tnON_od01dOs...dON_odON_1 “(y)—— dr,
0 5. Or dr

avec cette notation, on trouve

27 T T
I=e"72)" ( ][ Y- ][ k gp) / / . / sin™ 720, sin™N "30y..5in0x_2d0,d0s..d0N _odO N1
keZ. S(SE 356 0 0 0

/& ( 2 e >dt) W1y

N72N_2 5€8N72 - -
= 2 (7(nN—2 _)(gN_TQ)) Z ( Sk ¢d0— - ][Sk 90d0-> /SN/O (U§|\§|:55 - u?"g|:Ts) CdtdO’

k€Z.

:SN(J!N (Ti)z 5§ r; / / (Gs. (i) — Gy (@) (G5, (1) — Gs. () C(t)dwd.

Ainsi les convergences ((1.48)), (1.53)), (1.54), et la convergence uniforme de I'opé-
rateur Gjs_ () vers ¢, impliquent

I; — (N — 23Sy / (v = u) (6 — @) C(t)dadt.

QT

On peut estimer le terme I comme suit
Ls| < |Vie|or[Vw, Clar|Gs. () — ¢lr=@)

Etant donné que |Vw,_|12(q) est bornée (voir(1.33)) ainsi que |Vi.|qr et en tenant
compte de (1.41)), il en résulte que

T
/ ViV, (Gs. () — @) (dxdt — 0.
0o Jop.

Pour le dernier terme, on sait que x¢,_ V¢ — 0dans L*(Q"), Vi, — Vu dans L*(Q7)
et comme (1 — w,_) est bornée dans L*®({2), par conséquent

T
I; = / / Vi Vxeop, (1 —w,, )((t)dzdt — 0.
0o Ja

5. Homogenéisation dans le cas . << ¢/(V=2)

Dans ce cas, la taille des particules est inférieure a la taille critique. Cette taille
donne

(1.73) 7. — 0.

On suppose que les hypothéses de Cioranescu-Murat ((1.47)) sur les trous sont sa-
tisfaites.
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THEOREME 1.3. Il eziste u € L* (0,T; L*(2)) N L? (0, T; HY(Q)) tel que

(1.74) . —~u dans L™ (O,T; L? (Q)) ,
(1.75) . —u dans L? (O,T; H, (Q)) ,
1
(1.76) ——u.xp. — v° dans D'(Q) p.p te€0,T],

| De|

ot u est l'unique solution du probleme suivant

Ju
(1.77) { —Au+pu=f dans QF

ot
u(0) =u° dans

DEMONSTRATION. Les convergences (1.74))-(1.75)) est une conséquence immédiate
de la proposition [I.1] On remarque que Pestimation (1.24)) assure Uexistence de v €
L>(0,T; L*(Q)) tel que & une sous suite pres

1

(1.78) B

——u.xp, — v dans D'(Q) p.p te0,T],
(voir le Lemme A-2 [3]). Il reste & montrer que v = v°.

On prend comme plus haut

q)e = (1 - wrs) 80 + (w€ - 1) 90 + wrsGas(w)7
dans ce cas, on remarque que w,, — 0 dans Hj(Q2) d’aprés la proposition .

On prend w = ®. dans la formulation variationnelle (1.22)). Aprés, en multipliant
par ¢ € D(0,T) et en intégrant sur [0, 7], on obtient

/ / peuD.C (t)dxdt + / / v.Vu VO ((t)dxdt
(1.79) = /O /Q E f-®.C(t)dzdt + /Q E peul®.C(0)dx

On prolonge d’abord par zéro puis on applique le théoréme de Fubini, par passage
a la limite on trouve

_ /Q ( /0 ' u('(t)dt) pdz — a /Q ( /0 ' vg’(t)dt> bdz + /Q ( /0 ' wgum) Vedz+
)

(1.80

+/Q (/OT uC(t)dt) odp = /Q (/OT fC(t)dt) wdr + /QUOC(O)god:L’ + a/QUOC(O)wda:.

Prenant ¢ = 0 et ¢ € D(]0,T[) dans ({1.80), on obtient

—a/Q (/OT e (t)dt) Ydr =0,

dv
D/(QT)xD(QT)
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Donc,
dv

dt
cela veut dire v est indépendant de ¢ et donc v € C° (0,7, L*(f2)). De plus, en prenant
¢ € D([0,T]) on trouve que

—a /0 ' /Q vip¢ (t)dzdt = a /Q "¢ (0)dx
—a ( /Q wdx) /0 ' Cdt =a ( /Q vowd:c> ¢(0),

/vwdx:/vowdx, Vi € D(Q),
Q Q

=0 dans D'(Q7),

d’on

ce qui donne

v=1" dans D'(Q),
d’out

v=1" dans L*(Q).

Par suite, on prend ¢ =0 dans (1.80) en appliquant le théoréme de Fubini puis
la formule de Green, on obtient

/OT<%,¢>C(t)dt+/Qu(o)wC(O)dH/OT/QVuwg(t)dde

/ / wpC (t)dpdt = / ' / fol(t)dzdt + /Q u’C(0)pdz,

si on prend ¢ € D(]0,T[), on obtient directement ( -

(1.81)

Maintenant pour montrer la condition initiale 2, on multiplie 1) par
oC, avec p € D(Q) et ¢ € D([0,T|) aprés on applique la formule de Green, on obtient

- /Q ( /O Tu((t)dt) pdr + /0 ' /Q VuVe((t)dzdt + /O ' /Q upC(t)dudt

T
(1.82) :/ /fgoC(t)dxdt+/u(O)C(O)gpdx.
o Ja Q
En comparant (T.81)) et (T.82), on déduit (T.77)>. O

REMARQUE 1.3.
On remarque a travers de cette étude que la quantité v ne dépend pas du temps.

6. Homogenéisation dans le cas ¢ << 2

Dans ce cas, la taille des particules est supérieure a la taille critique ceci donne
(1.83) Ve — +00

. On suppose toujours que les trous satisfont les hypothéses de Cioranescu-Murat
(11.47)).
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Nous avons la proposition suivante.

PROPOSITION 1.9. Il existe u € L™ (0,T; L*(Q))N L2 (0,T; H}(Q)), tel que a une
sous-suite pres

(1.84) @ >wu dans L™ (0,T; L? (Q)) , . —u dans L? (O,T; H) (Q)) ,
(1.85) G,. (i) — u dans L* (Q7),
(1.86) Gs. (@) — u  dans L* (Q"),

(1.87) lim/ ][ — G, (1) [Pdzdt = 0.
e=0 Jo D.

DEMONSTRATION. Selon (L.23), il existe une sous-suite vérifiant les convergences
(T37).

La convergence de G,_(u.) dans (1.85)) s’obtient de la la méme maniére que la

convergence ((1.53)).

La nouveauté dans ce cas est la convergence ((1.86)), on a pour une sous suite (u.)
vérifiant ((1.84))

lu— G, (ﬂ8)|Q§E < Ju = telor + |u. — G, <a6)|Q§€ +|Gr (i) — G, (Ue)|ar

Par application du lemmdI.1] il vient

. ) . £2 1/2 £2 1/2
|U—G<55(Ua)|sz§s < Ju = telor + C|Vie|gr — + 5
£ 0 1/2 1

Par ailleurs, on conclut la convergence en remarquant que
u — G, () [§ = |u— G (ﬂa)|§zya +u = G, (@) [fqy.
et |u — Gbs.(tc)|o\qy, tend vers zéro d’aprés le théoréeme de la convergence dominée

de Lebesgue.

En se termine par la convergence ((1.87)), utilisons encore une fois le lemme et
(1.25), pour une sous suite (u.) vérifiant ((1.84), on obtient

T
/ ][ — G5, () Pdxdt < (5(55)2/ ][ Vit |*dxdt
D. o J b.
C

<

Vebe

Compte tenu de la proposition on a
PROPOSITION 1.10. Pour tout ¢ € L?(0,T;C.(Q)), on a

T
(1.88) / ][ Uspdxdt — updzdt.
o J b. Qr

On déduit le résultat suivant.
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THEOREME 1.4. la limite uw € L™ (0,T; L*(Q)) N L?(0,T; HY(Q)) dans (1.84)-
(L.87) est l'unique solution du probléeme suivant

(1+a)%—Au+uu:f dans QT
(1.89)
Lo a_ o
u(0) = u’ + v dans €

(14 a) (1+a)
De plus les convergences (1.84)-(L.87) ont lieu pour toute la suite.

DEMONSTRATION. La fonction test ®. est donnée par
(I)E = (1 - wTs) gp + (w5 - 1) (P + wTeGée(go)'

On prend w = &, dans la formulation variationnelle ((1.22)). Alors, en multipliant
par ¢ € D(0,T) et en intégrant sur [0, 7], on obtient aprés le pologement par zéro
dehors €,

- /0 ' /Q P PC (t)dadt + /0 ' /Q vV VO((t)dadt
(1.90) = /0 ' /Q f-0.C(t)dxdt + /Q pl®.C(0)dz.

La preuve est similaire a celle correspondante du théoréme [1.2

Selon les propositions et du fait que la fonction ®, reste constante dans
chaque boule B (ey; + €k, ed.) , k € Z., on obtient

— /0 ' /Q petio®.C (t)dxdt — — /0 ' /Q upC (t)dzdt — a /0 i /Q ugpC (t)dxdt.

De la méme maniére que la proposition on trouve la convergence du deuxiéme
terme du membre gauche de (1.90). la seule différence dans ce cas se distingue dans
la convergence du terme Ig qui se traite comme suit, grace a (1.33),(1.42)) et (1.84)

< CTY2| Vi gr |V, |o|¢| L0y Gs. (9) — ¢lr=(cp,)

5N72 1/2
<C() %:C(s ) (er.)

2
= C(6N ).

T
/ Vu-Vw, (Gs.(¢) — ¢) (dxdt
o Jep,

N

Donc

— 0.

T

/ Vu-Vw,, (Gs.(p) — @) (dxdt
o Jop.

Les hypothéses (1.21)),(1.60]) entrainent (par le méme raisonnement que plus haut)

/0 ! /Q [0t dadt — /O ! /Q foC(t)dzdt

/ p02®.C(0)dr — C(O)/ (v + av’) pd.
0

Q
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Par conséquent, ((1.90) tend vers

— /0 ' /Q upC (t)dzdt — a /O ' /Q wp( (t)dxdt + /0 ' /Q VuV((t)drdt+

T T
(1.91) —I—/ /ung(t)dudt :/ /fap{(t)dxdt+§(0)/ (v + av’) pdz.
0o Ja o Ja Q

Par application de la formule de Green dans (1.91]), nous obtenons

/QT(l + a)%gp{(t)dmdt +¢(0) /(1 + a)u(0)pdr + /0 /QVch,og(t)dde—

Q

(1.92) +/OT/ng0C(t)dudt:/OT/Qf<p§(t)dxdt+C(0)/Q(u0+av0) odz.

Prenons ¢ € D(]0,T[) dans (1.92), on obtient (T.89)". Si on multiplie (I.89)" par
wCavec p € D(Q) et ¢ € D([0,T[) en comparent avec (1.92), on déduit directement
1
u(0) = u’ +
©) (1+a) (1+a)

a
UO
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CHAPITRE 2

Homogénéisation d’un processus de diffusion dans une
multi-structure raréfiée

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions I’homogénéisation d’un processus de diffusion
dans un milieu multiphasique formé de (m + 1) phases. Une phase connexe for-
mant le milieu ambiant et les m phases restantes sont chacune formée d’un réseau
e-périodique(e > 0 destiné a tendre vers zéro) de petites particules sphériques de
volume global tendant vers zéro quand ¢ — 0, alors que leurs masse totale reste de
I’ordre de I'unité.

1. Position du probléme

Soit Q un ouvert borné Lipschitzien de R? occupé par ce mélange.
On considére la cellule de base

o v (el

Soit € un réel strictement positif qui prend ses valeurs dans une suite de réels qui
tend vers zéro. Pour chaque valeur de ¢, on note

(2.2) YF:=ek+eY, keZ?
(2.3) Z..={keZ YFCQ},
(2.4) Qy. == |J v~

keZ.

Dans tout ce qui suit on note B(a,r) la boule de cntre a et de rayon 7.

Pour des petits paramétres €, 8¢ tel que 0 < 0° << 1, pour i = 1,m, on définit
les suspensions comme suit :

(2.5) Di:= | B = | J{cd!B; + <k},

keZ. keZ.

avec B;, sont m boules dans Y centrées en y; telles que
(2.6) BiNB;=@,i#j et B;CCY,
c’est évident de voir que

(2.7) D! — 0 quand ¢ —0, i=1,m,
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ce qui signifie que le volume de chaque suspension tend vers zéro.

D. = J,_15; D! est le domaine occupé par les particules. La phase ambiente est
donnée par ’

Q. =Q\ D..

On considére le probléme qui décrit le processus de diffusion dans notre mélange.
Notons par a: > 0 et b. > 0 la densité de masse relative et la diffusivité relative
respectivement de la suspension D! | f. un terme source, on suppose sans perte de
généralité que |Q2| = 1. Le probléme est le suivant.

Trouver u, solution de

)
,05% — div (v-Vu.) = f. dans Q7
[ue]. =0 sur 0D.x]0,T7,
(2.8) [v.Vu].n=0 sur 0D.x]0,T7,
u. =0 sur 90x]0,T7,
\ u. (0) = u? dans Q.

avec [.]_ est le saut a l'interface 0D,, n est la normale sur 0D, a l'extérieure, et

(1 siox €.,

1 : 1

a% sl z € Da7

p (z) = aZ si x e Dz,
[ a si xe D,

(1 si x e,

b% s% T € D%,

V. (z) = b si e Dz,
[ b si e D

En ce qui concerne les données, on suppose qu'il existe f € L? (0,T; H 1 (Q)) ,up €
L? () tels que

(fo— f dans L?(0,T; H' (),

ug — uO dans L2 (Q) )
(2.9) i [ulPde < C Vi€ {T,m},

1

D] dans D' (Q), avec v? € L*(Q), Vi€ {I,m}.
\ 15

0+, 0
U Xpi — Uy

On suppose que la densité des particules sphériques est beaucoup plus élevée que
celle de la phase ambiante. Ce qui se traduit par 'hypothése suivante

(2.10) ll_r)r(l)aE|D€] =a; >0, i=1m.

On suppose aussi que la diffusivité de chaque composante vérifie
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(2.11) b.>b; >0, Ve>0,i=1m.

Dans la suite C' désigne une constante strictement positif indépendante de € pou-
vant varier d’une ligne & une autre.

2. Estimations a priori

2.1. Existence et unicité.
2.1.1. Formulation variationnelle.

La formulation variationnelle du probléme ({2.8) est donnée par
(2.12)
u. € L2 (0,75 HY (Q)) N L= (0,T; L3(92)).

d /
pr (pettc, v)q + (V-Vue, V), = (fo,w), dans D (0,T), Yw € H (),

u. (0) =u! dans Q.

€

Ot (.,.) est le produit de dualité entre H1(Q) et H}(Q)dans la formulation
variationnelle.
2.1.2. Théoréme d’existence et d’unicité.

THEOREME 2.1. Pour chaque € > 0, sous les hypothéses et les notations précé-
dentes le probléme (2.12)) admet une unique solution.

De plus
(2.13) u. € C°(0,T; L (Q)) ,
(2.14) Oue ¢ 12 (0,7 H ()

ot

Le résultat d’existence et d’unicité se démontre par la méthode de Faedo-Galerkin
voir [21].

2.2. Estimation a priori.

PROPOSITION 2.1. Sous les hypothéses (2.9), on a

(2.15) u. est bornée dans L™ (0,T;L* (Q)) N L* (0,T; Hy (Q)) .
De plus, il existe C' > 0 indépendente de ¢, tel que pour 1 =1,m
(2.16) ][ luc*de < C p.p. dans[0,T],
Di
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DEMONSTRATION. On prend w = u. dans (2.12)) puis on Uintégre sur (0,t),t
(0,7, il vient

1 m ) t m ) t
5 (m@s +Zaz|ue|%§) + [ 1vus 300 [ vk,
i=1 i=1
T
= [ feuadar+ 3 (12 +Za 2l
0
Grace a la deuxiéme hypothése de (2.9), on obtient

m
02 +Z P2, < 2%+Zaz|Dz|][D,|u2|2dx<o
i=1 :

Traitons maintenant le second terme. En s’aidant de I'inégalité de Poincaré et

celle de Young

/ faaua / |fa|H 1(Q / |VU5|Qd5
¢
<[ el Vilauds + 3 [ 18 Vil
0 i=1 70
I 1 [t o1t m oyt
< —/ |fa’§{—1(9)d3+—/ |Vu5|ésds+2—i/ |fa|§1—1(9)d3+z_8/ V.
2 Jo 2 Jo — 20t J, — 2 Jo

Revenons a la premiére équation et tenant compte de ces derniéres estimations et
des hypothéses (2.9)), il vient

1 S b
5 (yugygg +;a€|u5|§)g> i 2 +;§6\w5|3)£ <C

Ce qui nous permet de conclure le résultat.
O

2
Dé dS

3. Outils spécifiques de la méthode de la zone de controdle

D’abord nous introduisons 'ensemble
R ={(r}), 6. <<rl<< 1}, i

1

donc (r!) € R’ si et seulement si

(2.18) lim £ = hmr =0.
e—0 ré e—0

Il est clair que pour chaque i = 1,m I'ensemble R est non vide.

On note le domaine confiné entre les sphéres de rayon a et b par
C(a,b):={z € R’ a<|z|<b}.

Pour toute (rf) € R, on définit
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CF = e (yi+k+C(6,r1)),

gr'e

C; = U Cf’i,
keZ.
On définit la zone de controle par

c.= |J ¢

i=1,m
Nous notons dans tout ce qui suit
) o
(2.19) %=

le coefficient de raréfaction des particules D!, i € 1, m.

DEFINITION 2.1. Pour tout i =1,m, et (rl) € R', on définit w,: € Hj (Q) par

0 dans Q. \ C,

(2.20) wyi (v) == ¢ Wi (g — Y — k) dans CM Vk € Z.,
1 dans D,
avec
(2.21) Wi (y) = L (T—‘é - 1) poury € C (62,712).
: (re = 02) \ vl o

W, € H (C(6L,7%)), de plus W, est la solution fondamentale du Laplacien sui-
vant

AW,: =0 dans C (0L,r),

er'le
W, =1 pour |y| = oz,
Wi =0 pour |y| =1

Cette fonction radiale vérifie les propriétés données ci-dessous.

PROPOSITION 2.2. Pour tout i = 1,m et pour (rl) e R', on a

(2.22) 0<w: <1,
(2.23) Vw,o < C(y1)"2,
(2.24) w, — 0 dans L*(Q).
DEMONSTRATION. D’abord on montre (2.22)), soit y € C(d%,r%)
<yl <7,

0<=-1<=-1

Y| oL

] ri 5@ ,rz'_(;i
< 'E' _6_1< -84 £ i 13 .
o< (vZ5) i < (eZw) (55)
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Par conséquent

0< W< 1.
Montrons U'inégalité (2.23), en utilisant les coordonnées polaires

Y1 = rcosp1, Yo = T'SINYICO8P2, Y3 = TSINP1SINP2

[Vw,i [ = Z/ VWi [*d

keZe

Etant donnés que W,.: est une fonction radiale ne dépond que de r, alors

Wy W
8@1 - Y - Y
donc,

D2
- 12

o, = (W g g VW,
r: — 87” ) Yy ) re 8’/"

Par ailleurs, dy,dy.dys = r?sing,dp dpsdr, et d’aprés Iexpression (2.21))
OW,s

o
or r2(ri —6L)

En utilisant ce changement, on aboutit a
251 z 1
(i — §i) 2

[y o= [ [ [
C(ediert i )
) 2T EV
= <%) / dgpg/ smgoldgol/ —dr
ri — 4! i r2
51 1
J‘W(s 62) (_sr;+ar5">

£

Sin901d901d802d

3

edirt \ 2 e(rl — oY)
=4 £ £ I
" <r;_5;> ( =20ir )
Lo vwira = ().
C(edi,ert) e — (55

1
En tenant compte de card(Z.) ~ —, on obtient directement
3

'aide de (2.18)), on obtient I'inégalité (2.23).

Nous passons directement a I'inégalité (2.24), comme 0 < |w,:| < 1 on a
(2.25)

|wr§ |522 = |wr§ |C§UD§

<|czu D,
D’autre part, on sait que
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Cé U DZ: = Ukezgcf’i + Urez. (E(S;BZ + Ek‘),
et du fait que r2 — 0, on déduit

2 <|CiuDl|<ort’ — 0.

£

|wr§
O
Les deux lemmes suivants jouent un role fondamental dans la méthode de la zone

de controle, c’est une adaptation des lemmes A.3 et A.4 [9] respectivement.

LEMME 2.1. Pour tout 0 <ry <1y et u € H' (C(ry,r2))

2
][ udo — ][ udo
Sry Sry
1
Ou ][ . do = 5 / . do
S 47TT S

LEMME 2.2. ¥(a, R) € R x (0,1) , 3C > 0 tel que Yu € H' (B(0, R))

4
(2.26) Vatlory) > — 2

o —T

R2
(2.27) / |lu — ][ uda|2dx < C—|Vulp(,pr).-
B(O,R) SaR «

On définit les opérateurs localisants ci-dessous

DEFINITION 2.2. Pour tout r; > 0,1 = 1, m, on définit la fonction
G, : HY(Q) — L*(Q)

par
(228) %@@W{%ﬂﬂwwaw@,

G,, ainsi définit est une fonction constante par morceaux. On a alors le résultat
suivant.

LEMME 2.3. Si (r}) € RY, pour tout 8 € L*(0,T; H} (), et pour i =1,m on a

£2 1/2
(2.29) 10— G, (0) |L2<Q£) <C (TT) (V0| 1207,
(2.30) |9 — G(S;_' (9) |L2(D§T) < C (552) |V0‘L2(D£T),

22\ /2
(2.31) |Grg (9) — G(gé‘ (6) ’LQ(QT) <C (g) |V9|L2<C§T),
ot Gsi (0) et G,i (0) sont définis par (2.28). De plus,
T

(2.32) |G (0) |2L2(QT) = /0 ][D_ |G (0) ?dxdt,
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T

DEMONSTRATION. Montrons (2.29)). Soit 6 € H{(f2), on a

2 o 2
0= GOy = X f 10~ f odofas

k€Z.

On peut mettre Y* C B (6k,5\/§/2). Appliquons le Lemme avec le choix

2k _ /3 .
04—\/§,R—52 on obtient

2

H—GTiQdajé / 9—][ Odo
/Q LD Oy

keZ.

352 \/5 2
< CO(— : d
¢l 4 )(27”) Z /B(gk,s“,f) Vel de

€ keZ.

2
<ty [ veran
TZ: B(Ek,s?)

keZ.

On peut déduire cette estimation

Z/ IVO|? dz < 2/ IV6|2da,
B(sk,s?) Q

keZe

car ‘UkeZE (B(Ek,g%g) \ Ysk)‘ < 21Q]. Par conséquent

ng

Passons maintenant au (2.30)). Soit § € Hj (), on applique une deuxiéme fois le
lemme avec le choix @ = 1, R = £4° et on trouve

0 — Gsi(0)]5: < (08)? / Vo|*dx
0 — G5 (0)[ 3 S (e62)° ) B(ekﬁdé)l |

keZ.

<@y /D V6]2dz.

keZ.

52 2
QdmgC—./ \VO|” du.
e Ja

Pour montrer (2.31)). Notons que
2

/ 1G,i(0) — Gy (0)]?dx = Z Odo —][ Odo| dy.
0 k| sk sk
rt 5L

kez. ”Ye

On applique le lemme dans le second membre de cette derniére égalité avec

ry =0y =i, et on note ek + C(d%, rl) = CZ;
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i_(sz‘ .
; o ; 2 < Te € 2 7./
[160(60) - G (0P < > /Y i [ V0P
r —5’ 1
01*-d
47T7’Z(5Z Z/ dy/c«k_‘v | € v

EEkZ

(DO, e

2

oL Jes

En tenant compte de

ce qui achéve la démonstration. O
Nous donnons dans la définition suivante un autre opérateur.

DEFINITION 2.3. Soit Mp; : L*(0,T; Ce(Q)) — L*(Q") définie par

230 My =Y ([ e0d) @), =T

k
k€eZ. 3

LEMME 2.4. Pour tout p € L?(0,T;C.(Q)), et pour i € {1,m}, on a

e—0

(2.35) lim/][ [ — Mpi () dzdt = 0.
Dz

De plus, pour tout ¢ € L*(0,T;D(Q)), on a

(2.36) Gsi (V) — ¥l 12000 (ciupiy < 2672 |V r2(0.150%(0)

(237) ’Géz( ) - MLQ OT'L‘X’( )) — O
DEMONSTRATION. Montrons d’abord ([2.33]), notons que

/][ o — Mpy (i) Pdadt = |Dl|/ / o — Mpy (i) Pt

DZ 7

‘5 //k o — ][ Py, t)dy|*dwdt,
BZ

keZe

d’aprés le théoréme de la moyenne, il existe €% € Y*, tel que

][ ey, t)dy = p(EF).
Yk

Donc
Z/ / ][ o(y, t)dy|*dzdt = Z/ / — (€9 [Pdadt
D] keZe B]” vk [Di| ez B'“

page 43



Chapitre 2.Homogénéisation d’un processus de diffusion dans une multi-structure
raréfiée

Comme ¢ est uniformément continue sur son support. Pour tout &’ > 0, il existe
alors gp > 0, tel que

pour tout z,y € Q, |z —y| <o = |p(x) — ¢(y)| < €.

Donc, pour ¢ tel que v/3e < gy on a |z — &F| < 3c < gy pour tout z € Y,
et donc |p(z) — (£5F)| < €/, d’on

T 1 T )
/ ][ 1 — My () Padt = / Jp(x) — p(€) 2dudt
0 Di |DL| Jo Di

S ™
|DE| o JBi¥

k€Ze

_ /2‘D2| 2

| D]

On déduit alors

e—0

T

lim/ ][ | — Mp: ()|*dxdt = 0.
o J pi :

Passons a (2.36)), soit v € L?(0,T;D(9))

(Gsi (W) =) (2) = Gy (¥)(2) — U(z)

-y fﬁww Lys(2) — ()

keZ.

Pour tout = € B (ey; + ¢k, er) , k € Z.

1
Gsi = = d !
#00)= 3 7 [, v | o

€

_ k
=S| f v

keZ. 5L

D’aprés le théoréme de la moyenne, IE4F € B (ey; + ek, er?) tel que

f wdo = P(EF)
S(’;é

donc, pour x € B (ey; + ek, ert)

G (¥)(2) = ¥(x) = D(EF) — Y ()

D’oi, on utilise le théoréme des acroissements finis et on obtient

5% — || VY| 20,7000 0)
26r2|v¢‘L2(07T;Lw(Q)).

|Gsi (V) (z) = (2)| 200,70 (ciupiy) <
<
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Montrons (2.37)), on a d’aprés le théoréme de la moyenne, 3¢5 € S(’;i , tel que

][ wdo = ()
S(’;é

D’aprés le théoréme des acroissements finis, pour tout = € Y on a

|G62(¢)($) —Y(x )|L2 0,T;L°(Q) S |5’“ - $||V¢|L2 (0,731 ()
< C€|V2/J‘L2 (0,751 () — 0.

0
PROPOSITION 2.3. Si (rl) € R, alors pour tout 8 € L*(0,T; H}(Q)), on a
(2.38) / ][DL|9| dxdt < Cmax( ¥ ) V0| 2ory, 1=1,m.
DEMONSTRATION.
T T T
/ ][ 10]2dadt < 2/ ][ 10— G(;é-(e)\zd:cdt—kQ/ ][ Gy (0)|2ddt
0 Di 0 Di 0 Di
T
:2/ ][ ye—Gég(e)dede/ Gy (0)Pddt
o J i Qr
C (e67) / ][ V6|2dxdt + 4 / 1G5:(0) — Gos (0)|Pdt
o J b ar
+8/ G, (0) —0]2dxdt+8/ 10[2dzdt.
or or
Par ailleurs, pour tout : = 1, m
i i dr, i\sl9
keZ.
(e62)> 3 ¢&°
(2.39) DT " I
D’aprés (12.29)),(2.31),(2.39) et I'inégalité de Poincaré, on a
T
/ ][ 0P dedt < C (=5) / ][ v dxdt+0( )/ V6| dadt
o J bi Di
+C 5—)/ |V9|da:dt+0/ V6|2 dzdt <
Te
2 2
<o(Z+5+ 1)/ V6|2 dxdt
Te O or
22
< Cmazx 1,—)/ IVO|*dwdt.
0L ) Jar
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4. Résultat d’homogénéisation

Dans cette section, on s’intéresse au comportement asymptotique (lorsque e — 0)
de la solution u. du probléme (2.8). Ce comportement dépend de ~2.

3(rl) € R et g; € L*(0,T; H () pour que
(2.40)

<f5, wr§g0> — {(gi,p) dans D' (0,T), YV € D(Q),

4.1. Enoncé des résultats.

REMARQUE 2.1. On remarque que pour i € (I;UI3), la Proposition devient :

T
@) Ve POTH®). [ lePdudt < CITelan,
0 D¢

On commence par un résultat préliminaire

PROPOSITION 2.4. Sous les hypotheses (2.9)-([2.11)), il existe u € L™ (0,T; L*(Q2))N
L*(0,T; H} () et v; € L* (0, T; L*(Q)) i € I, tel que pour une sous suite

(2.42) u. = u dans L (0,T; L* (Q)) ,
(2.43) u. = u dans L* (0,T; Hy (),
(2.44) Gyi (us) — u dans L* (Q), pour i€ UI,
(2.45) Gsi (uz) = v; dans L* (), pour i€ L,
(2.46) Gsi (u) — u  dans L* (Q7),  pour i€ I,

De plus,
(2.47) hm/ ][ — Gyi (ue) Pdzdt =0, pour i€ I UIs.

e—0 Di

PROPOSITION 2.5. Sous les hypothéses précédentes, on a

1

(2.48) ﬁU@XDz —w; dans L*(0,T;H ' (Q)) pour i€ I.
1

(2.49) T UeXDi = U dans L* (0,T; H'(Q)) pour i€ I;.

On donne dans ce qui suit le théoréme principale de ce chapitre.
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THEOREME 2.2. les limites (u, (v;)ier,) dans la proposition[2.]] est l'unique solu-
tion du systéme

(2.50)
( du i T
(1+Zi613ai)E—Au+47TZiehy (u—v))=f =2 i, Gi dans QF,
Ov; . )
“ia_?; + 41y (v; — u) = g; dans QT, i€l
v; (0) = v) dans Q, i€,
u=0 sur 007
u(0) = < ! u + & v0> dans
C\L+ Zié]g a; ] 4 Zie[a a; * '
De plus
1 O / .
(2.51) i UeXDi = i dans D'(QY)  pour i€ Is.

REMARQUE 2.2. Les convergences de la proposition sont vérifiées pour toute
la suite, cect est une conséquence immédiate de ['unicité de la solution du systéme

[2.50).

Pour la démonstration du théoréme principal, on a besoin des résultats techniques
suivants et dont la preuve est donnée dans la sous-section suivante.

PROPOSITION 2.6. @, est un élement de H} (), de plus on a

(2.52) lim @, — plo = 0,

et pour tout ¢ € D([0,T]) et pour (rl) vérifiant Uhypothese (2.40), on a

€

(253)  lim O <f€,<I>E>C(t)dt:/0 <f—Zgi,go> (dt+Z/0 (gi,93) Cdt.

i€l i€l

PROPOSITION 2.7. Pour tout ¢ € D([0,T]), et pour une sous suite vérifiant (2.42))-
(2.47), on a
(2.54)

lim [ pow®C(t)=[1+) a / wpC (t)dzdt + a; / v ¢ () dadt
=0 Jar " ( ; ) of g ie;lz ot g

PROPOSITION 2.8. Pour tout ¢ € D([0,T), et pour une sous suite vérifiant (2.42))-
(247, on a

(2.55)
ti | 0VuT0L0) = [ GuTpcdndi+ 3 amy /Q (= w)p — GC()dad

i€l

REMARQUE 2.3. Les convergences de la proposition sont vérifiées pour toute
la suite, ceci est une conséquence immédiate de ['unicité de la solution du systéme.

4.2. Preuves des résultas.
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PREUVE DU THEOREME [2.2] On prend dans (2.12) w = ®. ot . est donnée
par la formule (??)et vérifiant I'hypothése (2.40)), puis on multiple cette derniére par
¢ € D([0,T]) aprés une intégration sur [0, 7], on obtient

— / peue®.C (t)dadt + / v Vu V() dadt
[oX

QT

(2.56) :/0 (fg,(I)a>C(t)dt++/9pgu2¢£C(0)dx

Passons a la limite dans (2.56) et appliquons directement les propositions [2.6
et [2.8 et les hypothéses (2.9)), on obtient

— <1+Zai) / up( drdt — Y a; / vl dadt + / VuVlddt
Qr

i€l3 i€1UI
+Z47T’YZ/ (U—UZ)((,O—@/JZ)Cd"Edt = / <f Zglagp> Cdt+2/ gza"vbz Cdt
iely or icly iely
(2.57) +¢ (/ uo + Z a;v))pdr + / Z a; U0¢de> :
i€l3 iel1Uls

Par ailleurs, si on prend 1; = 0,7 € I; U I, dans (2.57) et par application de la
formule de Green, on obtient

<1+Zai>/0 <C;t ©)(( dt—l—(l—l—Zal)/ 0)¢C(0 da:+/ VuVe((t)dxdt

1€l 1€l
(2.58)
+Z47Wi/ (u—v;)pC(t)dxdt = / (f — Zgl,tp (t)dt + ¢(0 / (uo—l—z:az ) pdz.
icly Qr el icls

Par suite, en prenant ¢ € D(]0,T[) dans (2.58) nous obtenos (2.50)".

Pour obtenir ([2.50)% il suffit de prendre dans [2.57)¢ = 0 et ¢; = 0,i € I, et par
application de la formule de Green, on trouve

Zaz/ d%?dh dt—{—Z:aZ/vZ Vil ( d$+247w / (u — v;) Y (t)dxdt

i€l i€l i€l

(2.59) _Z/ (gi, i) C(t)dt + (0 Z/a vyda,

i€l iely

puis, on prend ¢ € D(]0,T[). Donc, pour chaque i € I; on a

200 o [ (S vacin [ e v = [ v o
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Pour la condition initiale 3, on prend ¢ € D([0,T]) dans (2.60) et on applique

la formule de Green, puis en sommant sur I, on obtient

3 (ai /O <d”z,¢l>g(t)dt + 4y /Q (u- vi)wiC(t)dxdt)

i€l

(2.61) _Z/ (git) Cdt+Zal/vl JabiC(

i€l i€l

En comparant (2.59) et (2.61), on obtient directement (2.50)°.

Maintenant pour obtenir les conditions (2.50), on multiplie (2.50)" par ¢¢, ¢ €
D(R2),¢ € D([0,T]) et par application de la formule de Green encore une fois, nous
obtenons

<1 +y az> / weC'dxdt + / VuV(dedt +» Ay / (u — v;)pCdadt
QT

i€l i€l

(2.62)

/f > gi @)Cdt +¢(0) (1+Zaz>/ 0)dz.

0 i€l ielg
En comparant (2.58) (2.62) on obtient les conditions (2.50)".

Pour finir cette démonstration, on prend ¢ = 0,1; = 0,4 € I; dans (2.57)), on aura

- a; / vl dadt = / > aliide

i€ls i€ls
qui donne pour chaque i € I et pour ¢ € D(]0,77)
dv;
269 SaGhen) =0
i€l D(QT)xD(QT)
d’UZ‘

=0 dans D'(Q") pour tout i € I,

dt
cela veut dire que pour tout i € Iy, v; est indépendant de ¢t. Autrement dit v; €
C°(0,T, L*(Q)) , et
vi(z,t) = 0)(x), Vi€ L.
O

PREUVE DE LA PROPOSITION 2.4l Selon (2.15) il existe une sous-suite véri-

fiant les convergences et (2.43).

Montrons (2.44). Soit (r£) € R, et pour une sous suite (u.) vérifiant (2.42)-(2.43),

on a
lu — G, (u€>|é£ < 2lu — ulpr + 2u. — G (u€)|é£.

Dans ce cas il est évident que |u — uc|gr — 0, par ailleurs en sachant que
i
lim.,o — = 0, d’apres le lemme [2.3 et pour ¢ € I; U I3, on a
r&
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52
e = Gululty, <€ (%) IVulte
€ €

<<(5) (%)

<C€—>O.

ce qui achéve la preuve de ([2.44).

Pour établir , on utilise et le lemme [2.3] Pour une sous suite de (u.)
vérifiant (2.42)-(2.44] et pour (1%) € RZ icl,ona
|G5§ (UE) ’L2(QT) ‘G(sz (ue) - Gri (ue) |L2 oT) + |Gr§: (UE) |L2(QT)

(2'64) |VU5|L2(QT + O C.

<
(%)1/ i
Alors il existe une sous suite de (u.) vérifiant (2.42)-(2.44) et v; € L* (QF) véri-

fiant ([2.45).

Passons maintenant a ([2.46)), pour i € I3 ¢’est a dire 7% — +00, et pour une sous

suite (u.) vérifiant (2.42))-(2.45) on a

u = Gy (ue)lag < lu—uelar + |ue = Gri(ue)lor +[Gri(ue) — Gy (ue)lar
Par application du lemme [2.3] il vient

22\ 1/2 22\ 1/2
lu — Ggi(ue)|gr < |u—uclgr + C|Vuslgr | | — + (=
el ri o
i\ 1/2
IR 1

Par ailleurs, on conclut (2.46)) en remarquant que
lu — G&;’ (ug)% = |u— Gég (u5>|§zys +|u — Gé; (ug)lgl\ﬂyg

et |u — Gsi(uc)|o\o,, tend vers zéro d’aprés le théoréme de la convergence dominée
de Lebesgue.

Pour terminer, on montre (2.47), pour i € I;UI3, utilisons encore une fois le lemme

et (2.17)), on obtient directement pour une sous suite (u.) vérifiant (2.42))-(2.46)

/][ — Gyi (ue) [Pdadt < C(e07) /][ |Vu|?dodt
Di Di

(2.65)

@‘
%

O

PREUVE DE LA PROPOSITION [2.5l On donne la démonstration de (2.48)) qui
est similaire & celle de (2.49)), la preuve sera donnée en deux étapes.
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Premiére étape
Montrons que pour tout p € L?(0,T;C.(2))

T
(2.66) lim/ ][ uspdxdt —/ vipdxdt pour i € 1.
e—0 Di QT
Soit ¢ € L*(0,T;C.(Q)),Vi € I, on a

T
/ ][ uspdrdt = / ][ — Gsi(u.)) pdudt +/ Gsi(uz) (¢ — Mpi(p)) dadt
o J p:

(2.67)
—|—/ ][ Gsi (ue) Mpi ()dxdt.
o J pi

Le premier terme du second membre de (2.67) tend vers zéro, car d’aprés I'inégalité
de Hoélder on a

12 , .r
— Gisi(ue) @dxdt’ (/ ][ Gég(us)|2dxdt) (/ ][ ’(10’2(135(115)
b Di o J b
1/2
2
< ‘@‘Loo(sz) (/o ][Di |u5 — G5g(us)‘ dxdt) ,

T ) 1/2
(/ ][ |ue — G (ue)| dxdt) —0
o J pi

Passons au deuxiéme terme du second membre de (2.67) qui tend aussi vers zéro.
En effet, on applique I'inégalité de Holder

Gsi(u.) (¢ — Mpi () da:dt’ (/ ][ | — Mpi ()] dxdt) (/ ][ |Gsi (u.) |Pdad!
Dy D Di

(2.68)
<6 @)l ([ £, o=t )

comme, d’aprés (2.45)), G (u.) est bornée et |¢ — Mpi(¢)| — 0 grace a (2.35)), nous
obtenons la convergence vers zéro.

1/2

avec

de (12.47)).

I nous reste a estimer le terme fOijDi Gsi (ue) Mpi (p)dzdt qui s’écrit comme suit :

[ £, cutens s \g;/ ol ete) (£, 700

/ / Gi (ue)pdadt,
Yk
. |B(0,£47) | B(0,£47)]

He = "38Di| ~ Scard(Z.)|B(0,£00)]

keZ.
avec

B(0, 6! Q 1
= |B(0,£5;)] — 1, car  card(Z.) = 1 = .

1 , g3 g3
53; |B(0, e8]
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On déduit pour e suffisamment petit qu’on a

T T
|| Gatwspoptsie= [ [ Gyugdaat,
o J pi o Ja

donc d’aprés (2.45)),

T T
(2.69) lim/ ][ Gsi(us) Mp: (cp)dxdt:/ /viapdxdt.
=0Jo J pi ~ : 0o Ja

Deuxiéme étape

Soit ¢ € H(Q), par densité de D(2) dans HJ () il existe une suite (p,) de
D(9) telle que :
on — ¢ dans Hy(9).

uspdrdt — / /vzgpdajdt’
DZ
Ueppdrdt — / /v,gpndxdt‘
D?

On montre que les trois termes du membre droite de l'inégalité (2.70) tendent
vers zéro. En effet, d’aprés linégalité de Holder

1/2 T
us(p — ©n dxdt‘ </ ][ || d:z:dt) (/ ][ lp — gon|2dx.dt>
Di Di o J b

Par ailleurs, par application de la proposition on obtient

T
1
/ ][ 0 — galPdzdt < Cmaz(1, =)V (g — @u)lar
0 Di Ve

< ClVe = Vo, |an).
Donc, de (2.16) on déduit pour tout i € I

(@ — on dxdt‘

DZ

d:):dt‘

1/2

T
/ ][ Ue(p — ¢p)drdt— 0 quand n — +o00.
o J pi

De la méme fagon pour le dernier terme de (2.70)),

T 1/2 T
vZ ©On dxdt‘ (/ / |vi|2dxdt) (/ / lon — <p|2dxdt)
0 Jo 0o Jo

< Juilgr CQIV(e = ¢n)lor — 0

Par ailleurs, d’aprés la premiére étape on a

T T
lim/ ][ uggondxdt:/ /vigondxdt,
e=0Jo J pi 0 Ja

T
Ueppdadt —/ /vigond:vdt‘ — 0
Di 0o Jao

1/2

par conséquent

O

Avant de montrer la proposition [2.6] on a besoin du lemme technique suivant et
dont la démonstration est dans ’annexe B.
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LEMME 2.5. Pour tout i € {1,m}, (r!) € R', et p € D(Q)

(.11) 0 G () € HA(9).
De plus,
(2.72) w,i (Gsi () — ) — 0 dans Hy(Q).

PREUVE DE LA PROPOSITION [2.6] Ensachant que w,: € Hj(Q) et ¢ € D(2),0n a alors
(1= wy)p € HI(Q).

D’autre part, w,: ne vie que dans Uez. B (ek + ey, ert) et Gs: constante dans
chaque Y, k € Z., donc w,: Gy € Hy(9).
Par conséquent
®,. € Hy(Q).
D’autre part, on a
2

& o (1—2@%)% S Gy () + 3 Gy () —
=1 1€l Ul i€l C.

2

+ Z Gag(wi)+ZGag(<P)—80
i€l1Uly i€l3 D

D’aprés (2.24)), on a
(1 —w,i)p — ¢ dans L*(9).

D’autre part Gy (¢;) — 1; uniformement, de plus [C.| — 0 et |D.| — 0, ceci
entraine directement la convergence (2.52).

Montrons maintenant (2.53),0n a

/OT (fe, @) C(t)dt = /OT<fe, ) Cdt — Z /OT(fg,wr;‘@th _ Z /OT(fa,wr;‘@Cdt

T . i€l i;IQ
iEIB 0 iely 0 P 0

T
iel3 70

Rappelons que la premiére hypothése de (2.9) nous affirme que

lim

T
) Gt = [ (£ cat,
e—0 0
et compte tenu de I'hypothése(2.40)), on a

T T
iy [ (fowae)cdt = [ lgg)cat Vi,
0 0

e—0

T
0

D’autre part,

S [ e cat =3 [ (s (G0 = vy cat+ 3 [ (o) ca.

i€l 1€y i€l
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De plus
T T
/0 (fe,wri (Gsi(v5) — 3)) Cdt‘ < /0 | fel =10y |wps (Gyi (i) — ) | a3 €t

comme la premiére hypotheése de (2.9)) assure que |f:|p-1) < C et d’aprés (2.72),

on a pour tout ¢ € I;

T

lim <f57 Wyi (Gé”b wz zﬁz)> Cdt - 0

e—0 0

et d’aprés ([2.40)

e—0

T T
ing [ (o) Gl = [ g car

Par ailleurs, on a Vi € I,

T T
J%} <f€7w7.é(p>€dt’ <A ’fg|H—l }wT§90|Hé Cdt
(2.7

T
<C / (1l |Vaoys
0

comme conséquence de la proposition 2.2 et du fait que |f.|g-1q) < C .

2 + |V(,0|Loo‘w,,,é LQ(Q)) Cdt — 0,

De méme, on a

(2.74)
) / (oG (60 e = 3 / (ot (G (90) — 00)) Ct+ Y / (Foo st Cat,
i€l 1€l 1€l

alors pour tout ¢ € Iy, on a

T T
/0 (fe,wri (Gai () — ) Cdt‘ < /0 | fel 1@ [wri (Gsi (i) = i) [a )€t

et

T T

/ <f&awr§wi> Cdt‘ < / |f&|H—1 |wré¢z|Hé Cdt>
0 0

toujours a 'aide du lemme | felir-—10) < C

<f67wr;G6g(¢z)> — O, Vi € 1.

Le reste se traite d’une facon similaire que précdédement, c’est a dire

Z/ (for 035G (1 Z/ (forwpsip)Cat = Z/ (fory (G () — ) Ct — 0.

i€1l3 i€l3 i€l3

]
PREUVE DE LA PROPOSITION [2.7] Pour établir (2.54)), d’abord on écrit

/ngugb( //u o (t)dwdt + > a //ZuEG(;Z )¢ (t)dwdt

i€el1Ul2

+> a / /luEG& (t)dxdt

i€l3

En utilisant (| et (2.52)), on obtient
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lir%/ /XQ u D, ()¢ (t)dadt = / upC (t)dadt.
E— Or

On traite les autres termes comme suit, pour ¢ € [;

a /0 ' / .Gy ()t = || /0 ) ][Déus (G () — ) C'dadt

T
+al| D] / ][ up;'dxdt,
o J Di
grace a (2.10)), (2.37) et (2.48) on a

T
limaé/ / uEG(;g(wi)C/da:dt:ai/ v ¢ dadt.
o Jpi Qr

e—0

Passon au terme pour ¢ € I,. De la méme maniére, on a
T T
af:/ / u Gy (1) drdt = az\DQ/ ][ Ue (Gag () — wi) ' dudt
0 : o J pi

T
+at| D] / ][ ucti(ddt,
0 Di

le premier terme du membre droit tend vers zéro grace a (2.10), (2.37). D’autre
part, de l'estimation

1 2
!32| o ju|” < C.

Il existe une sous suite tel que (voir Lemma A-2, [3])
1

(2.75) D

|UEXD1 —v; inD'(Q) p.ptel0,T]

On voit

T T
a2|Dé|/ ][ .ug%gldxdt:agDQ/ /WUEXDg@DiC,dxdt
o J b
=il [ ([ pruenoitr) ca

= ai]DQ/ <—Z UsXDg,¢¢> ¢'dt.
o \IDf D/(Q)xD(Q)
De la convergence (2.75)), on a

1
< Di T Ye X Di 7¢1> — <Ui7¢i>D’(Q)><D(Q)
| DL /() xD(R)
donc, en tenant compte de (2.10)
T
(2.76) lim a’| D’ | u (' drdt = a; v dadt.
=0 = Jo J pi or

On finit avec le terme pour 7 € I3, on a
T T
ai/ / uGli (1) (' ddt = ai\DQ/ ][ u. (Gag (1) — %) ¢ dadt
0 /D o J bi

T
+a’| D / ][ u; ¢ dxdt,
o J pi
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grace a (2.10)), (2.37)) et (2.49) on a

T
lim ai/ / uEG(;é(go)C/d:cdt = ai/ wpC'dxdt,i € I3,
o Joi Qr

e—0

PREUVE DE LA PROPOSITION [2.8. On a

/ V€VU€VCI>5C(t)dxdt:/ Vu€Vg0C(t)dxdt+/ Vu Vo ((t)dxdt,
or or\cT o

D’aprées le théoréme de la convergence dominée de Lebesgue,
Vlyg.o. = Ve in L (Q),
et en tenant compte de (2.43), on obtient

T T
lim/ / VuVo(dxdt :/ /VchpCdxdt.
=0/ Jao\c. o Ja

On s’intéresse maintenant a la partie restante

/ VUSV(I)gC(t)dajdt = / Vu, (1 — Z wr§> Vp(dzdt + Z/ VUEVwrg (Gg;ﬁ (@/)l) — (p)Cd:Edt
cr cr i=1 cr

i€lq

+3 /CT VueVw,: (Gsi (1) — p)¢dadt + /CT Vu.Vw,i (G () — ¢)(dzdt

i€l i€l3
=k! + k2 + k> + kL.

Comme Y,V converge vers 0 dans L?(Q7), (Vu.) est bornée dans L*(Q7), et (1—
> wyi) est aussi bornée dans L (€2), on vérifie facilement que k! tends vers zéro.

Pour traiter k2, on a pour tout i € I

T T
/ _ Vu5VwT§ (Gg; () — p)Cdxdt = / / Vu€Vwr§ (G(g;: (¢;) — G(;;'(QO)) (dxdt
0o Jci 0 :

T
—l—/ VuVw,: (Gsi(p) — @) Cdadt,
o Joi

le deuxiéme terme du membre droite tends vers zero grace a la convergence uniforme
de Gsi(¢p) vers ¢ et I'estimation suivante

(2.77)

T
| [ vuunGale) - oot
o Jci

< ’C’LOO(O,T) Ve |qr |Vwrzi Qr ‘G(Sé(%") - SD‘Loo(cg) :

Pour le reste, un calcul direct donne

T T
/ VuVw,i (G5 () — Gsi () (dudt = / E ][ v — ][ ¥ Vu.Vw,i(dxdt.
0 JCi 0 S{I;i 5§i cki

keZ.
On introduit
(2.78) @) =u (@) avee §=-—k-y,
€
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donc,

2 AW,
/ VsV Wridy = / / sin 0 "+ ot () ——=r?drdfdiy,
C(é’z ’/‘Z) 62 87” d?“

avec cette notation, on obtient

) Ve (G () = G (@)G ()t =

2T T ri T 6l~l,k dWTz
=¢ W — ][ / d / sin 0df < =(y)C(t dt) — = ridr
Z ][sk sk 0 v 0 5t o Or @)) dr

keZ.

a (47%61 - ) & ][Sk Vi = ][Sk /51/ liglms: — L] 5=t ) C(t)dtdoy

= 5:),4(7;6—5_;(;) /QT (Gaiue) = Gra(ue)) (Goi (i) — Goi () C(t)dadt

i

= 47(’75<7+(51)/ (Gsi(ue) — Grilue)) (Go: (i) — Gai () C(t)dadt

— 4y /QT (v; —u) (Y — ) ((t)dxdt.

Passons au terme k2, on voit que

Z/ VuVw,: G(;z(dzz) w, Cdmdt+2/ VuVw,: (¢; — @) (dxdt

i€l i€l

=y (n' + 0%,

i€ly

Le premier terme dans le membre droite peut s’estimé par

(279) |h?1| < |VU€C|QT|VU}T;|QT|G5;(¢J ¢Z|L°° y — 0,

De la méme maniére pour hi? — 0 puisque |Vw,:
e T
née .

2@ — 0 et [Vug|gr est bor-

On termine la démonstration par I'estimation de k2, on a pour tout i € I3

[, VudTun) (Gae) = ¢) Cdrdt] < CI¥ulor Violor Ko |Ga(e) = el

<C () eri = 0(2)2 (erf) -0,

£2
ce qui achéve le raisonnement. O
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CHAPITRE 3

Equation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert
borné de RY

Résumé

Dans ce chapitre, on s’intéresse a I’é¢tude de 'homogénéisation et correcteur pour
une équation hyperbolique-parabolique dégénérée posée dans un ouvert borné €2 de
RY. L’équation dégénére au sens que le coefficient de conductivité dans une partie
ouverte A strictement contenue dans {2 est égale a 1, alors qu’a l'extérieur de A il est
de l'ordre de £2.

Nous montrons que sous 'effet de données initiales oscillantes, il apparait une
perturbation qui ne vérifie pas le principe d’équipartition de ’énergie.

1. Position du probléme et notations

Soient T > 0, Q un ouvert borné régulier de RY, N > 3, A une partie ouverte
réguliére de Q2. On suppose A strictement contenue dans €2, i.e. @\ A CC Q, ou
A désigne la fermeture de A. Considérons le probléme hyperbolique-parabolique sui-
vant :

r 2
pa% + pg% —div (p.Vu.) =0 dans Q7
(3.1) u: =0 sur 00 x 10,77,
' ue(z,0) = ul(x) dans €,
\ 6@215 (2,0) = ul(x) dans 9,
avec
(3.2) pe(r) = Xa + X4

On suppose que les données initiales u? et u! vérifient
(ul € H' (Q),

/ (XA + EQXQ\A) VUl |2 dz < C, Ve,
Q

(3.3)
(Fu’ e H' (Q), wul—u" faiblement dans L*(Q).
uz € L?(9Q),
(3.4)
Ju' € L2 (Q), wu! —u! faiblement dans L? ().

Le probléme (3.1) a une solution faible dans le sens suivant :
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THEOREME 3.1 ([21]]). Sous les hypothéses et les notations ci-dessus, il existe une
unique solution u. vérifiant

(3.5)
( 1 aus 2 82“5 2 -1
u. € L>(0,T; Hy (), 2 € L>=(0,T5 L (Q))WEW € L*(0,T;H (Q)),
0%u, ou, ' 1
<p€ 8t2 7§0> + (pE at 7@)9 _'_ (pEvusu VS0>Q = 07 dans D (OJ T)? VQO E HO (Q) 9

u(2.0) = ul(z) dans Q,

ou, )
Te (1.0) = Q.
| (2,0) =ul(z) dans

Un exemple de suite vérifiant (3.3))
Supposons que € soit un ouvert borné de RY et A une partie ouverte réguliére
strictement contenue dans €. 11 suffit de prendre u? de la forme (voir [25])

avec ¢(r) réguliére a support compact dans Q\ A, ¥(y) réguliére et Y —périodique ou
Y est le cube unité de RY.

L’hypothése est vérifiée par la suite définie par . En effet, d’abord
u? € H' (Q) pour tout €, car

x 1 x
Vid(z) = Vo(e)o(2) + Zo() V(D) € I2(9).
L’estimation dans (3.3) est aussi vérifiée car

/ (XA+52XQ\A) |Vug|2dx = / 52XQ\A]VUS\2dx
Q Q

x x.|?
= [ v + 6@ o) da
2\A € €

<C.

La suite u? converge faiblement dans L* (Q) vers ug(z) = ¢(x ¢ (y)dy, élément
de H' (Q). Donc la condition (3.3)) est vérifiée.
2. Probléme limite

Pour obtenir le probléme limite, on utilise les estimations a priori suivantes.

LEMME 3.1. La suite u. de solutions de (3.1) vérifie les estimations a priori
sutvantes :

(3.7) IV/Petiell L= o.1:020) < 6

(3.8) IVuexallceorL2@) < ¢

(3.9) leVuexanall o120 < ¢
Ju

(3.10) VP =iz < e

Notre résultat concernant le probléme limite est le suivant :
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THEOREME 3.2. Il existe v € L>(0,T; H'(A)) tel que la suite u. de solutions de

(3.1) vérifie :

(3.11) Ve —> vxa fortement dans L°(0,T; L*(2)),
(3.12) Vuoxa — Vuxa  * faiblement dans L>(0,T; L*(2)),
(3.13) eVusxaa — 0 * faiblement dans L>(0,T; L*(9)),
Ou, ov ‘ 0 2
(3.14) VPe 5 A * faiblement dans L*(0,T; L*(Q2)).
De plus, v est l'unique solution du probléeme limite suivant :
( 2
%+%—A;:O dans A x 0,77,
20— sur 0A x 0,77,
(3.15) In
v(z,0) = u’(x) dans A,
%(m, 0) = u'(z) dans A.

3. Correcteur

On introduit @, comme étant la solution du probléme suivant :

( 82@/5 aag . -
Pepm - P-ap div (p-Vi.) =0 dans Q7T
. =0 sur 09 x 10,77,
(3.16) ti.(z,0) = u’xa dans Q,
a@i‘s (2,0) = ulya dans €,

et on définit
(3.17) Ue = Ug — TUg.
On montre alors les résultats suivants :

THEOREME 3.3. La suite u. de solutions de (3.16)) vérifie les convergences sui-
vantes :

(3.18) Vpeli. —> vxa  fortement dans L*(0,T; L*(Q2)),

(3.19) Viiexa — Voxa  fortement dans L>(0,T; L*(Q2)),

(3.20) eViexaa —> 0 fortement dans L*(0,T; L*(12)),

(3.21) \/E% — %XA fortement dans L*(0,T; L*(2)).

THEOREME 3.4. La suite U, définie par vérifie les convergences suivantes :

(3.22) Vpeli. — 0 fortement dans L*(0,T; L*(Q2)),

(3.23) Viexas — 0 faiblement dans L°°(0,T; L*(Q)),

(3.24) eViexaa — 0 faiblement dans L=(0,T; L*()),

(3.25) \/E@;: — 0 faiblement dans L>(0,T; L*()).
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Ces convergences sont fortes si et seulement si
{ Jo (xa +*xaa) |Vu? — Vul*dz — 0,

(3.26)
[y lul —ut)Pde — 0.

St la condition (3.26) n’est pas vérifiée, alors il existe un réel H strictement positif
tel que, pour une sous-suite toujours notée €, on a

(3.27) / .| 2
Q

2
—(x,t)‘ dr — He ™" * faiblement dans L™(0,T),
(3.28) / pe| Vi (z,t)|*de — He ™" * faiblement dans L>(0,T),
Q

t ~
ou 2
(3.29) / / Pe 8—;($, s)’ drds — H(1 —e™") * faiblement dans L>(0,T).
0o Ja
REMARQUE 3.1. Le terme 1. agit comme une perturbation die aux oscillations des
données initiales u® et ul. Si la condition (3.26) n'est pas satisfaite, les convergences
(3-27)-(3.29) signifient que cette perturbation ne vérifie pas le principe d’équipartition
de ’énergie.

Avant de passer, nous aurons besoin de rappeler le résultat suivant

Résultat de compacité Soient X et Y deux espaces de Banach réflexifs tel que
X C Y avec injection continue, compacte et dense.

PROPOSITION 3.1 ([18]). On suppose que
g- — g dans L' (0,T; X),

Jge dg 1
- = = L TY
" " dans L"(0,T;Y),

alors
g. — g  fortement dans C°([0,T);Y).

4. Preuves des résultats
PREUVE DU LEMME [3.1] On multiplie la premiére équation du systéme (3.1)

0
par gie que l'on intégre sur Q2 x (0,t), t € (0,7"). On obtient :

ot
1
ol [ fol%
(3.30) )
2/p€|u | d:c+2/ (v + xana) [V P

Comme les données u! et u1 appartlennent aux classes et on déduit

de - ) les estimations et -

Pour démontrer lestlmamon , on multiplie (3.1)) par u. puis on intégre sur
Q2 x(0,s), s € (0,7). On aura aprés intégration par parties du terme hyperbolique,

c 1 ’
pgaiue(:c,s)d:c—l——/pglue(a:,s)|2dx+/ /pe\VuEdeda:
ot A

:%/ﬂ,ogm()mw/ d:v+//
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En réintégrant (3.31) sur (0,¢), pour un ¢ de Dintervalle (s, T'), il vient

/p5|u5 z,t)|*dr + = / /,05|u5 z,s)| da:ds+/ / /pEIVua| drdods <

<2/p5|u< ) dx+t2/Ps|U( Pda

(3.32)

Oue |5
+t/ ul(z )dm+t2\|\/E Y

Comme la suite de données initiales ug est bornée dans L? () et que la suite
produit ulu! est bornée dans L' (), alors I'estimation (3.10)) avec I'inégalité ([3.32))
impliquent

1 1 t t s
—/pglua(m,t)|2dm—|——/ /pa|u6(x, s)\2dxds+/ / /pg|Vu5\2da7dads<C’
2 Ja 2Jo Ja 0o Jo Ja

d’ot, I'estimation (3.7)). O

HLoo 0,T3L2(Q))

PREUVE DU THEOREME [3.2] Les estimations (3.7) et (3.8) impliquent que
la suite

(3.33) u.  est bornée dans L>=(0,T; H'(A)),
il existe alors un élément v € L>(0,T; H'(A)) et une sous-suite ¢ tels que
(3.34) u, — v * faiblement dans L>(0,7T; H'(A)),

d’ott la convergence (3.12]).
D’autre part, on a

leVuexa + eVuxoyall Lo or.L20)
< leVuexallieor:2) + leVuexaall o720
<

leVue|| Lo 0,712 ()

[Vucxalleo.riz2@) + leVuexanall e o,r:02(0))
les estimations et . nous donne
(335) HsVuEHLoo(O’T;LQ(Q)) g C

Donc en outre, la suite eu. étant bornée dans L>(0,T; Hi(2)), il existe alors un
certain w de L*>(0,T; Hy(Q)) tel que

(3.36) eu. — w * faiblement dans L>(0,T; Hy(Q)).
Dans la suite on montre que w est la solution du probléme suivant

(a2
8_w+8_w_Aw: dans Q\ A x]0,TJ,

w = sur 9(Q\ A) x10,T],
w(.,0) =0 dans Q\ A,

\ E("O):O dans Q\ A.

En divisant la premiére équation du (3.1)) par £ on obtient :

1 O%u. N 1 Ou.
o TP or

(3.37)

(3.38) dw((1 X4 +exaa)Vue) =
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En multipliant (3.38) par ¢y € H}(Q\ A) x D(0,T), oi ¢ est prolongée par zéro
dans A, et en intégrant I’équation obtenue sur  x (0,7"), on aura

/OT<€%XQ\A; ‘P>¢dt + /OT <€%XQ\A7 90>¢dt+

(3.39) .
+/ /éSXQ\AVuEngdedt =0.
0 Q

Dans (3.39)), on passe a la limite lorsque ¢ — 0, de (3.36]) on déduit
(<% 009) = ga(erranae) —
YT = 75\ EUc 5
(3 40) 012 XO\A; P 012 XO\A; P
' 02 0*w :
@<wXQ\A7 S0> = <WXQ\A7 %0>7 dans D (O’ T>7
ou, 0
<5EXQ\A7 <P> = E<EU€XQ\A79@> —

%<wXQ\A7SO> = <%—12)XQ\A,QO>, dans D'(0,T),

(3.41)

T T
/ / eVuxo\aVoypdrdt — / / Vwxa\aVedrdt.
0 Q 0 Q

On obtient alors

T 0%w T ow
—_— dt — dt
/0 <8t2 XQ\A,<P>¢ +/0 <8t XQ\A,SO>¢
T
+/ /VwXQ\AVgowdxdt =0,
0o Jo

et donc w vérifie ’équation limite suivante

Pw  Ow -
(3.42) W—I—E—Aw—o dans (Q\ A) x ]0,T.

Reste a identifier les données initiales de la limite w. A Paide des estimations

B9, B-10) on a

o cu.xo\a est bornée dans L>(0, T HY(Q\ A)),

O, _
o Ea_l;XQ\A est bornée dans L>(0,T; L*(Q2\ A)),
0%u, ) - . _
£ Xa\a  est bornée dans L*>(0,7; H™ (2 A)),

ot?
et en s’aidant de la convergence ([3.36)), il vient

EusXana — wxa\a * faiblement dans L=(0,T; Hy(Q2\ A)),

au& aw . e’ A
(3.43) e XA = oXa\a * faiblement dans L™(0,T; L*(Q2\ A)),
0%u, 0*w

E5p X = o Xawa * faiblement dans L°(0,T; H 1(Q\ A)).
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Grace aux injections compactes Hi(Q\ A) — L2(Q\ A) — HY(Q\ A) et la
Proposition [3.1], on conclut que
EUXo\A — WXo\4 fortement dans CO([O, Ty L2(Q \ A)),
(3.44) ou, ow

€57 Xana — 5 X\ fortement dans C°([0, T]; H *(Q\ A)).

D’autre part, on a

u? —u® faiblement dans L* (Q),
(3.45)

ul —u! faiblement dans L*(Q),
alors

eu? — 0 faiblement dans L*(Q),
(3.46)

eul — 0 faiblement dans L*(Q),

grace (3.44) et en vertu de

eus(.,0)xaa = w(.,0)xo\a fortement dans L*(92),

3.47
(347) 8%(‘70»(9\14 - aa_l;(w())xw fortement dans H~'(Q2).

De (3.46)) et (3.47), en déduit que

w(.,0)xoua =0 dans Q,

(3.48) B
ot

Ainsi w est solution du probléme ({3.37)).
Remarquons aussi que, d’aprés (3.36), on a

(,0)xona =0 dans Q.

(3.49) guxa — wya ¥ faiblement dans L>°(0,T; L*(Q)).
De la convergence ([3.34), on déduit que

(3.50) gusxa — 0 * faiblement dans L>(0,T; L*(Q2)),
11 suit alors de (3.49)), (3.50), que
(3.51) w=0 dans Ax (0,7).

En conclusion, comme w est la solution du probléme (3.37)) et vérifie (3.51)), on
déduit que

(3.52) w=0 dans Q x (0,7).

La convergence (3.13)) est donc une conséquence de (3.36)) et (3.52]).
Les estimations (3.8)), (3.10), nous donnent

du.

¢ 8_1;XA est bornée dans L>°(0,T; L*(A)),
0*u, ’ N B
92 Xa est bornée dans L>(0,7; H " (A)),
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et en s’aidant de la convergence (3.34)), on a
usxa — vxa * faiblement dans L>(0,T; H*(A)),

(3.53) 85;6 X4 — %XA * faiblement dans L>(0, T’; L2<A))7
82u6 821}

T X4 — ﬁ“ * faiblement dans L>°(0, T Hil(A)»

Grace aux injections compactes H'(A) C L*(A) C H '(A) et la Proposition
on conclut que
usxa — vxa fortement dans C°([0,77]; L*(A)),
(3.54) B o
alfxf; — (9_:5)XA fortement dans C°([0, T]; H'(A)).

En s’aident des convergences (3.44)", (3.54)" et en vertu de
(3.55) VPle = UsXa + EUXana —> Uxa  fortement dans L>®(0,T; L*(9)),

on obtient (3.11)).

La convergence (3.14)) est une conséquence de I'estimation (3.10]) et de la conver-
gence (11).

Maintenant, on identifie les données initiales de la limite v, on sait que

u? — u® faiblement dans L*(Q),
(8.56) { ul —u! faiblement dans L*(Q),
alors
ulxa — ulx4 faiblement dans L? (),
(8.57) { ulxa — u'xa faiblement dans L? (Q0),

mais grace au (3.54)), en vertu

ue(.,0)xa = v(.,0)xa fortement dans L*(Q),

(3.58) A
ot

(,0)xa — %( 0)xa fortement dans H1(Q),

on conclut que
v(.,0)xa =u"4 dans Q,
(3.59) 9
ot

Pour obtenir I'équation limite (3.15]), on multiplie (3.1)) par une fonction test de
la forme o € H}(A) x D(0,T), avec ¢ prolongée par zéro a I'extérieure de A, il
vient

82
(3.60) / <0t2 XA, P ¢dt+/ /—XAgowdxdt+
0

-l—/ /VuaXAV<p@/)da:dt =0,
0o Ja

ou (.,.) désigne le crochet de dualité (H~'(A), H}(A)).

—(,0)xa = u'xa dans Q.
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En passant a la limite par rapport a £ et en tenant compte des convergences

,il vient
T 0%, T 0%
/0 S /0 (oo,

T r o
/ /—XAgowd:Bdt—>/ /—XAgpwdxdt,
o Jq Ot

T T
/ / VuxaVodxedt — / / VuxaVpudzdt.
0o Jao 0 Jo

Et donc v vérifie ’équation limite suivante :

v v
(3.61) W 5 Av =0 dans A x (0,7).
Remarquons que ’équation (3.61) peut étre obtenue en prenant seulement une

fonction test de la forme oy € H}(Q) x D(0,T), telle que ¢ définie comme suit

p e CH(4),
(3.62) =0 dans Q\ A,
=0 sur 0f.

On obtient

/ < QXA,gp bt + / / 9 wovdzdt + / / Yoy aVibdredt = 0.
0

En appliquant la formule de Green, il vient

T, 0%  Ov T ov
/O<W+E—Av,<p>wdt+/o €G> Ydt =0,

ou
(.,.) désigne le crochet de dualité ((HI(A))I : Hl(A)>,

< .,.> le crochet de dualité < (Hfl/Q((?A))/ ,H1/2(8A)>.
Et grace a (3.61)), on conclut que

T

9

/ < 2 o>t =0,
0 on

ov
par conséquent o 0 sur 0A x (0,7). O
n
PREUVE DU THEOREME [3.3l Notons d’abord que les convergences (3.11))-(3.14)
sont toutes vérifiées par la suite @. de solutions de (3.16)).
La convergence (3.18]) n’est autre que (3.11) appliquée a la suite ..

On montre dans la suite les convergences (3.19)-(3.21). La conservation de I'éner-
gie associée a . s’écrit :

(3.63)
8u5 2 - 2
(x, t dx +2 pe (xa +€°xa\a)| Vi (z, t)|"dx
Q

|
:/A|u1(:v)|2das+/A|Vu0($)|2d:)3.
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o - . ov .
Retournons a I'équation limite (3.15]), multiplions cette derniére par 25 puis
intégrons sur A x (0,t), t € (0,T), on obtient

2 t 2
/‘@(a:,t)‘ d:v+2/ / ‘@CE,S)‘ dxds+/|Vv(x,t)|2dx
:/ ]ul(a:)IQd:c—i-/ V(22
A A

De , en déduit

(3.65)
Dt
U e (. t)‘ dx+2/ /,05 —(z, s) dxds+/(XA+6 Xo\a)| Vi (z, t)*dx

/
/‘ a;t dx+2/ /‘ dmds+/|Vv(:E,t)|2d:E.

On passe a la limite supérieure dans les membres de (3.65), on aura

limsup/ UL — (=, t)‘ d:U—f—hmsupZ/ /,0E
s [ (e + <o) Vi o, )
d 2
/)8t:pt x+//’ax5 dazds
+/ |Vo(z,t)|*dr.
A

Par ailleurs, la suite @, vérifie les convergences faibles (3.12)-(3.14)), alors la semi-
continuité inférieure nous donne pour presque tout t € (0,7)

hm inf / / ‘

o,

8u5

(x s)‘ dxds+

(3.66)

hmmf/ /p€ 8% (x,s) dxds //‘ (z,s) dxds
(3.67)
1iminf/XA|Vﬁg(x,t)| dx>/|VU(x,t)| dr,
€ Q A
liminf/ e*xa\a|Vie(z, t)]*dz > 0
€ Q
De (3.66)), on a
2 t Y 2
limsup/ (‘3ug<x t)| de = —limsupQ/ /p€ %(az, s)| dxds
€ € Q

- thUp/(XA + £%xo\a) | Viie (2, 1) [*da

6 xt dx—i—Q//av

Jf S
+/ |Vv(x,t)|2das.
A

(3.68)

+ d:cds
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Rappelons que
t . 9 ¢ y
liminf/ /p6 %(w,s)‘ dxds Slimsup/ /pE %(
s Jo Jo 1Ot e JoJa 10

lim inf/(XA + e®xa\a)| Vi (1) ]*dz < lim SUP/(XA + e¥xa\a)| Vi (1) dz.
< Ja Q

e (3.67) et (3.69), on obtient

—hmsup/ /pE d:)sds //‘ dmds

—limsup/(XA+€2XQ\A)|Vu€ )|?dr < / IVu(z,t)|*d.

3

Ainsi, et (3.70) nous donne

x,s)| dxds,

(3.69)

(3.70)

2 2
(3.71) limsup/ Ot —(z,t)| dx </ g:(x t)| dex.
En comparant (3.67] ml et (3.71), on conclut que
Ot 2
lim inf (.:1: t)‘ drx = lim sup pE o —(x,1) da: = ‘ )| dx,

d’ou on tire

(3.72) lim

e—0

xt dx—/‘

De la méme maniére, on traite les deux autres termes dans (3.66|) et on obtient

05
lim//pE Y (z,s) dxds—//‘ dxds
e—0

(3.73) hm |Vu€(x t)xal*dr = / |Vo(z,t)|*dr,

lim / V. (2, t)xanal?dz = 0.

e—0 Q

Par conséquent, les convergences (3.19)-(3.21)) découlent des convergences faibles

(3.12)-(3.14)) appliquées a la suite . et des convergences (3.72))-(3.73). O

PREUVE DU THEOREME [3.4] Les convergences (3.22)-(3.25) découlent immé-
diatement de (3.11)-(3.14), (3.18)-(3.21) et de la Définition [3.17]

On montre dans la suite que les convergences (3.23)-(3.25) sont en fait des conver-
gences fortes si et seulement si la condition est satisfaite.

D’aprés la Définition [3.17] 4. est la solution du probléme suivant :

¢ 9 A N
pg% + pe a@t — div(p-Vii.) = 0 dans Q7
U, =0 sur 09 x 10,77,
(374) ﬁg(I, 0) = ug — uUXA dans Q,
8;: z,0) = ul —u'ya dans Q.
\




Chapitre 3 Equation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert borné de
RN

L’équation de I’énergie du probléme (|3 , s’écrit

/ 8u5$t dac+2//pa

(3.75) [ oIVt 0P s
Q

da:ds+

:/p€|u;—u1XA\2d:E+/p5|Vug—VuOXA|2dx.
Q

En utilisant (3:26)° et (3.4)%, il vient
(3.76)  /pe(ul —u'xa) = (ul —u')xa + culxaa — 0 fortement dans L*(Q).

De (3.26)" on obtient

Ve(Vu — Vulya) = /pe (Vul — Vu®) +eVu xora — 0

(3.77) ,
fortement dans L-(€2).

Par conséquent, en passant a la limite dans les deux membres de et en
tenant compte de et de , on conclut que les convergences —3.25
sont fortes.

Réciproquement, si on suppose que les convergences (3.23)-(3.27) sont fortes, on

1

voit immeédiatement, via 1’équation (3.75]), que la suite de données initiales (ug,ug)

vérifie la convergence (3.26). En effet, en passant a la limite dans les deux membres

de (3.75)) et en tenant compte des convergences fortes (3.23)-(3.25]), on obtient

lim/ pe|ul — utyal|?dr =0,
(3.78) “
lim/ pe| VUl — Vux 42dz = 0.

En utilisant (3.78)" et (3-4)°, il vient
(3.79)  (ul —u')xa = pe(ul —u'xa) —eulxoa — 0 fortement dans L*(12).

De (3.78)%, on obtient
(3.80)

Ve (Vul — Vu?) = /p-(Vul — Vu'x4) — eVulxoa — 0 fortement dans L*(Q).

Par conséquent, la suite de données initiales (u?, ul) vérifie la condition (3.26).

On montre dans la suite la deuxiéme partie du théoréme. Pour cela, on suppose
que la condition (3.26)) n’est pas vérifiée.

Multiplions la premiére équation de par pu. , ou ¢ € D(0,T),u. €
L?(0,T; H(S)), aprés avoir intégré par parties son terme hyperbolique, il vient

/OT (/ dx) o(t)dt — /OT </Q Pe|Vﬁ€|2dI) o(t)dt =
- /OT (/Q Peaa—;ugdx> o (t)dt + /OT (/ p- 88; ugdx) o(t)dt.

8u5

(3.81)
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Par utilisation de (3.22)), (3.25), on conclut que le second membre de (3.81)) tend

vers zéro avec €, et comme ¢ est arbitraire, on aura

(3.82) / 9a. |

Par ailleurs, posons

1

1
(3.83) H® = 5 / pelul — utxal?dr + 5
Q0

En vertu de

Ve (ul —ulya) = (ul —u')xa +eulxaa est bornée dans L*(Q).
Ainsi, en utilisant I'estimation de , on obtient

VP (Vul — Vulya) = \/p-Vul — Vu'yx4 est bornée dans L*(Q).

Et donc, (H®). est une suite bornée de nombre réels positifs, et donc il existe un
réel H strictement positif tel que, pour une sous-suite de £ encore notée €, on a

(3.84) H® — H dans R.
En s’aidant de (3. 75]) (3. 83]) et (3. 84]) on obtient pour la méme sous-suite

+ / pe|Viiz(x,t)*de — 2H fortement dans C ([0, T1).

Par sommation de et -, on obtient

/ Ote dx+/ /p<E
Q

(3.86)
di,
Posons [(t) la limite dans L>(0,7") de la suite / ps\a—liﬁd:c, pour ¢t € (0,7), on
Q

dx — / pe|Vi|*dz — 0 * faiblement dans L>(0,T).
Q

/ p|Vul — Vuly 42 dz.
Q

(375 (x s)‘ dxds

d:z:ds — H * faiblement dans L*>(0, 7).

définit une fonction ¢ € L'(0,T) comme suit

e (s) = xun(s) = { (1) :i z E Eg:;j))j-

/OT (/Q de) <p(s)ds—>/0Tl s
Mais, comme
/OT(/Q/JE X o, a ) ds—/ /pg
[ 1etsias = [ ias

o,
T —(x, s)‘ dxds —>/

D’ou

ou,
Pe _(mv 3)

dmds

et

alors, en déduit que

(387 [ [s
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Par ailleurs, I’estimation 3.10 appliquée a la suite i, nous donne

O,
sup | [ [ ]S o] < T o <
0<t<T
il en découle que / / Pe i;(x, s) dxds est bornée dans L>°(0,7"). Alors la conver-
gence ) devient
du Ot :
(3.88) //pg “ (x,s) dxdsA/ s * faiblement dans L>(0, 7).

De (3.86), (3-88), on conclut que
t
(3.89) I(t) + / l(s)ds = H,
0

apreés avoir dérivé les deux termes de I'équation (3.89)), on conclut que [ est la solution
de I'équation différentielle ordinaire suivante :

I'(t)+1(t) =0,
[(0) = H.
En s’aidant de la théorie de E.D.O, nous avons pour chaque ¢ € (0,7
(3.91) I(t) = He "
En utilisant (3.82)), (3.86) et (3.91), on conclut que

/ O, |2
Pe
Q

ot
/ p| Vi |*dr — He " * faiblement dans L*(0,T),
Q

(3.90)

dx — He " * faiblement dans L>°(0,7),

Ou.

t
| [ol5

—t($,8)

ar conséquent, 4. ne vérifie pas le principe d’équipartition de I’énergie. O
9 g

2
dwds — H(1 — e ") * faiblement dans L>(0,T),
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Conclusion et perspectives

Dans cette thése, nous avons étudié ’homogénéisation d’un probléme d’évolution
dans des milieux hétérogénes. Le premier chapitre est consacré a 'étude du compor-
tement asymptotique d’un probléme parabolique dans un milieu poreux dans lequel
baigne un réseau e-périodique de trés petites particules sphériques.

Le deuxiéme chapitre concerne 'homogénéisation d’un milieu multiphasique formé
d’une phase ambiante connexe entournant m phase ou chacune est un réseau e —périodique
de petites particules sphériques.

Notant que dans les deux chapitres le comportement limite contient l'effet des
particules evanescentes representé par 'apparition dans le cas critique d’un terme
non local. Par contre dans le premier chapitre, il apparait de plus 'effet des petits
trous donnant le terme etrange dans les équations limites.

Ce travaille s’ouvre sur les perspectives suivantes

— Etude du correcteur pour le processus de diffusion dans un milieu poreux a
suspensions evanescentes .

— Homogénéisation et correcteur dans un milieu perfoé de trous a taille non cri-
tique et petites particules .

— Homogénéisation dans un milieu perforé avec petits trous et petites particules
par la méthode de I'eclatement périodique.

Le travail du chapitre 4 montre que lorsque on considére un choix approprié des
données initiales on aura une bonne approximation de la solution de I’équation
hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert bornée de RY. Dans la conti-
nuité de ce travail on a les perspectives suivantes :

— Etude de I'équation hyperbolique-parabolique dégénérée dans une structure
mince hétérogéne.
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Annex A

Dans cette annexe nous démontrons les outils spécifiques de la méthode de la zone
de controle du chapitre 2. Nous reprenons deux démonstrations existantes déja dans

9]
Preuve du Lemme [2.3] On commence par montrer

‘][ u(ry, ©, @) (Tl,@,<I>))da ’
S1

ou do est la mesure sur la sphére unité

do := sin ©dOdP,

Gu_ (100 1 o
v= Or’'rd®’ rsin®od )’

On déduit directement de cette derniére égalité que

27 T ro au 2
2

21 T
2/ dCI)/ 1(©,®)sin ©dO,
0 0
ol on a posé

1(0,P) :=inf {/r2 |<pl(7’)\2r2dr, o € H' (r,72), o(r) = u(ry,0,®), ¢(rs) = u(rs, 0, CID)} )

T1

47TT1 T9

(392) |VU|C 7‘1 ,T2) /

)
o —7

et

r2dr sin ©dO

(3.93)

Rechercher 1(0©, ®) revient a poser le probléme variationnel suivant :

Trouver x € K tel que
oy {ated)= [ K0)N6- ) a0 Ve K,

T1

K= {QS € Hl(rlalr?)ﬂ ¢(r1) = u(r17®7®)7 Qb(TQ) = U(T‘Q,@,q))} :
Pour ¢ € D(Jry,r3]) on a £ + x € K, donc d’aprés (3.94))

72
alx, Lo+ ) = = / (P (r)rdr > 0,

T1

d’ou
T2
| X @) wrtdr =0, ¥ € Drira),
donc
(x (r)r?) =0
Ceci entraine
Xl(r)rQ = —c1,

ce qui implique
C1
x(r) = ~ + co.
A partir des égalités x(r1) = u(r,0,®), x(r2) = u(ry, ©, P), on a
1 172

x(r) =~

rro —T1

(u(rh @7 q)> - U(T’Q, @7 q))) + Co,
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il en découle

(0, ) = / o (7)rdr

= nr (U(T‘27@’q)) - u(rl,@,CI)))Q.

o —T

Du calcul précédent on déduit

2m ™
\Vu%(rhm) 2/ d@/ I1(©,®) sin ©dO
0 0

= 172 / (u(m,@,@) - U(rh@?q)))Qdo—
ro—"1 Js,
gy 72 ][ (u(r2, ©, @) — u(ry, 0, ) do,
o —T S1

et d’aprés I'inégalité de Holder

2
[Vl > 47— (][ (“(T2a97q’)—U(ﬁ,@,@))da) '
S1

o —T

On conclut en remarquant que

1 2 T
udo = —/ dq)/ u(rq, ©, ®) sin Or2dO
][s amrs Jo 0 (72 ) ?

= ][ u(re, ©, P)do.
S1

Preuve du Lemme [2.2] Supposons pour U'instant que le résultat est vrais pour
R = 1. Alors, par le changement de variable

xr = Ry, T < B<OaR>7y S B(071)7

u(z) = u(y),
on a
2 2
/ ‘u—][ uda‘ dx:R3/ a—][ ado‘ dy
B(0,R) SaRr B(0,1) Sa

R _ .

< CE‘Vu‘ZB(O 1)
R? ) 1

= OE‘RVU‘B(O R)R3
RQ

= O |Vul?
o | u’B(O R)

1l suffit donc de démontrer le résultat pour R = 1. Pour u € H'(B(0,1)) et pour
tout r € (0,1) on utilise la notation suivante

a(r) :][ udo,
ST
[u] :][ udo.
B(0,1)

page 75




Annex A

Un calcul direct en coordonnés sphériques donne

3 3 fl 1
[u] = — udo = —/ dr/ udo = 3/ r2a(r)dr,
am B(0,1) 4 Jo S, 0

ce qui entraine, en appliquant 1'inégalité de Holder

Ifu] — i) = ( / () - 12(04))\/§7“d7’)2 < /0 302 (a(r) — a(a)) dr-

Par application du Lemme [2.1] - pour {a, 7}, on déduit estimation

] — ( / Ir = 3r2dr) Vuln,

(3.95) = m </0 |r — a]rdr) \Vu|23(071)
C

< E|VU’23(0,1)-

Par ailleurs, on a d’apreés l'inégalité de Poincaré-Wirtinger
2
(3.96) / lu— [u]|"dz < C|VulB.)-
B(0,1)

En combinant (3.95) et (3.96]), on obtient

|lu(z) < 2|u(z)

O‘)|128(0,1) = + 2| [u]

UHQB(O,l) a)‘B(O,l)

C
< CVulpe) + E|VU|QB(0,1)
ce qui achéve la démonstration. .

Preuve du lemme Vérifions d’abord le résultat (2.71]). Notons que

[wri G (0) ) = |V ((w,0)Gsi () 220

puis par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

L2(Q)>
V(w,: )G 2d$<(/ Vuw,.
o /Q| ()G (9] [ vu,

i) ([ 165 o)
Q
< O,

qui donne le premier résultat c’est a dire w,: Gy (@) € Hy(Q).

Passons maintenat au deuxiéme résultat. D’abord pour i € I U Iy, on

lw,i (Gsi(p) — ) a1 0) = [Vwr (Gsi (@) — @) — w,i Vo120
< |V, (Goi (@) — @) lr2(0) + lwi: Vol 2y
< Vi | 20) |G (@) — @lLe@) + [wys | 2(0) Vel Lo @)
En s’aidant des — et la covergence uniforme de G; () vers ¢, on trouve
[Vw,i|r2(0)|Gsi(0) = @lre@) — 0,
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\wTé L2(Q)|V§0‘Loo(g) — 0,
d’ou
wyi Goi (0) — ¢ € Hy(9).
Maintenant, pour ¢ € I3
wri (Goi (0) = @) Iy = [V (Goi (0) = ¢) — wri V|12
< OV (Gilp) = @) l2ce) + 1wni Vol 2.
< C|Vwr§|L2(Cs)\G6§(90) - 90|L°°(Cs) + ’wr§|L2(CsuDs)’V‘P|L°°(Q)
De (2.22))-(2.23) et (2.36]), on a
wri (Gsi(9) = @) lmy) < C(V2)Y22eri V| oo (o) + |C U De|[Vp| oo )

il/2 .
< CIVpl=(0) <%5r§ +|C. U D€\> :

Comme |C.UD.| -0 et r’ — 0 quand € — 0, on déduit
Wy Goi (p) — ¢ € Hy().
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Dans cette annexe nous démontrons les outils spécifiques de la méthode de la zone
de controle du chapitre 1. Nous utilisons ici une généralisation d’un résultat présenté

dans le cas N = 3 ( Lemme Lemme [2.2] ).

LEMME 3.2. Pour tout 0 < ry <ry et u € H' (C(ry,79))

2
S N-2
3.98 Vutlgq o > 2¥nrs) udo — 4 udo
(r1,r2) N—2 N—2
Ty =T Sry Siy

1
O1 ][ . do = / do
s, 1Sk| Js

LEMME 3.3. ¥(a, R) € R x (0,1) , 3C > 0 tel que Yu € H' (B(0, R))

U — ][ udo
OB(0,ar)

Preuve du lemme 1.1 :
Montrons ([1.36]). Soit 6 € H}(2), on a

0 — G (0)[72(0,.) = 0— { 0do|*d
0= GOty =3 f V0= f  odoPa

keZ.

r
= Oa(N/2)—1 Vs
B(0,r)

On peut mettre Y* C B (8/€,€\/§/2). Appliquons le Lemme avec le choix

=2 R = 5‘/75 on obtient
2
0 — G, |*dr < / 0 — ][ Odo
/QYE h Z:E B(ek,e¥3) Sk

“= Vs
52 2
< C— VO dx.
r : B(sk,sﬁ)
On peut déduire cette estimation

Z/ IVO)? da < 2/ IV0|?dz,
B(ek,s?) Q

keZ.

car ‘Ukezg (B(ak,g‘/?g) \ Yf)‘ < 21Q]. Par conséquent

2
/ 10— G, 2dr < C 6_2/\V9]2dx.
Qy, Q

N
Te

Passons maintenant au (1.37)). Soit § € Hj (), on applique une deuxiéme fois le
lemme |3.3| avec le choix o = 1, R = €4, et on trouve

0 — Gy (0)]%, < (£6.)2 / Vo|2dz
| 0)1h, < (6 ) B(EME)I |

keZ.

S (e ) / IVO)2d.

keZ.
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Pour montrer (1.38)). Notons que
/ |G7's( Géa | dx - Z /
Q

keZ.

dy.

2
][ Odo — ][ Odo
sk

On applique le lemme dans le second membre de cette derniére égalité avec

_ Lk
= CE

71 = 0z, 79 = Te, €t on note ek + C'(d;,r:)

(5N 2 -
G, e dz < / Vo|*dz’
160~ csora <y [ St [ 90

keZ.

N 2 5N 2 . 1
= / iy 1907 v

SN Ts

() () e

dx

A
< & 2
S |VO|“dx
65 Ce
En tenant compte de
)
YH =N, == <,

ce qui achéve la démonstration.

Preuve de la Proposition :

T T T
/ ][ 0> dzdt < 2/ ][ \9—G5€(9)|2dxdt—|—2/ ][ |G5.(0)*dxdt

0 D. 0 D. 0 D¢

T

:2/ ][ |6—G55(9)\2dxdt+2/ (G (60)2dadt
0 D QT
T
C (26.)? / ][ V6[2dzdt + 4 / G (6) — G (0) 2dudt
0 D, or

8/ \G,,E(H)—H\Zd:z:dt+8/ 0|2 dxdt.
QT QT

Par ailleurs,

ID| = |B(e(k +y1),€0:)| = Sn(ed.)™ ~

keZe

(ed)N2 1 ¢
(399) D Swor

D’aprés (1.36)),(1.37),(3.99) et I'inégalité de Poincaré, on a

page 79



Annex B

T T 2
/ ][ 10]2dzdt < C(gag)N—Q/ ][ V6|2 dzdt + C | — / V6|dwdt
0 D. 0 D. 6X=2) Jer

2
+0( Ji_z)/ \V@]dxdt+0/ IVO2dwdt <
Te Qr QT

<C g2 g2 )
<Oyt tl) [ IVoPdu

3 3

2
< Cmazx (1, %) / |VO|*dxdt.
or

€
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Dans cette annexe nous vérifions les hypothses sur les trous.

Preuve de la Proposition :
On a vu que dans la définition w, vérifie les hyporhéses (H.1)-(H.2) par
construction. Vérifions les hypothéses (H.3),(H.4).

Vérification de (H.3) :
D’abord, on calcule |Vuw,|

V.| = Z/ |V, |2dz,

keZ.

par définition on a

w(r) = w. (/e — yo — k), pour x € YF

avec
—N+4+2 _  —N+42
() = 0
l*N‘i’Q _ a;N+2
donc
1
/ Vw,[*de = = |V, |?eNdz.
ch €% JC(ae,l)

Comme w. est une fontion radiale, on a

. dw,
ng = (W,O, 70) s

et
dw —N + 2)p~N+1
(3.100) = = ( ) , |zl =
dr [~N+2 — a7 N+2
En utilisant les coordonnées sphériques
z1 = rcosby, zo = rsinby, ......... , 2N = rsinfy....sinfy_ssinfyn_1,

ou les variables 6; varient entre 0 et m pour i € 1,(N — 2), la variable 0y_; varie
entre 0 et 27 et la variable r varie entre a, et [.

Alors
N-2 dwe o n_ LgipN-2 N-3
|Vw. |4 = Ze / / / / |—|r O1sin” " °0s...stnbn_1dbO,..dON_1dr
keZ.
2m dwg
= ZeN 2/ / / sin™ 720, 5inN"30,...sinfn_1db;..dON 1/ |
keZ.
dw
N-2 e
= Z e" SN / = 2dr
k€eZ.
et comme card(Z.) = 1 donc
£ €N7
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19| o [((N = 2)IN "2, N2
]Vw5|?2 =Sy (8_N e aN-2 — |[N-2

(3.101) . N ( (N = 22 )

2 leZ _ aENfZ

On remplace la valeur de a, par C’Oeﬁ dans (3.101)), on obtient

a2 — g N = 2C ( (N -2) >

52 1_ C(J)V—2€2
(3.102) s e
oN-
<C (%) <C
1_ ?N—Q

Ot Sy est la surface de la sphére unité de RV,

Donc, |Vuw| r2(Q) est bornée. Passons maintenant a la démonstration de la borni-
tude de w. dans L*(©). On a

dw,
dr
ae <17 <= (o) < we(r) < we(l),

0<w.(r)<1

>0 donc (w. est croissante )

Tant que €2 est borné

[we| 20y < C,
‘VwE|L2(Q) < C.

Donc w, est bornée dans H'(€2), il existe une sous suite encore notée w. qui
converge faiblement dans H'(Q) vers w.

On note Y = Y\ (Crx UTF), xy+ est la fonction caractéristique.
D’autre part, on sait que w. =1 dans Y alors w.xy> = Xy

La fonction xy» est e-périodique (de période €), d’aprés le théoréme 2.6 [10] xy-
converge faiblement vers sa moyenne c’est a dire

de plus, on a
(3.104) w, —w dans H'(Q) = w, — w dans L*(9).

De (3.103) et (3.104)), on déduit

wexys = wyx* dans L*(Q),
avec
WeXyr = Xvr — X,
il vient que wyx* = x* cela veut dire que w = 1 (de P'unicité de la limite).

Vérification de (H.4) :
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De la définition de w. (1.4), il est clair que — A w, est nulle sauf sur B*, T
par intégration , on obtient
/ — AN w.dx

/ — AN w.dx =
Q kEZ.

—Z/ — A weda

keZ. Te
ow ow
_ Z ed . Z/ s
keZ. /Bk I kez. 7 OTE 877

Par conséquent Aw. = pu. — A\ dans €, ot u. désigne les masses portées par les
sphéres OB et \. désigne les masses portées par les sphéres OTF.

Montrons maintenant que
pe — - dans H Q).

Pour avoir cette convergence, on calcule explicitement .. Appelons £g la masse
de dirac portée par 0B, c’est a dire

€ns) = [ elo)ds, W e D),
oB
Les masses i, A\ s’écrivent en fonction de la masse de dirac comme suit

ow, ow,
(3.105) pe=Y_ o Jomre, Ao = > oy ot

k€Ze keZ.

On calcule . en remplacant a. par Coe?(V=2) dans la formule explicite de w..
Puisque w, est une fonction radiale donc

ow, dw,
an J(?B? - dr (T - El)

on evalue cette dérivée en r = l. On sait que
dw. (1 d,
dr  \e dr )’

dw. (=N +2)rN+D)

avec

dr [(=N+2) _ ag—NJr?)'
On a

N L9 _N-2 N—2\ 1
== (T
dr [N-1 IN=2qN=2

N ) lN72OéN72
( ) :
— N1 IN=2 — N2

(N —2) al~?
- I IN—2 _ (N2

(N=2)Cy %2 (N —2)C) %2
el(IN-2 — CN=222)  N-1 _ o232

En résulte

dw. 1 ((N—z)(}g”g?) (N =2)C§ %
B l

on e N1 =) N oY
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Donc,
N —2)Cy 2
(3.106) pe =Y ( )Gy e€pp.

Dans le cas N=3,

Co
he = e 2 St

k€eZ.

Le terme (V=1 — O\ 72l? tend vers [N~! lorsque ¢ — 0. Il reste a trouver la
convergence de ), e€pk.

On introduit une fonction auxilliaire ¢. solution du probléme suivant
{ —/Ag. = —N dans B?

dq
8; =¢el sur OB~

Ce probléme (Neumann non homogéne)est coercif sur I'espace H'(Q)\R, vérifions
la condition de compatibilite dans le cas N = 3

(3.107)

—N.ldx—i—/ el.ldx =0
BE OBk

4
—3|B"| + £l|0BF| = —3?”(51)3 +el(4n(el)?) = 0

Tant que la fonction ¢. est définie dans I’espace quotient donc est définit de fagon
unique a une constante additive. Remarquons d’abord qu’on travaille sur une boule,
on peut utiliser les coordonnées polaires, le systéme (3.107)) s’ecrit

(3.108) r

N -1
— (qg + qé) = —N dans B?

g'n=¢el sur OBF,

. dg

i d—; = r dans BY,
fixer la constante additive & g. on met ¢. = 0 sur B¥, aprés on prlonge par zéro sur
toute la cellule Y*\ B*,

il est facile de voir que le systéme (3.108]) est vérifie, pour

On note par

q- dans B*
(3.109) g =
0 sur Y*\ BF

On a toujours cette égalite ||G:||z2) = ¢/ L2(0.)-
dq. k.
On a =7 dans B? et comme r < el donc
r
dge
<e p.p

De l'inégalite de Poincaré, on a
|Gl @) = 13| 2) + IV 120
< C(Q)|Ve|r2 ) + IV 2
<OVl + IV 2@ < Ce
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Cegi implique que . converge vers 0 fortement dans H'(€).

Revenons maintenant au laplacien —Ag., pour une fonction test ¢ € D(2) on a
<_A65a 90> = <(1€7 _A90>

une intégration par partie nous donne

N dyp
_Am - € d - e d
(—AG /Vquox Z/quanx

keZe keZ.

Intégrons une deuxiéme fois, avant de suivre les calculs remarquons d’abord, le
second terme de la derniére égalite est nulle puisque ¢. = 0 sur 9B".

. 9qe
A, ) = —Aq.pd
(—Ag / q¢x+Z/Bkan

keZ. keZ.
=) (elépr, o) + > —N{xss, #).
keZ. keZ.

Les boules sont disjointes, on a Zkezg XBt = Xupk, d’ou
(3.110) — NG =) elépe — Nxups.
keZe

La fonction ¢. converge vers zéro dans H'(Q) fortement, sa dérivation est continue
au sens des distributions, donc —Ag. converge vers zéro dans H1(Q).

D’autre part la fonction xy,_, pr est une fonction périodique converge vers sa
1
moyenne NZNSN|Q|,

REMARQUE 3.2. On fait un petit calcul dans le cas N = 3

|2 4m
| Ukez. (eB(ya, 1) + k) | ~ Y |elB(0,1)] ~ =3 —(el)®.

keZ.

1194 4
La fonction 3xypr converge vers sa moyenne 3 ( | | 7T(51)3) = —Wl?’.

363 3 3
Done, (3.110) sera
—AGe =Y elép — 3xup

keZe
Passoons a la limite, et divisons sur |

3
keZ.
on conclut o o
0 0 2
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On conclut dans le cas ot N > 3

Z €§Bk — S’l—NlN

k€eZ.
donc Voo Voo
(N=2)Cqy (N=2)C""  ~o1
He = IN-1 _ CéV—QgN—lggB? — [N-1 Snl
c’est & dire

o= (N - Z)Cé\[iQSN.
Ce qui termine la vérification de (H.4), puisque
Ae,v.) = 0,V € Hy(2) tel que v. =0 sur 7.

car A\. ne prend que les masses sur les bords des trous.

Preuve de la convergence ;. Sy est la surface de la sphére unité dans un
espace de dimension N (le rayon est r = 1)
9 (N+1)/2
(N +1)/2)
Ss. est 'hypersphére dans un espace de dimension N de rayon d.
55 B 27]_(N+1)/2(€5€)N—1

© I((N+1)/2

Sy =

= (55)]\7_15]\[.

T
/ [ VU0, (G ) ~ G (o))
0 De

(][ ][ )/ / / 720, 5in™N 730, sin0 N _odb1dbs..dON _2dON_1
keZ. S"

A (/ 0% G it )

= gN_ziév Q_f)é;rj ( fsk fsk ) /S ) / £ Jgi=s. — @] jgi=r.) Cdtday

On remarque qu’on a

(3.111) ][ hdo = ][ h|,—gdo, S la sphére de rayon 1 et de centre 0.
SRk S1

k k
/ ugjrzgst'SN = / ugdogés.
SN Sse

Si on prend la moyenne de cette derniére,

][ u¥|,—s.do = SN][ U.do
Sy Sk
On sait que

AW, (=N +2)rCN+) ((—N+2)(557~5)N—2) ( 1 )

dr ré*N+2) B 5§7N+2) o 55\[-2 _ Tév_2 N—-1

On remplace

En remplagant maintenant
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/ /CD VuNw, (Gs. (V) — Gs.(p))Cdxdt =

_¢€ 8N((J:fN—f) (;CEQN 2 ) / (][Sk ][Sk ¢> (SN][Sgaﬂgda — SN][Sf?EaEdO-> Cdt
e 2252 o / | (Gt ) (G, (6) — G, () (0t
() (=) [ / (Gt ) (Go. (1) — G, () (0)da
= () [ [ ) (Go.(6) = G () C(O)dad

— 5 / () (0~ ) (1)t
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