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Notations

Ω : un ouvert borné de RN .

Cc(Ω) : espace des fonctions continus à support compact dans Ω.

D(Ω) : espace des fonctions de classe C∞ à support compact inclus dans Ω .

Lp(Ω) : espace des fonctions mesurables f telque
∫

Ω
|f |pdx < +∞ 1 6 p < +∞

L∞(Ω) : espaces des fonctions mesurables f telque ∃C constante,|f(x)| 6 C p.p
sur Ω

ΩT := Ω× ]0, T [.

|.|Ω : désigne la norme dans Lp(Ω)

O(εa) : désigne une fonction de ε > 0 telle que limε→0
O(εa)

εa
= 0

|Ω| : désigne la mesure de Ω

χΩ : désigne la fonction caractéristique de Ω
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Introduction

Notre thèse s'inscrit dans le domaine de l'étude mathématique des matériaux
composites. Ces derniers deviennent incontournables notamment dans les di�érents
domaines thermiques, élasticité, électromagnétisme, mécanique des �uides... La struc-
ture de ces matériaux peut être composées de divers constituants intimement mélan-
gés et imbriqués. Une di�culté majeure rencontrée dans l'étude des équations de
la physique de ces matériaux et que les divers paramètres physiques(coe�cients de
conductivité, délasticité...) sont discontinus et varient rapidement d'un constituant à
l'autre.

Lorsque les constituants sont intimement mêlés, la structure microscopique du
matériau devient très complexe du fait des fortes hétérogénéités, mais d'un point
de vue macroscopique le matériau tend à se comporter comme un matériau idéal,
homogène. Pour s'a�ranchir de ces di�cultés dans l'étude du comportement macro-
scopique de ce type de matériaux, un outil mathématique appelé homogénéisation a
été developpé à partir de leur composition microscopique et les lois de comportement
de ces derniers. Plus exactement l'homogénéisation consiste à remplacer le milieu
hétérogène par un milieu homogène équivalent.

Du point de vue mathématique, la modélisation des phénomènes intervenant dans
les matériaux composites aboutit à des équations aux dérivées partielles. En général
les coe�cients oscillants du problème sont indexés par un petit paramètre ε repré-
sentant la taille liée à la non-homogénéité du milieu. Les méthodes asymptotiques
consistent essentiellement en l'étude de l'in�uence des petits paramètres sur la so-
lution des problèmes mathématiques, l'in�uence de ces petits paramètres peut être
très grande sur les solutions. L'homogénéisation consiste à obtenir une loi de com-
portement équivalente (on dit aussi homogénéisée ou e�ective) lorsque l'on gomme
ces hétérogénéités. Ce passage revient techniquement à un passage à la limite avec
un ou plusieurs petits paramètres liés à la non-homogénéité du milieu.

Dans le cas particulier d'un composite périodique ie constitué de matériaux dis-
tribués périodiquement, la détermination du problème homogénéisé se traduit par un
phénomène de moyennisation au niveau des lois de comportement à l'échelle micro-
scopique.

De nombreuses méthodes ont été développée pour l'étude de tels milieux, A. Ben-
soussan, J.L. Lions et G. Papanicolau [6] développèrent des méthodes probabilistes
et des méthodes de développement asymptotique des milieux périodiques. Luc Tatar
[29] a développé la méthode de l'énergie. G. Nguetseng [23] a eu l'idée d'introduire la
notion de convergence double échelle, G. Allaire a développé la méthode de la conver-
gence double échelle, et l'a appliqué à beaucoup de cas particuliers. D. Cioranescu,
A. Damlamian et G. Griso [20] introduisent la méthode de l'éclatement périodique.
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Introduction

Si le milieu non-homogène n'a pas une structure périodique, alors il existe des mé-
thodes di�érentes ( Γ-convergence, G-convergence, H−convergence) qui permettent
de démontrer la convergence du processus d'homogénéisation ( E. De Giorgie, S.Spagnolo
[27], L. Tatar [29], F. Murat [23]).

Les progrès les plus récents en théorie de l'homogénéisation concernent l'appari-
tion de termes supplémentaires dans les équations limites dits "termes étrange" D.
Cioranescu, F. Murat [17], ou bien d'équations limites d'un type autre que les équa-
tions de départ, ce qui correspond aux e�ets non locaux [3],[4],[5] représentatifs d'un
nouveau mode d'interaction entre les échelles macroscopique et microscopique et dont
il est question dans les trois premiers chapitres de cette thèse. Les termes non locaux
sont bien traités dans le cas des �bres [3],[4],[14].

L'objectif de cette thèse est l'homogénéisation d'un milieu multiphasique formé
d'une phase ambiante connexe et de deux à plusieurs phase constituées de résaux
ε−périodique de �nes particules ou trous.

Le premier chapitre s'intéresse à l'homogénéisation d'un processus de di�usion
dans un milieu poreux dans lequel baigne un réseau ε-périodique de très petites par-
ticules sphériques, ε étant un paramètre positif destiné à tendre vers zéro. L'ensemble
des particules a une masse totale de l'ordre de l'unité et un volume global tendant
vers zéro lorsque ε tend vers zéro. La méthode utilisée est une méthode de l'énergie
adaptée aux sous structures très �nes, cette dernière est une combinaison de la mé-
thode de Cioranescu-Murat [17] et la méthode de la zone de contrôle élaborée par
F.Bentalha et al.[9]

Le problème étud0ié est le suivant :

(0.1)


ρε
∂uε
∂t
− div (νε∇uε) = fε dans ΩT

ε ,

[uε]ε = 0 sur ∂Dε×]0, T [,
[νε∇uε]ε n = 0 sur ∂Dε×]0, T [,

uε = 0 sur (∂Ω ∪ ∂Tε)×]0, T [,
uε (0) = u0

ε dans Ωε.

Avec Ω ⊆ RN(N ≥ 3) un ouvert bornée lipschitzien, Dε est la suspension de
petites particules sphériques de rayon δε telle que 0 < δε << 1, Tε est l'ensemble des
trous de rayon αε avec 0 < αε << l, tel que l> 0 qui sont répartis ε−périodiquement.
Ωε = Ω \ Tε et Ω′ε = Ωε \Dε est la phase ambiente.

ρε (x) =

 1 si x ∈ Ω′ε,
aε si x ∈ Dε,
0 si x ∈ Tε,

νε (x) =

 1 si x ∈ Ω′ε,
bε si x ∈ Dε,
0 si x ∈ Tε.

Sous les hypothèses de Cioranescu-Murat (1.47) sur les trous et les hypothèses
(1.18)-(1.21) sur fε et les données initiales, plusieurs cas se distingues en fonction de
la valeur du coe�cient raré�é dé�ni par (1.29), dans le cas critique où δN−2

ε = O (ε2)
le problème limite est un système couplé de deux concentrations et un terme étrange
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Introduction

donné par :

(0.2)



∂u

∂t
−∆u+ µu+ (N − 2)γSN (u− v) = f dans ΩT

a
∂v

∂t
+ (N − 2)γSN (v − u) = 0 dans ΩT

u (0) = u0 dans Ω
v (0) = v0 dans Ω

où u et v sont données par (1.51)-(1.54).

Dans les autres cas, le problème limite est plus simple que le cas critique. Lorsque
δε << ε2/(N−2), la capacité limite est nulle, v ne dépend pas du temps et coincide
avec les conditions initiales. Le problème limite prend la forme suivante :{

∂u

∂t
−∆u+ µu = f dans ΩT

u (0) = u0 dans Ω

Dans le dernier cas, si ε2/(N−2) << δε , la capacité explose donc v coincide avec
u, ce qui donne le problème homogénéisé suivant :

(1 + a)
∂u

∂t
−∆u+ µu = f dans ΩT

u (0) =
1

(1 + a)
u0 +

a

(1 + a)
v0 dans Ω

Le chapitre 2 s'intéresse à l'homogénéisation du même processus posé dans un
milieu multiphasique formé d'une phase ambiante connexe et de m,m > 1 phases
où chacune est un réseau ε-périodique de très petites particules de masse totale de
l'ordre de l'unité et de volume global tendant vers zéro. Ces particules sont considérées
de forme sphériques. La méthode utilisée est la méthode de la zone de contrôle. Le
problème associé à ce processus est le suivant :

(0.3)


ρε
∂uε
∂t
− div (νε∇uε) = fε dans ΩT ,

[uε]ε = 0 sur ∂Dε×]0, T [,
[νε∇uε]ε n = 0 sur ∂Dε×]0, T [,

uε = 0 sur ∂Ω×]0, T [,
uε (0) = u0

ε dans Ω.

Avec Ω ⊂ R3 un ouvert borné lipschitzien, Dε =
⋃m
i=1D

i
ε où chaque Di

ε, 1 6 i 6
m, est un réseau ε-périodique de petites particules de rayon δiε, 0 < δiε << 1.
[.]ε est le saut à l'interface ∂Dε, n est la normale sur ∂Dε à l'extérieure et

ρε (x) =



1 si x ∈ Ωε,
a1
ε si x ∈ D1

ε ,
a2
ε si x ∈ D2

ε ,
...

amε si x ∈ Dm
ε ,
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νε (x) =



1 si x ∈ Ωε,
b1
ε si x ∈ D1

ε ,
b2
ε si x ∈ D2

ε ,
...

bmε si x ∈ Dm
ε .

L'étude a été faite par Bentalha et al. [9] pour une structure binaire par la
�méthode de la zone de contrôle � qui est une adaptation de la méthode des
échelles multiples aux sous-structures très �nes (voir [8],[9],[10]). Cette étude géné-
ralise l'étude précédente en prenant une structure compliquée car nous disposons de
nombreux matériaux di�érents. Signalons que la di�culté consiste à trouver la fonc-
tion test à utiliser dans la formulation variationnelle.

Dans le chapitre 2, sous les hypothèses (2.9) le problème homogénéisé donné dans
le théorème 2.2 est sous la forme suivante :
(0.4)

(
1 +

∑
i∈I3 ai

) ∂u
∂t
−∆u+ 4π

∑
i∈I1 γ

i (u− vi) = f −
∑

i∈I1 gi dans ΩT ,

ai
∂vi
∂t

+ 4πγi (vi − u) = gi dans ΩT , si i ∈ I1,

vi (0) = v0
i dans Ω, si i ∈ I1,

u (0) =

(
1

1 +
∑

i∈I3 ai
u0 +

∑
i∈I3

ai
1 +

∑
i∈I3 ai

v0
i

)
dans Ω.

Où γi est le coe�cient de raréfaction de la suspension donné par

γi = lim
ε→0

γiε, γiε =
δiε
ε2
.

Avec
I1 :=

{
i, i ∈ {1,m} tel que γi > 0

}
,

I2 :=
{
i, i ∈ {1,m} tel que γi = 0

}
,

I3 :=
{
i, i ∈ {1,m} tel que γi = +∞

}
.

u et vi, i ∈ I1, sont donnés par (2.42)-(2.46).

Dans ce chapitre, l'étude révéle que si I1 6= ∅, le problème limite contient plus
d'une concentration, précisément c'est un système de card(I1) + 1 concentrations
avec des termes non locaux. Dans les autres cas, il s'agit de I1 = ∅, la forme du
système est plus simple, nous avons une concentration et des e�ets particuliers qui
justi�ent toujours la présence des suspensions évanescentes.

Dans les deux premiers chapitres de cette thèse, le comportement asymptotique
se caractérise par l'apparition à la limite de termes supplémentaires (termes non lo-
caux -terme étrange) représentatifs d'un nouveau mode d'interaction entre échelles
microscopique et macroscopique.

Le troisième chapitre de la thèse est consacrée au cas où Ω un ouvert bornée de
RN , et A est une partie ouverte strictement contenue dans Ω.

page 12



Introduction

Le sujet de ce chapitre a été proposé et suivi par le Dr Ali Sili de l'université
de Toulon, France comme sujet commun à ma personne et à Bengouga Nadia. Ces
résultats font l'objet du chapitre 3 de cette thèse et d'un chapitre de la thèse de
Bengouga Nadia.

On a étudié le comportement asymptotique de la solution uε d'équation hyper-
bolique parabolique suivante :

(0.5)


ρε
∂2uε
∂t2

+ %ε
∂uε
∂t
− div (ρε∇uε) = 0 dans ΩT ,

uε = 0 sur ∂Ω× ]0, T [ ,
uε(x, 0) = u0

ε(x) dans Ω,
∂uε
∂t

(x, 0) = u1
ε(x) dans Ω,

avec

(0.6) ρε(x) = %ε = χA + ε2χΩ\A.

Oú ∂Ω désigne la frontière de Ω.

Du point de vue du correcteur, le cas d'une équation hyperbolique (ρε = 0) a été
étudie par Mourad Sfaxi (voir [25]). Sfaxi a montré que uε se décompose en

(0.7) uε = ũε + ûε,

Où ũε est la solution de la même équation hyperbolique à données initiales, bien
préparées de sorte que la suite ũε véri�e les mêmes convergences que la suite uε, mais
fortement au lieu de faiblement.

Ainsi la suite ûε par dé�nition converge faiblement vers zéro. Cela signi�e que le
terme ûε est une perturbation, lorsque les données initiales u0

ε et u1
ε ne convergent

que faiblement dans L2(Ω), mais l'énergie associée à ûε véri�e le principe de l'équi-
partition de l'énergie(voir [11]).

Dans notre cas, on montre que contrairement au cas hyperbolique la perturbation
ûε ne véri�e pas le principe d'équipartition de l'énergie.

page 13





CHAPITRE 1

Homogénéisation d'un processus de di�usion dans un milieu
poreux à suspensions évanescentes

Résumé

L'objectif de ce chapitre est l'étude du comportement asymptotique du processus
de di�usion dans un domaine biphasique formé d'une phase ambiante et d'une phase
formée d'un réseau ε- périodique de petits trous et petites particules sphériques. Les
particules et les trous ont un volume total tendent vers zéro quand ε→ 0, tandis que
la masse totale des particules reste de l'ordre de l'unité.

1. Position du problème

Soient T > 0, ε un réel strictement positif qui prend ses valeurs dans une suite de
réels qui tend vers zéro et Ω ⊆ RN un ouvert bornée lipschitzien (N ≥ 3).

On recouvre RN par un réseau périodique de cellules εY , où

(1.1) Y :=

(
−1

2
,+

1

2

)N
,

est la cellule de base.

On note chaque cellule du réseaux par

Y k
ε := εk + εY, k ∈ ZN ,(1.2)

Soit

Zε :=
{
k ∈ ZN , Y k

ε ⊂ Ω
}
,(1.3)

ΩYε := intérieur
⋃
k∈Zε

Y k
ε .(1.4)

Soient y1, y2 ∈ Y tel que y1 6= y2 et soit l > 0 tel que

B(y1, l) ⊂ Y, B(y2, l) ⊂ Y,(1.5)

et B(y1, l) ∩B(y2, l) = φ,(1.6)

où B(a, r) est la boule de rayon r et de centre a.

On dé�nit deux paramètres δε, αε tels que{
0 < αε < l, 0 < δε < l,

et αε → 0, δε → 0 quand ε→ 0.
(1.7)
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suspensions évanescentes

L'union des trous est dé�nie par

(1.8) Tε :=
⋃
k∈Zε

T kε où T kε = B (εy2, εαε) + εk,

et celle des particules par

(1.9) Dε :=
⋃
k∈Zε

Dk
ε où Dk

ε = B (εy1, εδε) + εk.

Les hypothèses (1.7) se traduit par

(1.10) |Dε| −→ 0, |Tε| −→ 0 quand ε −→ 0,

qui veut dire que le volume global des particules et les trous tend vers zéro.

On dé�nit l'ouvert perforé Ωε par

(1.11) Ωε = Ω \ Tε.

La phase ambiante est donnée par

(1.12) Ω′ε = Ωε \Dε.

On utilise aussi les notations suivantes pour le domaine cylindrique spatiotempo-
rel :

(1.13) ΩT := Ω× ]0, T [ ;

ainsi que les notations analogues pour les ensembles ΩT
ε , ΩT

Yε
et DT

ε .

On considère le problème à dimensionel qui gouverne le processus de di�usion
dans le mélange décrit ci-dessus. En notant aε > 0 la densité de la masse relative,
bε > 0 la di�usivité relative dans la suspension et fε densité de forces extérieures,
on peut supposer sans restreindre la généralité du problème que |Ω| = 1.

Trouver uε solution de

(1.14)


ρε
∂uε
∂t
− div (νε∇uε) = fε dans ΩT

ε ,

[uε]ε = 0 sur ∂Dε×]0, T [,
[νε∇uε]ε n = 0 sur ∂Dε×]0, T [,

uε = 0 sur (∂Ω ∪ ∂Tε)×]0, T [,
uε (0) = u0

ε dans Ωε.

où [.]ε désigne le saut à l'interface ∂Dε, n est la normale extérieure à ∂Dε et

(1.15) ρε (x) =

 1 si x ∈ Ω′ε,
aε si x ∈ Dε,
0 si x ∈ Tε,

(1.16) νε (x) =

 1 si x ∈ Ω′ε,
bε si x ∈ Dε,
0 si x ∈ Tε.

On note ũε le prolongement par zéro de uε sur tout Ω, donné par

(1.17) ũε =

{
uε dans Ωε,

0 dans Tε.
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suspensions évanescentes

La suspension se caractérise par le fait que son volume global tend vers zéro en
contraste avec sa masse totale qui reste de l'ordre de l'unité. Ce qui se traduit par
l'hypothèse

(1.18) lim
ε→0

aε|Dε| = a > 0.

On suppose aussi que la di�usivité relative véri�e

(1.19) bε > b > 0, ∀ε > 0.

En ce qui concerne les données, on suppose que

(1.20) fε ∈ L2
(
0, T ;L2(Ωε)

)
, u0

ε ∈ L2 (Ωε) ,

de plus,

(1.21)



f̃ε ⇀ f dans L2 (0, T ;L2 (Ω)) ,

ũ0
ε ⇀ u0 dans L2 (Ω) ,∫
−
Dε
|u0
ε|2dx 6 C,

1

|Dε|
u0
εχDε ⇀ v0 dans D′ (Ω) , avec v0 ∈ L2(Ω),

où, pour tout D ⊂ Ω, on note∫
−
D

. dx =
1

|D|

∫
D

. dx.

Dans la suite C désigne une constante strictement positive, indépendante de ε
pouvant varier d'une ligne à une autre.

2. Les estimations a priori

2.1. Existence et unicité.

Formulation variationnelle La formulation variationnelle du problème (1.14)
est :

Trouver uε ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ωε)
)
∩ L∞

(
[0, T ];L2(Ωε)

)
tel que

(1.22)
d

dt
(ρεuε, w)Ωε

+ (νε∇uε,∇w)Ωε
= (fε, w)Ωε

dans D′ (0, T ) , ∀w ∈ H1
0 (Ωε) ,

uε (0) = u0
ε dans Ωε.

Théorème d'existence et d'unicité

Théorème 1.1. Pour tout ε > 0, sous les hypothèses précédentes le problème
(1.22) admet une unique solution. De plus, uε ∈ L2 (0, T ;H1

0 (Ωε))∩C0 ([0, T ];L2(Ωε)) avec
∂uε
∂t
∈ L2 (0, T ;H−1 (Ωε)), ce qui donne un sens aux conditions initiales (1.14).

La démonstration de ce résultat est classique, on utilise la méthode de Faedo-
Galerkin [12].
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2.2. Estimation a priori.

Proposition 1.1. Sous les hypothèses (1.18) - (1.21)

(1.23) ũε est bornée dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

De plus, il existe C > 0 indépendente de ε, tel que

(1.24)
∫
−
Dε

|uε|2dx 6 C p.p. dansquad [0, T ] ,

(1.25) bε|∇uε|2L2(DεT ) 6 C.

Démonstration. Après substitutions de w = uε dans la formulation variation-
nelle (1.22) et intégrations sur (0, T ) pour tout t ∈]0, T [, on obtient :

1

2
|√ρεuε|2Ωε +

∫ t

0

|
√
νε∇uε|2Ωε =

∫ t

0

∫
Ωε

fεuεdxds+
1

2
|√ρεu0

ε|2Ωε ,

puis

1

2

(
|uε|2Ω′ε + aε|uε|2Dε

)
+ bε

∫ t

0

|∇uε|2Dεds+

∫ t

0

|∇uε|2Ω′εds =(1.26) ∫ t

0

∫
Ωε

fεuεdxds+
1

2

(
|u0
ε|2Ω′ε + aε|u0

ε|2Dε
)
.

On remarque que les hypothèses (1.21) entraînent

|u0
ε|2Ω′ε + aε|u0

ε|2Dε 6 |ũ
0
ε|2Ω + aε|Dε|

∫
−
Dε

|u0
ε|2dx 6 C.

De plus, ∫ t

0

∫
Ωε

fεuεdxds =

∫ t

0

∫
Ω

f̃εũεdxds 6
∫ t

0

|f̃ε|Ω|ũε|Ωds.

En utilisant l'inégalité de Poincaré et celle de Young, on obtient∫ t

0

|f̃ε|Ω|ũε|Ωds 6 C(Ω)

∫ t

0

|f̃ε|Ω|∇ũε|Ω =

∫ t

0

|C(Ω)fε|Ωε|∇uε|Ωε

6
∫ t

0

|C(Ω)fε|Ωε|∇uε|Ω′εds+

∫ t

0

|C(Ω)fε|Ωε |∇uε|Dεds

(1.27)

6
1

2

∫ t

0

|C(Ω)fε|2Ωεds+
1

2

∫ t

0

|∇uε|2Ω′εds+
1

2bε

∫ t

0

|C(Ω)fε|2Ωεds+
bε
2

∫ t

0

|∇uε|2Dεds.

D'après les inégalités (1.26)-(1.27), on a

1

2

(
|uε|2Ω′ε + aε|uε|2Dε

)
+

1

2

∫ t

0

|∇uε|2Ω′εds+
bε
2

∫ t

0

|∇uε|2Dεds 6 C,(1.28)

�

Il faut noter que ces estimations sont obtenues sans aucune hypothèse sur les
trous T kε , k ∈ Zε.

page 18



Chapitre 1. Homogénéisation d'un processus de di�usion dans un milieu poreux à
suspensions évanescentes

3. Les outils spéci�ques

Les outils introduits dans cette section sont ceux de la méthode de la zone de
contrôle [7],[8],[9],[10] et ceux de la méthode de Cioranescu-Murat [17].

Avant de passer aux outils, on dé�nit le facteur de raréfaction des particules

(1.29) γε :=
δε
N−2

ε2
.

3.1. Outils de la méthode de la zone de contrôle.
Les propositions et les lemmes de cette partie sont donnés sans démonstration car
c'est une adaptation des résultats prouvés dans [9].

D'abord, on a
R = {(rε), δε << rε << 1, rε < l} ,

donc rε ∈ R si et seulement si

lim
ε→0

δε
rε

= 0.

On désigne le domaine compris entre les sphères de rayon a et b par

C (a, b) :=
{
x ∈ RN , a < |x| < b

}
.

On introduit

Ck
Tε = ε (y2 + k + C (αε, l)) , CTε :=

⋃
k∈Zε

Ck
Tε .

Pour tout (rε) ∈ R, on dé�nit également

Ck
Dε = ε (y1 + k + C (δε, rε)) , CDε :=

⋃
k∈Zε

Ck
Dε ,

Cε := CTε ∪ CDε .

Définition 1.1. Pour tout (rε) ∈ R, on dé�nit wrε ∈ H1
0 (Ω) par

(1.30) wrε (x) :=


0 dans Ωε \ CDε ,

Wrε

(x
ε
− y1 − k

)
dans Ck

Dε
, ∀k ∈ Zε,

1 dans Dε,

tel que

(1.31) Wrε (y) =
r−N+2
ε − |y|−N+2

r−N+2
ε − δ−N+2

ε

pour y ∈ C(δε, rε).

Où Wrε ∈ H1 (C (δε, rε)) est la solution fondamentale du Laplacien c'est à dire
véri�e :  ∆Wrε = 0 dans C (δε, rε) ,

Wrε = 1 pour |y| = δε,
Wrε = 0 pour |y| = rε.

Cette fonction radiale véri�e les propriétés données ci-dessous.
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Proposition 1.2. Pour tout (rε) ∈ R , on a

(1.32) 0 6 wrε 6 1,

(1.33) |∇wrε|Ω 6 C(γε)
1/2,

(1.34) wrε −→ 0 dans L2 (Ω) .

On introduit les opérateurs localisants donnés par la dé�nition suivante.

Définition 1.2. Considérons pour tout r > 0 la fonction

Gr : L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
−→ L2

(
ΩT
)

dé�nie par

(1.35) Gr (θ) (x, t) =
∑
k∈Zε

(∫
−
Skr

θ (y, t) dσy

)
1Y kε (x) ,

où

Skr := ∂Bk
r , B

k
r := εk + εB(y1, r).

L'opérateur Gr a les propriétés données par les deux lemmes suivants.

Lemme 1.1. Si (rε) ∈ R, alors pour tout θ ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)) on a

|θ −Grε (θ) |L2(ΩTYε)
6 C

(
ε2

rN−2
ε

)1/2

|∇θ|L2(ΩT ),(1.36)

|θ −Gδε (θ) |L2(DεT ) 6 C (εδε) |∇θ|L2(DTε ),(1.37)

|Grε (θ)−Gδε (θ) |L2(ΩT ) 6 C

(
ε2

δN−2
ε

)1/2

|∇θ|L2(CTDε)
,(1.38)

où Gδε (θ) et Grε (θ) sont dé�nis par (1.35). De plus,

|Gδε (θ) |2L2(ΩT ) =

∫ T

0

∫
−
Dε

|Gδε (θ) |2dxdt,(1.39)

|Grε (θ) |2L2(ΩT ) =

∫ T

0

∫
−
Dε

|Grε (θ) |2dxdt.(1.40)

Lemme 1.2. Pour tout θ ∈ D (Ω),

(1.41) |Gδε (θ)− θ|L∞(ΩT ) −→ 0,

(1.42) |Gδε (θ)− θ|L∞(CTDε∪D
T
ε ) 6 2εrε|∇θ|L∞(ΩT ).

Pour tout ϕ ∈ C
(
Ω
)
, on a

(1.43)
∫
−
Dε

ϕdx −→
∫

Ω

ϕdx.

Définition 1.3. Soit l'opérateur MDε : L2 (0, T ;Cc(Ω)) −→ L2(ΩT ) dé�ni par

(1.44) MDε(ϕ)(x, t) =
∑
k∈Zε

(∫
−
Y kε

ϕ(y, t)dy

)
1Bkr (x).
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Lemme 1.3. Pour tout ϕ ∈ L2 (0, T ;Cc(Ω)), on a

(1.45) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Dε

|ϕ−MDε(ϕ)|2dxdt = 0.

Proposition 1.3. Si (rε) ∈ R et pour tout θ ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)), on a∫ T

0

∫
−
Dε

|θ|2dxdt 6 C max

(
1,

1

γε

)
|∇θ|L2(ΩT ).

3.2. Hypothèses sur les trous.

Définition 1.4. On dé�nit wε en posant

(1.46) wε (x) :=

 0 dans Tε,
w̄ε(x/ε− y2 − k) dans Ck

Tε
, k ∈ Zε

1 dans Ωε \ CTε ,

où w̄ε ∈ H1 (C (αε, l)) est la solution fondamentale du laplacien, c'est a dire :

 ∆w̄ε = 0 dans C (αε, l) ,
w̄ε = 1 pour |y| = l,
w̄ε = 0 pour |y| = αε.

On suppose que les trous (T kε )k∈Zε sont tels qu'il existe au moins deux suites wε
et µε tels que pour tout k ∈ Zε, on a :

(1.47)

(H.1) wε ∈ H1(Ω)
(H.2) wε = 0 sur Tε
(H.3) wε ⇀ 1 faiblement dans H1(Ω) et p.p dans Ω
(H.4) µε, λε ∈ H−1(Ω) tel que{
−4 wε = µε − λε, µε → µ dans H−1(Ω)

〈λε, vε〉 = 0 pour tout vε ∈ H1
0 (Ω) tel que vε = 0 sur Tε.

L'idée du cadre abstrait des hypothèses a priori est due à D. Cioranescu et F.
Murat [17], les hypothèses (H.1) à (H.4) que l'on vient d'énoncer sont simplement
celles introduites dans [17] pour l'opérateur Laplacien adaptées à notre géométrie.

Proposition 1.4. Si on choisit αε = C0ε
2/(N−2), alors la fonction wε dé�nie par

(1.46) véri�e les hypothèses (H.1)-(H.4).

4. Homogénéisation dans le cas δN−2
ε = O (ε2)

Le cas du rayon critique auquel est consacré ce paragraphe se caractérise par la
limite �nie

(1.48) γ = lim
ε→0

γε ∈]0,+∞[,

la taille des particules δε est de l'ordre de ε2/(N−2).

Dans ce cas les résultas d'homogénéisation sont plus intéréssants sous l'hypothèse
de di�usivité in�nie
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(1.49) lim
ε→0

bε = +∞.

Remarque 1.1. On remarque que dans ce cas, la proposition 1.3 devient :

(1.50) ∀ϕ ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

∫ T

0

∫
−
Dε

|ϕ|2dxdt ≤ C|∇ϕ|2L2(ΩT ).

4.1. Enoncé des résultats.

On commence par un résultat préliminaire.

Proposition 1.5. Sous les hypothèses (1.18)-(1.21), il existe u ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω))∩
L2 (0, T ;H1

0 (Ω)) et v ∈ L2 (0, T ;L2(Ω)) , tels que pour une sous suite extraite,

ũε
∗
⇀ u dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
,(1.51)

ũε ⇀ u dans L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,(1.52)

Grε (ũε) −→ u dans L2
(
ΩT
)
,(1.53)

Gδε (ũε) ⇀ v dans L2
(
ΩT
)
.(1.54)

De plus, on a

(1.55) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Dε

|ũε −Gδε (ũε) |2dxdt = 0.

Démonstration. De (1.23), on déduit pour une sous suite extraite les conver-
gences (1.51) et (1.52).

Montrons (1.53). On a pour tout (rε) ∈ R

|u−Grε(ũε)|2ΩTYε 6 2|u− ũε|2ΩT + 2|ũε −Grε(ũε)|2ΩTYε .

Sachant que limε→0
δε
rε

= 0, et tenant en compte le lemme 1.1 on a

|ũε −Grε(ũε)|2ΩTYε 6 C

(
ε2

rN−2
ε

)
|∇ũε|2ΩT

6 C

(
ε2

δN−2
ε

)(
δN−2
ε

rN−2
ε

)
6 C

(
δε
rε

)N−2

→ 0,

de (1.52) et comme limε→0 |Ω \ ΩYε| → 0, on obtient

lim
ε→0
|u−Grε(ũε)|ΩT −→ 0.

Pour montrer (1.54), on remarque d'après (1.53) et le lemme 1.1 que

|Gδε(ũε)|L2(ΩT ) 6 |Gδε(ũε)−Grε(ũε)|L2(ΩT ) + |Grε(ũε)|L2(ΩT )

6
C

(γε)
1/2
|∇ũε|L2(ΩT ) + C 6 C.

Alors il existe une sous suite de ũε et vi ∈ L2(ΩT ) véri�ant (1.54)
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Par ailleurs, on rappelle que d'après (1.36) du lemme 1.1, de (1.25) et (1.49) , on
a ∫ T

0

∫
−
Dε

|ũε −Gδε (ũε) |2dxdt 6 C(εδε)
2

∫ T

0

∫
−
Dε

|∇ũε|2dxdt

(1.56) 6
C

γεbε
→ 0.

�

Proposition 1.6 ([9]). Pour tout ϕ ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)), on a

(1.57)
∫ T

0

∫
−
Dε

ũεϕdxdt −→
∫

ΩT
vϕdxdt.

Démonstration. Soit ϕ ∈ L2 (0, T ;Cc(Ω)) on a∫ T

0

∫
−
Dε

ũεϕdxdt =

∫ T

0

∫
−
Dε

(ũε −Gδε(ũε))ϕdxdt+

∫ T

0

∫
−
Dε

Gδε(ũε) (ϕ−MDε(ϕ)) dxdt

+

∫ T

0

∫
−
Dε

Gδε(ũε)MDε(ϕ)dxdt.

Le premier terme du membre droite tend vers zéro grâce à (1.55). Le second terme
converge aussi vers zéro par le lemme1.3 et (1.54), le dernier terme se traite comme
suit∫ T

0

∫
−
Dε

Gδε(ũε)MDε(ϕ)dxdt =
1

|Dε|
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Bkε

(∫
−
Skε

ũεdσ

)(∫
−
Y kε

ϕdy

)
dx

= µε
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Y kε

Gδε(ũε)ϕdxdt,

avec

µε '
|B(0, εδε)

εN |Dε|
=

|B(0, εδε)|
εNcard(Zε)|B(0, εδε)|

=
|B(0, εδε)|

εN
1

εN
|B(0, εδε)|

→ 1, car card(Zε) =
|Ω|
εN

=
1

εN
.

D'où grâce à (1.54) et |Ω \ ΩY kε
| → 0∫ T

0

∫
−
Dε

Gδε(ũε)MDε(ϕ)dxdt→
∫

ΩT
vϕdxdt.

Compte tenu de (1.50) on déduit (1.57) par densité de L2 (0, T ;Cc(Ω)) dans
L2 (0, T ;H1

0 (Ω)).
�

Fonction test

Pour tout ϕ ∈ D(Ω), ψ ∈ D(Ω), on dé�nit la fonction test comme suit :

(1.58) Φε := (wε − wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ),

peut s'écrit encore

Φε = (1− wrε)ϕ+ (wε − 1)ϕ+ wrεGδε(ψ).
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D'une façon explicite,

(1.59) Φε =



ϕ sur Ω′ε \ Cε,

(1− wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ) sur CDε ,

ϕ+ (wε − 1)ϕ sur CTε ,

0 sur Tε,

Gδε(ψ) sur Dε.

Remarque 1.2. On a

(1.60) lim
ε→0
|Φε − ϕ|Ω = 0.

Théorème 1.2. Sous les hypothèses de la Proposition 1.5 et les hypothèses sur
les trous (1.47). La limite (u, v) dé�nie dans la proposition 1.5 est l'unique solution
du problème homogénéisé suivant :

(1.61)



∂u

∂t
−∆u+ µu+ (N − 2)γSN (u− v) = f dans ΩT

a
∂v

∂t
+ (N − 2)γSN (v − u) = 0 dans ΩT

u = 0 sur ∂ΩT

u (0) = u0 dans Ω
v (0) = v0 dans Ω

Où SN est la surface de la sphère unité de RN .

De plus, les convergences (1.51)-(1.55) ont lieu pour toute la suite ũε.

Pour la démonstration du théorème principal, on a besoin des résultats techniques
suivants et dont la preuve est donnée dans la sous-section suivante.

Proposition 1.7. Sous les hypothèses de la Proposition 1.5 et les hypothèses sur
les trous (1.47), pour tout ζ ∈ D([0, T [), on a

(1.62) lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

ρεũεΦεζ
′
(t)dtdx =

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt+ a

∫ T

0

∫
Ω

vψζ
′
(t)dxdt.

Proposition 1.8. Sous les hypothèses de la proposition 1.7, pour tout ζ ∈ D([0, T [),
et pour la sous suite qui véri�e les convergences (1.51)-(1.55), on a

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

νε∇ũε∇Φεζdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζdxdt(1.63)

+

∫ T

0

∫
Ω

ϕuζdµdt+ (N − 2)γSN

∫ T

0

∫
Ω

(u− v)(ϕ− ψ)ζdxdt

4.2. Preuves des résultats.

Preuve du théorème 1.2. On prend w = Φε dans la formulation variation-
nelle (1.22) où Φε est dé�nie par (1.58). Alors, en multipliant par ζ ∈ D(0, T ) et en
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intégrant sur [0, T ], on obtient

−
∫ T

0

∫
Ωε

ρεuεΦεζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ωε

νε∇uε∇Φεζ(t)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ωε

fεΦεζ(t)dxdt+

∫
Ωε

ρεu
0
εΦεζ(0)dx.(1.64)

Le prolongement par zéro en dehors de Ωε, nous donne

−
∫ T

0

∫
Ω

ρεũεΦεζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

νε∇ũε∇Φεζ(t)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

f̃εΦεζ(t)dxdt+

∫
Ω

ρεũ
0
εΦεζ(0)dx.(1.65)

Le membre de gauche de cette égalité tend vers

−
∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt− a

∫ T

0

∫
Ω

vψζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζ(t)dxdt+

+

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ(t)dµdt+ (N − 2)γSN

∫ T

0

∫
Ω

(u− v)(ϕ− ψ)ζ(t)dxdt

comme une conséquence immédiate des proposition 1.7 , 1.8 et la remarque suivante∫ T

0

∫
Dε

∇ũε∇Φεζ(t)dxdt = 0

du fait que la fonction Φε reste constante dans chaque boule B (εy1 + εk, εδε) , k ∈ Zε.

En passant à la limite dans le second membre et en tenant compte de la conver-
gence (1.21) et celle introduite dans (1.60), on obtient

∫ T

0

∫
Ω

f̃εΦεζ(t)dxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

fϕζdxdt

Le second terme du deuxième membre se traite de la même façon, on sait que∫
Ω

ρεũ
0
εΦεζ(0)dx =

∫
Ωε

ũ0
εΦεζ(0)dx+ aε

∫
Dε

ũ0
εGδε(ψ)ζ(0)dx.

Les hypothèses (1.21),(1.60) sur u0
ε impliquent∫

Ω

ρεũ
0
εΦεζ(0)dx −→ ζ(0)

∫
Ω

(
u0ϕ+ av0ψ

)
dx,

et la démonstration est ainsi terminée. �

Preuve de la proposition 1.7. D'abord, rappelons que∫ T

0

∫
Ω

ρεũεΦεζ
′
(t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω′ε\Cε

ũεϕζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
CTε

ũεwεϕζ
′
(t)dxdt+

(1.66)

+ aε

∫ T

0

∫
Dε

ũεGδε(ψ)ζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
CDε

ũε ((1− wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ)) ζ
′
(t)dxdt.
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Notons qu'on a∫ T

0

∫
Ω′ε\Cε

ũεϕζ
′(t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω′ε\CDε

ũεϕζ
′(t)dxdt−

∫ T

0

∫
CTε

ũεϕζ
′(t)dxdt.

Remplaçons cette dernière dans (1.66), on obtient∫ T

0

∫
Ω

ρεũεΦεζ
′
(t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω′ε\CDε

ũεϕζ
′(t)dxdt+

∫ T

0

∫
CTε

ũε(wε − 1)ϕζ
′
(t)dxdt

(1.67)

+ aε

∫ T

0

∫
Dε

ũεGδε(ψ)ζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
CDε

ũε ((1− wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ)) ζ
′
(t)dxdt.

Maintenant, passons à la limite dans chaque terme du second membre de l'égalité
ci-dessus.

∫ T

0

∫
Ω′ε\CDε

ũεϕζ
′(t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

χΩ′ε\CDε ũεϕζ
′(t)dxdt.

Comme χΩ′ε\CDε → 1 dans L2(ΩT ), et en tenant compte de (1.52) on obtient

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω′ε\CDε

ũεϕζ
′
(t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt.

On traite le deuxième terme sur CTε , on a

∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
CTε

ũε(wε − 1)ϕζ ′dxdt

∣∣∣∣∣ 6
∫ T

0

∫
Ω

|ũε||(wε − 1)||ζ ′ϕ|dxdt

6 |ζ ′ϕ|L∞(ΩT )|ũε|ΩT |wε − 1|ΩT

qui va tendre vers zéro par (H.3) et (1.52).

Pour le terme sur Dε dans (1.67) notons que,

aε

∫ T

0

∫
Dε

ũεGδε(ψ)ζ ′(t)dxdt = aε|Dε|
∫ T

0

∫
−
Dε

ũε (Gδε(ψ)− ψ) ζ ′(t)dxdt+

+ aε|Dε|
∫ T

0

∫
−
Dε

ũεψζ
′(t)dxdt.

Grâce à (1.24) et la Proposition 1.6 on a∫ T

0

∫
−
Dε

ũεψζ
′(t)dxdt→

∫ T

0

∫
Ω

vψζ ′(t)dxdt,

du fait que aε|Dε| → a et de la convergence uniforme de Gδε(ψ) vers ψ, on conclue
que

aε

∫ T

0

∫
Dε

ũεGδε(ψ)ζ ′(t)dxdt→ a

∫ T

0

∫
Ω

vψζ ′(t)dxdt.
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Passons au terme qui reste sur CDε , qui peut s'estimer par :∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
CDε

ũε ((1− wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ)) ζ
′
(t)dxdt

∣∣∣∣∣ 6
6

(∫ T

0

∫
CDε

|ũε|2dxdt

)1/2(∫ T

0

∫
CDε

| ((1− wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ)) ζ
′
(t)|2dxdt

)1/2

,

en utilisant (1.52), (1.32), (1.42) et comme |CDε | → 0(qui est évidement grâce à la
dé�nition de la géométrie), on obtient∣∣∣∣∣

∫ T

0

∫
CDε

ũε ((1− wrε)ϕ+ wrεGδε(ψ)) ζ
′
(t)dxdt

∣∣∣∣∣ 6 C|ũε|ΩTT 1/2|CDε|1/2 −→ 0.

�

Preuve de la proposition 1.8. D'abord, on remarque que∫ T

0

∫
Ω

νε∇ũε∇Φεζ(t)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω′ε\Cε

∇ũε∇ϕζ(t)dxdt+

∫ T

0

∫
CTε

∇ũε∇ϕζ(t)dxdt

+

∫ T

0

∫
CTε

∇ũε∇ϕ(wε − 1)ζ(t)dxdt+

∫ T

0

∫
CTε

∇ũε∇wεϕζ(t)dxdt

+

∫ T

0

∫
CDε

∇ũε∇wrε (Gδε(ψ)−Gδε(ϕ)) ζ(t)dxdt

+

∫ T

0

∫
CDε

∇ũε∇wrε (Gδε(ϕ)− ϕ) ζ(t)dxdt

+

∫ T

0

∫
CDε

∇ũε(1− wrε)∇ϕζ(t)dxdt

:= I1 + I2 + I3 + I4 + I5 + I6 + I7.

(1.68)

On passe successivement à la limite dans chaque terme, d'abord on voit que

I1 + I2 =

∫ T

0

∫
Ω′ε\Cε

∇ũε∇ϕζdxdt+

∫ T

0

∫
CTε

∇ũε∇ϕζdxdt

=

∫ T

0

∫
Ω′ε\CDε

∇ũε∇ϕζdxdt.

D'après le théorème de de la convergence dominée de Lebesgue ∇ϕ1χΩ′ε\CDε
→

∇ϕ in L2 (Ω) et prenant en compte le résultat (1.52), il vient que

I1 + I2 −→
∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζdxdt.

Passons maintenant au troisième terme de (1.68), on obtient par (1.52) et (H.3)

|I3| 6
∫ T

0

∫
Ω

∣∣χCTε∇ũε(wε − 1)∇ϕζ
∣∣ dxdt

6
√
T |wε − 1|Ω|∇ϕ|L∞(Ω)|ζ|L∞(0,T )|∇ũε|ΩT

6 C|wε − 1|Ω −→ 0.
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Pour le quatrième terme de (1.68). Considérons la fonction Uε ∈ H1
0 (Ω) dé�nie

par

Uε :=

∫ T

0

ũεζdt.

La convergence (1.52) implique que la suite Uε véri�e

(1.69)

{
Uε ⇀ U =

∫ T
0
uζdt faiblement dans H1

0 (Ω) et fortement dans L2(Ω),
Uε = 0 sur Tε.

D'autre part, on sait que

∇ũεϕ = ∇(ϕũε)− ũε∇ϕ,

remplaçons celle-ci dans I4, on obtient

(1.70) I4 =

∫ T

0

∫
Ω

∇(ϕũε)∇wεζdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

ũε∇ϕ∇wεζdxdt.

En appliquant le théorème de Fubini dans (1.70), on a

I4 =

∫
Ω

(∫ T

0

∇(ϕũε)ζdt

)
∇wεdx−

∫
Ω

(∫ T

0

ũεζdt

)
∇ϕ∇wεdx

= −〈∆wε, ϕUε〉+

∫
∂Ω

∂wε
∂n

ϕUεdσ −
∫

Ω

Uε∇ϕ∇wεdx

= −〈λε,Uεϕ〉+ 〈µε,Uεϕ〉 −
∫

Ω

Uε∇ϕ∇wεdx.

(1.71)

Utilisant l'hypothèse (1.47)-(H.4), on conclut que

(1.72) − 〈λε, ϕUε〉+ 〈µε, ϕUε〉 −→ 〈µ, ϕU〉 .

En utilisant encore le théorème de Fubini, on déduit

〈µ, ϕU〉 =

∫
Ω

(∫ T

0

uζdt

)
ϕdµ =

∫ T

0

∫
Ω

uϕζdµdt.

Comme Uε → U dans L2 (Ω), et ∇wε ⇀ 0 dans L2 (Ω), donc∫
Ω

Uε∇ϕ∇wεdx −→ 0.

Finalement, on a

I4 −→
∫ T

0

∫
Ω

uϕζdµdt.

Pour le cinquième terme un calcul directe donne

I5 =
∑
k∈Zε

(∫
−
Skδε

ψdσ −
∫
−
Skδε

ϕdσ

)∫ T

0

∫
CkDε

∇uε∇wrεζdxdt.

Considérons le changement de variable suivant

ūkε (ȳ, t) = uε (x, t) avec ȳ =
x

ε
− k − y1, pour x ∈ Y k

ε ,

par substitutions, on obtient
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∫
C(δε,rε)

∇ūkε(ȳ, t)∇Wrε(ȳ)dȳ =

=

∫ 2π

0

∫ π

0

...

∫ π

0

sinN−2θ1sin
N−3θ2...sinθN−2dθ1dθ2...dθN−2dθN−1

∫ rε

δε

∂ūkε
∂r

(ȳ)
dWrε

dr
rN−1dr,

avec cette notation, on trouve

I5 = εN−2
∑
k∈Zε

(∫
−
Skδε

ψ −
∫
−
Skδε

ϕ

)∫ 2π

0

∫ π

0

..

∫ π

0

sinN−2θ1sin
N−3θ2..sinθN−2dθ1dθ2..dθN−2dθN−1∫ rε

δε

(∫ T

0

∂ūkε
∂r

(ȳ)ζ(t)dt

)
dWrε

dr
rN−1dr

=
εN−2(N − 2)(δεrε)

N−2

(rN−2
ε − δN−2

ε )

∑
k∈Zε

(∫
−
Skδε

ψdσ −
∫
−
Skδε

ϕdσ

)∫
SN

∫ T

0

(
ūkε ||ȳ|=δε − ūkε ||ȳ|=rε

)
ζdtdσ

=
SN(N − 2)εN−2(δεrε)

N−2

εN(rN−2
ε − δN−2

ε )

∫ T

0

∫
Ω

(Gδε(ũε)−Grε(ũε)) (Gδε(ψ)−Gδε(ϕ)) ζ(t)dxdt.

Ainsi les convergences (1.48), (1.53), (1.54), et la convergence uniforme de l'opé-
rateur Gδε(ϕ) vers ϕ, impliquent

I5 −→ (N − 2)γSN

∫
ΩT

(v − u) (ψ − ϕ) ζ(t)dxdt.

On peut estimer le terme I6 comme suit

|I6| 6 |∇ũε|ΩT |∇wrεζ|ΩT |Gδε(ϕ)− ϕ|L∞(Ω).

Etant donné que |∇wrε|L2(Ω) est bornée (voir(1.33)) ainsi que |∇ũε|ΩT et en tenant
compte de (1.41), il en résulte que∫ T

0

∫
CDε

∇ũε∇wrε (Gδε(ϕ)− ϕ) ζdxdt −→ 0.

Pour le dernier terme, on sait que χCDε∇ϕ→ 0 dans L2(ΩT ),∇ũε ⇀ ∇u dans L2(ΩT )
et comme (1− wrε) est bornée dans L∞(Ω), par conséquent

I7 =

∫ T

0

∫
Ω

∇ũε∇χCDεϕ(1− wrε)ζ(t)dxdt −→ 0.

�

5. Homogenéisation dans le cas δε << ε2/(N−2)

Dans ce cas, la taille des particules est inférieure à la taille critique. Cette taille
donne

(1.73) γε → 0.

On suppose que les hypothèses de Cioranescu-Murat (1.47) sur les trous sont sa-
tisfaites.
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Théorème 1.3. Il existe u ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)) ∩ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)) tel que

ũε
∗
⇀ u dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
,(1.74)

ũε ⇀ u dans L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,(1.75)

(1.76)
1

|Dε|
uεχDε → v0 dans D′(Ω) p.p t ∈ [0, T ],

où u est l'unique solution du problème suivant

(1.77)

{
∂u

∂t
−∆u+ µu = f dans ΩT

u (0) = u0 dans Ω

Démonstration. Les convergences (1.74)-(1.75) est une conséquence immédiate
de la proposition 1.1. On remarque que l'estimation (1.24) assure l'existence de v ∈
L∞ (0, T ;L2(Ω)) tel que à une sous suite près

(1.78)
1

|Dε|
uεχDε → v dans D′(Ω) p.p t ∈ [0, T ],

(voir le Lemme A-2 [3]). Il reste à montrer que v = v0.

On prend comme plus haut

Φε = (1− wrε)ϕ+ (wε − 1)ϕ+ wrεGδε(ψ),

dans ce cas, on remarque que wrε → 0 dans H1
0 (Ω) d'après la proposition 1.2.

On prend w = Φε dans la formulation variationnelle (1.22). Après, en multipliant
par ζ ∈ D(0, T ) et en intégrant sur [0, T ], on obtient

−
∫ T

0

∫
Ωε

ρεuεΦεζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ωε

νε∇uε∇Φεζ(t)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ωε

fεΦεζ(t)dxdt+

∫
Ωε

ρεu
0
εΦεζ(0)dx,(1.79)

On prolonge d'abord par zéro puis on applique le théorème de Fubini, par passage
à la limite on trouve

−
∫

Ω

(∫ T

0

uζ
′
(t)dt

)
ϕdx− a

∫
Ω

(∫ T

0

vζ
′
(t)dt

)
ψdx+

∫
Ω

(∫ T

0

∇uζ(t)dt

)
∇ϕdx+

+

∫
Ω

(∫ T

0

uζ(t)dt

)
ϕdµ =

∫
Ω

(∫ T

0

fζ(t)dt

)
ϕdx+

∫
Ω

u0ζ(0)ϕdx+ a

∫
Ω

v0ζ(0)ψdx.

(1.80)

Prenant ϕ = 0 et ζ ∈ D(]0, T [) dans (1.80), on obtient

−a
∫

Ω

(∫ T

0

vζ
′
(t)dt

)
ψdx = 0,

qui s'écrit

a

〈
dv

dt
, ζψ

〉
D′(ΩT )×D(ΩT )

= 0.
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Donc,
dv

dt
= 0 dans D′(ΩT ),

cela veut dire v est indépendant de t et donc v ∈ C0 (0, T, L2(Ω)). De plus, en prenant
ζ ∈ D([0, T [) on trouve que

−a
∫ T

0

∫
Ω

vψζ
′
(t)dxdt = a

∫
Ω

v0ψζ(0)dx,

−a
(∫

Ω

vψdx

)∫ T

0

ζ ′dt = a

(∫
Ω

v0ψdx

)
ζ(0),

d'où ∫
Ω

vψdx =

∫
Ω

v0ψdx, ∀ψ ∈ D(Ω),

ce qui donne
v = v0 dans D′(Ω),

d'où
v = v0 dans L2(Ω).

Par suite, on prend ψ = 0 dans (1.80) en appliquant le théorème de Fubini puis
la formule de Green, on obtient∫ T

0

〈du
dt
, ϕ〉ζ(t)dt+

∫
Ω

u(0)ϕζ(0)dx+

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζ(t)dxdt+

(1.81)

+

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ(t)dµdt =

∫ T

0

∫
Ω

fϕζ(t)dxdt+

∫
Ω

u0ζ(0)ϕdx,

si on prend ζ ∈ D(]0, T [), on obtient directement (1.77)1.

Maintenant pour montrer la condition initiale (1.77)2, on multiplie (1.77)1 par
ϕζ, avec ϕ ∈ D(Ω) et ζ ∈ D([0, T [) après on applique la formule de Green, on obtient

−
∫

Ω

(∫ T

0

uζ
′
(t)dt

)
ϕdx+

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζ(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ(t)dµdt

=

∫ T

0

∫
Ω

fϕζ(t)dxdt+

∫
Ω

u(0)ζ(0)ϕdx.(1.82)

En comparant (1.81) et (1.82), on déduit (1.77)2. �

Remarque 1.3.
On remarque à travers de cette étude que la quantité v ne dépend pas du temps.

6. Homogenéisation dans le cas ε2 << δN−2
ε

Dans ce cas, la taille des particules est supérieure à la taille critique ceci donne

(1.83) γε → +∞
. On suppose toujours que les trous satisfont les hypothèses de Cioranescu�Murat
(1.47).
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Nous avons la proposition suivante.

Proposition 1.9. Il existe u ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω))∩L2 (0, T ;H1
0 (Ω)), tel que à une

sous-suite près

(1.84) ũε
∗
⇀ u dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
, ũε ⇀ u dans L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

(1.85) Grε (ũε) −→ u dans L2
(
ΩT
)
,

(1.86) Gδε (ũε) −→ u dans L2
(
ΩT
)
,

(1.87) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Dε

|ũε −Gδε (ũε) |2dxdt = 0.

Démonstration. Selon (1.23), il existe une sous-suite véri�ant les convergences
(1.84).

La convergence de Grε(ũε) dans (1.85) s'obtient de la la même manière que la
convergence (1.53).

La nouveauté dans ce cas est la convergence (1.86), on a pour une sous suite (ũε)
véri�ant (1.84)

|u−Gδε(ũε)|ΩTYε 6 |u− ũε|ΩT + |ũε −Grε(ũε)|ΩTYε + |Grε(ũε)−Gδε(ũε)|ΩT

Par application du lemme1.1, il vient

|u−Gδε(ũε)|ΩTYε 6 |u− ũε|ΩT + C|∇ũε|ΩT
((

ε2

rε

)1/2

+

(
ε2

δε

)1/2
)

6 |u− ũε|ΩT + C

(
ε

δε
1/2

)(
δε
rε

)1/2

+ C

(
1

γε1/2

)
→ 0.

Par ailleurs, on conclut la convergence (1.86) en remarquant que

|u−Gδε(ũε)|2Ω = |u−Gδε(ũε)|2ΩYε + |u−Gδε(ũε)|2Ω\ΩYε
et |u − Gδε(ũε)|Ω\ΩYε tend vers zéro d'après le théorème de la convergence dominée
de Lebesgue.

En se termine par la convergence (1.87), utilisons encore une fois le lemme 1.1 et
(1.25), pour une sous suite (ũε) véri�ant (1.84), on obtient∫ T

0

∫
−
Dε

|ũε −Gδε (ũε) |2dxdt 6 C(εδε)
2

∫ T

0

∫
−
Dε

|∇ũε|2dxdt

6
C

γεbε
→ 0.

�

Compte tenu de la proposition 1.9, on a

Proposition 1.10. Pour tout ϕ ∈ L2 (0, T ;Cc(Ω)), on a

(1.88)
∫ T

0

∫
−
Dε

ũεϕdxdt −→
∫

ΩT
uϕdxdt.

On déduit le résultat suivant.
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Théorème 1.4. la limite u ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω)) ∩ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)) dans (1.84)-

(1.87) est l'unique solution du problème suivant

(1.89)


(1 + a)

∂u

∂t
−∆u+ µu = f dans ΩT

u (0) =
1

(1 + a)
u0 +

a

(1 + a)
v0 dans Ω

De plus les convergences (1.84)-(1.87) ont lieu pour toute la suite.

Démonstration. La fonction test Φε est donnée par

Φε = (1− wrε)ϕ+ (wε − 1)ϕ+ wrεGδε(ϕ).

On prend w = Φε dans la formulation variationnelle (1.22). Alors, en multipliant
par ζ ∈ D(0, T ) et en intégrant sur [0, T ], on obtient après le pologement par zéro
dehors Ωε

−
∫ T

0

∫
Ω

ρεũεΦεζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

νε∇ũε∇Φεζ(t)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

f̃εΦεζ(t)dxdt+

∫
Ω

ρεũ
0
εΦεζ(0)dx.(1.90)

La preuve est similaire a celle correspondante du théorème 1.2.

Selon les propositions 1.9, 1.10 et du fait que la fonction Φε reste constante dans
chaque boule B (εy1 + εk, εδε) , k ∈ Zε, on obtient

−
∫ T

0

∫
Ω

ρεũεΦεζ
′
(t)dxdt→ −

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt− a

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt.

De la même manière que la proposition 1.8, on trouve la convergence du deuxième
terme du membre gauche de (1.90). la seule di�érence dans ce cas se distingue dans
la convergence du terme I6 qui se traite comme suit, grâce à (1.33),(1.42) et (1.84)∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
CDε

∇uε∇wrε (Gδε(ϕ)− ϕ) ζdxdt

∣∣∣∣∣ 6 CT 1/2|∇ũε|ΩT |∇wrε|Ω|ζ|L∞(0,T )|Gδε(ϕ)− ϕ|L∞(CDε )

6 C (γε)
1
2 εrε = C

(
δε
N−2

ε2

)1/2

(εrε)

= C(δN−2
ε )1/2rε.

Donc ∣∣∣∣∣
∫ T

0

∫
CDε

∇uε∇wrε (Gδε(ϕ)− ϕ) ζdxdt

∣∣∣∣∣→ 0.

Les hypothèses (1.21),(1.60) entraînent (par le même raisonnement que plus haut)∫ T

0

∫
Ω

f̃εΦεζ(t)dxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

fϕζ(t)dxdt∫
Ω

ρεũ
0
εΦεζ(0)dx −→ ζ(0)

∫
Ω

(
u0 + av0

)
ϕdx.
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Par conséquent, (1.90) tend vers

−
∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt− a

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ
′
(t)dxdt+

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζ(t)dxdt+

(1.91) +

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ(t)dµdt =

∫ T

0

∫
Ω

fϕζ(t)dxdt+ ζ(0)

∫
Ω

(
u0 + av0

)
ϕdx.

Par application de la formule de Green dans (1.91), nous obtenons∫
ΩT

(1 + a)
∂u

∂t
ϕζ(t)dxdt+ ζ(0)

∫
Ω

(1 + a)u(0)ϕdx+

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζ(t)dxdt+

(1.92) +

∫ T

0

∫
Ω

uϕζ(t)dµdt =

∫ T

0

∫
Ω

fϕζ(t)dxdt+ ζ(0)

∫
Ω

(
u0 + av0

)
ϕdx.

Prenons ζ ∈ D(]0, T [) dans (1.92), on obtient (1.89)1. Si on multiplie (1.89)1 par
ϕζavec ϕ ∈ D(Ω) et ζ ∈ D([0, T [) en comparent avec (1.92), on déduit directement

u (0) =
1

(1 + a)
u0 +

a

(1 + a)
v0

�
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CHAPITRE 2

Homogénéisation d'un processus de di�usion dans une
multi-structure raré�ée

Résumé

Dans ce chapitre, nous étudions l'homogénéisation d'un processus de di�usion
dans un milieu multiphasique formé de (m + 1) phases. Une phase connexe for-
mant le milieu ambiant et les m phases restantes sont chacune formée d'un réseau
ε-périodique(ε > 0 destiné à tendre vers zéro) de petites particules sphériques de
volume global tendant vers zéro quand ε → 0, alors que leurs masse totale reste de
l'ordre de l'unité.

1. Position du problème

Soit Ω un ouvert borné Lipschitzien de R3 occupé par ce mélange.

On considère la cellule de base

(2.1) Y :=

(
−1

2
,+

1

2

)3

.

Soit ε un réel strictement positif qui prend ses valeurs dans une suite de réels qui
tend vers zéro. Pour chaque valeur de ε, on note

(2.2) Y k
ε := εk + εY, k ∈ Z3,

(2.3) Zε :=
{
k ∈ Z3, Y k

ε ⊂ Ω
}
,

(2.4) ΩYε :=
⋃
k∈Zε

Y k
ε .

Dans tout ce qui suit on note B(a, r) la boule de cntre a et de rayon r.

Pour des petits paramètres ε, δiε tel que 0 < δiε << 1, pour i = 1,m, on dé�nit
les suspensions comme suit :

(2.5) Di
ε :=

⋃
k∈Zε

Bk,i
ε =

⋃
k∈Zε

{εδiεBi + εk},

avec Bi, sont m boules dans Y centrées en yi telles que

Bi ∩Bj = ∅, i 6= j et Bi ⊂⊂ Y,(2.6)

c'est évident de voir que

(2.7) |Di
ε| −→ 0 quand ε −→ 0, i = 1,m,
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ce qui signi�e que le volume de chaque suspension tend vers zéro.

Dε =
⋃
i=1,mD

i
ε est le domaine occupé par les particules. La phase ambiente est

donnée par
Ωε = Ω \Dε.

On considère le problème qui décrit le processus de di�usion dans notre mélange.
Notons par aiε > 0 et biε > 0 la densité de masse relative et la di�usivité relative
respectivement de la suspension Di

ε , fε un terme source, on suppose sans perte de
généralité que |Ω| = 1. Le problème est le suivant.

Trouver uε solution de

(2.8)


ρε
∂uε
∂t
− div (νε∇uε) = fε dans ΩT ,

[uε]ε = 0 sur ∂Dε×]0, T [,
[νε∇uε]ε n = 0 sur ∂Dε×]0, T [,

uε = 0 sur ∂Ω×]0, T [,
uε (0) = u0

ε dans Ω.

avec [.]ε est le saut à l'interface ∂Dε, n est la normale sur ∂Dε à l'extérieure, et

ρε (x) =



1 si x ∈ Ωε,
a1
ε si x ∈ D1

ε ,
a2
ε si x ∈ D2

ε ,
...

amε si x ∈ Dm
ε ,

νε (x) =



1 si x ∈ Ωε,
b1
ε si x ∈ D1

ε ,
b2
ε si x ∈ D2

ε ,
...

bmε si x ∈ Dm
ε .

En ce qui concerne les données, on suppose qu'il existe f ∈ L2 (0, T ;H−1 (Ω)) , u0 ∈
L2 (Ω) tels que

(2.9)



fε ⇀ f dans L2 (0, T ;H−1 (Ω)) ,

u0
ε ⇀ u0 dans L2 (Ω) ,∫
−
Diε
|u0
ε|2dx 6 C ∀i ∈ {1,m},

1

|Di
ε|
u0
εχDiε ⇀ v0

i dans D′ (Ω) , avec v0
i ∈ L2(Ω), ∀i ∈ {1,m}.

On suppose que la densité des particules sphériques est beaucoup plus élevée que
celle de la phase ambiante. Ce qui se traduit par l'hypothèse suivante

(2.10) lim
ε→0

aiε|Di
ε| = ai > 0, i = 1,m.

On suppose aussi que la di�usivité de chaque composante véri�e
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(2.11) biε > bi > 0, ∀ε > 0, i = 1,m.

Dans la suite C désigne une constante strictement positif indépendante de ε pou-
vant varier d'une ligne à une autre.

2. Estimations a priori

2.1. Existence et unicité.
2.1.1. Formulation variationnelle.

La formulation variationnelle du problème (2.8) est donnée par
(2.12)

uε ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ L∞ (0, T ;L2(Ω)) ,

d

dt
(ρεuε, v)Ω + (νε∇uε,∇w)Ω = 〈fε, w〉Ω dans D′ (0, T ) , ∀w ∈ H1

0 (Ω) ,

uε (0) = u0
ε dans Ω.

Oú 〈., .〉 est le produit de dualité entre H−1(Ω) et H1
0 (Ω)dans la formulation

variationnelle.
2.1.2. Théorème d'existence et d'unicité.

Théorème 2.1. Pour chaque ε > 0, sous les hypothèses et les notations précé-
dentes le problème (2.12) admet une unique solution.

De plus

uε ∈ C0
(
0, T ;L2 (Ω)

)
,(2.13)

∂uε
∂t
∈ L2

(
0, T ;H−1 (Ω)

)
(2.14)

Le résultat d'existence et d'unicité se démontre par la méthode de Faedo-Galerkin
voir [21].

2.2. Estimation a priori.

Proposition 2.1. Sous les hypothèses (2.9), on a

(2.15) uε est bornée dans L∞
(
0, T ;L2 (Ω)

)
∩ L2

(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
.

De plus, il existe C > 0 indépendente de ε, tel que pour i = 1,m

(2.16)
∫
−
Diε

|uε|2dx 6 C p.p. dans [0, T ] ,

(2.17) biε|∇uε|2L2(DiεT ) 6 C.
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Démonstration. On prend w = uε dans (2.12) puis on l'intègre sur (0, t), t ∈
(0, T ), il vient

1

2

(
|uε|2Ωε +

m∑
i=1

aiε|uε|2Diε

)
+

∫ t

0

|∇uε|2Ωε +
m∑
i=1

biε

∫ t

0

|∇uε|2Diε

=

∫ T

0

〈fε, uε〉dt+
1

2

(
|u0
ε|2Ωε +

m∑
i=1

aiε|u0
ε|2Diε

)
Grâce à la deuxième hypothèse de (2.9), on obtient

|u0
ε|2Ωε +

m∑
i=1

aiε|u0
ε|2Diε 6 |u

0
ε|2Ω +

m∑
i=1

aiε|Di
ε|
∫
−
Diε

|u0
ε|2dx 6 C

Traitons maintenant le second terme. En s'aidant de l'inégalité de Poincaré et
celle de Young

∫ t

0

〈fε, uε〉ds 6
∫ t

0

|fε|H−1(Ω)ds

∫ t

0

|∇uε|Ωds

6
∫ t

0

|fε|H−1(Ω)|∇uε|Ωεds+
m∑
i=1

∫ t

0

|fε|H−1(Ω)|∇uε|Diεds

6
1

2

∫ t

0

|fε|2H−1(Ω)ds+
1

2

∫ t

0

|∇uε|2Ωεds+
m∑
i=1

1

2biε

∫ t

0

|fε|2H−1(Ω)ds+
m∑
i=1

biε
2

∫ t

0

|∇uε|2Diεds.

Revenons à la première équation et tenant compte de ces dernières estimations et
des hypothèses (2.9), il vient

1

2

(
|uε|2Ωε +

m∑
i=1

aiε|uε|2Diε

)
+

1

2
|∇uε|2Ωε +

m∑
i=1

biε
2
|∇uε|2Diε 6 C

Ce qui nous permet de conclure le résultat.
�

3. Outils spéci�ques de la méthode de la zone de contrôle

D'abord nous introduisons l'ensemble

Ri =
{

(riε), δ
i
ε << riε << 1

}
, i = 1,m,

donc (riε) ∈ Ri si et seulement si

(2.18) lim
ε→0

δiε
riε

= lim
ε→0

riε = 0.

Il est clair que pour chaque i = 1,m l'ensemble Ri est non vide.

On note le domaine con�né entre les sphères de rayon a et b par

C (a, b) :=
{
x ∈ R3, a < |x| < b

}
.

Pour toute (riε) ∈ Ri, on dé�nit
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Ck,i
ε = ε

(
yi + k + C

(
δiε, r

i
ε

))
,

Ci
ε :=

⋃
k∈Zε

Ck,i
ε ,

On dé�nit la zone de contrôle par

Cε =
⋃
i=1,m

Ci
ε.

Nous notons dans tout ce qui suit

(2.19) γiε =
δiε
ε2

le coe�cient de raréfaction des particules Di
ε, i ∈ 1,m.

Définition 2.1. Pour tout i = 1,m, et (riε) ∈ Ri, on dé�nit wriε ∈ H
1
0 (Ω) par

(2.20) wriε (x) :=


0 dans Ωε \ Ci

ε,

Wriε

(x
ε
− yi − k

)
dans Ck,i

ε , ∀k ∈ Zε,
1 dans Di

ε,

avec

(2.21) Wriε
(y) =

δiε
(riε − δiε)

(
riε
|y|
− 1

)
pour y ∈ C

(
δiε, r

i
ε

)
.

Wriε
∈ H1 (C (δiε, r

i
ε)), de plus Wriε

est la solution fondamentale du Laplacien sui-
vant

 ∆Wriε
= 0 dans C (δiε, r

i
ε) ,

Wriε
= 1 pour |y| = δiε,

Wriε
= 0 pour |y| = riε.

Cette fonction radiale véri�e les propriétés données ci-dessous.

Proposition 2.2. Pour tout i = 1,m et pour (riε) ∈ Ri , on a

(2.22) 0 6 wriε 6 1,

(2.23) |∇wriε |Ω 6 C(γiε)
1/2,

(2.24) wriε −→ 0 dans L2 (Ω) .

Démonstration. D'abord on montre (2.22), soit y ∈ C(δiε, r
i
ε)

δiε 6 |y| 6 riε,

0 6
riε
|y|
− 1 6

riε
δiε
− 1

0 6

(
δiε

riε − δiε

)
riε
|y|
− 1 6

(
δiε

riε − δiε

)(
riε − δiε
δiε

)
.
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Par conséquent
0 6 W i

ε 6 1.

Montrons l'inégalité (2.23), en utilisant les coordonnées polaires

y1 = rcosϕ1, y2 = rsinϕ1cosϕ2, y3 = rsinϕ1sinϕ2

|∇wriε|
2
Ω =

∑
k∈Zε

∫
Ck,iε

|∇Wriε
|2dx

Etant donnés que Wriε
est une fonction radiale ne dèpond que de r, alors

∂Wriε

∂ϕ1

= 0,
∂Wriε

∂ϕ2

= 0,

donc,

∇Wriε
=

(
∂Wriε

∂r
, 0, 0

)
, |∇Wriε

| = |
∂Wriε

∂r
|.

Par ailleurs, dy1dy2dy3 = r2sinϕ1dϕ1dϕ2dr, et d'après l'expression (2.21)

∂Wriε

∂r
=

−δiεriε
r2(riε − δiε)

.

En utilisant ce changement, on aboutit à∫
C(εδiε,εr

i
ε)

|∇W i
ε(y)|2dy =

∫ 2π

0

∫ π

0

∫ εiε

εδiε

∣∣∣∣− ε2δiεr
i
ε

ε(riε − δiε)
1

r2

∣∣∣∣2 r2sinϕ1dϕ1dϕ2dr

=

(
εδiεr

i
ε

riε − δiε

)2 ∫ 2π

0

dϕ2

∫ π

0

sinϕ1dϕ1

∫ εriε

εδiε

1

r2
dr

= 4π

(
εδiεr

i
ε

riε − δiε

)2(
− 1

εriε
+

1

εδiε

)
= 4π

(
εδiεr

i
ε

riε − δiε

)2(
ε(riε − δiε)
ε2δiεr

i
ε

)
∫
C(εδiε,εr

i
ε)

|∇W i
ε(y)|2dy = 4π

(
εδiεr

i
ε

riε − δiε

)
.

En tenant compte de card(Zε) ≈
1

ε3
, on obtient directement

|∇wriε |
2
Ω =

1

ε3
4π

(
εδiεr

i
ε

riε − δiε

)

6 4πγiε

 1

1− δiε
riε

 ,

a l'aide de (2.18), on obtient l'inégalité (2.23).

Nous passons directement a l'inégalité (2.24), comme 0 < |wriε | < 1 on a

(2.25) |wriε|
2
Ω = |wriε |Ciε∪Diε 6 |C

i
ε ∪Di

ε|,
D'autre part, on sait que
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Ci
ε ∪Di

ε = ∪k∈ZεCk,i
ε + ∪k∈Zε(εδiεBi + εk),

et du fait que riε → 0, on déduit

|wriε|
2
Ω 6 |Ci

ε ∪Di
ε| 6 Criε

3 −→ 0.

�

Les deux lemmes suivants jouent un rôle fondamental dans la méthode de la zone
de contrôle, c'est une adaptation des lemmes A.3 et A.4 [9] respectivement.

Lemme 2.1. Pour tout 0 < r1 < r2 et u ∈ H1 (C(r1, r2))

(2.26) |∇u|C(r1,r2) >
4πr1r2

r2 − r1

∣∣∣∣∣
∫
−
Sr2

udσ −
∫
−
Sr1

udσ

∣∣∣∣∣
2

Où

∫
−
Sr

� dσ =
1

4πr2

∫
S

� dσ

Lemme 2.2. ∀(α,R) ∈ R× (0, 1) , ∃C > 0 tel que ∀u ∈ H1 (B(0, R))

(2.27)
∫
B(0,R)

|u−
∫
−
SαR

udσ|2dx 6 C
R2

α
|∇u|B(0,R).

On dé�nit les opérateurs localisants ci-dessous

Définition 2.2. Pour tout ri > 0, i = 1,m, on dé�nit la fonction

Gri : H1
0 (Ω) −→ L2(Ω)

par

(2.28) Gri (θ) (x, t) =
∑
k∈Zε

(∫
−
Skri

θ (y, t) dσy

)
1Y kε (x) ,

où
Skri = ∂Bk

ri
, Bk

ri
= εriBi + εk.

Gri ainsi dé�nit est une fonction constante par morceaux. On a alors le résultat
suivant.

Lemme 2.3. Si (riε) ∈ Ri, pour tout θ ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)), et pour i = 1,m on a

(2.29) |θ −Griε
(θ) |L2(ΩTYε)

6 C

(
ε2

riε

)1/2

|∇θ|L2(ΩT ),

(2.30) |θ −Gδiε
(θ) |L2(DiεT ) 6 C

(
εδiε
)
|∇θ|L2(DiεT ),

(2.31) |Griε
(θ)−Gδiε

(θ) |L2(ΩT ) 6 C

(
ε2

δiε

)1/2

|∇θ|L2(CiεT ),

où Gδiε
(θ) et Griε

(θ) sont dé�nis par (2.28). De plus,

(2.32) |Griε
(θ) |2L2(ΩT ) =

∫ T

0

∫
−
Diε

|Griε
(θ) |2dxdt,
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(2.33) |Gδiε
(θ) |2L2(ΩT ) =

∫ T

0

∫
−
Diε

|Gδiε
(θ) |2dxdt.

Démonstration. Montrons (2.29). Soit θ ∈ H1
0 (Ω), on a

|θ −Griε
(θ)|2L2(ΩYε ) =

∑
k∈Zε

∫
−
Y kε

|θ −
∫
−
Sk
riε

θdσ|2dx

On peut mettre Y k
ε ⊂ B

(
εk, ε
√

3/2
)
. Appliquons le Lemme 2.2 avec le choix

α = 2riε√
3
, R = ε

√
3

2
on obtient

∫
ΩYε

|θ −Griε
|2dx 6

∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

∣∣∣∣∣∣θ −
∫
−
Sk
riε

θdσ

∣∣∣∣∣∣
2

6 C(
3ε2

4
)(

√
3

2riε
)
∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

|∇θ|2 dx

6 C
ε2

riε

∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

|∇θ|2 dx.

On peut déduire cette estimation∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

|∇θ|2 dx 6 2

∫
Ω

|∇θ|2dx,

car
∣∣∣∪k∈Zε (B(εk, ε

√
3

2
) \ Y k

ε

)∣∣∣ < 2 |Ω|. Par conséquent

∫
ΩYε

|θ −Griε
|2dx 6 C

ε2

riε

∫
Ω

|∇θ|2 dx.

Passons maintenant au (2.30). Soit θ ∈ H1
0 (Ω), on applique une deuxième fois le

lemme 2.2 avec le choix α = 1, R = εδiε et on trouve

|θ −Gδiε
(θ)|2Diε . (εδiε)

2
∑
k∈Zε

∫
B(εk,εδiε)

|∇θ|2dx

. (εδiε)
2
∑
k∈Zε

∫
Diε

|∇θ|2dx.

Pour montrer (2.31). Notons que

∫
Ω

|Griε
(θ)−Gδiε

(θ)|2dx =
∑
k∈Zε

∫
Y kε

∣∣∣∣∣∣
∫
−
Sk
riε

θdσ −
∫
−
Sk
δiε

θdσ

∣∣∣∣∣∣
2

dy.

On applique le lemme 2.1 dans le second membre de cette dernière égalité avec
r1 = δiε, r2 = riε, et on note εk + C(δiε, r

i
ε) = C ′,kε,i
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∫
Ω

|Griε
(θ)−Gδiε

(θ)|2dx 6
∑
k∈Zε

∫
Y kε

riε − δiε
4πriεδ

i
ε

dy

∫
C′,kε,i

|∇θ̂|2dx′

6
riε − δiε
4πriεδ

i
ε

∑
k∈Zε

∫
Y kε

dy

∫
Ckε,i

|∇θ|2 1

ε
dx

6

(
riε − δiε
4πriεδ

i
ε

)(
ε3

ε

)∑
k∈Zε

∫
Ckε,i

|∇θ|2dx

.
ε2

δiε

∫
Ciε

|∇θ|2dx

En tenant compte de

|Y k
ε | = ε3,

riε − δiε
riε

< 1,

θ̂(x′) = θ(
x

ε
− yi),

ce qui achève la démonstration. �

Nous donnons dans la dé�nition suivante un autre opérateur.

Définition 2.3. Soit MDiε
: L2 (0, T ;Cc(Ω)) −→ L2(ΩT ) dé�nie par

(2.34) MDiε
(ϕ)(x, t) =

∑
k∈Zε

(∫
−
Y kε

ϕ(y, t)dy

)
1Bkri

(x), i = 1,m.

Lemme 2.4. Pour tout ϕ ∈ L2 (0, T ;Cc(Ω)), et pour i ∈ {1,m}, on a

(2.35) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt = 0.

De plus, pour tout ψ ∈ L2 (0, T ;D(Ω)), on a

(2.36) |Gδiε
(ψ)− ψ|L2(0,T ;L∞(Ciε∪Diε)) 6 2εriε|∇ψ|L2(0,T ;L∞(Ω))

(2.37) |Gδiε
(ψ)− ψ|L2(0,T ;L∞(Ω)) −→ 0

Démonstration. Montrons d'abord (2.35), notons que∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt =

1

|Di
ε|

∫ T

0

∫
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt

=
1

|Di
ε|
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Bk,iε

|ϕ−
∫
−
Y kε

ϕ(y, t)dy|2dxdt,

d'après le théorème de la moyenne, il existe ξi,kε ∈ Y k
ε , tel que∫

−
Y kε

ϕ(y, t)dy = ϕ(ξi,kε ).

Donc

1

|Di
ε|
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Bk,iε

|ϕ(x)−
∫
−
Y kε

ϕ(y, t)dy|2dxdt =
1

|Di
ε|
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Bk,iε

|ϕ(x)−ϕ(ξi,kε )|2dxdt
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Comme ϕ est uniformément continue sur son support. Pour tout ε′ > 0, il existe
alors ε0 > 0, tel que

pour tout x, y ∈ Ω, |x− y| < ε0 =⇒ |ϕ(x)− ϕ(y)| < ε′.

Donc, pour ε tel que
√

3ε < ε0 on a |x− ξi,kε | <
√

3ε < ε0 pour tout x ∈ Y k
ε ,

et donc |ϕ(x)− ϕ(ξi,kε )| < ε′, d'où

∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt =

1

|Di
ε|

∫ T

0

∫
Diε

|ϕ(x)− ϕ(ξi,kε )|2dxdt

6 ε′
2 1

|Di
ε|
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Bi,kε

dx

= ε′
2 |Di

ε|
|Di

ε|
= ε′

2
.

On déduit alors

lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt = 0.

Passons à (2.36), soit ψ ∈ L2 (0, T ;D(Ω))

(
Gδiε

(ψ)− ψ
)

(x) = Gδiε
(ψ)(x)− ψ(x)

=
∑
k∈Zε

∫−
Sk
riε

ψdσ

 1Y kε (x)− ψ(x)

Pour tout x ∈ B (εyi + εk, εriε) , k ∈ Zε

Gδiε
(ψ)(x) =

∑
k∈Zε

1

|Sk
δiε
|

∫
Sk
δiε

ψdσ

 1Y kε (x)

=
∑
k∈Zε

|Y k
ε |

∫−
Sk
δiε

ψdσ


D'après le théorème de la moyenne, ∃ξi,kε ∈ B (εyi + εk, εriε) tel que∫

−
Sk
δiε

ψdσ = ψ(ξi,kε )

donc, pour x ∈ B (εyi + εk, εriε)

Gδiε
(ψ)(x)− ψ(x) = ψ(ξi,kε )− ψ(x)

D'où, on utilise le théorème des acroissements �nis et on obtient

|Gδiε
(ψ)(x)− ψ(x)|L2(0,T ;L∞(Ciε∪Diε)) 6 |ξ

i,k
ε − x||∇ψ|L2(0,T ;L∞(Ω))

6 2εriε|∇ψ|L2(0,T ;L∞(Ω)).
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Montrons (2.37), on a d'après le théorème de la moyenne, ∃ξk,iε ∈ Skδiε , tel que∫
−
Sk
δiε

ψdσ = ψ(ξk,iε )

D'après le théorème des acroissements �nis, pour tout x ∈ Y k
ε on a

|Gδiε
(ψ)(x)− ψ(x)|L2(0,T ;L∞(Ω)) 6 |ξk,iε − x||∇ψ|L2(0,T ;L∞(Ω))

6 Cε|∇ψ|L2(0,T ;L∞(Ω)) → 0.

�

Proposition 2.3. Si (riε) ∈ Ri, alors pour tout θ ∈ L2 (0, T ;H1
0 (Ω)), on a

(2.38)
∫ T

0

∫
−
Diε

|θ|2dxdt 6 C max

(
1,
ε2

δiε

)
|∇θ|L2(ΩT ), i = 1,m.

Démonstration.∫ T

0

∫
−
Diε

|θ|2dxdt 6 2

∫ T

0

∫
−
Diε

|θ −Gδiε
(θ)|2dxdt+ 2

∫ T

0

∫
−
Diε

|Gδiε
(θ)|2dxdt

= 2

∫ T

0

∫
−
Diε

|θ −Gδiε
(θ)|2dxdt+ 2

∫
ΩT
|Gδiε

(θ)|2dxdt

6 C
(
εδiε
)2
∫ T

0

∫
−
Diε

|∇θ|2dxdt+ 4

∫
ΩT
|Gδiε

(θ)−Griε
(θ)|2dxdt

+ 8

∫
ΩT
|Griε

(θ)− θ|2dxdt+ 8

∫
ΩT
|θ|2dxdt.

Par ailleurs, pour tout i = 1,m

|Di
ε| =

∑
k∈Zε

∣∣B (ε(k + yi), εδ
i
ε

)∣∣ =
4π

3
(εδiε)

3 |Ω|
ε3

(2.39)
(εδiε)

2

|Di
ε|

=
3

4π

ε2

δiε
.

D'après (2.29),(2.31),(2.39) et l'inégalité de Poincaré, on a

∫ T

0

∫
−
Diε

|θ|2dxdt 6 C
(
εδiε
)2
∫ T

0

∫
−
Diε

|∇θ|2dxdt+ C

(
ε2

δiε

)∫
Ciε

T
|∇θ|dxdt

+ C

(
ε2

riε

)∫
ΩT
|∇θ|dxdt+ C

∫
ΩT
|∇θ|2dxdt 6

6 C

(
ε2

riε
+
ε2

δiε
+ 1

)∫
ΩT
|∇θ|2dxdt

6 Cmax

(
1,
ε2

δiε

)∫
ΩT
|∇θ|2dxdt.

�
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4. Résultat d'homogénéisation

Dans cette section, on s'intéresse au comportement asymptotique (lorsque ε→ 0)
de la solution uε du problème (2.8). Ce comportement dépend de γiε.

(2.40)

{
∃(riε) ∈ Ri et gi ∈ L2(0, T ;H−1(Ω)) pour que〈
fε, wriεϕ

〉
⇀ 〈gi, ϕ〉 dans D′ (0, T ) , ∀ϕ ∈ D(Ω),

4.1. Enoncé des résultats.

Remarque 2.1. On remarque que pour i ∈ (I1∪ I3), la Proposition 2.3 devient :

(2.41) ∀ϕ ∈ L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

∫ T

0

∫
−
Dε

|ϕ|2dxdt 6 C|∇ϕ|2L2(ΩT ), .

On commence par un résultat préliminaire

Proposition 2.4. Sous les hypothèses (2.9)-(2.11), il existe u ∈ L∞ (0, T ;L2(Ω))∩
L2 (0, T ;H1

0 (Ω)) et vi ∈ L2 (0, T ;L2(Ω)) i ∈ I1, tel que pour une sous suite

(2.42) uε
∗
⇀ u dans L∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)
,

(2.43) uε ⇀ u dans L2
(
0, T ;H1

0 (Ω)
)
,

(2.44) Griε
(uε) −→ u dans L2

(
ΩT
)
, pour i ∈ I1 ∪ I3,

(2.45) Gδiε
(uε) ⇀ vi dans L2

(
ΩT
)
, pour i ∈ I1,

(2.46) Gδiε
(uε) −→ u dans L2

(
ΩT
)
, pour i ∈ I3,

De plus,

(2.47) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Diε

|uε −Gδiε
(uε) |2dxdt = 0, pour i ∈ I1 ∪ I3.

Proposition 2.5. Sous les hypothèses précédentes, on a

(2.48)
1

Di
ε

uεχDiε ⇀ vi dans L2
(
0, T ;H−1(Ω)

)
pour i ∈ I1.

(2.49)
1

Di
ε

uεχDiε ⇀ u dans L2
(
0, T ;H−1(Ω)

)
pour i ∈ I3.

On donne dans ce qui suit le théorème principale de ce chapitre.
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Théorème 2.2. les limites (u, (vi)i∈I1) dans la proposition 2.4 est l'unique solu-
tion du système
(2.50)

(
1 +

∑
i∈I3 ai

) ∂u
∂t
−∆u+ 4π

∑
i∈I1 γ

i (u− vi) = f −
∑

i∈I1 gi dans ΩT ,

ai
∂vi
∂t

+ 4πγi (vi − u) = gi dans ΩT , i ∈ I1,

vi (0) = v0
i dans Ω, i ∈ I1,

u = 0 sur ∂ΩT

u (0) =

(
1

1 +
∑

i∈I3 ai
u0 +

∑
i∈I3

ai
1 +

∑
i∈I3 ai

v0
i

)
dans Ω.

De plus

(2.51)
1

Di
ε

uεχDiε ⇀ v0
i dans D′(Ω) pour i ∈ I2.

Remarque 2.2. Les convergences de la proposition 2.4 sont véri�ées pour toute
la suite, ceci est une conséquence immédiate de l'unicité de la solution du système
(2.50).

Pour la démonstration du théorème principal, on a besoin des résultats techniques
suivants et dont la preuve est donnée dans la sous-section suivante.

Proposition 2.6. Φε est un élement de H1
0 (Ω), de plus on a

(2.52) lim
ε→0
|Φε − ϕ|Ω = 0,

et pour tout ζ ∈ D([0, T [) et pour (riε) véri�ant l'hypothèse (2.40), on a

(2.53) lim
ε→0

∫ T

0

〈fε,Φε〉 ζ(t)dt =

∫ T

0

〈
f −

∑
i∈I1

gi, ϕ

〉
ζdt+

∑
i∈I1

∫ T

0

〈gi, ψi〉 ζdt.

Proposition 2.7. Pour tout ζ ∈ D([0, T [), et pour une sous suite véri�ant (2.42)-
(2.47), on a
(2.54)

lim
ε→0

∫
ΩT
ρεuεΦεζ

′
(t) =

(
1 +

∑
i∈I3

ai

)∫
ΩT
uϕζ

′
(t)dxdt+

∑
i∈I1∪I2

ai

∫
ΩT
viψiζ

′
(t)dxdt

Proposition 2.8. Pour tout ζ ∈ D([0, T [), et pour une sous suite véri�ant (2.42)-
(2.47), on a
(2.55)

lim
ε→0

∫
ΩT
νε∇uε∇Φεζ(t) =

∫
ΩT
∇u∇ϕζ(t)dxdt+

∑
i∈I1

4πγi
∫

ΩT
(u− vi)(ϕ− ψi)ζ(t)dxdt

Remarque 2.3. Les convergences de la proposition 2.4 sont véri�ées pour toute
la suite, ceci est une conséquence immédiate de l'unicité de la solution du système.

4.2. Preuves des résultas.
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Preuve du théorème 2.2. On prend dans (2.12) w = Φε où Φε est donnée
par la formule (??)et véri�ant l'hypothèse (2.40), puis on multiple cette dernière par
ζ ∈ D([0, T [) après une intégration sur [0, T ], on obtient

−
∫

ΩT
ρεuεΦεζ

′
(t)dxdt+

∫
ΩT
νε∇uε∇Φεζ(t)dxdt

=

∫ T

0

〈fε,Φε〉 ζ(t)dt+ +

∫
Ω

ρεu
0
εΦεζ(0)dx.(2.56)

Passons à la limite dans (2.56) et appliquons directement les propositions 2.6, 2.7
et 2.8 et les hypothèses (2.9), on obtient

−

(
1 +

∑
i∈I3

ai

)∫
ΩT
uϕζ

′
dxdt−

∑
i∈I1∪I2

ai

∫
ΩT
viψiζ

′
dxdt+

∫
ΩT
∇u∇ϕζdxdt

+
∑
i∈I1

4πγi
∫

ΩT
(u− vi)(ϕ− ψi)ζdxdt =

∫ T

0

〈
f −

∑
i∈I1

gi, ϕ

〉
ζdt+

∑
i∈I1

∫ T

0

〈gi, ψi〉 ζdt

+ζ(0)

(∫
Ω

(u0 +
∑
i∈I3

aiv
0
i )ϕdx+

∫
Ω

∑
i∈I1∪I2

aiv
0
iψidx

)
.(2.57)

Par ailleurs, si on prend ψi = 0, i ∈ I1 ∪ I2 dans (2.57) et par application de la
formule de Green, on obtient(

1 +
∑
i∈I3

ai

)∫ T

0

〈du
dt
, ϕ〉ζ(t)dt+

(
1 +

∑
i∈I3

ai

)∫
Ω

u(0)ϕζ(0)dx+

∫
ΩT
∇u∇ϕζ(t)dxdt

(2.58)

+
∑
i∈I1

4πγi
∫

ΩT
(u− vi)ϕζ(t)dxdt =

∫ T

0

〈f −
∑
i∈I1

gi, ϕ〉ζ(t)dt+ ζ(0)

∫
Ω

(
u0 +

∑
i∈I3

aiv
0
i

)
ϕdx.

Par suite, en prenant ζ ∈ D(]0, T [) dans (2.58) nous obtenos (2.50)1.

Pour obtenir (2.50)2 il su�t de prendre dans (2.57)ϕ = 0 et ψi = 0, i ∈ I2 et par
application de la formule de Green, on trouve

∑
i∈I1

ai

∫ T

0

〈dvi
dt
, ψi〉ζ(t)dt+

∑
i∈I1

ai

∫
Ω

vi(0)ψiζ(0)dx+
∑
i∈I1

4πγi
∫

ΩT
(u− vi)ψiζ(t)dxdt

(2.59) =
∑
i∈I1

∫ T

0

〈gi, ψi〉 ζ(t)dt+ ζ(0)
∑
i∈I1

∫
Ω

aiv
0
iψidx,

puis, on prend ζ ∈ D(]0, T [). Donc, pour chaque i ∈ I1 on a

(2.60) ai

∫ T

0

〈dvi
dt
, ψi〉ζ(t)dt+ 4πγi

∫
ΩT

(u− vi)ψiζ(t)dxdt =

∫ T

0

〈gi, ψi〉 ζ(t)dt.
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Pour la condition initiale (2.50)3, on prend ζ ∈ D([0, T [) dans (2.60) et on applique
la formule de Green, puis en sommant sur I1, on obtient∑

i∈I1

(
ai

∫ T

0

〈dvi
dt
, ψi〉ζ(t)dt+ 4πγi

∫
ΩT

(u− vi)ψiζ(t)dxdt

)

=
∑
i∈I1

∫ T

0

〈giψi〉 ζdt+
∑
i∈I1

ai

∫
Ω

vi(0)ψiζ(0)dx(2.61)

En comparant (2.59) et (2.61), on obtient directement (2.50)3.

Maintenant pour obtenir les conditions (2.50)4, on multiplie (2.50)1 par ϕζ, ϕ ∈
D(Ω), ζ ∈ D([0, T [) et par application de la formule de Green encore une fois, nous
obtenons

−

(
1 +

∑
i∈I3

ai

)∫
ΩT
uϕζ ′dxdt+

∫
ΩT
∇u∇ϕζdxdt+

∑
i∈I1

4πγi
∫

ΩT
(u− vi)ϕζdxdt

(2.62)

=

∫ T

0

〈f −
∑
i∈I1

gi, ϕ〉ζdt+ ζ(0)

(
1 +

∑
i∈I3

ai

)∫
Ω

u(0)ϕdx.

En comparant (2.58) (2.62) on obtient les conditions (2.50)4.

Pour �nir cette démonstration, on prend ϕ = 0, ψi = 0, i ∈ I1 dans (2.57), on aura

−
∑
i∈I2

ai

∫
ΩT
viψiζ

′dxdt = ζ(0)

∫
Ω

∑
i∈I2

aiv
0
iψidx

qui donne pour chaque i ∈ I2 et pour ζ ∈ D(]0, T [)

(2.63)
∑
i∈I2

ai

〈
dvi
dt
, ζψi

〉
D′(ΩT )×D(ΩT )

= 0

dvi
dt

= 0 dans D′(ΩT ) pour tout i ∈ I2

cela veut dire que pour tout i ∈ I2, vi est indépendant de t. Autrement dit vi ∈
C0 (0, T, L2(Ω)) , et

vi(x, t) = v0
i (x), ∀i ∈ I2.

�

Preuve de la proposition 2.4. Selon (2.15) il existe une sous-suite véri-
�ant les convergences (2.42) et (2.43).

Montrons (2.44). Soit (riε) ∈ Ri, et pour une sous suite (uε) véri�ant (2.42)-(2.43),
on a

|u−Griε
(uε)|2ΩTYε 6 2|u− uε|2ΩT + 2|uε −Griε

(uε)|2ΩTYε .

Dans ce cas il est évident que |u − uε|ΩT → 0, par ailleurs en sachant que

limε→0
δiε
riε

= 0, d'après le lemme 2.3 et pour i ∈ I1 ∪ I3, on a
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|uε −Griε
(uε)|2ΩTYε 6 C

(
ε2

riε

)
|∇uε|2ΩT

6 C

(
ε2

δiε

)(
δiε
riε

)
6 C

δiε
riε
→ 0.

ce qui achève la preuve de (2.44).

Pour établir (2.45), on utilise (2.44) et le lemme 2.3. Pour une sous suite de (uε)
véri�ant (2.42)-(2.44) et pour (riε) ∈ Ri, i ∈ I1, on a

|Gδiε
(uε)|L2(ΩT ) 6 |Gδiε

(uε)−Griε
(uε)|L2(ΩT ) + |Griε

(uε)|L2(ΩT )

6
c

(γiε)
1/2
|∇uε|L2(ΩT ) + C 6 C.(2.64)

Alors il existe une sous suite de (uε) véri�ant (2.42)-(2.44) et vi ∈ L2
(
ΩT
)
véri-

�ant (2.45).

Passons maintenant à (2.46), pour i ∈ I3 c'est a dire γiε → +∞, et pour une sous
suite (uε) véri�ant (2.42)-(2.45) on a

|u−Gδiε
(uε)|ΩTYε 6 |u− uε|ΩT + |uε −Griε

(uε)|ΩTYε + |Griε
(uε)−Gδiε

(uε)|ΩT

Par application du lemme 2.3, il vient

|u−Gδiε
(uε)|ΩTYε 6 |u− uε|ΩT + C|∇uε|ΩT

((
ε2

riε

)1/2

+

(
ε2

δiε

)1/2
)

6 |u− uε|ΩT + C

(
ε

δiε
1/2

)(
δiε
riε

)1/2

+ C

(
1

γiε
1/2

)
→ 0.

Par ailleurs, on conclut (2.46) en remarquant que

|u−Gδiε
(uε)|2Ω = |u−Gδiε

(uε)|2ΩYε + |u−Gδiε
(uε)|2Ω\ΩYε

et |u − Gδiε
(uε)|Ω\ΩYε tend vers zéro d'après le théorème de la convergence dominée

de Lebesgue.

Pour terminer, on montre (2.47), pour i ∈ I1∪I3, utilisons encore une fois le lemme
2.3 et (2.17), on obtient directement pour une sous suite (uε) véri�ant (2.42)-(2.46)∫ T

0

∫
−
Diε

|uε −Gδiε
(uε) |2dxdt 6 C(εδiε)

2

∫ T

0

∫
−
Diε

|∇uε|2dxdt

6
C

γiεb
i
ε

→ 0.

(2.65)

�

Preuve de la proposition 2.5. On donne la démonstration de (2.48) qui
est similaire à celle de (2.49), la preuve sera donnée en deux étapes.
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Première étape
Montrons que pour tout ϕ ∈ L2 (0, T ;Cc(Ω))

(2.66) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Diε

uεϕdxdt =

∫
ΩT
viϕdxdt pour i ∈ I1.

Soit ϕ ∈ L2 (0, T ;Cc(Ω)) ,∀i ∈ I1, on a∫ T

0

∫
−
Diε

uεϕdxdt =

∫ T

0

∫
−
Diε

(
uε −Gδiε

(uε)
)
ϕdxdt+

∫ T

0

∫
−
Diε

Gδiε
(uε)

(
ϕ−MDiε

(ϕ)
)
dxdt

+

∫ T

0

∫
−
Diε

Gδiε
(uε)MDiε

(ϕ)dxdt.

(2.67)

Le premier terme du second membre de (2.67) tend vers zéro, car d'après l'inégalité
de Hôlder on a∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

(
uε −Gδiε

(uε)
)
ϕdxdt

∣∣∣∣ 6 (∫ T

0

∫
−
Diε

∣∣uε −Gδiε
(uε)

∣∣2 dxdt)1/2(∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ|2dxdt
)1/2

6 |ϕ|L∞(Ω)

(∫ T

0

∫
−
Diε

∣∣uε −Gδiε
(uε)

∣∣2 dxdt)1/2

,

avec (∫ T

0

∫
−
Diε

∣∣uε −Gδiε
(uε)

∣∣2 dxdt)1/2

→ 0

de (2.47).

Passons au deuxième terme du second membre de (2.67) qui tend aussi vers zéro.
En e�et, on applique l'inégalité de Hôlder∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

Gδiε
(uε)

(
ϕ−MDiε

(ϕ)
)
dxdt

∣∣∣∣ 6 (∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt

)1/2(∫ T

0

∫
−
Diε

|Gδiε
(uε)|2dxdt

)1/2

6 |Gδiε
(uε) |L2(ΩT )

(∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ−MDiε
(ϕ)|2dxdt

)1/2

,

(2.68)

comme, d'après (2.45), Gδiε
(uε) est bornée et |ϕ−MDiε

(ϕ)| → 0 grâce à (2.35), nous
obtenons la convergence vers zéro.

Il nous reste a estimer le terme
∫ T

0

∫
−
Diε
Gδiε

(uε)MDiε
(ϕ)dxdt qui s'écrit comme suit :∫ T

0

∫
−
Diε

Gδiε
(uε)MDiε

(ϕ)dxdt =
1

|Di
ε|
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Bk,iε

(∫
−
Sk,iε

uεdσ

)(∫
−
Y kε

ϕdy

)
dx

= µε
∑
k∈Zε

∫ T

0

∫
Y kε

Gδiε
(uε)ϕdxdt,

avec

µε '
|B(0, εδiε)

ε3|Di
ε|

=
|B(0, εδiε)|

ε3card(Zε)|B(0, εδiε)|

=
|B(0, εδiε)|

ε3
1

ε3
|B(0, εδiε)|

→ 1, car card(Zε) =
|Ω|
ε3

=
1

ε3
.

page 51



Chapitre 2.Homogénéisation d'un processus de di�usion dans une multi-structure
raré�ée

On déduit pour ε su�samment petit qu'on a∫ T

0

∫
−
Diε

Gδiε
(uε)MDiε

(ϕ)dxdt '
∫ T

0

∫
Ω

Gδiε
(uε)ϕdxdt,

donc d'après (2.45),

(2.69) lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Diε

Gδiε
(uε)MDiε

(ϕ)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

viϕdxdt.

Deuxième étape

Soit ϕ ∈ H1
0 (Ω), par densité de D(Ω) dans H1

0 (Ω) il existe une suite (ϕn) de
D(Ω) telle que :

ϕn −→ ϕ dans H1
0 (Ω).

On a∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

uεϕdxdt−
∫ T

0

∫
Ω

viϕdxdt

∣∣∣∣ 6 ∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

uε(ϕ− ϕn)dxdt

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

uεϕndxdt−
∫ T

0

∫
Ω

viϕndxdt

∣∣∣∣+

∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

vi (ϕn − ϕ) dxdt

∣∣∣∣ .(2.70)

On montre que les trois termes du membre droite de l'inégalité (2.70) tendent
vers zéro. En e�et, d'après linégalité de Hôlder∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

uε(ϕ− ϕn)dxdt

∣∣∣∣ 6 (∫ T

0

∫
−
Diε

|uε|2dxdt
)1/2(∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ− ϕn|2dx.dt
)1/2

Par ailleurs, par application de la proposition 2.3, on obtient∫ T

0

∫
−
Diε

|ϕ− ϕn|2dxdt 6 Cmax(1,
1

γiε
)|∇(ϕ− ϕn)|ΩT

6 C|∇ϕ−∇ϕn|(ΩT ).

Donc, de (2.16) on déduit pour tout i ∈ I1∫ T

0

∫
−
Diε

uε(ϕ− ϕn)dxdt−→ 0 quand n→ +∞.

De la même façon pour le dernier terme de (2.70),∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

vi (ϕn − ϕ) dxdt

∣∣∣∣ 6 (∫ T

0

∫
Ω

|vi|2dxdt
)1/2(∫ T

0

∫
Ω

|ϕn − ϕ|2dxdt
)1/2

6 |vi|ΩT C(Ω)|∇(ϕ− ϕn)|ΩT → 0

Par ailleurs, d'après la première étape on a

lim
ε→0

∫ T

0

∫
−
Diε

uεϕndxdt =

∫ T

0

∫
Ω

viϕndxdt,

par conséquent ∣∣∣∣∫ T

0

∫
−
Diε

uεϕndxdt−
∫ T

0

∫
Ω

viϕndxdt

∣∣∣∣ −→ 0

�

Avant de montrer la proposition 2.6, on a besoin du lemme technique suivant et
dont la démonstration est dans l'annexe B.
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Lemme 2.5. Pour tout i ∈ {1,m}, (riε) ∈ Ri, et ϕ ∈ D(Ω)

(2.71) wriεGδiε
(ϕ) ∈ H1

0 (Ω).

De plus,

(2.72) wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
−→ 0 dans H1

0 (Ω).

Preuve de la proposition 2.6. En sachant que wriε ∈ H
1
0 (Ω) et ϕ ∈ D(Ω), on a alors

(1− wriε)ϕ ∈ H
1
0 (Ω).

D'autre part, wriε ne vie que dans ∪k∈ZεB (εk + εyi, εr
i
ε) et Gδiε

constante dans
chaque Y k

ε , k ∈ Zε, donc wriεGδiε
∈ H1

0 (Ω).
Par conséquent

Φε ∈ H1
0 (Ω).

D'autre part, on a

|Φε − ϕ|2Ω =

∣∣∣∣∣
(

1−
m∑
i=1

wriε

)
ϕ+

∑
i∈I1∪I2

wriεGδiε
(ψi) +

∑
i∈I3

wriεGδiε
(ϕ)− ϕ

∣∣∣∣∣
2

Cε

+

∣∣∣∣∣ ∑
i∈I1∪I2

Gδiε
(ψi) +

∑
i∈I3

Gδiε
(ϕ)− ϕ

∣∣∣∣∣
2

Dε

.

D'après (2.24), on a

(1− wriε)ϕ −→ ϕ dans L2(Ω).

D'autre part Gδiε
(ψi) → ψi uniformement, de plus |Cε| → 0 et |Dε| → 0, ceci

entraine directement la convergence (2.52).

Montrons maintenant (2.53),on a

∫ T

0

〈fε,Φε〉 ζ(t)dt =

∫ T

0

〈fε, ϕ〉ζdt−
∑
i∈I1

∫ T

0

〈fε, wriεϕ〉ζdt−
∑
i∈I2

∫ T

0

〈fε, wriεϕ〉ζdt

−
∑
i∈I3

∫ T

0

〈fε, wriεϕ〉ζdt+
∑
i∈I1

∫ T

0

〈fε, wriεGδiε
(ψi)〉ζdt+

∑
i∈I2

∫ T

0

〈fε, wriεGδiε
(ψi)〉ζdt

+
∑
i∈I3

∫ T

0

〈fε, wriεGδiε
(ϕ)〉ζdt.

Rappelons que la première hypothèse de (2.9) nous a�rme que

lim
ε→0

∫ T

0

〈fε, ϕ〉 ζdt =

∫ T

0

〈f, ϕ〉 ζdt,

et compte tenu de l'hypothèse(2.40), on a

lim
ε→0

∫ T

0

〈
fε, wriεϕ

〉
ζdt =

∫ T

0

〈gi, ϕ〉 ζdt, ∀i ∈ I1.

D'autre part,∑
i∈I1

∫ T

0

〈
fε, wriεGδiε

(ψi)
〉
ζdt =

∑
i∈I1

∫ T

0

〈
fε, wriε

(
Gδiε

(ψi)− ψi
)〉
ζdt+

∑
i∈I1

∫ T

0

〈
fε, wriεψi

〉
ζdt.
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De plus∣∣∣∣∫ T

0

〈
fε, wriε

(
Gδiε

(ψi)− ψi
)〉
ζdt

∣∣∣∣ 6 ∫ T

0

|fε|H−1(Ω)|wriε
(
Gδiε

(ψi)− ψi
)
|H1

0 (Ω)ζdt,

comme la première hypothèse de (2.9) assure que |fε|H−1(Ω) 6 C et d'après (2.72),
on a pour tout i ∈ I1

lim
ε→0

∫ T

0

〈
fε, wriε

(
Gδiε

(ψi)− ψi
)〉
ζdt = 0,

et d'après (2.40)

lim
ε→0

∫ T

0

〈
fε, wriεψi

〉
ζdt =

∫ T

0

〈gi, ψi〉 ζdt.

Par ailleurs, on a ∀i ∈ I2∣∣∣∣∫ T

0

〈fε, wriεϕ〉ζdt
∣∣∣∣ 6 ∫ T

0

|fε|H−1

∣∣wriεϕ∣∣H1
0
ζdt

6 C

∫ T

0

(
|ϕ|L∞|∇wriε|L2 + |∇ϕ|L∞|wriε|L2(Ω)

)
ζdt→ 0,

(2.73)

comme conséquence de la proposition 2.2 et du fait que |fε|H−1(Ω) 6 C .

De même, on a
(2.74)∑
i∈I2

∫ T

0

〈
fε, wriεGδiε

(ψi)
〉
ζdt =

∑
i∈I2

∫ T

0

〈
fε, wriε

(
Gδiε

(ψi)− ψi
)〉
ζdt+

∑
i∈I2

∫ T

0

〈
fε, wriεψi

〉
ζdt,

alors pour tout i ∈ I2, on a∣∣∣∣∫ T

0

〈
fε, wriε

(
Gδiε

(ψi)− ψi
)〉
ζdt

∣∣∣∣ 6 ∫ T

0

|fε|H−1(Ω)|wriε
(
Gδiε

(ψi)− ψi
)
|H1

0 (Ω)ζdt,

et ∣∣∣∣∫ T

0

〈
fε, wriεψi

〉
ζdt

∣∣∣∣ 6 ∫ T

0

|fε|H−1

∣∣wriεψi∣∣H1
0
ζdt,

toujours à l'aide du lemme 2.5, |fε|H−1(Ω) 6 C〈
fε, wriεGδiε

(ψi)
〉
−→ 0, ∀i ∈ I2.

Le reste se traite d'une façon similaire que précdédement, c'est à dire∑
i∈I3

∫ T

0

〈fε, wriεGδiε
(ϕ)〉−

∑
i∈I3

∫ T

0

〈fε, wriεϕ〉ζdt =
∑
i∈I3

∫ T

0

〈
fε, wriε

(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)〉
ζdt −→ 0.

�

Preuve de la proposition 2.7. Pour établir (2.54), d'abord on écrit∫
ΩT
ρεuεΦεζ

′
(t) =

∫ T

0

∫
Ωε

uεΦεζ
′
(t)dxdt+

∑
i∈I1∪I2

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ψi)ζ

′
(t)dxdt

+
∑
i∈I3

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ϕ)ζ

′
(t)dxdt

En utilisant (2.43) et (2.52), on obtient
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lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ω

χΩεuεΦε(x)ζ
′
(t)dxdt =

∫
ΩT
uϕζ

′
(t)dxdt.

On traite les autres termes comme suit, pour i ∈ I1

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ψi)ζ

′dxdt = aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uε
(
Gδiε

(ψi)− ψi
)
ζ ′dxdt

+aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uεψiζ
′dxdt,

grâce à (2.10), (2.37) et (2.48) on a

lim
ε→0

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ψi)ζ

′
dxdt = ai

∫
ΩT
viψiζ

′dxdt.

Passon au terme pour i ∈ I2. De la même manière, on a

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ψi)ζ

′dxdt = aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uε
(
Gδiε

(ψi)− ψi
)
ζ ′dxdt

+aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uεψiζ
′dxdt,

le premier terme du membre droit tend vers zéro grâce à (2.10), (2.37). D'autre
part, de l'estimation

| 1

Di
ε

|
∫
Diε

|uε|2 6 C.

Il existe une sous suite tel que (voir Lemma A-2, [3])

(2.75)
1

|Di
ε|
uεχDiε ⇀ vi in D′(Ω) p.p t ∈ [0, T ].

On voit

aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uεψiζ
′dxdt = aiε|Di

ε|
∫ T

0

∫
Ω

1

|Di
ε|
uεχDiεψiζ

′dxdt

= aiε|Di
ε|
∫ T

0

(∫
Ω

1

|Di
ε|
uεχDiεψidx

)
ζ ′dt

= aiε|Di
ε|
∫ T

0

〈
1

|Di
ε|
uεχDiε , ψi

〉
D′(Ω)×D(Ω)

ζ ′dt.

De la convergence (2.75), on a〈
1

|Di
ε|
uεχDiε , ψi

〉
D′(Ω)×D(Ω)

−→ 〈vi, ψi〉D′(Ω)×D(Ω)

donc, en tenant compte de (2.10)

(2.76) lim
ε→0

aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uεψiζ
′dxdt = ai

∫
ΩT
viψiζ

′dxdt.

On �nit avec le terme pour i ∈ I3, on a

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ψi)ζ

′dxdt = aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uε
(
Gδiε

(ψi)− ψi
)
ζ ′dxdt

+aiε|Di
ε|
∫ T

0

∫
−
Diε

uεψiζ
′dxdt,
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grâce à (2.10), (2.37) et (2.49) on a

lim
ε→0

aiε

∫ T

0

∫
Diε

uεGδiε
(ϕ)ζ

′
dxdt = ai

∫
ΩT
uϕζ ′dxdt, i ∈ I3.

�

Preuve de la proposition 2.8. On a∫
ΩT
νε∇uε∇Φεζ(t)dxdt =

∫
ΩTε \CTε

∇uε∇ϕζ(t)dxdt+

∫
CTε

∇uε∇Φεζ(t)dxdt,

D'après le théorème de la convergence dominée de Lebesgue,

∇ϕ1χΩε\Cε
→ ∇ϕ in L2 (Ω) ,

et en tenant compte de (2.43), on obtient

lim
ε→0

∫ T

0

∫
Ωε\Cε

∇uε∇ϕζdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

∇u∇ϕζdxdt.

On s'intéresse maintenant à la partie restante

∫
CTε

∇uε∇Φεζ(t)dxdt =

∫
CTε

∇uε

(
1−

m∑
i=1

wriε

)
∇ϕζdxdt+

∑
i∈I1

∫
CTε

∇uε∇wriε(Gδiε
(ψi)− ϕ)ζdxdt

+
∑
i∈I2

∫
CTε

∇uε∇wriε(Gδiε
(ψi)− ϕ)ζdxdt+

∑
i∈I3

∫
CTε

∇uε∇wriε(Gδiε
(ϕ)− ϕ)ζdxdt

=k1
ε + k2

ε + k3
ε + k4

ε .

Comme χCε∇ϕ converge vers 0 dans L2(ΩT ), (∇uε) est bornée dans L2(ΩT ), et (1−∑m
i=1wriε) est aussi bornée dans L∞ (Ω), on véri�e facilement que k1

ε tends vers zéro.

Pour traiter k2
ε , on a pour tout i ∈ I1∫ T

0

∫
Ciε

∇uε∇wriε(Gδiε
(ψi)− ϕ)ζdxdt =

∫ T

0

∫
Ciε

∇uε∇wriε
(
Gδiε

(ψi)−Gδiε
(ϕ)
)
ζdxdt

+

∫ T

0

∫
Ciε

∇uε∇wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
ζdxdt,

le deuxième terme du membre droite tends vers zero grâce à la convergence uniforme
de Gδiε

(ϕ) vers ϕ et l'estimation suivante

(2.77)∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ciε

∇uε∇wriε(Gδiε
(ϕ)− ϕ)ζdxdt

∣∣∣∣ 6 |ζ|L∞(0,T ) |∇uε|ΩT
∣∣∇wriε∣∣ΩT ∣∣Gδiε

(ϕ)− ϕ
∣∣
L∞(Ciε)

.

Pour le reste, un calcul direct donne

∫ T

0

∫
Ciε

∇uε∇wriε
(
Gδiε

(ψi)−Gδiε
(ϕ)
)
ζdxdt =

∫ T

0

∑
k∈Zε

∫−
Sk
δiε

ψi −
∫
−
Sk
δiε

ϕ

∫
Ck,iε

∇uε∇wriεζdxdt.

On introduit

(2.78) ũkε (ȳ) = uε (x) avec ȳ =
x

ε
− k − yi,
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donc, ∫
C(δiε,r

i
ε)

∇ũkε∇Wriεdȳ =

∫ 2π

0

∫ π

0

sin θ

∫ riε

δiε

∂ũkε
∂r

(ȳ)
dWriε

dr
r2drdθdψ,

avec cette notation, on obtient∫ T

0

∫
Ciε

∇uε∇wriε(Gδiε
(ψi)−Gδiε

(ϕ))ζ(t)dxdt =

= ε
∑
k∈Zε

∫−
Sk
δiε

ψi −
∫
−
Sk
δiε

ϕ

∫ 2π

0

dψ

∫ π

0

sin θdθ

∫ riε

δiε

(∫ T

0

∂ũkε
∂r

(ȳ)ζ(t)dt

)
dWriε

dr
r2dr

=
4πεδiεr

i
ε

(riε − δiε)
∑
k∈Zε

∫−
Sk
δiε

ψi −
∫
−
Sk
δiε

ϕ

∫
S1

∫ T

0

(
ũkεc|ȳ|=δiε − ũ

k
εc|ȳ|=riε

)
ζ(t)dtdσ1

=
4πεδiεr

i
ε

ε3(riε − δiε)

∫
ΩT

(
Gδiε

(uε)−Griε
(uε)

) (
Gδiε

(ψi)−Gδiε
(ϕ)
)
ζ(t)dxdt

= 4πγiε
riε

(riε − δiε)

∫
ΩT

(
Gδiε

(uε)−Griε
(uε)

) (
Gδiε

(ψi)−Gδiε
(ϕ)
)
ζ(t)dxdt

−→ 4πγi
∫

ΩT
(vi − u) (ψi − ϕ) ζ(t)dxdt.

Passons au terme k3
ε , on voit que

K3
ε =

∑
i∈I2

∫
CTε

∇uε∇wriε
(
Gδiε

(ψi)− ψi
)
ζdxdt+

∑
i∈I2

∫
CTε

∇uε∇wriε (ψi − ϕ) ζdxdt

:=
∑
i∈I2

(
hi,1ε + hi,2ε

)
,

Le premier terme dans le membre droite peut s'estimé par

|hi,1ε | 6 |∇uεζ|ΩT |∇wriε |ΩT |Gδiε
(ψi)− ψi|L∞(Cε) → 0,(2.79)

De la même manière pour hi,2ε → 0 puisque |∇wriε|L2(Ω) → 0 et |∇uε|ΩT est bor-
née .

On termine la démonstration par l'estimation de k4
ε , on a pour tout i ∈ I3

|
∫
CεT
∇uε(∇wriε)

(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
ζdxdt| 6 C|∇uε|ΩT |∇wriε|ΩT |ζ|L∞(0,T )|Gδiε

(ϕ)− ϕ|L∞(CεT )

6 C
(
γiε
) 1

2 εriε = C(
δiε
ε2

)1/2
(
εriε
)
→ 0,

ce qui achéve le raisonnement. �
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CHAPITRE 3

Équation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert
borné de RN

Résumé

Dans ce chapitre, on s'intéresse à l'étude de l'homogénéisation et correcteur pour
une équation hyperbolique-parabolique dégénérée posée dans un ouvert borné Ω de
RN . L'équation dégénère au sens que le coe�cient de conductivité dans une partie
ouverte A strictement contenue dans Ω est égale à 1, alors qu'à l'extérieur de A il est
de l'ordre de ε2.

Nous montrons que sous l'e�et de données initiales oscillantes, il apparaît une
perturbation qui ne véri�e pas le principe d'équipartition de l'énergie.

1. Position du problème et notations

Soient T > 0, Ω un ouvert borné régulier de RN , N ≥ 3, A une partie ouverte
régulière de Ω. On suppose A strictement contenue dans Ω, i.e. Ω \ Ā ⊂⊂ Ω, où
Ā désigne la fermeture de A. Considérons le problème hyperbolique-parabolique sui-
vant :

(3.1)


ρε
∂2uε
∂t2

+ ρε
∂uε
∂t
− div (ρε∇uε) = 0 dans ΩT ,

uε = 0 sur ∂Ω× ]0, T [ ,
uε(x, 0) = u0

ε(x) dans Ω,
∂uε
∂t

(x, 0) = u1
ε(x) dans Ω,

avec

(3.2) ρε(x) = χA + ε2χΩ\A.

On suppose que les données initiales u0
ε et u

1
ε véri�ent

(3.3)



u0
ε ∈ H1 (Ω) ,∫
Ω

(
χA + ε2χΩ\A

)
|∇u0

ε|2dx ≤ C, ∀ε,

∃u0 ∈ H1 (Ω) , u0
ε ⇀ u0 faiblement dans L2 (Ω) .

(3.4)

{
u1
ε ∈ L2 (Ω) ,

∃u1 ∈ L2 (Ω) , u1
ε ⇀ u1 faiblement dans L2 (Ω) .

Le problème (3.1) a une solution faible dans le sens suivant :
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Théorème 3.1 ([21]). Sous les hypothèses et les notations ci-dessus, il existe une
unique solution uε véri�ant
(3.5)

uε ∈ L∞ (0, T ;H1
0 (Ω)) ,

∂uε
∂t
∈ L∞(0, T ;L2(Ω)), ρε

∂2uε
∂t2
∈ L2 (0, T ;H−1 (Ω)) ,

〈ρε
∂2uε
∂t2

, ϕ〉+ (ρε
∂uε
∂t

, ϕ)Ω + (ρε∇uε,∇ϕ)Ω = 0, dans D′(0, T ), ∀ϕ ∈ H1
0 (Ω) ,

uε(x.0) = u0
ε(x) dans Ω,

∂uε
∂t

(x, 0) = u1
ε(x) dans Ω.

Un exemple de suite véri�ant (3.3)
Supposons que Ω soit un ouvert borné de RN et A une partie ouverte régulière

strictement contenue dans Ω. Il su�t de prendre u0
ε de la forme (voir [25])

(3.6) u0
ε(x) = φ(x)ψ(

x

ε
),

avec φ(x) régulière à support compact dans Ω\A, ψ(y) régulière et Y−périodique où
Y est le cube unité de RN .

L'hypothèse (3.3) est véri�ée par la suite dé�nie par (3.6). En e�et, d'abord
u0
ε ∈ H1 (Ω) pour tout ε, car

∇u0
ε(x) = ∇φ(x)ψ(

x

ε
) +

1

ε
φ(x)∇ψ(

x

ε
) ∈ L2 (Ω) .

L'estimation dans (3.3) est aussi véri�ée car∫
Ω

(
χA + ε2χΩ\A

)
|∇u0

ε|2dx =

∫
Ω

ε2χΩ\A|∇u0
ε|2dx

=

∫
Ω\A

∣∣∣ε∇φ(x)ψ(
x

ε
) + φ(x)∇ψ(

x

ε
)
∣∣∣2dx

6 C.

La suite u0
ε converge faiblement dans L2 (Ω) vers u0(x) = φ(x)

∫
−
Y
ψ(y)dy, élément

de H1 (Ω). Donc la condition (3.3) est véri�ée.

2. Problème limite

Pour obtenir le problème limite, on utilise les estimations a priori suivantes.

Lemme 3.1. La suite uε de solutions de (3.1) véri�e les estimations a priori
suivantes :

(3.7) ‖√ρεuε‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 c,

(3.8) ‖∇uεχA‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 c,

(3.9) ‖ε∇uεχΩ\A‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 c,

(3.10) ‖√ρε
∂uε
∂t
‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 c.

Notre résultat concernant le problème limite est le suivant :

page 60



Chapitre 3 Équation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert borné de
RN

Théorème 3.2. Il existe v ∈ L∞(0, T ;H1(A)) tel que la suite uε de solutions de
(3.1) véri�e :

(3.11)
√
ρεuε −→ vχA fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.12) ∇uεχA ⇀ ∇vχA * faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.13) ε∇uεχΩ\A ⇀ 0 * faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.14)
√
ρε
∂uε
∂t

⇀
∂v

∂t
χA * faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

De plus, v est l'unique solution du problème limite suivant :

(3.15)



∂2v

∂t2
+
∂v

∂t
−4v = 0 dans A× ]0, T [ ,

∂v

∂n
= 0 sur ∂A× ]0, T [ ,

v(x, 0) = u0(x) dans A,
∂v

∂t
(x, 0) = u1(x) dans A.

3. Correcteur

On introduit ǔε comme étant la solution du problème suivant :

(3.16)


ρε
∂2ǔε
∂t2

+ ρε
∂ǔε
∂t
− div (ρε∇ǔε) = 0 dans ΩT ,

ǔε = 0 sur ∂Ω× ]0, T [ ,
ǔε(x, 0) = u0χA dans Ω,

∂ǔε
∂t

(x, 0) = u1χA dans Ω,

et on dé�nit

(3.17) ûε := uε − ǔε.
On montre alors les résultats suivants :

Théorème 3.3. La suite ǔε de solutions de (3.16) véri�e les convergences sui-
vantes :

(3.18)
√
ρεǔε −→ vχA fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.19) ∇ǔεχA −→ ∇vχA fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.20) ε∇ǔεχΩ\A −→ 0 fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.21)
√
ρε
∂ǔε
∂t
−→ ∂v

∂t
χA fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

Théorème 3.4. La suite ûε dé�nie par (3.17) véri�e les convergences suivantes :

(3.22)
√
ρεûε −→ 0 fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.23) ∇ûεχA ⇀ 0 faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.24) ε∇ûεχΩ\A ⇀ 0 faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

(3.25)
√
ρε
∂ûε
∂t

⇀ 0 faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)).
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Ces convergences sont fortes si et seulement si

(3.26)

{ ∫
Ω

(
χA + ε2χΩ\A

)
|∇u0

ε −∇u0|2dx −→ 0,∫
A
|u1
ε − u1|2dx −→ 0.

Si la condition (3.26) n'est pas véri�ée, alors il existe un réel H strictement positif
tel que, pour une sous-suite toujours notée ε, on a

(3.27)
∫

Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx ⇀ He−t * faiblement dans L∞(0, T ),

(3.28)
∫

Ω

ρε|∇ûε(x, t)|2dx ⇀ He−t * faiblement dans L∞(0, T ),

(3.29)
∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds ⇀ H(1− e−t) * faiblement dans L∞(0, T ).

Remarque 3.1. Le terme ûε agit comme une perturbation dûe aux oscillations des
données initiales u0

ε et u1
ε. Si la condition (3.26) n'est pas satisfaite, les convergences

(3.27)-(3.29) signi�ent que cette perturbation ne véri�e pas le principe d'équipartition
de l'énergie.

Avant de passer, nous aurons besoin de rappeler le résultat suivant

Résultat de compacité Soient X et Y deux espaces de Banach ré�exifs tel que
X ⊂ Y avec injection continue, compacte et dense.

Proposition 3.1 ([18]). On suppose que

gε ⇀ g dans L1 (0, T ;X) ,

∂gε
∂t

⇀
∂g

∂t
dans L1 (0, T ;Y ) ,

alors
gε −→ g fortement dans C0 ([0, T ];Y ) .

4. Preuves des résultats

Preuve du Lemme 3.1. On multiplie la première équation du système (3.1)

par
∂uε
∂t

que l'on intègre sur Ω× (0, t), t ∈ (0, T ). On obtient :

(3.30)

1

2

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂uε
∂t

∣∣∣2dx+

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂uε
∂t

∣∣∣2dxds+
1

2

∫
Ω

(
χA + ε2χΩ\A

)
|∇uε|2dx

=
1

2

∫
Ω

ρε|u1
ε|2dx+

1

2

∫
Ω

(
χA + ε2χΩ\A

)
|∇u0

ε|2dx.

Comme les données u0
ε et u

1
ε appartiennent aux classes (3.3) et (3.4), on déduit

de (3.30) les estimations (3.8), (3.9) et (3.10).
Pour démontrer l'estimation (3.7), on multiplie (3.1) par uε puis on intègre sur

Ω× (0, s), s ∈ (0, T ). On aura après intégration par parties du terme hyperbolique,

(3.31)

∫
Ω

ρε
∂uε
∂t

uε(x, s)dx+
1

2

∫
Ω

ρε|uε(x, s)|2dx+

∫ s

0

∫
Ω

ρε|∇uε|2dxdσ =

=
1

2

∫
Ω

ρε|u0
ε(x)|2dx+

∫
Ω

ρεu
0
εu

1
ε(x)dx+

∫ s

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂uε
∂t

(x, σ)
∣∣∣2dxdσ.
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En réintégrant (3.31) sur (0, t), pour un t de l'intervalle (s, T ), il vient

1

2

∫
Ω

ρε|uε(x, t)|2dx+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

ρε|uε(x, s)|2dxds+

∫ t

0

∫ s

0

∫
Ω

ρε|∇uε|2dxdσds 6

6
1

2

∫
Ω

ρε|u0
ε(x)|2dx+ t

1

2

∫
Ω

ρε|u0
ε(x)|2dx

+ t

∫
Ω

ρεu
0
εu

1
ε(x)dx+ t2‖√ρε

∂uε
∂t
‖2
L∞(0,T ;L2(Ω)).

(3.32)

Comme la suite de données initiales u0
ε est bornée dans L2 (Ω) et que la suite

produit u0
εu

1
ε est bornée dans L

1 (Ω), alors l'estimation (3.10) avec l'inégalité (3.32)
impliquent

1

2

∫
Ω

ρε|uε(x, t)|2dx+
1

2

∫ t

0

∫
Ω

ρε|uε(x, s)|2dxds+

∫ t

0

∫ s

0

∫
Ω

ρε|∇uε|2dxdσds 6 C,

d'où, l'estimation (3.7). �

Preuve du Théorème 3.2. Les estimations (3.7) et (3.8) impliquent que
la suite

(3.33) uε est bornée dans L∞(0, T ;H1(A)),

il existe alors un élément v ∈ L∞(0, T ;H1(A)) et une sous-suite ε tels que

(3.34) uε ⇀ v * faiblement dans L∞(0, T ;H1(A)),

d'où la convergence (3.12).
D'autre part, on a

‖ε∇uε‖L∞(0,T ;L2(Ω)) = ‖ε∇uεχA + ε∇uεχΩ\A‖L∞(0,T ;L2(Ω))

6 ‖ε∇uεχA‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ε∇uεχΩ\A‖L∞(0,T ;L2(Ω))

6 ‖∇uεχA‖L∞(0,T ;L2(Ω)) + ‖ε∇uεχΩ\A‖L∞(0,T ;L2(Ω)),

les estimations (3.8) et (3.9) nous donne

(3.35) ‖ε∇uε‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 C.

Donc en outre, la suite εuε étant bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω)), il existe alors un

certain w de L∞(0, T ;H1
0 (Ω)) tel que

(3.36) εuε ⇀ w * faiblement dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω)).

Dans la suite on montre que w est la solution du problème suivant

(3.37)



∂2w

∂t2
+
∂w

∂t
−∆w = 0 dans Ω \ Ā× ]0, T [ ,

w = 0 sur ∂(Ω \ Ā)× ]0, T [ ,
w(., 0) = 0 dans Ω \ Ā,

∂w

∂t
(., 0) = 0 dans Ω \ Ā.

En divisant la première équation du (3.1) par ε on obtient :

(3.38)
1

ε
ρε
∂2uε
∂t2

+
1

ε
ρε
∂uε
∂t
− div((

1

ε
χA + εχΩ\A)∇uε) = 0.
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En multipliant (3.38) par ϕψ ∈ H1
0 (Ω \ Ā)×D(0, T ), où ϕ est prolongée par zéro

dans A, et en intégrant l'équation obtenue sur Ω× (0, T ), on aura

(3.39)

∫ T

0

〈
ε
∂2uε
∂t2

χΩ\A, ϕ
〉
ψdt+

∫ T

0

〈
ε
∂uε
∂t

χΩ\A, ϕ
〉
ψdt+

+

∫ T

0

∫
Ω

εχΩ\A∇uε∇ϕψdxdt = 0.

Dans (3.39), on passe à la limite lorsque ε→ 0, de (3.36) on déduit

(3.40)

〈
ε
∂2uε
∂t2

χΩ\A, ϕ
〉

=
∂2

∂t2

〈
εuεχΩ\A, ϕ

〉
−→

∂2

∂t2

〈
wχΩ\A, ϕ

〉
=
〈∂2w

∂t2
χΩ\A, ϕ

〉
, dans D′(0, T ),

(3.41)

〈
ε
∂uε
∂t

χΩ\A, ϕ
〉

=
∂

∂t

〈
εuεχΩ\A, ϕ

〉
−→

∂

∂t

〈
wχΩ\A, ϕ

〉
=
〈∂w
∂t
χΩ\A, ϕ

〉
, dans D′(0, T ),

∫ T

0

∫
Ω

ε∇uεχΩ\A∇ϕψdxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

∇wχΩ\A∇ϕψdxdt.

On obtient alors∫ T

0

〈∂2w

∂t2
χΩ\A, ϕ

〉
ψdt+

∫ T

0

〈∂w
∂t
χΩ\A, ϕ

〉
ψdt

+

∫ T

0

∫
Ω

∇wχΩ\A∇ϕψdxdt = 0,

et donc w véri�e l'équation limite suivante

(3.42)
∂2w

∂t2
+
∂w

∂t
−∆w = 0 dans (Ω \ Ā)× ]0, T [ .

Reste à identi�er les données initiales de la limite w. A l'aide des estimations
(3.9), (3.10) on a

• εuεχΩ\A est bornée dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω \ Ā)),

• ε
∂uε
∂t

χΩ\A est bornée dans L∞(0, T ;L2(Ω \ Ā)),

• ε
∂2uε
∂t2

χΩ\A est bornée dans L∞(0, T ;H−1(Ω \ Ā)),

et en s'aidant de la convergence (3.36), il vient

(3.43)

εuεχΩ\A ⇀ wχΩ\A * faiblement dans L∞(0, T ;H1
0 (Ω \ Ā)),

ε
∂uε
∂t

χΩ\A ⇀
∂w

∂t
χΩ\A * faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω \ Ā)),

ε
∂2uε
∂t2

χΩ\A ⇀
∂2w

∂t2
χΩ\A * faiblement dans L∞(0, T ;H−1(Ω \ Ā)).
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Grâce aux injections compactes H1
0 (Ω \ Ā) ↪→ L2(Ω \ Ā) ↪→ H−1(Ω \ Ā) et la

Proposition 3.1, on conclut que

(3.44)
εuεχΩ\A → wχΩ\A fortement dans C0([0, T ];L2(Ω \ Ā)),

ε
∂uε
∂t

χΩ\A →
∂w

∂t
χΩ\A fortement dans C0([0, T ];H−1(Ω \ Ā)).

D'autre part, on a

(3.45)

{
u0
ε ⇀ u0 faiblement dans L2 (Ω) ,

u1
ε ⇀ u1 faiblement dans L2 (Ω) ,

alors

(3.46)

{
εu0

ε ⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) ,

εu1
ε ⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) ,

grâce (3.44) et en vertu de

(3.47)
εuε(., 0)χΩ\A → w(., 0)χΩ\A fortement dans L2(Ω),

ε
∂uε
∂t

(., 0)χΩ\A →
∂w

∂t
(., 0)χΩ\A fortement dans H−1(Ω).

De (3.46) et (3.47), en déduit que

(3.48)


w(., 0)χΩ\A = 0 dans Ω,

∂w

∂t
(., 0)χΩ\A = 0 dans Ω.

Ainsi w est solution du problème (3.37).
Remarquons aussi que, d'après (3.36), on a

(3.49) εuεχA ⇀ wχA * faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)).

De la convergence (3.34), on déduit que

(3.50) εuεχA ⇀ 0 * faiblement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

Il suit alors de (3.49), (3.50), que

(3.51) w ≡ 0 dans A× (0, T ).

En conclusion, comme w est la solution du problème (3.37) et véri�e (3.51), on
déduit que

(3.52) w ≡ 0 dans Ω× (0, T ).

La convergence (3.13) est donc une conséquence de (3.36) et (3.52).
Les estimations (3.8), (3.10), nous donnent

• ∂uε
∂t

χA est bornée dans L∞(0, T ;L2(A)),

• ∂2uε
∂t2

χA est bornée dans L∞(0, T ;H−1(A)),
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et en s'aidant de la convergence (3.34), on a

(3.53)

uεχA ⇀ vχA * faiblement dans L∞(0, T ;H1(A)),

∂uε
∂t

χA ⇀
∂v

∂t
χA * faiblement dans L∞(0, T ;L2(A)),

∂2uε
∂t2

χA ⇀
∂2v

∂t2
χA * faiblement dans L∞(0, T ;H−1(A)).

Grâce aux injections compactes H1(A) ⊂ L2(A) ⊂ H−1(A) et la Proposition 3.1,
on conclut que

(3.54)
uεχA → vχA fortement dans C0([0, T ];L2(A)),

∂uε
∂t

χA →
∂v

∂t
χA fortement dans C0([0, T ];H−1(A)).

En s'aident des convergences (3.44)1, (3.54)1 et en vertu de

(3.55)
√
ρεuε = uεχA + εuεχΩ\A −→ vχA fortement dans L∞(0, T ;L2(Ω)),

on obtient (3.11).
La convergence (3.14) est une conséquence de l'estimation (3.10) et de la conver-

gence (3.11).
Maintenant, on identi�e les données initiales de la limite v, on sait que

(3.56)

{
u0
ε ⇀ u0 faiblement dans L2 (Ω) ,

u1
ε ⇀ u1 faiblement dans L2 (Ω) ,

alors

(3.57)

{
u0
εχA ⇀ u0χA faiblement dans L2 (Ω) ,

u1
εχA ⇀ u1χA faiblement dans L2 (Ω) ,

mais grâce au (3.54), en vertu

(3.58)


uε(., 0)χA → v(., 0)χA fortement dans L2(Ω),

∂uε
∂t

(., 0)χA →
∂v

∂t
(., 0)χA fortement dans H−1(Ω),

on conclut que

(3.59)


v(., 0)χA = u0χA dans Ω,

∂v

∂t
(., 0)χA = u1χA dans Ω.

Pour obtenir l'équation limite (3.15), on multiplie (3.1) par une fonction test de
la forme ϕψ ∈ H1

0 (A) × D(0, T ), avec ϕ prolongée par zéro à l'extérieure de A, il
vient ∫ T

0

〈∂2uε
∂t2

χA, ϕ
〉
ψdt+

∫ T

0

∫
Ω

∂uε
∂t

χAϕψdxdt+(3.60)

+

∫ T

0

∫
Ω

∇uεχA∇ϕψdxdt = 0,

où 〈., .〉 désigne le crochet de dualité (H−1(A), H1
0 (A)).
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En passant à la limite par rapport à ε et en tenant compte des convergences
(3.53), il vient ∫ T

0

〈∂2uε
∂t2

χA, ϕ
〉
ψdt −→

∫ T

0

〈∂2v

∂t2
χA, ϕ

〉
ψdt,

∫ T

0

∫
Ω

∂uε
∂t

χAϕψdxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

∂v

∂t
χAϕψdxdt,

∫ T

0

∫
Ω

∇uεχA∇ϕψdxdt −→
∫ T

0

∫
Ω

∇vχA∇ϕψdxdt.

Et donc v véri�e l'équation limite suivante :

∂2v

∂t2
+
∂v

∂t
−∆v = 0 dans A× (0, T ).(3.61)

Remarquons que l'équation (3.61) peut être obtenue en prenant seulement une
fonction test de la forme ϕψ ∈ H1

0 (Ω)×D(0, T ), telle que ϕ dé�nie comme suit

(3.62)


ϕ ∈ C1(Ā),

ϕ = 0 dans Ω \ A,
ϕ = 0 sur ∂Ω.

On obtient∫ T

0

〈∂2v

∂t2
χA, ϕ

〉
ψdt+

∫ T

0

∫
Ω

∂v

∂t
χAϕψdxdt+

∫ T

0

∫
Ω

∇vχA∇ϕψdxdt = 0.

En appliquant la formule de Green, il vient∫ T

0

〈∂2v

∂t2
+
∂v

∂t
−∆v, ϕ

〉
ψdt+

∫ T

0

� ∂v

∂n
, ϕ� ψdt = 0,

où
〈., .〉 désigne le crochet de dualité

(
(H1(A))

′
, H1(A)

)
,

� ., .� le crochet de dualité
( (
H−1/2(∂A)

)′
, H1/2(∂A)

)
.

Et grâce à (3.61), on conclut que∫ T

0

� ∂v

∂n
, ϕ� ψdt = 0,

par conséquent
∂v

∂n
= 0 sur ∂A× (0, T ). �

Preuve du Théorème 3.3. Notons d'abord que les convergences (3.11)-(3.14)
sont toutes véri�ées par la suite ǔε de solutions de (3.16).

La convergence (3.18) n'est autre que (3.11) appliquée à la suite ǔε.
On montre dans la suite les convergences (3.19)-(3.21). La conservation de l'éner-

gie associée a ǔε s'écrit :
(3.63)∫

Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds+

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(x, t)|2dx

=

∫
A

|u1(x)|2dx+

∫
A

|∇u0(x)|2dx.
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Retournons à l'équation limite (3.15), multiplions cette dernière par 2
∂v

∂t
puis

intégrons sur A× (0, t), t ∈ (0, T ), on obtient

(3.64)

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds+

∫
A

|∇v(x, t)|2dx

=

∫
A

|u1(x)|2dx+

∫
A

|∇u0(x)|2dx.

De (3.63), (3.64), en déduit
(3.65)∫

Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds+

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(x, t)|2dx

=

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds+

∫
A

|∇v(x, t)|2dx.

On passe à la limite supérieure dans les membres de (3.65), on aura

(3.66)

lim sup
ε

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ lim sup

ε
2

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds+

lim sup
ε

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(x, t)|2dx

=

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds

+

∫
A

|∇v(x, t)|2dx.

Par ailleurs, la suite ǔε véri�e les convergences faibles (3.12)-(3.14), alors la semi-
continuité inférieure nous donne pour presque tout t ∈ (0, T )

(3.67)

lim inf
ε

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx > ∫

A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx,

lim inf
ε

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds > ∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds,

lim inf
ε

∫
Ω

χA|∇ǔε(x, t)|2dx >
∫
A

|∇v(x, t)|2dx,

lim inf
ε

∫
Ω

ε2χΩ\A|∇ǔε(x, t)|2dx > 0.

De (3.66), on a

(3.68)

lim sup
ε

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx = − lim sup

ε
2

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds

− lim sup
ε

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(x, t)|2dx

+

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds

+

∫
A

|∇v(x, t)|2dx.
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Rappelons que

(3.69)

lim inf
ε

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds 6 lim sup

ε

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds,

lim inf
ε

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(t)|2dx 6 lim sup
ε

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(t)|2dx.

De (3.67) et (3.69), on obtient

(3.70)

− lim sup
ε

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds 6 −∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds,

− lim sup
ε

∫
Ω

(χA + ε2χΩ\A)|∇ǔε(t)|2dx 6 −
∫
A

|∇v(x, t)|2dx.

Ainsi, (3.68) et (3.70) nous donne

(3.71) lim sup
ε

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx 6 ∫

A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx.

En comparant (3.67)1 et (3.71), on conclut que

lim inf
ε

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx = lim sup

ε

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx =

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx,

d'où on tire

(3.72) lim
ε→0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx =

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx.

De la même manière, on traite les deux autres termes dans (3.66) et on obtient

(3.73)

lim
ε→0

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ǔε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds =

∫ t

0

∫
A

∣∣∣∂v
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds,

lim
ε→0

∫
Ω

|∇ǔε(x, t)χA|2dx =

∫
A

|∇v(x, t)|2dx,

lim
ε→0

∫
Ω

|ε∇ǔε(x, t)χΩ\A|2dx = 0.

Par conséquent, les convergences (3.19)-(3.21) découlent des convergences faibles
(3.12)-(3.14) appliquées à la suite ǔε et des convergences (3.72)-(3.73). �

Preuve du Théorème 3.4. Les convergences (3.22)-(3.25) découlent immé-
diatement de (3.11)-(3.14), (3.18)-(3.21) et de la Dé�nition 3.17.

On montre dans la suite que les convergences (3.23)-(3.25) sont en fait des conver-
gences fortes si et seulement si la condition (3.26) est satisfaite.

D'après la Dé�nition 3.17, ûε est la solution du problème suivant :

(3.74)


ρε
∂2ûε
∂t2

+ ρε
∂ûε
∂t
− div(ρε∇ûε) = 0 dans ΩT ,

ûε = 0 sur ∂Ω× ]0, T [ ,
ûε(x, 0) = u0

ε − u0χA dans Ω,
∂ûε
∂t

(x, 0) = u1
ε − u1χA dans Ω.
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L'équation de l'énergie du problème (3.74), s'écrit

(3.75)

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds+∫

Ω

ρε|∇ûε(x, t)|2dx

=

∫
Ω

ρε|u1
ε − u1χA|2dx+

∫
Ω

ρε|∇u0
ε −∇u0χA|2dx.

En utilisant (3.26)2 et (3.4)2, il vient

(3.76)
√
ρε(u

1
ε − u1χA) = (u1

ε − u1)χA + εu1
εχΩ\A → 0 fortement dans L2(Ω).

De (3.26)1 on obtient

(3.77)

√
ρε(∇u0

ε −∇u0χA) =
√
ρε(∇u0

ε −∇u0) + ε∇u0χΩ\A → 0

fortement dans L2(Ω).

Par conséquent, en passant à la limite dans les deux membres de (3.75) et en
tenant compte de (3.76) et de (3.77), on conclut que les convergences (3.23)-(3.25)
sont fortes.

Réciproquement, si on suppose que les convergences (3.23)-(3.25) sont fortes, on
voit immédiatement, via l'équation (3.75), que la suite de données initiales (u0

ε, u
1
ε)

véri�e la convergence (3.26). En e�et, en passant à la limite dans les deux membres
de (3.75) et en tenant compte des convergences fortes (3.23)-(3.25), on obtient

(3.78)
lim
ε

∫
Ω

ρε|u1
ε − u1χA|2dx = 0,

lim
ε

∫
Ω

ρε|∇u0
ε −∇u0χA|2dx = 0.

En utilisant (3.78)1 et (3.4)2, il vient

(3.79) (u1
ε − u1)χA =

√
ρε(u

1
ε − u1χA)− εu1

εχΩ\A → 0 fortement dans L2(Ω).

De (3.78)2, on obtient
(3.80)√
ρε(∇u0

ε −∇u0) =
√
ρε(∇u0

ε −∇u0χA)− ε∇u0χΩ\A → 0 fortement dans L2(Ω).

Par conséquent, la suite de données initiales (u0
ε, u

1
ε) véri�e la condition (3.26).

On montre dans la suite la deuxième partie du théorème. Pour cela, on suppose
que la condition (3.26) n'est pas véri�ée.

Multiplions la première équation de (3.74) par ϕûε , où ϕ ∈ D(0, T ), ûε ∈
L2(0, T ;H1

0 (Ω)), après avoir intégré par parties son terme hyperbolique, il vient

(3.81)

∫ T

0

(∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

∣∣∣2dx)ϕ(t)dt−
∫ T

0

(∫
Ω

ρε|∇ûε|2dx
)
ϕ(t)dt =

−
∫ T

0

(∫
Ω

ρε
∂ûε
∂t

ûεdx

)
ϕ
′
(t)dt+

∫ T

0

(∫
Ω

ρε
∂ûε
∂t

ûεdx

)
ϕ(t)dt.
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Par utilisation de (3.22), (3.25), on conclut que le second membre de (3.81) tend
vers zéro avec ε, et comme ϕ est arbitraire, on aura

(3.82)
∫

Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

∣∣∣2dx− ∫
Ω

ρε|∇ûε|2dx ⇀ 0 * faiblement dans L∞(0, T ).

Par ailleurs, posons

(3.83) Hε =
1

2

∫
Ω

ρε|u1
ε − u1χA|2dx+

1

2

∫
Ω

ρε|∇u0
ε −∇u0χA|2dx.

En vertu de (3.4)
√
ρε(u

1
ε − u1χA) = (u1

ε − u1)χA + εu1
εχΩ\A est bornée dans L2(Ω).

Ainsi, en utilisant l'estimation de (3.3), on obtient
√
ρε(∇u0

ε −∇u0χA) =
√
ρε∇u0

ε −∇u0χA est bornée dans L2(Ω).

Et donc, (Hε)ε est une suite bornée de nombre réels positifs, et donc il existe un
réel H strictement positif tel que, pour une sous-suite de ε encore notée ε, on a

(3.84) Hε −→ H dans R.

En s'aidant de (3.75), (3.83) et (3.84), on obtient pour la même sous-suite ε

(3.85)

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, t)
∣∣∣2dx+ 2

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds

+

∫
Ω

ρε|∇ûε(x, t)|2dx −→ 2H fortement dans C ([0, T ]) .

Par sommation de (3.82) et (3.85), on obtient∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

∣∣∣2dx+

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds ⇀ H * faiblement dans L∞(0, T ).

(3.86)

Posons l(t) la limite dans L∞(0, T ) de la suite
∫

Ω

ρε|
∂ûε
∂t
|2dx, pour t ∈ (0, T ), on

dé�nit une fonction ϕ ∈ L1(0, T ) comme suit

ϕ (s) = χ(0,t)(s) =

{
1 si s ∈ (0, t),
0 si s ∈ (t, T ).

D'où ∫ T

0

(∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dx)ϕ(s)ds −→

∫ T

0

l(s)ϕ(s)ds.

Mais, comme∫ T

0

(∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dx)ϕ(s)ds =

∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds,

et ∫ T

0

l(s)ϕ(s)ds =

∫ t

0

l(s)ds,

alors, en déduit que

(3.87)
∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds −→ ∫ t

0

l(s)ds.
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Par ailleurs, l'estimation (3.10) appliquée à la suite ûε nous donne

sup
0<t<T

∣∣∣ ∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds∣∣∣ 6 T‖√ρε

∂ûε
∂t
‖L∞(0,T ;L2(Ω)) 6 c,

il en découle que
∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds est bornée dans L∞(0, T ). Alors la conver-

gence (3.87) devient

(3.88)
∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds ⇀ ∫ t

0

l(s)ds * faiblement dans L∞(0, T ).

De (3.86), (3.88), on conclut que

l(t) +

∫ t

0

l(s)ds = H,(3.89)

après avoir dérivé les deux termes de l'équation (3.89), on conclut que l est la solution
de l'équation di�érentielle ordinaire suivante :

(3.90)

{
l
′
(t) + l(t) = 0,

l(0) = H.

En s'aidant de la théorie de E.D.O, nous avons pour chaque t ∈ (0, T )

l(t) = He−t.(3.91)

En utilisant (3.82), (3.86) et (3.91), on conclut que∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

∣∣∣2dx −→ He−t * faiblement dans L∞(0, T ),∫
Ω

ρε|∇ûε|2dx −→ He−t * faiblement dans L∞(0, T ),∫ t

0

∫
Ω

ρε

∣∣∣∂ûε
∂t

(x, s)
∣∣∣2dxds −→ H(1− e−t) * faiblement dans L∞(0, T ),

par conséquent, ûε ne véri�e pas le principe d'équipartition de l'énergie. �
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Conclusion et perspectives

Dans cette thèse, nous avons étudié l'homogénéisation d'un problème d'évolution
dans des milieux hétérogènes. Le premier chapitre est consacré à l'étude du compor-
tement asymptotique d'un problème parabolique dans un milieu poreux dans lequel
baigne un réseau ε-périodique de très petites particules sphériques.

Le deuxième chapitre concerne l'homogénéisation d'un milieu multiphasique formé
d'une phase ambiante connexe entournantm phase ou chacune est un réseau ε−périodique
de petites particules sphériques.

Notant que dans les deux chapitres le comportement limite contient l'e�et des
particules evanescentes representé par l'apparition dans le cas critique d'un terme
non local. Par contre dans le premier chapitre, il apparaît de plus l'e�et des petits
trous donnant le terme etrange dans les équations limites.

Ce travaille s'ouvre sur les perspectives suivantes

� Etude du correcteur pour le processus de di�usion dans un milieu poreux à
suspensions evanescentes .

� Homogénéisation et correcteur dans un milieu perfoé de trous à taille non cri-
tique et petites particules .

� Homogénéisation dans un milieu perforé avec petits trous et petites particules
par la méthode de l'eclatement périodique.

Le travail du chapitre 4 montre que lorsque on considère un choix approprié des
données initiales on aura une bonne approximation de la solution de l'équation
hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert bornée de RN . Dans la conti-
nuité de ce travail on a les perspectives suivantes :

� Etude de l'équation hyperbolique-parabolique dégénérée dans une structure
mince hétérogène.
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Dans cette annexe nous démontrons les outils spéci�ques de la méthode de la zone
de contrôle du chapitre 2. Nous reprenons deux démonstrations existantes dèjà dans
[9].

Preuve du Lemme 2.1. On commence par montrer

(3.92) |∇u|2C(r1,r2) >
4πr1r2

r2 − r1

∣∣∣∫−
S1

(
u(r2,Θ,Φ)− u(r1,Θ,Φ)

)
dσ
∣∣∣2,

où dσ est la mesure sur la sphère unité

dσ := sin ΘdΘdΦ,

et

∇u =

(
∂u

∂r
,
1

r

∂u

∂Θ
,

1

r sin Θ

∂u

∂Φ

)
.

On déduit directement de cette derniére égalité que

(3.93)
|∇u|2C(r1,r2) >

∫ 2π

0

dΦ

∫ π

0

∫ r2

r1

∣∣∣∂u
∂r

∣∣∣2r2dr sin ΘdΘ

>
∫ 2π

0

dΦ

∫ π

0

I(Θ,Φ) sin ΘdΘ,

où on a posé

I(Θ,Φ) := inf

{∫ r2

r1

|ϕ′(r)|2r2dr, ϕ ∈ H1(r1, r2), ϕ(r1) = u(r1,Θ,Φ), ϕ(r2) = u(r2,Θ,Φ)

}
.

Rechercher I(Θ,Φ) revient à poser le problème variationnel suivant :

(3.94)


Trouver χ ∈ K tel que

a(χ, φ) =

∫ r2

r1

χ
′
(r)(φ− χ)

′
(r)r2dr > 0, ∀φ ∈ K,

K =
{
φ ∈ H1(r1, r2), φ(r1) = u(r1,Θ,Φ), φ(r2) = u(r2,Θ,Φ)

}
.

Pour ϕ ∈ D(]r1, r2[) on a ±ϕ+ χ ∈ K, donc d'après (3.94)

a(χ,±ϕ+ χ) = ±
∫ r2

r1

χ
′
(r)ϕ

′
(r)r2dr > 0,

d'où ∫ r2

r1

χ
′
(r)ϕ

′
(r)r2dr = 0, ∀ϕ ∈ D(]r1, r2[),

donc
(χ
′
(r)r2)

′
= 0.

Ceci entraîne
χ
′
(r)r2 = −c1,

ce qui implique

χ(r) =
c1

r
+ c2.

A partir des égalités χ(r1) = u(r1,Θ,Φ), χ(r2) = u(r2,Θ,Φ), on a

χ(r) =
1

r

r1r2

r2 − r1

(u(r1,Θ,Φ)− u(r2,Θ,Φ)) + c2,
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il en découle

I(Θ,Φ) =

∫ r2

r1

(χ
′
(r))2r2dr

=
r1r2

r2 − r1

(
u(r2,Θ,Φ)− u(r1,Θ,Φ)

)2
.

Du calcul précédent on déduit

|∇u|2C(r1,r2) >
∫ 2π

0

dΦ

∫ π

0

I(Θ,Φ) sin ΘdΘ

=
r1r2

r2 − r1

∫
S1

(
u(r2,Θ,Φ)− u(r1,Θ,Φ)

)2
dσ

= 4π
r1r2

r2 − r1

∫
−
S1

(
u(r2,Θ,Φ)− u(r1,Θ,Φ)

)2
dσ,

et d'après l'inégalité de Hölder

|∇u|2C(r1,r2) > 4π
r1r2

r2 − r1

(∫
−
S1

(
u(r2,Θ,Φ)− u(r1,Θ,Φ)

)
dσ

)2

.

On conclut en remarquant que∫
−
Sr2

udσ =
1

4πr2
2

∫ 2π

0

dΦ

∫ π

0

u(r2,Θ,Φ) sin Θr2
2dΘ

=

∫
−
S1

u(r2,Θ,Φ)dσ.

�.

Preuve du Lemme 2.2. Supposons pour l'instant que le résultat est vrais pour
R = 1. Alors, par le changement de variable

x = Ry, x ∈ B(0, R), y ∈ B(0, 1);

u(x) = ǔ(y),

on a ∫
B(0,R)

∣∣∣u− ∫−
SαR

udσ
∣∣∣2dx = R3

∫
B(0,1)

∣∣∣ǔ− ∫−
Sα

ǔdσ
∣∣∣2dy

6 C
R3

α
|∇ǔ|2B(0,1)

= C
R3

α
|R∇u|2B(0,R)

1

R3

= C
R2

α
|∇u|2B(0,R).

Il su�t donc de démontrer le résultat pour R = 1. Pour u ∈ H1(B(0, 1)) et pour
tout r ∈ (0, 1) on utilise la notation suivante

û(r) =

∫
−
Sr

udσ,

[u] =

∫
−
B(0,1)

udσ.
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Un calcul direct en coordonnés sphériques donne

[u] =
3

4π

∫
B(0,1)

udσ =
3

4π

∫ 1

0

dr

∫
Sr

udσ = 3

∫ 1

0

r2û(r)dr,

ce qui entraîne, en appliquant l'inégalité de Hölder∣∣[u]− û(α)
∣∣2 =

(∫ 1

0

√
3r
(
û(r)− û(α)

)√
3rdr

)2

6
∫ 1

0

3r2
(
û(r)− û(α)

)2
dr.

Par application du Lemme 2.1 pour {α, r}, on déduit l'estimation

(3.95)

∣∣[u]− û(α)
∣∣2 6 (∫ 1

0

|r − α|
4πrα

3r2dr

)
|∇u|2B(0,1)

=
3

4πα

(∫ 1

0

|r − α|rdr
)
|∇u|2B(0,1)

6
C

α
|∇u|2B(0,1).

Par ailleurs, on a d'après l'inégalité de Poincaré-Wirtinger

(3.96)
∫
B(0,1)

∣∣u− [u]
∣∣2dx 6 C|∇u|2B(0,1).

En combinant (3.95) et (3.96), on obtient∣∣u(x)− û(α)
∣∣2
B(0,1)

6 2
∣∣u(x)− [u]

∣∣2
B(0,1)

+ 2
∣∣[u]− û(α)

∣∣2
B(0,1)

6 C|∇u|2B(0,1) +
C

α
|∇u|2B(0,1)

6
C

α
|∇u|2B(0,1),

ce qui achève la démonstration. �.

Preuve du lemme 2.5. Véri�ons d'abord le résultat (2.71). Notons que

|wriεGδiε
(ϕ)|H1

0 (Ω) = |∇
(
(wriε)Gδiε

(ϕ)
)
|L2(Ω)

= |Gδiε
(ϕ)∇wriε|L2(Ω),

puis par l'inégalité de Cauchy-Schwarz∫
Ω

|∇(wriε)Gδiε
(ϕ)|2dx 6

(∫
Ω

|∇wriε|
2dx

)(∫
Ω

|Gδiε
(ϕ)|2dx

)
6 Cγiε,

(3.97)

qui donne le premier résultat c'est a dire wriεGδiε
(ϕ) ∈ H1

0 (Ω).

Passons maintenat au deuxième résultat. D'abord pour i ∈ I1 ∪ I2, on

|wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
|H1

0 (Ω) = |∇wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
− wriε∇ϕ|L2(Ω)

6 |∇wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
|L2(Ω) + |wriε∇ϕ|L2(Ω)

6 |∇wriε|L2(Ω)|Gδiε
(ϕ)− ϕ|L∞(Ω) + |wriε |L2(Ω)|∇ϕ|L∞(Ω).

En s'aidant des (2.23)-(2.24) et la covergence uniforme de Gδiε
(ϕ) vers ϕ, on trouve

|∇wriε |L2(Ω)|Gδiε
(ϕ)− ϕ|L∞(Ω) −→ 0,
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|wriε |L2(Ω)|∇ϕ|L∞(Ω) −→ 0,

d'où
wriεGδiε

(ϕ) −→ ϕ ∈ H1
0 (Ω).

Maintenant, pour i ∈ I3

|wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
|H1

0 (Ω) = |∇wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
− wriε∇ϕ|L2(Ω)

6 C|∇wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
|L2(Cε) + |wriε∇ϕ|L2(Cε∪Dε )

6 C|∇wriε|L2(Cε)|Gδiε
(ϕ)− ϕ|L∞(Cε) + |wriε |L2(Cε∪Dε)|∇ϕ|L∞(Ω)

De (2.22)-(2.23) et (2.36), on a

|wriε
(
Gδiε

(ϕ)− ϕ
)
|H1

0 (Ω) 6 C(γiε)
1/22εriε|∇ϕ|L∞(Ω) + |Cε ∪Dε||∇ϕ|L∞(Ω)

6 C|∇ϕ|L∞(Ω)

(
(δiε)

1/2

ε
εriε + |Cε ∪Dε|

)
.

Comme |Cε ∪Dε| → 0 et riε → 0 quand ε→ 0, on déduit

wriεGδiε
(ϕ) −→ ϕ ∈ H1

0 (Ω).
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Dans cette annexe nous démontrons les outils spéci�ques de la méthode de la zone
de contrôle du chapitre 1. Nous utilisons ici une généralisation d'un résultat présenté
dans le cas N = 3 ( Lemme 2.1, Lemme 2.2 ).

Lemme 3.2. Pour tout 0 < r1 < r2 et u ∈ H1 (C(r1, r2))

(3.98) |∇u|C(r1,r2) >
SN(r1r2)N−2

rN−2
2 − rN−2

1

∣∣∣∣∣
∫
−
Sr2

udσ −
∫
−
Sr1

udσ

∣∣∣∣∣
2

Où

∫
−
Sr

� dσ =
1

|Sr|

∫
S

� dσ

Lemme 3.3. ∀(α,R) ∈ R× (0, 1) , ∃C > 0 tel que ∀u ∈ H1 (B(0, R))∣∣∣∣u− ∫−
∂B(0,αr)

udσ

∣∣∣∣
B(0,r)

≤ C
r

α(N/2)−1
|∇u|B(0,r)

Preuve du lemme 1.1 :
Montrons (1.36). Soit θ ∈ H1

0 (Ω), on a

|θ −Grε(θ)|2L2(ΩYε ) =
∑
k∈Zε

∫
−
Y kε

|θ −
∫
−
Skrε

θdσ|2dx

On peut mettre Y k
ε ⊂ B

(
εk, ε
√

3/2
)
. Appliquons le Lemme 3.3 avec le choix

α = 2rε√
3
, R = ε

√
3

2
on obtient

∫
ΩYε

|θ −Grε|2dx 6
∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

∣∣∣∣∣θ −
∫
−
Skrε

θdσ

∣∣∣∣∣
2

6 C
ε2

rN−2
ε

∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

|∇θ|2 dx.

On peut déduire cette estimation∑
k∈Zε

∫
B(εk,ε

√
3

2
)

|∇θ|2 dx 6 2

∫
Ω

|∇θ|2dx,

car
∣∣∣∪k∈Zε (B(εk, ε

√
3

2
) \ Y k

ε

)∣∣∣ < 2 |Ω|. Par conséquent∫
ΩYε

|θ −Grε|2dx 6 C
ε2

rN−2
ε

∫
Ω

|∇θ|2 dx.

Passons maintenant au (1.37). Soit θ ∈ H1
0 (Ω), on applique une deuxième fois le

lemme 3.3 avec le choix α = 1, R = εδε et on trouve

|θ −Gδε(θ)|2Dε . (εδε)
2
∑
k∈Zε

∫
B(εk,εδε)

|∇θ|2dx

. (εδε)
2
∑
k∈Zε

∫
Dε

|∇θ|2dx.
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Pour montrer (1.38). Notons que∫
Ω

|Grε(θ)−Gδε(θ)|2dx =
∑
k∈Zε

∫
Y kε

∣∣∣∣∣
∫
−
Skrε

θdσ −
∫
−
Skδε

θdσ

∣∣∣∣∣
2

dy.

On applique le lemme 3.2 dans le second membre de cette dernière égalité avec
r1 = δε, r2 = rε, et on note εk + C(δε, rε) = C ′,kε

∫
Ω

|Grε(θ)−Gδε(θ)|2dx 6
∑
k∈Zε

∫
Y kε

rN−2
ε − δN−2

ε

SN(rεδε)N−2
dy

∫
C′,kε

|∇θ̂|2dx′

6
rN−2
ε − δN−2

ε

SN(rεδε)N−2

∑
k∈Zε

∫
Y kε

dy

∫
Ckε

|∇θ|2 1

εN−2
dx

6

(
rN−2
ε − δN−2

ε

SN(rεδε)N−2

)(
εN

εN−2

)∑
k∈Zε

∫
Ckε

|∇θ|2dx

.
ε2

δN−2
ε

∫
Cε

|∇θ|2dx

En tenant compte de

|Y k
ε | = εN ,

rε − δε
rε

< 1,

θ̂(x′) = θ(
x

ε
− y1),

ce qui achève la démonstration.

Preuve de la Proposition 1.3 :∫ T

0

∫
−
Dε

|θ|2dxdt 6 2

∫ T

0

∫
−
Dε

|θ −Gδε(θ)|2dxdt+ 2

∫ T

0

∫
−
Dε

|Gδε(θ)|2dxdt

= 2

∫ T

0

∫
−
Dε

|θ −Gδε(θ)|2dxdt+ 2

∫
ΩT
|Gδε(θ)|2dxdt

6 C (εδε)
2

∫ T

0

∫
−
Dε

|∇θ|2dxdt+ 4

∫
ΩT
|Gδε(θ)−Grε(θ)|2dxdt

+ 8

∫
ΩT
|Grε(θ)− θ|2dxdt+ 8

∫
ΩT
|θ|2dxdt.

Par ailleurs,

|Dε| =
∑
k∈Zε

|B (ε(k + y1), εδε)| = SN(εδε)
N |Ω|
εN

(3.99)
(εδε)

N−2

|Dε|
=

1

SN

ε2

δN−2
ε

.

D'après (1.36),(1.37),(3.99) et l'inégalité de Poincaré, on a
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∫ T

0

∫
−
Dε

|θ|2dxdt 6 C (εδε)
N−2

∫ T

0

∫
−
Dε

|∇θ|2dxdt+ C

(
ε2

δN−2
ε

)∫
CεT
|∇θ|dxdt

+ C

(
ε2

rN−2
ε

)∫
ΩT
|∇θ|dxdt+ C

∫
ΩT
|∇θ|2dxdt 6

6 C

(
ε2

rN−2
ε

+
ε2

δN−2
ε

+ 1

)∫
ΩT
|∇θ|2dxdt

6 Cmax

(
1,

ε2

δN−2
ε

)∫
ΩT
|∇θ|2dxdt.
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Dans cette annexe nous véri�ons les hypoth±es sur les trous.

Preuve de la Proposition 1.4 :
On a vu que dans la dé�nition 1.4 wε véri�e les hyporhèses (H.1)-(H.2) par

construction. Véri�ons les hypothèses (H.3),(H.4).

Véri�cation de (H.3) :
D'abord, on calcule |∇wε|

|∇wε|2Ω =
∑
k∈Zε

∫
CkTε

|∇wε|2dx,

par dé�nition on a

wε(x) = w̄ε(x/ε− y2 − k), pour x ∈ Y k
ε

avec

w̄ε(x) =
|x|−N+2 − α−N+2

ε

l−N+2 − α−N+2
ε

donc ∫
CkTε

|∇wε|2dx =
1

ε2

∫
C(αε,l)

|∇w̄ε|2εNdz.

Comme wε est une fontion radiale, on a

∇w̄ε =

(
dw̄ε
dr

, 0, ..., 0

)
,

et

(3.100)
dw̄ε
dr

=
(−N + 2)r−N+1

l−N+2 − α−N+2
ε

, |x| = r.

En utilisant les coordonnées sphériques

z1 = rcosθ1, z2 = rsinθ2, ........., zN = rsinθ1....sinθN−2sinθN−1,

où les variables θi varient entre 0 et π pour i ∈ 1, (N − 2), la variable θN−1 varie
entre 0 et 2π et la variable r varie entre αε et l.

Alors

|∇wε|2Ω =
∑
k∈Zε

εN−2

∫ 2π

0

∫ π

0

..

∫ π

0

∫ l

αε

|dw̄ε
dr
|2rN−1sinN−2θ1sin

N−3θ2...sinθN−1dθ1..dθN−1dr

=
∑
k∈Zε

εN−2

∫ 2π

0

∫ π

0

..

∫ π

0

sinN−2θ1sin
N−3θ2...sinθN−1dθ1..dθN−1

∫ l

αε

|dw̄ε
dr
|2dr

=
∑
k∈Zε

εN−2SN

∫ l

αε

|dw̄ε
dr
|2dr

et comme card(Zε) =
|Ω|
εN

, donc
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|∇wε|2Ω = SN

(
|Ω|
εN

)
εN−2

(
(N − 2)lN−2αε

N−2

αεN−2 − lN−2

)
= SN

αε
N−2

ε2

(
(N − 2)lN−2

lN−2 − αεN−2

)(3.101)

On remplaçe la valeur de αε par C0ε
2

N−2 dans (3.101), on obtient

|∇wε|2Ω = SN
(N − 2)CN−2

0 ε2

ε2

(
(N − 2)

1− CN−2
0 ε2

lN−2

)

6 C

(
CN−2

0

1− CN−2
0 ε2

lN−2

)
6 C.

(3.102)

Où SN est la surface de la sphère unité de RN .

Donc, |∇wε|L2(Ω) est bornée. Passons maintenant à la démonstration de la borni-
tude de wε dans L2(Ω). On a

dw̄ε
dr
> 0 donc (w̄ε est croissante )

αε 6 r 6 l⇒ w̄ε(αε) 6 w̄ε(r) 6 w̄ε(l),

0 6 w̄ε(r) 6 1

Tant que Ω est borné {
|wε|L2(Ω) 6 C,
|∇wε|L2(Ω) 6 C.

Donc wε est bornée dans H1(Ω), il existe une sous suite encore notée wε qui
converge faiblement dans H1(Ω) vers w.

On note Y ∗ε = Y k
ε \ (CTkε ∪ T

k
ε ), χY ∗ε est la fonction caractéristique.

D'autre part, on sait que wε = 1 dans Y ∗ε alors wεχY ∗ε = χY ∗ε .

La fonction χY ∗ε est ε-périodique (de période ε), d'après le théorème 2.6 [10] χY ∗ε
converge faiblement vers sa moyenne c'est à dire

(3.103) χY ∗ε (x) ⇀M(χY ∗ε ) 6= 0,

de plus, on a

(3.104) wε ⇀ w dans H1(Ω)⇒ wε −→ w dans L2(Ω).

De (3.103) et (3.104), on déduit

wεχY ∗ε ⇀ wχ∗ dans L2(Ω),

avec
wεχY ∗ε = χY ∗ε ⇀ χ∗,

il vient que wχ∗ = χ∗ cela veut dire que w = 1 (de l'unicité de la limite).

Véri�cation de (H.4) :
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De la dé�nition de wε (1.4), il est clair que − 4 wε est nulle sauf sur ∂Bk
ε , ∂T

k
ε

par intégration , on obtient∫
Ω

−4 wεdx =
∑
k∈Zε

∫
Y kε

−4 wεdx

=
∑
k∈Zε

∫
CkTε

−4 wεdx

=
∑
k∈Zε

∫
∂Bkε

∂wε
∂η

ds−
∑
k∈Zε

∫
∂Tkε

∂wε
∂η

ds.

Par conséquent 4wε = µε − λε dans Ω, où µε désigne les masses portées par les
sphères ∂Bk

ε et λε désigne les masses portées par les sphères ∂T kε .

Montrons maintenant que

µε → µ dans H−1(Ω).

Pour avoir cette convergence, on calcule explicitement µε. Appelons ξB la masse
de dirac portée par ∂B, c'est à dire

〈ξB, ϕ〉 =

∫
∂B

ϕ(s)ds, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Les masses µε, λε s'écrivent en fonction de la masse de dirac comme suit

(3.105) µε =
∑
k∈Zε

∂wε
∂η
c∂Bkε ξBkε , λε =

∑
k∈Zε

∂wε
∂η
c∂Tkε ξTkε .

On calcule µε en remplaçant αε par C0ε
2/(N−2) dans la formule expliçite de wε.

Puisque wε est une fonction radiale donc

∂wε
∂η
c∂Bkε =

dwε
dr

(r = εl)

on evalue cette dérivée en r = εl. On sait que

dwε
dr

=

(
1

ε

)(
dw̄ε
dr

)
,

avec
dw̄ε
dr

=
(−N + 2)r(−N+1)

l(−N+2) − α(−N+2)
ε

.

On a

dw̄ε
dr

(r = l) =
(−N + 2)

lN−1

(
−lN−2 + αN−2

ε

lN−2αN−2
ε

)−1

=
(N − 2)

lN−1

(
lN−2αN−2

ε

lN−2 − αN−2
ε

)
=

(N − 2)

l

(
αN−2
ε

lN−2 − αN−2
ε

)
=

(N − 2)CN−2
0 ε2

εl(lN−2 − CN−2
0 ε2)

=
(N − 2)CN−2

0 ε2

lN−1 − CN−2
0 lε2

.

En résulte

∂wε
∂η

=
1

ε

(
(N − 2)CN−2

0 ε2

lN−1 − CN−2
0 lε2

)
=

(N − 2)CN−2
0 ε

lN−1 − CN−2
0 lε2
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Donc,

(3.106) µε =
∑
k∈Zε

(N − 2)CN−2
0

lN−1 − CN−2
0 lε2

εξBkε .

Dans le cas N=3,

µε =
C0

l2 − lC0ε2

∑
k∈Zε

εξBkε .

Le terme lN−1 − CN−2
0 lε2 tend vers lN−1 lorsque ε → 0. Il reste a trouver la

convergence de
∑

k∈Zε εξBkε .

On introduit une fonction auxilliaire qε solution du problème suivant

(3.107)

{ −4qε = −N dans Bk
ε

∂qε
∂n

= εl sur ∂Bk
ε .

Ce problème (Neumann non homogène)est coercif sur l'espace H1(Ω)\R, véri�ons
la condition de compatibilite dans le cas N = 3∫

Bkε

−N.1dx+

∫
∂Bkε

εl.1dx = 0

−3|Bk
ε |+ εl|∂Bk

ε | = −3
4π

3
(εl)3 + εl(4π(εl)2) = 0

Tant que la fonction qε est dé�nie dans l'espace quotient donc est dé�nit de façon
unique a une constante additive. Remarquons d'abord qu'on travaille sur une boule,
on peut utiliser les coordonnées polaires, le système (3.107) s'ecrit

(3.108)

 −
(
q′′ε +

N − 1

r
q′ε

)
= −N dans Bk

ε

q′εn = εl sur ∂Bk
ε .

Si
dqε
dr

= r dans Bk
ε , il est facile de voir que le système (3.108) est véri�e, pour

�xer la constante additive à qε on met qε = 0 sur ∂Bk
ε , après on prlonge par zéro sur

toute la cellule Y k
ε \Bk

ε .

On note par

(3.109) q̃ε =

{
qε dans Bk

ε

0 sur Y k
ε \Bk

ε

On a toujours cette égalite ‖q̃ε‖L2(Ω) = ‖qε‖L2(Ωε).

On a
dqε
dr

= r dans Bk
ε et comme r < εl donc

|dqε
dr
| 6 ε p.p.

De l'inégalite de Poincaré, on a

|q̃ε|H1(Ω) = |q̃ε|L2(Ω) + |∇q̃ε|L2(Ω)

6 C(Ω)|∇q̃ε|L2(Ω) + |∇q̃ε|L2(Ω)

6 C(Ω)|∇qε|L2(Ω) + |∇qε|L2(Ω) 6 Cε
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Ceçi implique que q̃ε converge vers 0 fortement dans H1(Ω).

Revenons maintenant au laplacien −4q̃ε, pour une fonction test ϕ ∈ D(Ω) on a

〈−4q̃ε, ϕ〉 = 〈q̃ε,−4ϕ〉

=

∫
RN
q̃ε(−4ϕ)dx

=
∑
k∈Zε

∫
Y kε

q̃ε(−4ϕ)dx

=
∑
k∈Zε

∫
Bkε

qε(−4ϕ)dx,

une intégration par partie nous donne

〈−4q̃ε, ϕ〉 =
∑
k∈Zε

∫
Bkε

∇qε∇ϕdx−
∑
k∈Zε

∫
∂Bkε

qε
∂ϕ

∂n
dx

Intégrons une deuxième fois, avant de suivre les calculs remarquons d'abord, le
second terme de la dernière égalite est nulle puisque qε = 0 sur ∂Bk

ε .

〈−4q̃ε, ϕ〉 =
∑
k∈Zε

∫
Bkε

−4qεϕdx+
∑
k∈Zε

∫
∂Bkε

∂qε
∂n

ϕdx

=
∑
k∈Zε

〈εlξBkε , ϕ〉+
∑
k∈Zε

−N〈χBkε , ϕ〉.

Les boules sont disjointes, on a
∑

k∈Zε χBkε = χ∪Bkε , d'où

(3.110) −4q̃ε =
∑
k∈Zε

εlξBkε −Nχ∪Bkε .

La fonction q̃ε converge vers zéro dans H1(Ω) fortement, sa dérivation est continue
au sens des distributions, donc −4q̃ε converge vers zéro dans H−1(Ω).

D'autre part la fonction χ∪k∈ZεBkε est une fonction périodique converge vers sa

moyenne
1

N
lNSN |Ω|,

Remarque 3.2. On fait un petit calcul dans le cas N = 3

| ∪k∈Zε (εB(y2, l) + εk) | '
∑
k∈Zε

|εlB(0, 1)| ' |Ω|
ε3

4π

3
(εl)3.

La fonction 3χ∪Bkε converge vers sa moyenne 3

(
1

3

|Ω|
ε3

4π

3
(εl)3

)
=

4π

3
l3.

Donc, (3.110) sera

−4q̃ε =
∑
k∈Zε

εlξBkε − 3χ∪Bkε

Passoons à la limite, et divisons sur l∑
k∈Zε

εξBkε −→
4π

3
l2,

on conclut

µε =
C0

l2 − C0lε2
εξBkε −→

C0

l2
S3l

2
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On conclut dans le cas où N > 3∑
k∈Zε

εξBkε −→
SN
l
lN

donc

µε =
(N − 2)CN−2

0

lN−1 − CN−2
0 εN−1

εξBkε −→
(N − 2)CN−2

0

lN−1
SN l

N−1

c'est à dire
µ = (N − 2)CN−2

0 SN .

Ce qui termine la véri�cation de (H.4), puisque

〈λε, vε〉 = 0,∀vε ∈ H1
0 (Ω) tel que vε = 0 sur Tε.

car λε ne prend que les masses sur les bords des trous.

Preuve de la convergence I5. SN est la surface de la sphère unité dans un
espace de dimension N (le rayon est r = 1)

SN =
2π(N+1)/2

Γ((N + 1)/2)

Sδε est l'hypersphère dans un espace de dimension N de rayon δε

Sδε =
2π(N+1)/2(εδε)

N−1

Γ((N + 1)/2)
= (δε)

N−1SN .

∫ T

0

∫
CDε

∇uε∇wrε(Gδε(ψ)−Gδε(ϕ))ζdxdt

= εN−2
∑
k∈Zε

(∫
−
Skδε

ψ −
∫
−
Skδε

ϕ

)∫ 2π

0

∫ π

0

..

∫ π

0

sinN−2θ1sin
N−3θ2..sinθN−2dθ1dθ2..dθN−2dθN−1∫ rε

δε

(∫ T

0

∂ūkε
∂r

(ȳ)ζ(t)dt

)
dWrε

dr
rN−1dr

=
εN−2(N − 2)(δεrε)

N−2

(rN−2
ε − δN−2

ε )

∑
k∈Zε

(∫
−
Skδε

ψ −
∫
−
Skδε

ϕ

)∫
SN

∫ T

0

(
ūkεc|ȳ|=δε − ūkεc|ȳ|=rε

)
ζdtdσȳ

On remarque qu'on a

(3.111)
∫
−
SR

hdσ =

∫
−
S1

hcr=Rdσ, S1 la sphère de rayon 1 et de centre 0.

On remplaçe ∫
SN

ukεcr=δεdσSN =

∫
Sδε

ukεdσSδε .

Si on prend la moyenne de cette dernière,∫
−
SN

ukεcr=δεdσ = SN

∫
−
Skδε

ũεdσ

On sait que

dWrε

dr
=

(−N + 2)r(−N+1)

r
(−N+2)
ε − δ(−N+2)

ε

=

(
(−N + 2)(δεrε)

N−2

δN−2
ε − rN−2

ε

)(
1

rN−1

)
.

En remplaçant maintenant
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∫ T

0

∫
CDε

∇uε∇wrε(Gδε(ψ)−Gδε(ϕ))ζdxdt =

=
εN−2(N − 2)(δεrε)

N−2

εN(rN−2
ε − δN−2

ε )

∑
k∈Zε

∫ T

0

(∫
−
Skδε

ψ −
∫
−
Skδε

ϕ

)(
SN

∫
−
Skδε

ũεdσ − SN
∫
−
Skrε

ũεdσ

)
ζdt

=
SNε

N−2(N − 2)(δεrε)
N−2

εN(rN−2
ε − δN−2

ε )

∫ T

0

∫
Ω

(Gδε(ũε)−Grε(ũε)) (Gδε(ψ)−Gδε(ϕ)) ζ(t)dxdt

=

(
δN−2
ε

ε2

)(
SN(N − 2)rN−2

ε

(rN−2
ε − δN−2

ε )

)∫ T

0

∫
Ω

(Gδε(ũε)−Grε(ũε)) (Gδε(ψ)−Gδε(ϕ)) ζ(t)dxdt

= γε

(
SN(N − 2)

(1− (δε/rε)
N−2)

)∫ T

0

∫
Ω

(Gδε(ũε)−Grε(ũε)) (Gδε(ψ)−Gδε(ϕ)) ζ(t)dxdt

−→ SNγ

∫
ΩT

(v − u) (ψ − ϕ) ζ(t)dxdt.
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