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Notations

Les notations suivantes seront utilisées tout le long de cette these.

— On note B(0,r) la boule de centre 0 et de rayon r-.
— On note S, la sphere de centre 0 et de rayon r

S, :=0B(0,7),

1
][ do = 5 / .do.
S, 47T7’ Sy

— | D| désigne la mesure de D ol D un ensemble mesurable de RY et

1
.dx:—/.dx.
][D 1Dl Jp

— Soit € un ouvert borné de R”, on note

et

— 02 désigne la frontiere de €.
— QT :=Qx]0,Ttel que T € R%.

— Xq désigne la fonction caractéristique de ).

— (' désigne une constante strictement positive qui varie d’une ligne a une

autre.

Espaces fonctionnels

D(Q) Ensemble des fonctions infiniment dérivables dont le support et le support de toute

ses dérivées sont dans un méme compact dans §2.

C.(Q) Ensemble des fonctions continues a support compact dans 2.



Introduction

Pour pouvoir étudier les phénomenes physiques intervenant dans la nature,
on a tout d’abord besoin d’un modele permettant de déterminer les équations
régissant ces phénomenes, et ensuite on a besoin de pouvoir calculer (numériquement)
les solutions de ces équations. Or, il arrive parfois que la puissance de calcul dont
on dispose ne soit pas suffisante, non pas en raison d’algorithmes de calcul peu
€laborés mais en raison de la complexité intrinseque du probleme, par exemple
lorsque le milieu dans lequel le phénomene physique est étudié présente lui-méme
une tres grande complexité. C’est le cas notamment des matériaux composites.

Un des buts de la théorie de I’homogénéisation est d’obtenir une approxi-
mation homogene (simple) d’un milieu décrit par des propriétés microscopiques
supposées hétérogenes (composites). Les champs d’application sont variés : pro-
priétés des matériaux composites, mécanique des fluides, la fibre optique,...

Du point de vue mathématique, la modélisation de phénomenes intervenant
dans ces matériaux composites aboutit a des équations aux dérivées partielles dont
les coefficients sont fortement oscillants, ces oscillations génerent des problemes
dans la résolution numérique de ces équations. En général les coefficients oscil-
lants du probleme sont indexés par un tres petits parametres € représentent la taille
liée a la non-homogénéité du milieu. Les méthodes d’homogénéisation permettent
justement d’obtenir une bonne approximation facilement calculable de la solu-
tion de ce type de probleme. Homogénéiser un probleme a coefficients oscillants
consiste en la recherche d’une équation, dite homogénéisée ou macroscopique a
coefficients non oscillants (constants) et a lieu dans un domaine homogene, et
donc beaucoup plus simple a traiter numériquement. Ce passage d’un milieu non-
homogene a un milieu homogene équivalent revient techniquement a un passage a
la limite lorsque ¢ tend vers zero, de sorte que la suite de solutions u° du probleme
de départ converge vers u la solution du probleme homogénéisé.

Lorsqu’on étudie la convergence de la suite de solutions u° du probleme de
départ, on ne dispose que d’une convergence faible et donc la fonction u® n’est
pas suffisamment proche de la fonction limite u. L’étude de correcteur permet
justement de corrigé cette premiere approche. Trouver le correcteur pour u° c’est-
a-dire le terme supplémentaire que 1’on additionne a u° pour obtenir une conver-
gence forte au lieu de faible vers u. Lorsqu’on dispose de bonnes estimations,
on peut remplacer le probleme de départ par le probleme homogénéisée dont la
solution est plus simple a calculer.

Si le milieu non-homogene a une structure périodique, on connait une démarche
heuristique, nommée la méthode des échelles multiple (A. Bensoussan, J.L. Lions
et G. Papanicolau [7]), elle nous permet de construire, d’un point de vue for-
mel, I’équation homogénéisée ainsi que les coefficients homogénéisées. Cette
démarche doit étre suivie d’une démonstration de la convergence de la suite de

6



Introduction 7

solutions vers la solution macroscopique. Pour démontrer cette convergence, il
existe trois méthodes principales d’homogénéisation périodique déterministes, la
méthode de I’énergie de Tartar [26], la méthode de la convergence a double échelle
(G. Nguetseng [22], G. Allaire [2]) et la méthode de I’éclatement périodique de
D. Cioranescu, A. Damlamian et G. Griso ([20]).

Si le milieu non-homogene n’a pas une structure périodique, alors il existe des
méthodes différentes (I'—convergence, G—convergence, H —convergence) qui per
mettent la démonstration de la convergence du processus d’homogénéisation (S.
Spagnolo [25], L. Tartar [27] ).

L’objective principal de cette these est 1’étude du comportement asympto-
tique, homogénéisation et correcteur, pour quelques problemes d’évolution dans
des milieux hétérogenes ou les problemes limites ont une structure mathématique
différente de la structure des problemes a homogénéisées de départ.

Les progres les plus récents en théorie de 1’homogénéisation concernent les
problémes ou le probleme limite a une structure mathématique différente de celle
d’origine sont Murat et Cioranescu [17] dans le cas des domaines perforés avec
des petits trous (trous de taille 7. tel que 0 < r. << ¢), ils ont montré 1’existence
d’un terme supplémentaire appelé ’terme étrange” dans le probleme limite, ils ont
€té suivis plus tard par de nombreux auteurs, par exemple Allaire [[1], Zuazua et
al. [18] et Casado-Diaz [16]. Quand les petits trous sont remplis par un matériau
différent qui a un comportement treés contrasté par rapport a la phase ambiante
(ce qui est de I'intérét des chapitres [I] et [2] de cette these), ils a été montré par
Bentalha et al. [10], [8]], et Bellieud [3], que le probleme limite a une structure
completement différente avec 1’apparition de termes non locaux. La notion d’ef-
fets non locaux a été développé dans le cas des fibres par Bellieud et Bouchitté
[3]], Bellieud et Gruais [4] et Briane et Tchou [15]].

Cette these est formé de trois chapitres.

Le premier chapitre de la these est consacrée a 1’étude du probleme de correc-
teur associé a I’homogénéisation du probleme de diffusion suivant :

)

PO i () = o dans 0
], =0 sur 0D, x 0,77,
[k*Vuf].n =0 sur 9D, x 0,77, (0.0.1)
u® =0 sur 02 x 10,77,
\ us (0) = ug dans €,

ot 2 C R? un ouvert borné Lipschitzien tel que |[Q2| = 1, [.]_ est le saut a Iinter-
face 0D, n est le vecteur normal extérieur 2 9D, , f¢ € L*(07), u§ € L*(Q),

)1 si e, N ! six €€,
pilz) = { s si e D,, ke (x) = { b, si x€ D., 0.0.2)

a. >0et b, > 0.

L’ensemble . := Q\ D, est le domaine ambiant connexe, D, est la suspen-
sion e-périodique de petites particules sphériques de rayon 7. telle que 0 < r. <<
€, c’est-a-dire

limr, = 0.
e—0

Pour compenser cette hypothese restrictive, qui signifie évidemment que le
volume de la suspension tends vers z€ro, on impose que sa masse totale reste de
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I’ordre de 'unité, c’est-a-dire
lima.|D.| = a > 0.
e—0
Dans la suite, nous supposons les hypotheses suivantes :

b. > by >0, Ve>0,

0.0.3
f¢— f dans L? (QT) , ( )
et
u — ug  dans L?(Q),
€2
][DJ“O' dz < C, (0.0.4)

1 /
mungs — vy dansD (Q) avec vy € L* ().

L’homogénéisation de ce probleme a été étudié par Bentalha et al. [10]. La
méthode utilisée est la ” méthode de la zone de controle ” (voir [10], [8]], [9]
[11]]), qui est une adaptation de la méthode de I’énergie aux sous-structures tres
fines, elle consiste a introduire dans la formulation variationnelle du probléme
considérée des fonctions test adéquates pour permettre le passage a la limite.

Sous les hypotheses précédentes, trois cas se distinguent selon les valeurs de
coefficient de raréfaction suivant

Siy>0et lir%ba = +00, la suite (u®)__, vérifie
E—

u® — v faiblement dans L* (O,T; H; (Q)) ,
1

‘D—|U6XDE — v faiblement dans L* (0,7 H~'(2))

ou la limite (u, v) est la solution unique du systéme couplé

% —Au+dny(u—v) = f dans Q7
a% + 47y (v —u) =0 dans Q7 (0.0.5)
u=0 sur 09 x 10,77,
u (0) = ug, v(0) = vy dans €.

\

Dans les deux autres cas, lorsque v = 400 ou v = 0, et seulement avec la
condition (0.0.3)" sur 4., nous avons aussi

u® — u faiblement dans L (0,T’; Hy (2)) .

Les problemes limites sont beaucoup plus simples. Pour v = +o0, le probleme
homogénéisé est

(1+ a)% —Au=f dans QT
u=0 sur 02 x 10,77,
1 a
u (0) (1+a)u0+(1+a)vo dans €,



Introduction 9

tandis que pour v = 0, c’est
0
A= f dans Q7

ot
u=20 sur 02 x 10,77,
u (0) = ug dans Q.

Dans ce chapitre, nous montrons des résultats de correcteur pour le probleme
(0.0.1)). Nous devons faire des hypotheses plus restrictives sur les données ini-
tiales, en effet, on suppose que (0.0.3) est vérifiée mais que de plus,

uy € H' (Q), et / k| Vus |2 dx < C, (0.0.6)
Q
u — up dans L* (), (0.0.7)
][ lug|2dx — |volg, vo € Hy (), (0.0.8)
D,
1 ,
WUEXDE — 1y dansD (Q). (0.0.9)

Sous ces hypotheses et par utilisation des outils de la méthode de la zone de
contrOle, trois cas doivent Etre traités séparément, selon les valeurs de ~.
Siy>0et lir%bE = 400, les résultats de correcteur sont
E—

u® — u  fortement dans C° ([0, T]; L* (Q)) ,

et

u® = & (u,v) + R. avec
R. — 0 fortement dans L(0, T; W, (R)),

ol u® et (u, v) sont respectivement les solutions de (0.0.1) et (0.0.3), et

O (u,v) = (1 —wg.)u + wr, Gy (v), (0.0.10)

avec wg,_ et GG, définies respectivement, par (I.2.14) et (1.2.22).

Dans les deux autres cas, nous obtenons des résultats similaires de correcteur,
avec v = u lorsque v = 4-00 respectivement, v = v lorsque v = 0.

Une des difficultés principales de ce travail est que le probleme limite donne
deux concentrations v et v, ce qui rend 1’étude d’homogénéisation et correcteur
plus compliqué car habituellement les problemes d’homogénéisations classiques
(voir [18]], [17], [12]) donnent une seule concentration dans leurs problemes li-
mites.

Dans le deuxieme chapitre, on généralise I’étude faite dans le chapitre précédent
au cas d’un ouvert borné Lipschitzien Q de RY (N > 3) tel que |©2| = 1 et de sus-
pension de tres petites particules de forme générale réparties dans un e—réseau
périodique. Nous montrons que les résultats de correcteur trouvés dans le chapitre
1 c’est a dire pour la dimension 3 et pour les particules sphériques, demeurent
vrais. Les résultats obtenus ici completent 1’étude de Bentalha et al. [[11] sur le
comportement asymptotique de ce probleme.

Le troisieme et dernier chapitre de la theése est consacrée au cas ou {2 un ouvert
borné de R¥, et oll A est une partie ouverte strictement contenue dans ).




10 Introduction

Le sujet de ce chapitre a été proposé et suive par le Dr Ali Sili de I'université
de Toulon, France.

On étudie le comportement asymptotique de la solution u. d’équation hyperbolique-
parabolique suivante :

( Pe 8;;5 + 55% — div (p:Vu.) =0 dans Q7
we(2,0) = 55(:)0 dans gQ T 0
\ 2;f(x,0):: ul(z)  dans
ou 0 désigne la frontiere de €2, et
0=(2) = pe(x) = xa + x4, (0.0.12)

X4 (resp xq\4) la fonction caractéristique de A (resp 2\ A) .
Du point de vue du correcteur, le cas d’une équation hyperbolique (6. = 0) a
été étudie par Mourad Sfaxi (voir [23]). Sfaxi a montré que u. se décompose en

U = i + 1., (0.0.13)

ou . est la solution du méme équation hyperbolique a données initiales bien
préparées de sorte que la suite . vérifie les mémes convergences que la suite u.
mais fortement au lieu de faiblement.

Ainsi la suite 4. par définition converge faiblement vers zéro. Cela signifie
que le terme 7. est une perturbation, lorsque les données initiales u? et u! ne
convergent que faiblement dans L?(2), mais I’énergie associée 2 1. vérifie

1/ o,
2 Ja

Pe —<I',t)
1

1
B / pe| Vi (z,t)|*dw — §H * faiblement dans L*>°(0,T'), (0.0.15)
O

ou H € Resttel que H > 0.

Les convergences (0.0.14) et (0.0.13)) signifient que . vérifie le principe d’équipartition
de I’énergie (voir [12]).

On se pose ici la question de savoir si 1’équipartition de 1’énergie qui devient
dans notre cas

),
2 /"

1 1
/pE|Vu€(x t)|Pdw — 3H * faiblement dans L*>°(0,7"), (0.0.17)

| e

reste vraie.

On répond a la question par la négation et on montre que contrairement au
cas hyperbolique la perturbation u. ne vérifie pas le principe d’équipartition de
I’énergie.

2 1
de — §H * faiblement dans L*>°(0,7), (0.0.14)

du. |2 | ,
) l(x,t)‘ dv— H  *faiblement dans L*(0,T),  (0.0.16)

ot Ot 1
¢ dxds — §H * faiblement dans L>°(0,7), (0.0.18)
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Description de la these

Cette these est composé de trois chapitres et quatre annexes.

Le premier chapitre est consacrée a I’étude du probleme de correcteur associé
a I’homogénéisation du probleme de diffusion posée dans une structure binaire
formée par une phase connectée ambiante entourant une suspension de tres petites
spheres réparties dans un réseau e —périodique. La suspension a une masse totale
de I’ordre de I’unité et un volume global tendant vers zéro quand € — 0.

Le plan du chapitre |l|est le suivant :

-La section comporte le rappel de quelques outils d’analyse fonctionnelle
qui sont en relation avec le probleme étudié.

-La section[I.2]est consacrée aux notations et a la position du probleme. D’un
point de vue plus précis, on commence par la description du probleme (sous-
section et sous-section [1.2.2). Dans la sous-section [1.2.3] on introduit les
outils spécifiques de la méthode de la zone de controle nécessaires pour prou-
ver les résultats d’homogénéisation et de correcteur. L’argument est basé sur 1’in-
troduction d’opérateur G, définis par (I.2.22) qui ont un effet localisant, et de
la fonction wp, définie a partir de la solution fondamentale du Laplacien avec
re << R. << e. Dans la sous-section [1.2.4{ nous allons rappeler quelques
résultats obtenus dans [10] sur ’homogénéisation de notre probleme.

-La section|l.3|est consacrée a 1’étude de correcteur pour une classe de données
initiales, trois cas doivent étre traités séparément, selon les valeurs de +, la sous-
section [1.3.1] s’intéresse au premier cas y > 0. Dans la sous-section et la
sous-section [I.3.3|nous prouvons respectivement, les résultats de correcteurs pour
les cas v = +oo ety = 0.

Dans le deuxieme chapitre, on généralise I’étude faite dans le chapitre précédent
au cas d’un ouvert borné Lipschitzien 2 de RY (N > 3) tel que || = 1 et de sus-
pension de tres petites particules de forme générale réparties dans un e—réseau
périodique.

On détaille le plan du chapitre 2]

-La section [2.1] est consacrée aux notations et a la position du probleme,
comme dans le chapitre [I] on commence par la description du probleme (sous-
section [2.1.1)). Dans la sous-section [2.1.2] on introduit les outils spécifiques de la
méthode de la zone de controle similaires a ceux du chapitre |1, nécessaires pour
prouver les résultats d’homogénéisation et de correcteur. A savoir les opérateurs
localisants F., G. définis par (2.1.19) et (2.1.21)) et la fonction v. définie par
(2.1.14) et leurs propriétés. Dans la sous-section[2.1.3|nous allons rappeler quelques
résultats obtenus dans [11] sur ’homogénéisation de notre probleme.

-La section[2.2] est consacrée a I’énoncé et a la démonstration des résultats de
correcteur pour les trois cas selon les valeurs de v défini par (2.1.13), la sous-
section [2.2.1] s’intéresse au premier cas v > 0. Dans la sous-section et la
sous-section [2.2.3|nous prouvons respectivement, les résultats de correcteurs pour
les cas v = +oo ety = 0.

Dans le dernier chapitre de la these, on s’intéresse a 1I’étude de ’homogénéisation
et correcteur pour une équation hyperbolique-parabolique dégénérée posée dans
un ouvert borné ) de RV. L’équation dégénére au sens que le coefficient de
conductivité dans une partie ouverte A strictement contenue dans ) est égale a
1, alors qu’a I’extérieur de A il est de 1’ordre de g2,

Le plan du chapitre 3] est le suivant :
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-La section [3.1]est consacrée aux notations et a la position du probleme.

-La section [3.2|est consacrée a I’énoncé des résultats d’homogénéisation.

-La section[3.3]est consacrée a 1’énoncé des résultats de correcteur.

-Dans la section |3.4} on donne les démonstrations des résultats de la section
3.2 et de la section 3.3.

On acheve cette these par les quatre annexes.

-Dans I’annexe (Al on donne les démonstrations des outils spécifiques de la
méthode de la zone de contrdle du chapitre

-Dans I’annexe [Blon établit un résultat de régularité.

-Dans I’annexe [C, on montre quelques résultats d’homogénéisations utilisées
pour la démonstration des résultats de correcteur du chapitre [I] et du chapitre [2]

-Enfin, dans I’annexe [D] on montre I’existence et I"unicité du probleme
pour chaque € > 0 fixé.



Chapitre 1

Correcteur pour le processus de
diffusion dans une structure binaire
raréfiée

Résumé

On s’intéresse dans ce chapitre a 1’étude du probleme de correcteur associé a
I’homogénéisation d’une équation parabolique posé€e dans une structure binaire
formée par une phase connexe ambiante entourant une suspension de tres petites
spheres réparties dans un réseau e —périodique. La suspension a une masse totale
de I’ordre de I'unité et un volume global tendant vers zéro quand ¢ — 0. Les
résultats obtenus ici completent 1’étude de Bentalha et al. [10] sur le comporte-
ment asymptotique de ce probleme.

1.1 Préliminaires

Dans cette section, nous rappelons quelques outils d’analyse fonctionnelle qui
sont en relation avec le probleme étudié.

Proposition 1.1.1 ([19]). Soit Q2 un ouvert borné de R etu € L* (0,T; H} (©2))N
C° ([0, T); L* (). Alors, pour tout 6 > 0, il existe ® € C>([0,T]; D(Q)), tel
que

i)llu = @lleoqo ey <6,

W)|[Vu = V| 20.1:2(09) <0,
ou C([0,T); D(2)) est I’espace des fonctions u mesurables sur Q2 x [0, T telles
que u(.,t) € D(Q) pour tout t € [0,T), et Uapplication t € [0,T] — u(.,t) €
D(Q) est indéfiniment différentiable.

Théoreme 1.1.1 ([13]). [Théoreme d’Ascoli-Arzela]
Soit K un espace métrique compact et soit H un sous-ensemble borné de
C(K).

On suppose que H est uniformément équicontinu i.e.
Ve > 0,30 > 0 tel que d(x1,22) < 0 = |f(z1) — f(xe2)| <e,Vf € H.

Alors H est relativement compact dans C'(K).

13
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Résultat de compacité

Soient X et Y deux espaces de Banach réflexifs tel que X C Y avec injection
continue, compacte et dense.

Proposition 1.1.2 ([18]). On suppose que

¢ —g dans L' (0,T; X),

0g°
ot

0
— a—“z dans L' (0,T;Y),

alors
g — g fortement dans C° ([0,T);Y) .

1.2 Position du probleme et notations

1.2.1 Le processus de diffusion

Soient 7" > 0, ¢ un réel positif qui prend ses valeurs dans une suite de réels
qui tend vers zéro, et  un ouvert borné Lipschitzien de R? tel que |Q] = 1.
On suppose que €2 est occupé par un mélange de deux matériaux différents, I’'un
formant la phase ambiante connexe et 1’autre étant concentré dans une suspension
eY -périodique de petites particules sphériques, avec

1 1\°
Y= —= 4= 1.2.1
(1h), 120

la cellule de référence.
Pour chaque € > 0, on note

YF =cek+eY, keZ (1.2.2)
Qy, = intérieur | | YZ, ot Z. .= {k € Z°, Y} C Q}. (1.2.3)
keZ.

La suspension est définie par la réunion suivante

D.:= | J B(ek.r.), (1.2.4)

keZ.

ou 0 < r. << eet B(ek,r.) est la boule de rayon r. et de centre ¢k, k € Z..
L’hypotheése 0 < r. << ¢, qui veut dire

Ie — 0 lorsque ¢ — 0, (1.2.5)
€
entraine
|D.| — 0 lorsque & — 0. (1.2.6)

Le domaine €2, est donné par

Q. :=Q\ D.. (1.2.7)
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On considere le probléme suivant :
( out
o 5; —div (V) = f¢ dans Q7,
[uf], =0 sur 0D, x

€

]
[k*Vuf] n=0 sur 0D, X |
0

{’ (1.2.8)

)

u® =10 sur OS2 x 0,
L u® (0) = v dans €,

ou [.]_ est le saut a I’interface 0 D., n est le vecteur normal extérieur a 0D,, f* €
L2 (Q7), uf € L* () et

. B 1 si x e,

p(x) = { Qe si xe€ D, (1.2.9)
N ! six €,

ke (z) = { b, i zeD. (1.2.10)

a. > 0 et b. > 0 sont respectivement la densité de la masse relative et la diffusi-
vité de la suspension.

1.2.2 Formulation variationnelle du probleme
La formulation variationnelle du probleme (1.2.8)) est
( Trouver u® € L*(0,T; H}(Q)) N L>(0,T; L*(2)) tel que

d /
E(p‘fua,w)g + (k°Vus, Vw)g = (f¢,w)q dans D'(0,T), Yw € H} (),

u® (0) = uf dans Q.
(1.2.11)

Théoreme 1.2.1 ([21]). Pour tout ¢ > 0, sous les hypothéses et les notations
précédentes, le probleme (1.2.11)) admet une unique solution. De plus u® € C°([0,T]; L*(Q))

du* 2 -1
oy € L*(0,T; H(Q)).

et

1.2.3 Outils spécifiques de la méthode de la zone de controle

Dans cette sous-section, on introduit les outils spécifiques de la méthode de la
zone de controdle et dont les démonstrations sont données dans 1’annexe [Al
On introduit 1I’ensemble

R :={(R.)., r- << R. << ¢},
c’est-a-dire (R.). € R sii

. T Rs o

Cet ensemble est non vide, car il contient la suite suivante

(Re). = (Vree)..-
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On désigne le domaine compris entre les spheres de rayon a et b par
C(a,b) :={z e R’ a <|z| < b},
et de fagon correspondante
C*(a,b) := ek + C (a,b).

Pour tout (R.)_ € R, on définit la zone de contrdle par
C.:= | C¥(ro,R.).
kEZe

Nous notons dans tout ce qui suit

Ve 1= T—; et v :=lim~.. (1.2.13)
€

e—0

~ est appelée coefficient de raréfaction.

Définition 1.2.1. Pour tout (R.)_ € R, on définit wg, € Hj () par

0 dans .\ C.,

wg, (1) == W, (z — k) dans C* Vk e Z., (1.2.14)
1 dans D.,
tel que
TS Ra
_ e R, 1.2.15
Wkg. (v) =) (|y| ) poury € C (re, Re) ( )

est un élément de H' (C (7., R.)), de plus est la solution fondamentale du Lapla-

cien suivant
AWg. =0 dans C'(r., R.),

Wg. =1 pour |y| =re, (1.2.16)
Wg. =0 pour |y| = R.,

et est une fonction radiale.
wg, a les propriétés suivantes données par la proposition suivante.

Proposition 1.2.1 ([10]). Pour tout (R.). € R, ona

0<wg, <1, (1.2.17)
IVwg, |r2) < O3, (1.2.18)
wr, — 0 fortement dans L* () . (1.2.19)

Les deux lemmes suivants sont une adaptation des lemmes A.3 et A.4 [3]].

Lemme 1.2.2 ([10]). Pour tout 0 < ry < ryetu € H (C(ry,m3)), ona

2
][ udo — ][ uda‘ . (1.2.20)
Sry s

1

4mriry

[V ulZ

ri,re) = Ty — 71
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Lemme 1.2.3 ([10]). I/ existe une constante positive C > 0 telle que ¥(R, o) €
R, x (0,1), Vu € H'(B(0, R)),

2 R2 .
/ ‘u - ][ uda‘ dr < C—|Vulh . (1.2.21)
B(0,R) SaRr

On introduit les opérateurs localisants donnés par la définition suivante.

Définition 1.2.2. Pour tout » > 0, on définit la fonction constante par morceaux
G, : H) (Q) — L? (Q) par

G, (0) (z) == kezz ( Ske (y) day) lyx (2), (1.2.22)

ou S¥ = OB (ek,r).

Les opérateurs G, et G_ ont les propriétés données par les deux lemmes
suivants.

Lemme 1.2.4 ([10]). Si (R.). € R, alors pour tout 0 € H} (2), on a

o3 1/2
10— Gr. (0) |12y, < C (ﬁ) V6] 1200y (1.2.23)
‘9 — Grg (9) ’LQ(DE) < CT5|V9’L2(DE), (1224—)
23 1/2
Gr. (0) — Gy (0) |12y < C (F) V0|2 (1.2.25)
De plus,

GOy = [ (G Oz = (G, (6) s (12.26)

QYE D.
G () oy = / G (0) P = ][ G (0) P (12.27)

QY&‘ D,

Lemme 1.2.5. Si (R.). € R, alors pour tout § € L>(0,T;C* (0)), ona

|Gr5 (9) — eyLm(QT) — 0, (1228)
Gy (8) = O o (crupr) < 2Re| V6| e (ary. (1.2.29)

On introduit I’opérateur de moyennisation donné par la définition qui suit.

Définition 1.2.3. Soit I’opérateur Mp_ : C. (Q) — L* () défini par

Mp, (¢)(x) =Y ( ][yfp(y) dy) Lpek,r.) (z). (1.2.30)

keZ.

Lemme 1.2.6. Pour tout ¢ € C, ()), ona
lim lo — Mp_(p)|*dx = 0. (1.2.31)
e—0 D.

Proposition 1.2.2 ([10]). Pour tout 6 € L*(0,T; H} (Q2)), ona

T
1

/ ][ ]9’2dxdtgC’maX(l,fy—)\VQ@(QT). (1.2.32)
0 D, €
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1.2.4 Résultats d’homogénéisation

Dans ce paragraphe, nous allons rappeler quelques résultats obtenus dans [[10]
sur I’homogénéisation du probleme (1.2.8), plus précisément sur le comportement
de u* 1a suite de solutions du probleme (I.2.8), lorsque  tend vers 0. Considérons
les hypotheses suivantes

(lima.|D.| =a >0,
e—0

be > by >0, Ve >0, (1.2.33)

fe—=f dans L* (Q7),

(u§ — up dans L* (),

ué|Pdx < C,
][DJ ol (1.2.34)

1 /
WngDs —y dans D (Q), avec vy € L* (Q).

Proposition 1.2.3 ([10]). Sous les hypotheses (1.2.33)) et (1.2.34)), on a
u® bornée dans L™ (0,T; L* (Q)) N L* (0, T; Hy () . (1.2.35)

De plus, il existe C > 0, indépendante de ¢, telle que
][ luf|*dx < C p.p. dans [0,T]. (1.2.36)
D¢

Les résultats d’homogénéisation dépendent de la valeur +, on distingue les

trois cas suivants :
— Les particules ont la taille critique r. = O (&%), correspondant ay € |0, +o0].

— Les particules sont plus grandes que la taille critique €3 << r. << &, cor-
respondant a vy = +o0.

— Les particules sont plus petites que la taille critique 7. << &3, correspon-
dantay = 0.

Théoreme 1.2.7 ([10]). Sous les hypotheses (1.2.33)-(1.2.34)), et si v € ]0, +00|
et b. — +oo, la suite (uf),_.  de solutions de (1.2.8)) vérifie

w S u dans L (0,T; L2 () (1.2.37)
u* —u dans L* (0,T; Hy (), B
Gy (u) = v dans L* (Q7),
1

WUSXDE —wv dans L* (0,T; H(Q)),

(1.2.38)
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Gr. (u5) — u  dans L* (Q7) (1.2.39)

ou la limite (u,v) est 'unique solution du probléme limite suivant

( Ou T
E—Au+4ﬂ7(u—v):f dans 17,
a% +4ny (v —u) =0 dans QT (1.2.40)
u=0 sur 02 x 10,77,
u (0) = up, v(0) = vy dans (.

De plus, (u,v) € (C°([0,T]; L2 (Q)))* .

Théoreme 1.2.8 ([10]). Sous les hypotheses (1.2.33)-(1.2.34) et si v = +o¢ la
suite (u®),., de solutions de (1.2.8) vérifie

wt > u dans L (O,T; L? (Q)) ,

) . (1.2.41)
u® —wu dans L°(0,T; Hy(2)),
G,. (v) = u dans L* (Q"),
1 1.2.42
e~ dans L2(0.T: (@), (1242
Gr. (u°) — u  dans L* (Q"), (1.2.43)
out la limite u est [’'unique solution du probleme suivant
(1+ a)% —Au=f dans QT
u=70 sur 09 x 10,77, (1.2.44)
1 a
pu— d Q-
u (0) (1+a)u0+ (1+a)v0 ans

De plus, u € C°([0,T); L*(Q2)) .
Théoreme 1.2.9 ([10]). Sous les hypotheses (1.2.33)-(1.2.34) et si v = 0 la suite
(u®).~ de solutions de vérifie
uwt > u  dans L™ (O,T; L? (Q)) ,
u* —wu dans L* (0,T; Hy (),

(1.2.45)

1 /
WUEXDE — vy dansD () p.p. tdans [0,T], (1.2.46)

out la limite u est [’'unique solution du probléme suivant

Ou _ Au=f dans QT

ot
u=0 sur 0 x 10,77, (1.2.47)
u (0) = ug dans Q.

De plus, u € C° ([0, T]; L? (2)).
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1.3 Etude de correcteur pour une classe de données
initiales

Dans cette section, nous montrons les résultats de correcteur pour le probleme
(1.2.8) avec une suite de données initiales u(, vérifiant les hypotheses suivantes

us € H' (Q) et / k| Vus |2 de < C, (1.3.1)
Q
u — uo dans L* (Q), (1.3.2)
][ |ug|*dz — [volé, (13.3)
D,
1 :
mugms — vy dansD (Q), vy € Hy (). (1.3.4)

La proposition qui suit et qui est prouvée a la fin de la sous-section qui suit,
montre ’existence d’une suite de données initiales u vérifiant les hypotheses

(L3.1)-(T:3.4) pour (uo, vo) plus lisse que (L? (2)) .
Pour tout (R.). € Ret (p,) € (H' (Q))* considérons la fonction test sui-
vante

®E((707 ¢) = (1 - sz)Sp + szGTa (¢) (1'3'5)
Proposition 1.3.1.
1. Pour~y € [0,+00[ et (ug,v9) € (L= (Q) N H' () x Cf (), la suite uf :=
. (ug, vo) vérifie les hypotheses (1.3.1)-(1.3.4) .

2. Pour v = 400 et ug € C& (ﬁ) et vy = ug, la suite uf == P.(ug, ug) vérifie les

hypotheéses (1.3.1)-(1.3.4).

Remarque 1. Notons que les hypotheses (I.3.1)-(1.3.4) entrainent (I1.2.34).

1.3.1 Correcteur pour le cas . = O (£?)

Dans cette sous-section, nous étudions le probleme de correcteur du probleme

(T.2.8)) dans le cas

limy, = v € ]0, +00], (1.3.6)
e—0

et sous la condition
b, — +o0. (1.3.7)

Le résultat principal du correcteur est donné par le théoréeme suivant.

Théoreme 1.3.1. Sous les hypothéses (1.3.6), (1.3.7), (1.2.33)) er (1.3.1))-(1.3.4)),

la suite (uf).~q vérifie

u® — u  fortement dans C° ([0,T]; L* (Q)) , (1.3.8)

et

{ua = d_(u,v) + R., avec (13.9)

R. — 0 fortement dans L*(0,T; W, (R)),
ou (u,v) est 'unique solution de (1.2.40).
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Avant de prouver le Théoreme [[.3.1] nous aurons besoin des résultats tech-
niques suivants et dont la preuve est donnée a la fin de cette sous-section.

Proposition 1.3.2. Sous les hypotheses du Théoreme ona

\/a—s%ms bornée dans L* (0,T; L* () , (1.3.10)
ou®  Ou 9 -
el dans L* (0,T; L (Q)) . (1.3.11)

Proposition 1.3.3. Sous les hypothéses du Théoréme|l.3.1lon a
E.(.) — E(.) fortement dans C°(]0,T)), (1.3.12)

ou

1 t t
E.(t) := §(|u5(t)\?25+a€\u€(t)|%s)+bs/0 |vu€y§7€ds+/0 \Vus[g, ds, (1.3.13)

1 t t
E(t) = 5(|u(t)|§2 + alv(t)|3) + 47w/ lu — v|%ds + / |Vulgds, (1.3.14)
0 0

sont respectivement les énergies associées aux problemes (1.2.8)) et (1.2.40).

Proposition 1.3.4. Sous les hypothéses du Théoreme et pour tout (p,)) €
(C>([0,T];D()))* on a

e(P (0, 0))(.) — e(p,¥)(.) fortement dans C°(]0,T)), (1.3.15)

ou O, est donné par (1.3.5)) et

1 t t
o)) = S 1O, Hace O 10 [ 9ol st [ Vs, (1316

el )0 i= 5 0lt)fs + alb@R) + 4my [ o~ vlds+ [ IVelads
" " 307

Proposition 1.3.5. Sous les hypothéses du Théoréeme et pour tout ) €
(0, T}; D()) on a

][ u () de — / v () dx  fortement dans C° ([0,T)). (1.3.18)
D. Q

Lemme 1.3.2. Sous les hypothéses du Théoreme et pour tout (,v) €
(C([0,T]; D(2)))* on a

ec(uf — @ (p,0))(.) = e(u—p,v—1)(.) fortement dans C°([0,T)), (1.3.19)

oul e, et e sont respectivement définies par (1.3.16)) et (1.3.17).

Preuve du Théoréme Pour le premier résultat, en utilisant (1.2.37)* et (I.3.11)
nous concluons avec la Proposition[I.1.2] que

u® — u fortement dans C° ([0, T7; L* (Q2)) . (1.3.20)



22 Correcteur pour le processus de diffusion dans une structure binaire raréfiée

Pour le deuxieme résultat, d’abord remarquons que comme vy € H, & (Q2), alors
le Lemme (voir Annexe B) donne

ve L*(0,T; Hy ().
Ainsi, d’apres le Théoreme et le Lemme [B.0.1] on a
(u,0) € (L2 (0,T; HY () N C° ([0,T]; L? (2)))° .
On considere une suite (¢, 1,) dans (C*([0, T]; D(Q2)))? (voir Proposition

[I.1.1)) telle que
¢n — u fortement dans L* (0,T; Hy (Q2)) N C° ([0, T
C” (10, T

0([’

5 L%(Q), (1.3.21)

¢, — v fortement dans L* (0, T; Hy (€2)) N

lorsque n — 4-o00.
Ona

[5L%(Q), (1.3.22)

e (0 = @ (9 0)) () = 5 (1 (0" = B (o, ) (1) B+ el (0 — @ (o ) (1) ) +

t t
+b£/ |v (ua - (I)a (SOm%)) |2D5ds + / |V (ua - (I)a (90n7¢n)) |52st3’
0 0

comme b, > by > 0, il vient

6. (u° — . (i, ) () > b. / 1V (6 — . () . ds + / IV (0 — . (i) 3, ds

> by / IV (6 = @ (s b)) Po.dls + / IV (4 = D (s ) [,

par conséquent

min {bo, 1}/0 V(0 = @e(pn, ¥n))ads < e (u° — Do (00, 1n)) (F) -

On applique le Lemme[1.3.2] on obtient

lim sup min {by, 1}/ |V (u e (¢n, Un)) |?)ds < lle (u = @, v — ) || cogo.1))-

e=00<t<T
(1.3.23)
Par ailleurs, on a

= pnr= ) () = 3| =) O+ al 0= v OFR) + [ 19— ) s

iy / (1= ) — (0 — ) [ods,

alors
1
-2
n 87r'yT(||U _ 90n||200([0,T];L2(Q)) + ||v — ¢n||200([0,T];L2(Q))>

T
s [V =g s
0

e (u = @n, v — ) [logo,m) < <||U 90n||200([o,T];L2(Q)) +allv — ¢n||200([o,T};L2(Q))>
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les convergences (1.3.21)) et (1.3.22)) nous donnent

e(u—@n,v—1b,) — 0 fortement dans C°([0, 7). (1.3.24)

Il résulte alors de (1.3.23)) et (1.3.24) que

T

lim lim [ |V (u® — ®. (o, V) [4ds = 0. (1.3.25)

n—o0 e—0 0

Ona

V (uf = P (u,0)) = V (U7 = Qe (o, ¥n)) + V (Pe (0n, Un) = P (u,0))

V(@ (¢, ) — Pe (u,v)) = (1 —wr.) V(¢ — u) — (¢n — u) Vwr. +
+ GTa (¢n - U) Vsza

alors

IV (u® = ®c (u,v)) [[20020 () < ClIV (U = Pe (00, ) || 12(07)+
+[| (1 = wgr.) V (pn — ) | 20,7501 ()
+I (pn — u) vasl|L2(0,T;L1(Q))+

+Gr. (Yo — v) Vg, || 20;210))-
(1.3.26)
On conclut (I.3.9) en montrant que chaque terme dans le membre de droite de
(1.3.26)) tend vers zéro quand £ — 0.
Le premier terme tend vers zéro grace a ((1.3.23).
Pour le deuxieme terme, en utilisant (1.3.21) et I’estimation 0 < wg_ < 1, on
obtient

| (1= wr) V (00— 0) |20z < CIV (20— u) 2y = 0.

Pour le troisieme terme, de (1.2.18)), (1.3.21) et y. — v, 0on a

| (on = u) Vg || 2200.:01 ) < |0n — vl 20y [[Vwr, || 200

S C’Yl/QHQOn — U||L2(QT) — 0.

&

Concernant le dernier terme, ’inégalité de Holder avec 1’estimation (1.2.18)
entrainent

G (¥n =) Voor [F2 i oy) < CollCr (8 = 0) g
< 207 ||Gy. (W, — v) — GRr. (Y, — V) Hi%m)
-+ 40")/EHGRE (wn - U) - (¢n - U) H%?(QT)

+ 407 Y — vl 720y,
(1.3.27)
de plus, on a

IG A, (n = v)=(n = 0) [L2(0r) = [¥n=0llz2@r\ar ) HIGR (¥n=0) = (n=0) [z -
(1.3.28)



24 Correcteur pour le processus de diffusion dans une structure binaire raréfiée

On applique le Lemme [1.2.4] on obtient
C
G (% = v) = Gr, (0 = v) [[72(0r) < 7||V (¥n = V) Z2@ry,  (1.3.29)
et
3
5
G () = (e =) g ) < OV (o =) Baery, (1330)

En combinant (1.3.27)-(1.3.30)), on obtient

HGTE (djn - v) Vsz

bomanan S € (L+ 5 ) 19 0 = 0 Paary+Crcl ol
&

En s’aidant de I’inégalité de Poincaré, et des convergences (1.2.12)), (1.3.22)),
Y. — 7, On aura

TS
16+ (= ) V. o onan < € (14 7547 ) IV (6 = 0) sry = 0.

]

2

Preuve de la Proposition[1.3.2] On multiplie la premiere équation de (1.2.8)
formellement” par a—ué que I’on integre sur 2 x (0,t),t € (0,7). Il vient

! ou’ |2 1 t ous 1
| — — kEVEth—//E dd+—/k5V€2d.
| [ ol fanaseg v @pae= [ [ rGrasases [ #1900
(1.3.31)
De plus, on a
t ous t
f€ _/ fs / fs
L= [
t £ t
:/ faﬁu dmds—l—/ / ( ) ( 8u )dxds
0 Ja. . "ot
1 oo 9 a. [* ou’ |2
S 5”.]0 ||L2(QT _/ / ||L2(QT)+5/O /D6 E‘ dxds.

Remarquons que

1 |D]
2a.  2a.|D.|’

alors par utilisation de (T.2.33)", (.2.33)" et | D.| — 0 on obtient

//faa Cdwds < C 4 = // ‘—)dmd +—// —‘dms.

(1.3.32)

En combinant (1.3.31) et (1.3.32)), on conclut a I’aide de (I.3.T)) I’estimation
globale

I ouf )
1 Ou® ac ou ) 3
2/0/95’&“1”” // )d$d3+2/’f\W()|dar_C,

(1.3.33)
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d’ou, ’estimation (I.3.10).
Par ailleurs, de | D.| — 0, a.|D.| — a et (I.3.33)), on obtient

t €2 t €,2 1 t e
/ / ’au dxds:/ / ’8u dxds+|D6|—a6/ / ‘au
0 Jol Ot 0 Ja. ! Ot a| D | o Jp.! Ot

alors I’estimation précédente avec (1.2.37)* entrainent (T.3.11). O

Preuve de la Proposition On commence par calculer les énergies associées

aux problemes (1.2.8) et (1.2.40).

On multiplie la premiere équation de (I.2.8) par u° et on integre sur Q X
(0,t),t € (0,7), il vient

2
dxds < C,

1 t t t
§<|u€(t)\?zg+as|u5(t)|%€>—i—bg/ |Vu€|§)€ds+/ ]Vuﬂésds:/ /ffufdxds+
0 0 0 Q
1 15 >
+ 5 (usla, + aclusl, )-
On pose
1 t t
Bt) = 5 (10 @, + oo @) + b [ [V ds+ [ Vel s,
0 0

£.(0) = 5 (14

ou E. est appelé énergie associée au probleme (1.2.8)).
Ainsi, on peut écrire

b+ aclupf?,),

t
E.(t) = E.(0) + / / feusdmds. (1.3.34)
0 JQ

Maintenant, on calcule I’énergie du probleme (1.2.40), on multiplie les deux
premieres équations de (1.2.40) respectivement par u et v que ’on integre sur
Q% (0,t),t € (0,7). On obtient

1 t t t 1
—|u(t)|é+47r7/ /(u—v)udxds+/ |Vu|?2ds:/ /fudxds+—|u0|?2,
2 0 Jo 0 0o Jo 2

(1.3.35)
et

t
g|v(t)|£22 + 47T’7/ /(v — u)vdrds = g|vo|?z. (1.3.36)
0 Ja
On somme ((1.3.33) et (1.3.36)), on aura

1 t t t
5 (]u(t)% + a|v(t)]%> + 47?7/ lu — v|ads + / |Vulgds = / / fudzds+
0 0 0 Ja

1
+ 5 (Juol + aluol?).

On pose

—_

t t
Bt) = 5 (1) + alo0)) + 477 | fu—olids + [ [Vufhas.

E(0) =5 (Juoll + alvof3 )
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ou F est appelé I’énergie associée au probleme (1.2.40).
Alors, en peut écrire

E(t) = E(0) + /Ot /Q fudzds. (1.3.37)

La démonstration de la convergence (1.3.12)) se fait en deux étapes.
Premiere étape. On montre la convergence simple en temps suivante

E.(t) — E(t), pour toutt € [0,T]. (1.3.38)

En utilisant les convergences (1.2.33 )® et (T.3.20), on obtient

t t
//faugda:ds—>/ /fudxds. (1.3.39)
0o Jo 0o Jo

Par ailleurs, I’hypothese (1.3.3) et | D.| — 0, impliquent que

uglp, = |Da|][D uS|2dx — 0, (1.3.40)

ainsi les convergences (1.3.20) et (1.3.40) entrainent

s, — luof3| < [Judld — luoff — s, | < [ludl3 — luol3| + usld, — o0,

alors
|ugle, — |uols (1.3.41)

Grace a a.|D.| — a et (1.3.3)), on obtient

a5|u‘8|2DE = a6|D€|][D |u8|2dx — a|v0|?2. (1.3.42)

De (1.3.34), (1.3.37)), (1.3.39), (1.3.41])) et (1.3.42)), on conclut (1.3.38).

Deuxieme étape. montrons la convergence uniforme de 1’énergie.

Pour montrer la convergence uniforme de I’énergie, on applique le Théoréme
d’Ascoli-Arzela [I.1.1] Donc on montre que la famille des énergies (E (t))
vérifie les deux propriétés suivantes

e>0

DIE. ()| < ¥t e 0,7],
i1)|Ee(t + h) — E.(t)] < 6(h), uniformément par rapport a ¢,Vt € [0,T[,Vh > 0,

avec 6 tend vers zéro quand h tend vers zéro.

On applique I’inégalité de Holder dans (1.3.34) et on utilise (T.2.33)°, (1.2.35),
(1.3.41)) et (1.3.42), on obtient

1 13 g g €
1B (1) | < 5 (053, + aclusl, ) + ¥l 2 |7l 2o < C

alors E. (t) est borné dans C°([0, T']) et on a immédiatement la propriété 7).



1.3 Etude de correcteur pour une classe de données initiales 27

Par ailleurs, pour tout ¢t € [0, T et h > 0 assez petit, on a

E.(t+h)— E.(1)] = ‘/Hh/fa adacds

IN

t+h
/ 172 () llzaqon 1 () ]2y ds
t

IN

t+h
ol [ 157 (5) laods
t

t+h 1/2 t+h
0(/ ||f€(s)|lia(n>d8> (/ ds)

CIl || 2y b
thl/Q’

1/2

IN

[VANVAN

otl nous avons utilisé I’inégalité de Holder, (T1.2.33)°, (1.2.33)). Cette inégalité
implique que

|E.(t+ h) — E.(t)] =0 ash — 0, uniformément en €, (1.3.43)

d’ot la propriété ii). Les conditions du Théoreme d’ Ascoli-Arzela étant vérifiées,
alors il existe une sous-suite de € (notée encore ) et £ € C°([0, 7)) telle que

E.(.) — ¢ fortement dans C°([0, 7)), (1.3.44)

mais comme
E.(t) — E(t), pour toutt € [0, 7], (1.3.45)
en déduit £ = E ce qui acheve la démonstration. O]

Preuve de la Proposition Rappelons d’abord que pour tout (R.). € R et
(v, ¥) € (C([0,T]; D(€)))* on a

(I)e(<:07 ¢) = (1 - wRe)(IO + wReGrs (¢)7 (1346)

alors d’apres la définition (1.2.14), on a

P dans .\ C.,
O (¢, ) =< (1 —wg.)p+wrG, () dans C., (1.3.47)
G..(¢¥) dans D,,
et
Ve dans Q. \ C.,
Vo (p,9) =< (1 =wr.)Ve+ Vwg. (G,.(¢) — ¢) dans C.,
0 dans D..

(1.3.48)
Maintenant retournons a la démonstration de la convergence (1.3.15)). Pour

(¢, ) € (C>([0,T];D()))? on a
e= (P (0, 0)) (t) = %(\(DE (0, 0) (1) [3, + ac|®. (9, 9) (t );DE)

t
o, / VO, (o, 6) 3, ds + / VO, (10, ) 2, ds.
0 0
(1.3.49)
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Nous allons passer successivement a la limite dans chaque terme de la partie
droite de 1’égalité ci-dessus.
Premier terme. Notons que

19 (0,0) () 3, = lp () 3] < |19 (0,0) (O & — |0 (1) ] + 192 (0,0) (O 3,

de plus, on obtient en vertu de (1.2.19) et la bornitude uniforme de G,_(7) dans
L>=(QT) (voir Lemme 1.2.5)

[19- (2,0 () 3 = I (1) 3] = |Ii(t) + wr. (Gr(¥) = 9) O 2 — Lo (1) 3
~ [l (G =) O +2 [ wrp(Grl) = ) ()

< wr [B|Gr. (V) = @lie @y + 2lwr|alp(Gr. (1) = )] (ar)
< Clwg, [ + Clwg, |l — 0,

et
B2 (00 ()5, = [Gr (O, < G ()i D] < CIDL| 0.
Donc
1D, (¢, 9) ()6, — ¢ (.)|& fortement dans C° (0, T7). (1.3.50)

Passons au deuxieme terme. On a

ac|P: (0, 9) (8) [pe = ac| G () (1) [be = aelDal][D G, (¥) (t) "da,

en s’aidant du Lemme de la convergence uniforme de G,_(v) vers 1 (voir
Lemme|1.2.5) et de la convergence a.|D.| — a, on déduit

0:|®. (0, 4) () o = a.| D] / G, () () [P — al ()2,
fortement dans C* ([0, T7) .

(1.3.51)

Pour le troisieme terme. En sachant que V&, (i, 1) = 0 dans D., il vient

t
bE/ V. (1) |7, ds = 0. (1.3.52)
0

En ce qui concerne le derniere terme. Il s’écrit

t t t
[ oo = [ Dehacds+ [ 0= uwn) Vet G () - ¢) un [ ds
0 0 0
= Al + Az.

Remarquons que pour Ay, on a

t t t
| [ eltacds = [ 1Velhas| = [ 1Velhicds < TID.UCLIITel o
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et en sachant que

1D UC| :\ |J Bk, R.)
k€eZ.

= IB

keZ.

= card(Z.)| B (0, R.) | (1.3.53)

(ek, Re)

3
5_3§7TR

41 RE?’
~— | — 0.
7 (7) -

t
Ay H/ /|Vg0|2dxds fortement dans C° ([0,77) . (1.3.54)
0 Jo

Alors

Pour traiter A, nous décomposons A, en trois termes définis ci-dessous, qui
seront traités séparément

t t
A, = / | (1 —wg.) Vg0|2d:pds +/ | (Gr. (V) — @) VwRS|2dxds
0 0 JCe

Ce
¢
+ 2 / (1 —wg.) Ve (G, (V) — ¢) Vwg_dzds
= Ay + A3+ A3

En utilisant 0 < wg_ < 1, on obtient
t
A < [ [ 0= wn) Veldeds < TICII Tl w
0 Jc.

en sachant que

)= | U ctoer

keZ.

=Y |t R)

keZe

= card(Z.)|C: (re, R:) |

(
= card(Z€)<]B (0,R.)| —|B(0,7.) !)

14 5 4 4
~ — = (37TR — gm“ )

<5 (%) - () -0

(1.3.55)

Par conséquent

Ay — 0 fortement dans C° ([0, T7) . (1.3.56)
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En s’aidant des estimations de la Proposition[I.2.T]et de la bornitude uniforme
de G,._(1) dans L>=(QT), on obtient

‘/Ot/ (1 —wr.) Vo (G, (¥) — ¢) Vwg.dads| <

< |Gy (¥) = ¢lr=cm
<G, (¥) = @lp=@n) Vel oo (o) TIC:
< C’|V<p|Loo(QT)T\Ce\1/2|VwRE|L2(Q)

< 0%1/2|Ce|1/27

Vol Vwn, 2o

1/2

[Vwg, |20,

de plus, les convergences 7. — 7 et |C.| — 0 nous donnent
A3 — 0 fortement dans C° ([0, 77) . (1.3.57)

Pour étudier A2, on commence par décomposer A3 en trois termes définis ci-
dessous qui seront traités séparément.

( t '
A} = / (G, (¥) — Gy (9)) Vg, |*dzds + / (G () — ) Vg, [Pdwds+
0 Ce 0 c.

t
9 / / (G, (4) — G (¢)) (G () — ) [Vwp, [Pduds
0 e
= AP+ A+ AYC

Un calcul direct pour le terme Ag’l implique que

t
A= S [ (G )~ G () PV Pduds
0 JCk(re,Re)

keZ.
2
][ Wa—][ goda) ds (/ Vwn, zdx) .
Slfs Sﬁs Ch(re,Re)

t
> ( /
Par un changement en coordonnées sphériques et en s’aident de (A.1.2), on

keZ.
aura
2 2 T R
¢da—][ gpda’ ds (/ d<1>/ sin@d@/
Sk Sk 0 0 Te

t
Ayt =>" /
0
et d’aprés (A.1.3), on obtient
2 Re q
][ wda—][ pdo| ds (/ —2dr)
SWI"CE STISJE Te r

W,

r

2
TQdT) ,

k€Ze
R. \° t
A%’l :47T(T66) Z(/
Re —. kez. \”70
r.R t 2
= 4r—="° do — d wdxd
s S ([ LI, v f ool

R, t
= amp ([ [160.0) - G (0 Paaas).

en s’aidant de I’hypothese (1.2.12)), il vient

R _ ft. _ (1.3.58)
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o N L 2,1
Ainsi, en passant a la limite dans A3 et en tenant compte des convergence

(1.2.28), (1.3.58) et 7. — ~, on obtient

t
A — 47r7/ / |vp — p|*dzds  fortemnet dans C° ([0, T]).  (1.3.59)
0 Jo
De (1.2.29) et |[Vwg, |o < C~2, 1e terme A? peut étre estimé par

t
/ /C | (G, (#) = ) Vg, [Pdeds < CL|Gr. (¢) = @l7eom
0 €

< CREVelir),
comme R. — 0 et 7. — -y, on déduit que
A>* — 0 fortement dans C° ([0, 77). (1.3.60)

2,3 1: A ey o
Concernant A3, en utilisant les mémes arguments utilisés pour prouver (1.3.60),
nous obtenons

t
A2 < o / [ 16r. () = G (211G () = Vo, P

< 2116w, (9) = Go (9) limien) |G, () — Pl ([ (Vwn.Pte)
Ce
< CrRAG: (V) = Gr () |1~ @n) Vol e @r)
< CR. —0,
alors,
A3* — 0 fortement dans C° ([0, 7). (1.3.61)
Enfin, en combinant (1.3.50), (1.3.51)), (1.3.52)), (1.3.54)), (1.3.56)), (1.3.57),
(1.3.59), (1.3.60) et (1.3.61)), alors on conclut la convergence (1.3.15). O

Preuve de la Proposition Tout d’abord nous allons prouver que
][ uttp () dr — / vip () dr  dans D' (0,7T). (1.3.62)
D. Q

Pour ¢ € D (0,7),0na

T
<][ uawdm,¢> , :/ ][ upodxdt,
D5 D XD(O,T) 0 l)5

alors, en utilisant (T.2.38) on obtient

T
ll—rftl) <][DEu ydz, ¢>D’><D(0,T) - /0 /vagzﬁdxdt - </QMMI7 qb>D’xD(o,T)’

ce qui montre que (1.3.62)) est vrais.
Dans la suite, on montre que la convergence (1.3.62) est en fait une conver-
gence forte dans C°([0, 7).
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D’apres I’inégalité de Holder et (1.2.36), on a

/OT ‘][Dsu%dxrdt < /OT (][Ds|u€|2dx) (][DE|@/)|2dx> dt

< C|¢‘%N(QT)
<C.

(1.3.63)

Par ailleurs, on a

i (f wovow) = f Fovwirr { v o

dt D De

car, pour ¢ € D(0,7) on a
<% (][Dgus(t)w(t)dx) ’(’0>D’xD(0,T) - _< (][ (et )d:z:) Ccl;t0>73/x73(o,T)
/ ][D (z, )0 (x, t)¢ (t)dxdt.

Ainsi, par intégration par parties et en tenant compte de ¢(0) = ¢(T") = 0, il
vient

€

[aaf (2, )0, 1) + u (x,t)%—qf(x,t)} o(t)ddt

_ < ][Ds 855 (t)(t)dx + ][Dsue(w%—f(t)dx, @DIMO’T).

Donc

d c = o c)2Y z, dans D’
4 ( ][Dgu (t)w(t)dx) _ (£)0(t)dx + ][ we() 5 (t)d, dans D' (0,7).

dt . Ot D,

En utilisant le méme raisonnement que dans (1.3.63)), et en tenant compte de
la convergence a.|D.| — a , (1.2.36), et (1.3.10)), on obtient

/ ‘—][ uawdx‘ dt§2/ (‘][

o ldt) p. 0 p. 0
T Ous |2 0

<9 2 ~— = ?12dx | dt

- /0 (ML (QT)][DE - Loo(sm][ ] x)
T 1 ous

<2 2 . ’—‘d ’ ‘ ][ “12de ) dt

_(A(MLWM#MaLEm o+ |5 o P

C.

u —dx )dt

IN

(1.3.64)

De (1.3.63) et (T.3:64), on déduit que la fonction p.u Y (t) dz est bornée

dans H' (0,T) et grace a la compacité de I'injection H' (0,7) c C°([0,T)), il
existe une sous-suite de € (notée encore €) et & € C°([0, 7)) tel que

][ u* () dx — ® fortement dans C° ([0, T7), (1.3.65)
D,
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tenant compte de la convergence (1.3.62) et de I’unicité de la limite, en déduit

][ usw(.)d:c—>/vw(.)dx fortement dans C° ([0, 77) .
D. Q

Preuve du Lemme Pour tout ¢ € [0, 7] fixe, on a

(e (u® — D (p, 7)) (t) = e (u”) (t) + e (e (p, 7)) () —
— / u® (x,t) P (p, ) (z,t) do — ag/ u® (x,t) . (@, ) (x,t) da

€ D€

—2[iéfm%%@vqx%¢xag¢ms

t
o [ Vi (005) VO (0.0 (0.5)dads,
0 D,

\

d’apres (1.3.47) et (1.3.48), on a

(

e&f—ﬂwwmﬂ:%w3@+@@J%WMﬂ—/u%J%w@Mx

£

t
- ae/ u Gy, () (t) dox — 2/ / VufV o, (p, 1) dxds
e 0 Qe
=114+ 12— 12— I —2I7.

(1.3.66)
Nous allons passer successivement a la limite dans chaque terme de la partie
droite de 1’égalité ci-dessus.
Le terme 1. En sachant que I1(.) = E.(.) ete(u,v) (.) = E(.), et grace 2 la
Proposition[[.3.3] on a

I(.) — e(u,v) () fortement dans C° ([0,7]). (1.3.67)
Le terme I?. D’apres la Proposition (1.3.4] on a
I2(.) — e(p,9) (.)  fortement dans C° ([0, T7) . (1.3.68)

Le terme /3. On a

‘/Q u . (¢, ) (t) do — /ngo (t) dx‘ < ‘/Q (u® — u) ()P (0, 1) (t) dx‘Jr
+‘/Dsu(t)<1>s (e, 1) (1) d:z:‘ + ’/ﬂu(t) (D (0, 0) — 9) (t) dx‘

= J1+J2+J3.

Le terme J; converge vers zero. En effet

[0 = 0 00 (0.0) (o] < | (0 = 0) ) 12002 (018) )|

< [(u” = u) () |2l (1 = wr.)@(t) + wr.Gr () ()] 220
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de plus, on obtient en vertu de (I.2.17) et la bornitude uniforme de G,_(¢)) dans
L>=(QT) (voir Lemme|1.2.5)) et la convergence (1.3.20)

sup ‘/ ut —u) (). (p, ) (t) d:v‘ < Clu® — u| oo o, r2(0)) — 0.

0<t<T

5 \Y ussi vers zero. es (1.3.
Le terme J, converge aussi vers zero. D’apres (1.3.47)) on a

’/ (0, 9) ( dx_)/ (t) do

< Ju () [r2@)|Gr. (¥) () 220,

alors, en tenant compte de la bornitude uniforme de G,_(¢) dans L>°(Q7) et de la
convergence | D.| — 0, il vient

sup ‘ / u(t)¢a (¢7¢) (t) dl" S |U‘L00(07T;L2(Q))|Gr6<¢)’LOO(QT)‘DE|1/2 0.

0<t<T

Le terme /3 converge aussi vers zero. D’apres ona

[ ) @ (o)~ ) @dr = [ uOwn (G(0) - 9) (e
+ [ w0 w) - o)t
alors
| [ )@ (00) = ) (0)da] < Ju 0 Loy 0 (G (6) = ) O
+ [u () [2@)(Gr. (V) — ) ()] L2(D.)

ainsi, en utilisant (T.2.19) et la bornitude uniforme de G,_(¢) dans L>(Q7), on
aura

OiufT‘/u(t) (e (@, 1) — ) (t) dz| < Clu| e 01200 | Wr. L2 () +
t

[l e o122 |G (¥) = @l o) | De 2 = 0.

Par conséquent, comme les termes Ji, .J5 et J3 convergent uniformément vers
zero, alors en déduit

() —>/ng0(.)dx fortement dans C* ([0, T7) . (1.3.69)

Le terme [?. Tenant compte de la convergence a.|D.| — a et de la Proposition

11.3.5] il vient

1'() = a.|D.| ][ Gy, () (1) da
De (1.3.70)

a/vw(.)da: fortement dans C" ([0, T7) .
Q
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En effet, on a

‘][ dx—/mp dx(<(][ ¢)—¢)dw‘+
+‘][ dx—va(t)dx‘7

ol le terme de droite de I’inégalité ci-dessus tend vers zéro fortement dans C° ([0, 77),
car I’estimation (1.2.36)) et 1a convergence uniforme de G,._(v) vers 1), nous donnent

‘][Dsue(Gm(iﬂ) - Zb)dx‘ < (][D€|U€|2dx>é (][DE\G,.€(¢) _¢|2dx>é

< C|Gr (V) = Y| pee(ary — 0.

et la Proposition [1.3.5] aussi nous donne

sup ’][ t)dx — / vw(t)dx‘ — 0.
o<t<t 1) D, Q

Le terme [°. En utilisant les mémes arguments que dans la démonstration de
la Proposition 4.6 [[10] (voir Annexe [C.1)), on obtient

I5(t) —>/0 /Q(VUVQD + 4y (v — u) (Y — @))dxds,

pour chaque t € [0, 7.

(1.3.71)

Maintenant, nous voulons montrer que la convergence précédente a lieu dans
C([0,T7)). En effet, on applique I’inégalité de Holder dans I et on utilise (1.2.33)),
les estimations de la Proposition la bornitude uniforme de G,_(¢)) dans
L>(QT) (voir Lemme et le fait que 7. — -, on obtient

t
15(t)] = ‘ / VuEV D, (0, 1) da:ds‘
0 Qe
< ||VUE||L2(QET)||V¢5 (@,7) HL?(QET)

< | Vu||p2onyll (1 = wr.) Vo 4 (Gre (V) — @) Vwr, || r2(ar)
<,

etpourt € [0, T, h > 0 assez petit, on a

[I2(t+ ) — I2(t)] < [[VP- (0,9) [|z=(0.7.0200) | VU7 || 21y 22
< C| (1 —wr.) Vo + (G, () — ) Vg, || 10 (0.1;12(0)) "
< Ch'/2.

Ce qui donne
i) sup |I2(t)] < C,

0<t<T

et

i) [I2(t + h) — I°(t)] < ChY?,  pourt € [0,T[, h > 0 assez petit.
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Par conséquent, de 7) et 7i), on a les conditions du Théoreme d’ Ascoli-Arzela,
ce qui implique

() — / /(Vqup + 4y (v — u) (Y — ¢))dxds,
0 Jo
fortement dans C° ([0, 77).

(1.3.72)

Finalement, en combinant (1.3.67)-(1.3.70) et (1.3.72)), on conclut la conver-
gence (1.3.19). O

Preuve de la Proposition 1. Casy € [0, 4o0[. Démontrons (1.3.1). D’abord
remarquons que le Lemme nous donne G,_(vg) € L* (2), car on a sup-
posé que vy € Cj (2), de plus, en sachant que wr, € L™ (Q) N H} () et
(uo, vo) € (L= (Q)NH(Q)) x C} (Q), onauf € H (Q).

D’autre part, d’aprés ona

/WW%Wx:/WWmew&m
Q Q
= / ]Vu0|2d:c + / |(1 — wg,)Vug + (Gr.(vo) — uO)VwRE|2d1;
Q:\C: Ce

2dx.

< Va2 +2 / (1 — wp) Vuol?de + 2 / (G (v0) — o) Ve,
Q Q

En utilisant les estimations de la Proposition [[.2.1] le Lemme et le fait
que 7. — 7y, on obtient

/QWIVUSW% < O+ 2/[Vuol72() + 2[IGr. (v0) — wollZoe (e I Vwr. 720

< C+ C|Gr.(v0) — uollfoe (o) e

<C,
(1.3.73)
d’ou I’estimation (1.3.1).
Démontrons (1.3.2). Tenant compte de la convergence (I.2.19) et du Lemme
[1.2.5] il vient

|ug — uol|z2) = [[wr. (Gr. (vo) — uo)|L2()

< ||G". (vo) = uol| L= lwr. | z2() — 0,

or la convergence forte implique la convergence faible, d’ou la convergence (1.3.2).

On démontre maintenant (1.3.3]). D apres ona

Y

[ uiPds = polt| = |16 0de =

ainsi, le Lemme et la convergence uniform de G,_(vy) vers vy (voir Lemme
1.2.5]), nous permettent de conclure que

f Juifde — [ul,
De

- ’/ ’GTE(UO)‘Qd.T — ]vg]%‘ — 0.
Q
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Quand a la derniere convergence, pour ¢ € D (2), on a

1
€ _ e d
< |D5| UOXD57 QD>'D’><'D(Q) fDEUO (.’,C) QD(ZE) x

= 57 [ G ) (@) el

- 5 2 /B@k,rg) (J[ oW day> p(a)dz.

| keZ.

Ensuite, en utilisant le Théoréme de la moyenne, il existe
k E o ok
yo € Sy, & € B(ek,r.),

tels que

Z (Y2 (E8)B(ek,ro)].

€Z,

1
<|D ’u[)XD5790>

En sachant que
0
ID.| =Y |Blek,r.)| = card(Z.)| B(0,.)|, et card(Z.) ~ g
keZ.

et comme |(2| = 1, on obtient

1 g
<WUOXDE’SD>D’><D(Q) Z Vo ya — vo( 5k))90<5§)‘yak‘
€ €Z.

Z p(ENYH.

€Z,

Le premier terme de droite tend vers zéro grace au Théoréme des accroisse-
ments finis. En effet

> (wolyt) = vo(E)eENIY < Y Iyt — €IV vo] (o (€8) 1Y

keZ. keZ.
< VB[Vl ) wl(€)YE| =0,
ke Z.
(1.3.74)
car la définition de I’intégrale de Lebesgue nous donne
> e — [ pla)ds
keZ. &
Encore la définition de I'intégrale de Lebesgue nous donne

3wl el — [ wlp(ds (1375)

Q

keZ.

De (1.3.74)) et (1.3.75)), en déduit la convergence (1.3.4).
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2. Cas v = +oo. La preuve des hypotheses (1.3.1)-(1.3.4) est similaire a celle
correspondante au cas 7y € [0, +00[, la différence réside dans la démonstration de

I’estimation (1.3.1)). En effet, d’apres (1.3.73) on a
/ﬁw%mmgc+mmd%ymﬂ;®%.
Q

Alors, en s’aident du Lemme et comme 7. < R. < ¢, on aura

R\* (7.
/ K |Vug Pde < C + CRX .| V|2 iy = C + C (—> (T—) <.
Q g 15

1.3.2 Correcteur pour le cas ¢® << r. << ¢

Dans cette sous-section, nous étudions le probleme de correcteur pour le probleme

(1.2.8) dans le cas
lir%’ys = +00. (1.3.76)
E—

Le résultat principal de correcteur obtenu dans ce cas est le suivant.

Théoreme 1.3.3. Sous les hypotheses (1.3.76), (1.2.33)), (1.3.1)-(1.3.4) avec vy :=

wo, la suite (u®).~o vérifie

u® — u  fortement dans C° ([0,T]; L* (Q)) , (1.3.77)

et

{u = & (u,u) + R., avec (1.3.78)

R. — 0 fortement dans L*(0,T; W, (R)),
ou u est ['unique solution de (1.2.44).

Comme dans la sous-section précédente, avant de prouver le Théoreme [[.3.3]
nous aurons besoin des résultats techniques suivants.

Proposition 1.3.6. Sous les hypothéses du Théoreme ona
E.(.) — E\(.) fortement dans C°([0,T)), (1.3.79)
avec . .
Ei(t) := 5(1 + a)|u(t) 3 +/0 |Vul3ds,

[’énergie du probleme ((1.2.44]).
De plus, pour tout ¢ € C*([0,T); D(Q)) ona

ec(®(0,0))(.) = e(p,@)(.) fortement dans C°([0,T]), (1.3.80)

][ usgo(.)da:—>/ug0(.)dx fortement dans C° (10, T7), (1.3.81)
D. Q

ec(uf — (0, 0))(.) = e(u— p,u—)(.) fortement dans C°([0,T)),
(1.3.82)

ou e, et e sont respectivement définies par (1.3.16)) et (1.3.17)).
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Remarque 2. Notons que dans ce cas, il est facile de constater que la Proposition
reste valable sous les hypotheses du Théoreme [I.3.3]

Preuve du Théoréme[[.3.3] La preuve du premier résultat est similaire a celle
correspondante au Théoreme [I.3.1]
Pour le deuxi¢me résultat, observons d’abord que le Théoreme nous
donne
u € L*(0,T; Hy () N C°([0, T); L*(2)).

On considere une suite ¢, dans C*([0, T']; D(£2)) telle que, lorsque n — +o0,
¢n — u fortement dans L* (0,7 Hy (2)) N C° ([0,T];L*(Q)) .  (1.3.83)
Ona

IV (v = @ (u,w)) |2 0,m520(0)) < CIV (0 — e (00, 90)) [ L2(0m)+
+ [ (T = wr,) V (¢n — u) [|2200,7501 )+

+ 1 (Gr. (o — 1) = (pn — u)) Vg, ||L2(0,T;L1(Q))'
(1.3.84)
Observons d’abord, que les deux premiers termes sur le terme de droite de
I’inégalité ci-dessus tendent vers zéro, la preuve est similaire a celle du Théoreme
3.1
Concernant le dernier terme, ’inégalité de Holder avec 1’estimation (1.2.18)
entrainent que

1(Gr. (on = 1) = (pn = u)) Vg,

%Q(O,T;Ll(Q)) = || (Gr. (pn — u) = (¢n — u)) Vg, H%%omy(ce))
< Ce|Gr. (90 — 1) = (90 = u) 2y

< 207 (IGy. (90 =) = G (00 = ) [aier +

+1GR. (pn = w) = (P = ) [2a(er) )
on applique le Lemme on obtient
2 C 2
| (Gr. (pn — 1) = (¢ — u)) vaaHL?(O,T;Ll(Q)) < 207 <7—”V (n — u) ||L2(QT)+
€
g3 9
ORIV (0n =) )

Tenant compte de la convergence (1.3.83)) et le fait que r. << R, << ¢, 1l
vient

T&
1(Gr. (en = w) = (pn = w) Vwr L2z @y < CO+ 2NV (90 = u) [f2r) = 0.

Par conséquent, comme chaque terme dans le membre de droite de (1.3.84)
tend vers zéro quand ¢ — 0, en déduit la convergence et la preuve est
complete. [

Preuve de la Proposition En reprenant la démonstration des résultats obte-
nus dans la sous-section précédente, on ne fera apparaitre que les parties différentes
dans la démonstrations de chaque résultat.
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1) La convergence se démontre comme la convergence correspon-
dante dans la Proposition (1.3.3| en considérant I’énergie associée au probleme

limite (1.2.44) donnée par

1 t
Ei(t) = 5(1 + a)|u(t)[3 +/0 |Vul3ds,

avec .
Ey(t) := E1(0) +/ /qudxds,
0
o 1 1 a 2
Ey(0) := 5(1 + a)‘ i a)uo + i a)UO)Q'

Grace au hypothese vy := 1 on trouve
1 2
Ey(0) := 5(1 + a)|uglg-

2) La deuxieme différence se trouve dans la démonstration de la convergence
(I.3.80), plus précisément lorsque on traite le terme A, (voir la démonstration de
la Proposition [I.3.4). En effet

t
Ay = / / (1 —wg, )V + (G,.(p) — ¢)vaa|2d$dS <
0 JC:

IN

t t
) / (1 — wr, )V 2dzds + 2 / (G () — o)V, [Pdzds <
0 JC. 0 JC:

2TVl 7o om) ICc| + 2T G (9) = @7 ey | VR 20 <

IN

2
< C|C.|+ CR*y, = C|CE|+C<%> (E)—m,
9 €

ol nous avons utilisé les estimations de la Proposition [I.2.1] le Lemme [T.2.5] et
les faits que |C.| — Oetr. << R. << e.

3) Dans la convergence (1.3.81)) on voit que la limite v est remplacée par u
lorsque on compare avec la convergence (I1.3.18)), cette différence est di a 1’utili-
sation de la convergence (1.2.42)°.

4) En ce qui concerne la derniere convergence en utilisant les mémes argu-
ments utilisée dans la preuve du Lemme L on trouve (voir Annexe |C.2))

/ /EVQfV(I) v, p)dxds —>/ /Vquod:I;ds (13.85)
fortement dans C°([0, 7).

]

1.3.3 Correcteur pour le cas r. << &3

Dans cette sous-section, nous étudions le probleme du correcteur pour le probleme

(1.2.8]) dans le cas
hnolf)/a =0. (1.3.86)
e—>

Le résultat principal de correcteur obtenu dans ce cas est le suivant.
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Théoreme 1.3.4. Sous les hypotheses (1.3.86), (1.2.33), (1.3.1)-(1.3.4), la suite

(uf)es0 vérifie

u® — u  fortement dans C° ([0,T]; L* (Q)) , (1.3.87)

et

{ue = ®_(u,v9) + R., avec (13.88)

R. — 0 fortement dans L*(0,T; W, (R2)),
ou u est I'unique solution de (1.2.47).

Comme dans les autres cas, avant de prouver le Théoreme nous aurons
besoin des résultats techniques suivants.

Proposition 1.3.7. Sous les hypotheses du Théoreme|l.3.4|on a
E.(.)— Ey(.)+ g|v0]% fortement dans C° ([0,T)), (1.3.89)

tel que
1 t
Balt) == gl o+ [ [Vufhas.

E5 étant I’énergie du probleme (1.2.47).
De plus, pour tout (p, ) € C*([0,T]; D(2)) x D () on a

ee (P (¢, 0) () —> e(p,¥) (.) fortement dans C° ([0, T]), (1.3.90)

][ u® (\) Ydr — / voydx  fortement dans C° (10, T7), (1.3.91)
D. 0

e (uf — @, (0, 0)) () = e(u—p,v9— ) (.) fortement dans C° ([0,T]),
(1.3.92)
avec

_ 1 !
(e 0) ()= 50 (O o +alvlh) + | [Vilhs,
et e. est définie par (1.3.16)).

Remarque 3. Notons dans ce cas que la Proposition est toujours valable
sous les hypotheses du Théoreme [I.3.4]et avec la méme démonstration.

Preuve du Théoréme La preuve du premier résultat est similaire a celle du
Théoreme
Pour le deuxieme résultat, d’apres le Théoréme nous avons

we L2(0,T: HY(Q)) N CO(0, T); L),
On considere une suite (¢, ¥, ) dans C*([0, T]; D(2)) x D (Q) telle que,

¢n — u  fortement dans L* (0,T; Hy (Q2)) N C° ([0, T]; L* (),
¥, — vy fortement dans H; (Q2),

lorsque n — +o0.
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Par ailleurs, on a

IV (u® = @ (u,v0) 2200210 £ CIV (6 = P (0, ¥n)) [l 22(0r)
+ (1 —wr.) V (pn — ) 20120 )
+ [ (en — w) Vwg, || 2200:210))
+|Gr. (Y0 — v0) Vwr. || 2200521 (9))-

En suivant la démarche donnée dans la preuve de la convergence (1.3.9) (voir
la démonstration du Théoreme [[.3.1), il est facile de voir que chaque terme de la
partie droite de I’'inégalité ci-dessus tend vers zéro lorsque € — 0, ce qui acheve
la démonstration. 0

Preuve de la Proposition[1.3.7, La preuve du résultat est similaire a celle corres-
pondante du premier cas dans lequel v € |0, +oc], avec quelques différences qui
apparaissent ci-dessous.

1) Démonstration de la convergence (I.3.89). Dans ce cas 1’énergie associée
au probleéme limite ((1.2.47)) est donnée par

1 t
Baft) = gl (@)l + [ Vulbas

avec .
Es(t) := E5(0) +/ /qudxds,
0

et 1
Eg(()) = §|U0|522

En suivant la démarche donnée dans la preuve de la convergence (I.3.12)) (voir
la démonstration de la Proposition [I.3.3), on trouve

t
1
EE()—>/ /fudxds+§|uo|?2—l—g|vo|?2 fortement dans C° ([0, T7),
0o Ja

de la apparait la différence.

2) La preuve de la convergence (1.3.90) est beaucoup plus simple parce que
dans ce cas, le terme A, (voir la démonstration de la Proposition [1.3.4)) est traitée
comme suit

t
o= [ [ 10 wn) Vot (G (4) - ) Vi Pduds
0o Je.
t t

< 2/ | (1 —wg,) Vo|*drds + 2/ | (G (V) — @) Vwg, |*dvds
0 JC. 0 JCe

< 27 IVl )| Cel + C1Gr, () = Plimiary ) = 0,

ou nous avons utilisé les estimations de la Proposition|1.2.1} la bornitude uniforme

de G,_(¢) dans L>°(Q7) et les faits que |C.| — 0, v. — 0.
3) Pour la convergence (1.3.97]), grice a la convergence (1.2.46]) on a

][ u® (t)wdx%/vowdx p.p- tdans [0,7],
D. Q
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et cette convergence est dans C°([0, T), puisque la fonction  ,, u® (t) ¥dx est
bornée dans H'(0,T'), comme dans la preuve de la Proposition

4) En ce qui concerne la derniére convergence, en utilisant les mémes argu-
ments que ceux de la preuve du Lemme [1.3.2] la différence vient de la limite de
I?, qui est

‘ t

15:/ VUV, (p, dd—>//VVdd

AL (,1)) dads L, Vs (1.3.93)
fortement dans C" ([0, T1),

ou la démonstration trouve dans I’annexe O



Chapitre 2

Correcteur pour le processus de
diffusion dans une structure binaire
périodique raréfié de forme
quelconque

Résumé

Dans ce chapitre nous généralisons I’étude de correcteur faite dans le chapitre
précédent pour le méme probleme au cas des particules de forme quelconque.
Pour se faire nous utilisons la méthode de la zone de contrdle adaptée aux parti-
cules de forme quelconques. Cette méthode a été élaboré par Bentalha et al. [11]
pour homogénéiser ce méme probleme, et les résultats trouvés dans ce chapitre
completent les résultats d’homogénéisation trouvés dans [11].

2.1 Position du probleme et notations

2.1.1 Le processus de diffusion

Rappelons le processus de diffusion

£

r Out
p° 5; — div (k°Vu?) = f¢ dans Q7
[uf]. =0 sur 0D, x 10,77,
KV n=0  sur 9D.x]0,T], 2.1
ut =0 sur 90 x 10,77,

u® (0) = uf dans (2,
ou

— Q un ouvert borné Lipschitzien de R, N > 3 tel que || = 1.

— Le sous-ensemble D, est une suspension €Y —périodique de petites parti-
cules de forme quelconque, avec

1 1\
Y= -2 4= 212
(L o1z

la cellule de référence.

44
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Pour chaque € > 0, on note

YF =ck+eY, keZ”,

QQy. := intérieur U Y_gk, avec 7, 1= {k ezZV, Y;.k C Q} ,

keZ.
D :=¢ek +r.D,
D.:= | J D,
keZ.

ol 0 < r. << € et D un ensemble ouvert de classe C' dans B (0,1), la
boule de rayon 1 et de centre 0.
— L’hypothese 0 < r. << ¢, qui veut dire

s 40 lorsque e — 0, (2.1.3)
15
entraine
|D.| — 0 lorsque & — 0. 2.1.4)

— Le domaine €. est donné par
Q. =0\ D.. (2.1.5)

- []E est le saut a I’interface 0D., n est le vecteur normal extérieur a 0D.,
fee L2 (Q7), uf € L* () et

. B 1 si x e (),

p(x) = { a. si xz € Dy, (2.1.6)
. _ 1 si x € (),

k* (z) = { b, i zeD., (2.1.7)

— a. > 0et b. > 0 sont respectivement la densité de la masse relative et la
diffusivité de la suspension.
Probleéme (2.1.1)) a une solution faible dans le sens suivant :

Théoreme 2.1.1 ([21]). Sous les hypothéses et les notations ci-dessus, il existe
une unique solution u. vérifiant

( Trouver u® € L*(0,T; H}(Q)) N L>(0,T; L*(Q)) tel que

d /
%(paua,w)g + (k*Vus, Vw)g = (f¢,w)q dans D' (0,T), Yw € Hy(Q),

u® (0) = u§ dans .

\

(2.1.8)
Ou,

De plus, u. € C°([0,T]; L*(Q)), >

€ C([0,T]; H' ().
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2.1.2  Outils spécifiques de la méthode de la zone de controle

Pour tout A > 1, on note wy 1’unique solution du probleme

—Awy, =0 dans C) := B(0,\)\D,
wy =1 sur 0D, (2.1.9)
UJ)\:O sur S)\ = 83(0,)\)

Des résultats classiques nous donnent la convergence de (voir [21]])
cap,(D) == [ |Vw,|? (2.1.10)
Cx

vers la capacité de D, c’est a dire

lim cap,(D) = cap(D) ;z/ |Vwe|?, (2.1.11)
RN\D

A—+00

ol W, est la solution du probleme de Dirichlet extérieur suivant

(2.1.12)

—Awy =0 dans RN\ D,
Weo = 1 sur 0D.

Introduisons 1’ensemble des suites

R :={(R.),, r- << R. << ¢},

e
pour tout (R.)_ € R, on définit la zone de contrdle associée

Ce = U (Bg\D_§)7

keZ.
avec B* .= B(ek, R.).
Nous notons dans tout ce qui suit

TN_2

)\5 = T;lRE, ")/5 = EE—N7 ’}/ = 11m'y€ (2.1.13)

e—0

~. est appelé coefficient de raréfaction.
Définition 2.1.1. Pour tout (R.)_ € R, on définit v, € H; (Q2) par
0 dans .\ C.,
ve(z) == ¢ vF(x) dans BM\D* Vk € Z., (2.1.14)
1 dans D.,

tel que

—ck
V(@) = wy, (:1: c ) : (2.1.15)
est la solution fondamentale du Laplacien (2.1.9).

v. a les propriétés données par la proposition suivante.
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Proposition 2.1.1 ([11]). Pour tout (R.). € R, ona

0<uv. <1, (2.1.16)
V| 2y < CHM2, (2.1.17)
v. — 0 fortement dans L* (). (2.1.18)

On introduit les opérateurs localisants données par la définition suivante.

Définition 2.1.2. Le premier opérateur spécifique, F. : L?(0,T; H} (Q)) —
L2 (QT), défini par

)= lys(x) FF(0) (¢), (2.1.19)

k€Ze

1 owy, z—ck
_— — = 2.1.2
rév—lcap/\g(D) dDk o(z1) ( v ) ( Te ) Ao 0

ou v est le vecteur normal extérieur a 9DF.
Le deuxiéme opérateur spécifique, G- : L?(0,T; H} (Q)) — L? (QT), qui
est défini par

FEO) (1) =

)= Ly (z)GE(O) (1), (2.1.21)

k€Z.

k 1 owy, 2z —ek
GZ(0)(t) = W/a%@(z,t) (— o ) ( - )daz, (2.1.22)

ou v est le vecteur normal extérieur a O BF.

Les opérateurs F. et G. ont les propriétés donnés par les deux lemmes sui-
vants.

Lemme 2.1.2 ([11]). Pour tout (R.)_ € R et € Hj (), ona

N\ 12
10— G.(0)] 120y < C (RN—2> V0] 220, (2.1.23)
’9—F5 (QHLQ(DE) < OTEIVG‘LQ(DE)a (2.1.24)

EN 1/2
IFL(8) — GL(0)] ey < C < _2) V6. (2.1.25)
De plus,

F. = F. T = F. x 2.1.26
ROR= [ IROPE= [ [ROPE @120

QYE D,
G0 = [ 16.OPd = f [GOFd 12D

QYE D,

Lemme 2.1.3 ([11]). Pour tout (R.). € Ret6 € L>(0,T;C* (), ona

P2 (8) — O] ey — 0, (2.1.28)
|F2 (8) — 0] pqcropry < 2Re| V8] oo, (2.1.29)

Proposition 2.1.2 ([11]). Pour tout § € L? (0,T; H} (2)), ona

/ ][ 0 dzdt < C max(1, )|V0|L2 @r)- (2.1.30)
De
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2.1.3 Résultats d’homogénéisation

Dans cette sous-section, nous allons rappeler les résultats d’homogénéisation
du probléeme (2.1.1]) obtenus dans [11]. Ces résultats sont prouvés sous les hy-
potheses suivantes.

(lima.|D.| = a > 0,
e—0
be > by >0, Ve > 0, (2.1.31)

L= f dans L? (Q7),

(ug — up dans L2 (Q),

fp lugl?de < C, (2.1.32)

\ﬁu%XDE — 1y dans D' (Q), avec vy € L% ().

Proposition 2.1.3 ([11]). Sous les hypotheses (2.1.31) et (2.1.32)), on a

u® bornée dans L™ (0,T; L* (Q)) N L* (0, T; Hy (Q)) . (2.1.33)

De plus, il existe C' > 0, indépendante de ¢, telle que
][ luf|*dz < C p.p. dans [0,T]. (2.1.34)
D

Comme dans le chapitre précédent, les résultats d’homogénéisation dépendent
de la valeur ~, on distingue les trois cas suivants :
— les particules ont la taille critique r. = (’)(5%), correspondant a 7 €
10, +o0.
— les particules sont plus grandes que la taille critique e V-2 << 7. << ¢,
correspondant a v = +00.

— les particules sont plus petites que la taille critique 0 < r. << e¥-2, cor-
respondant a vy = 0.

Théoreme 2.1.4 ([11]). Sous les hypotheses (2.1.31)-(2.1.32)), et si v € ]0, +00|
et b. — +oo, la suite (u) ., de solutions de 2.1.1)) vérifie

u® = wu dans L™ (0,T; L* (),

(2.1.35)
u® — u dans L* (O, T; Hy (Q)) ,

F. (v*) = v dans L* (Q"),

1
WUSXDE —wv dans L* (0,T; H (),

(2.1.36)
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G.(w) — u dans L* (") , (2.1.37)

ou la limite (u,v) est I'unique solution du probléme limite suivant

)
% — Au+cap(D)y(u—v) = f dans QT
0
aa_: +cap(D)y (v —u)=0  dans QT (2.1.38)
u=0 sur 09 x 0,77,
u (0) = up, v(0) = vy dans ().

\

2

De plus, (u,v) € (C°([0,T]; L*(Q2)))".

Théoreme 2.1.5 ([11]]). Sous les hypotheses 2.1.31)-2.1.32) et si v = +o0 la
suite (u®),., de solutions de (2.1.1) vérifie

wt > u dans L (O,T; L? (Q)) ,

) ) (2.1.39)
u® —u dans L°(0,T; Hy(2)),
F.(v*) = u dans L* (QT) :
1 2.1.40
WUEXDE —wu dans L*(0,T; H1(Q)), ( )
ou la limite u est 'unique solution du probleme suivant
0
(1+a)a—?—Au:f dans QF,
u=0 sur 002 x 10,77, (2.1.41)
1 a
0)= d Q.
u (0) (1+a)u0—|—(1+a)vg ans

De plus, u € C°([0,T]; L*(Q2)) .

Théoreme 2.1.6 ([11]). Sous les hypotheses (2.1.31)-([2.1.32) et si v = 0 la suite
(u®).. de solutions de 2.1.1)) vérifie

u* = dans L™ (0,T; L* (Q)), (2.1.42)
u* —wu dans L* (0,T; Hy (), N

1 /
WuaXDs — vy dansD () p.p. tdans [0,T], (2.1.43)

out la limite u est [’'unique solution du probléme suivant

u _ Au=f dans QT

ot
u=0 sur 00 x 10, T], (2.144)
u (0) = ug dans €.

De plus, u € C° ([0, T7]; L* (2)).
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2.2 Etude de correcteur pour une classe de données
initiales

Dans cette section, nous montrons que tous les résultats de correcteur du
chapitre précédent se généralisent sans probleme au cas d’une structure binaire
raréfiée par une suspension de tres petites particules de forme quelconque dis-
tribués dans un réseau € —périodique, sous les mémes conditions supplémentaires
sur la suite de données initiales ug .

Rappelons les hypotheses nécessaires pour démontrer les résultats de correc-
teur

us € H' (Q) et / k| Vus |2 dr < C, (2.2.1)
Q
u — ug  dans L?(Q), (2.2.2)
][ Jug|*dz — Jvol5, (2.2.3)
D,
1 ,
Wug;@g — vy dansD (Q), vy € Hy (). (2.2.4)

Comme précédemment, on peut construire un exemple de suite vérifiant (2.2.1])-
(2.2.4). La proposition qui suit et qui est prouvée a la fin de la sous-section qui
suit, montre I’existence d’une suite de données initiales u(, vérifiant les hypotheses

(2.2.1)-2.2.4) pour (ug, vo) plus lisse que (L? (2))? .
Pour tout (R.). € Ret (p,1) € (H*(£2))? considérons la fonction test sui-
vante

D (0, 10) == (1 —vo)p + v Fo (), (2.2.5)

Proposition 2.2.1.
1. Pour~ € [0,+00] et (ug,v0) € (L= (Q) N H' () x Cj (), la suite uf :=
. (ug, vo) vérifie les hypotheéses (2.2.1))-([2.2.4).

2. Poury = +oo etuy € C} (ﬁ) et vy 1= uy, la suite uf := P (ug, ug) vérifie les

hypothéses (2.2.1)-(2.2.4)

2.2.1 Correcteur pour le cas r. = 0(5%)

Dans cette sous-section, nous étudions le probleme de correcteur du probleme

" dans le cas
liIIOI’}/E Y S ]07 OO[) (226)
e—>

et sous la condition
b. — +o0. (2.2.7)

Notre résultat principal du correcteur est le suivant :

Théoreme 2.2.1. Sous les hypotheses (2.2.6), 2.2.7), 2.1.31)) et (2.2.1)-(2.2.4),

la suite (uf).~q vérifie

u® — u  fortement dans C° ([O, T); L (Q)) , (2.2.8)
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et

{ua = & (u,v) + R., avec (2.2.9)

R. — 0 fortement dans L*(0,T; W, (Q2)),
ou (u,v) est 'unique solution de (2.1.38).

Pour montrer ce résultat, on utilise les résultats techniques suivants dont la
preuve se trouve a la fin de cette sous-section.

Proposition 2.2.2. Sous les hypotheses du Théoreme ona
ou®

Vaz—-Xp.  bornée dans L*(0,7; L2 (), (2.2.10)
our Ou 2 .72
o — g dans L*(0,T; L7 (9)) . (2.2.11)

Proposition 2.2.3. Sous les hypothéses du Théoréme ona
E.(.) — E(.) fortement dans C°([0,T)), (2.2.12)
ou

1 t t
B0 = 5 (10 O, + adu () +b. [ 1Varlpds+ [ (90, ds
(2.2.13)
1

t t
E(t) := 5(\u(t)\?z+a]v(t)|%)+cap(D)’y/0 |u—’u\?2ds—|—/0 |Vulgds, (2.2.14)

sont respectivement les énergies associées aux problemes (2.1.1)) et (2.1.38).

Proposition 2.2.4. Sous les hypothéses du Théoréme pour tout (p,1) €
(C=([0,T]; D()))* on a

ec(®o(0,9))() — e(p,¥)(.) fortement dans C*([0,TY), (2.2.15)
ou O, est donné par [2.2.5)) et

1 t t
)0 = 510, +acleOlb) +h. [ Vel dst [ Vel s, @216)

1 t t
(o)) = 5ol ralv)reap( D)y [ o-vlbdst [ [Tl
' " (2.2.17)

Proposition 2.2.5. Sous les hypothéses du Théoréme pour toutp € C*([0,T]; D())

ona

][ usw(.)dx%/mp(.)d:c fortement dans C° ([0, 7)) . (2.2.18)
D. Q

Lemme 2.2.2. Sous les hypothéses du Théoréme pour tout (p, ) € (C*>([0,T]; D(Q)))?

ona
ec(uf — @ (i, 0))(.) = e(u—p,v—1)(.) fortement dans C°([0,T]), (2.2.19)

oul e, et e sont respectivement définies par (2.2.16) et 2.2.17).
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Preuve du Théoréme Pour le premier résultat, utilisant (2.1.35)* et (2.2.11)
nous concluons avec la Proposition[I.1.2] que

u® — u  fortement dans C° ([0, T]; L* () . (2.2.20)

Pour le deuxieéme résultat, d’abord remarquons que vy € H} (), alors le
Lemme [B.0.1] (voir Annexe B) donne

veL*(0,T;Hy ().
Ainsi, d’apres le Théoreme et le Lemme |B.0.1] on a
(u,0) € (L? (0,T; HE () N C° ([0,T); L ().

On considere une suite (¢, 1,) dans (C*([0, T]; D(Q2)))? (voir Proposition

[I.1.1)) tel que
¢n — u  fortement dans L? (0, T; Hy (2)) N C° ([0, T]; L% (), (2.2.21)

Yy — v fortement dans L? (0,7 Hy (Q)) N C° ([0,T]; L* (), (2.2.22)

lorsque n — 400 .
Comme b, > by > 0,0n a

min {by, 1} / V(" — Do, ) Bl < e (u° — D (s o) (1)

On applique le Lemme [2.2.2] on obtient

¢
lim sup min {by, 1}/ IV (u® — D (o, ¥n)) |522d5 < le(u = @n, v = Un) [|coo,m)-
0

e—0 OStST
(2.2.23)
Par conséquent, les convergences (2.2.21) et (2.2.22)) nous donnent

T
lim lim [ |V (u° = B, (0n,100)) [3ds = 0. (2.2.24)

n—o00 e—0 0

Ona

V(" = P (u,v)) = V (u" = P (@n, ) + V (Pe (on, ¥n) — P (u,0)),

avec

V(@ (#n; ¥n) — D (u,v)) = (1 = v2) V (0n — u) = (on — u) Voo + FL (¢, —v) Vo,
alors

IV (v = @c (u,0)) (2015010 < ClIV (uF = @ (00, ¥00)) || 220+
+ (1 =) V(e —u) || 20,1521 )+
+ 1| (on — w) Vvl 20,701 0)) +

+ | FL (Yn — v) V|| 20,001 (2))-
(2.2.25)
On conclut (2.2.9) en montrant que chaque terme dans le membre de droite de

(2.2.25) tend vers zéro quand € — 0.



2.2 Etude de correcteur pour une classe de données initiales 53

Le premier terme tend vers zéro grace a (2.2.24)).
Pour le deuxieéme terme, en utilisant (2.2.21)) et I’estimation 0 < v. < 1, on
obtient

12— 02) ¥ (0w =) 20030 < CIV (9 = ) |2y — 0.

Pour le troisieme terme, de (2.2.21)), (2.1.17) et 7. — v, on a

1/2

| (@n —u) V| 20001y < OV |lon — | p2i@ry — 0.

Concernant le dernier terme, 1’inégalité de Holder avec 1’estimation (2.1.17))
entralnent

||FE (77/)” — U) vvg||%2(07T;Ll(Q)) < C'YEHFE (wn - U) ||iQ(QT)
<207 Fz (¥n — v) — Ge (¥, — v) ||%2(QT)
+ 407 |G (0 = 0) = (0 = V) [ F2(m

+ 40| — vl 2oy,
(2.2.26)
de plus, on a

I1G= (¥n = v)=(¥n = 0) [ L2(0r) = [¥n=0llz2@r\az ) I G (¥n=0) = (n =)z -

(2.2.27)
On applique le Lemme [2.1.2] on obtient
C
| Fz (¢, —v) = G (¢, —v) ||%2(QT) < 7—||v (Y, — v) ||%2(QT), (2.2.28)
et
N 2
1Ge (Y —v) = (¥n — ) ||L2(QT ) < RN IV (@ = 0) [[3oqr)- (2:2:29)

En combinant (2.2.26)-(2.2.29)), on obtient

Te

N-2
| F (n — v) vveH%Q(O,T;Ll(Q)) <C (1 + <—> ) IV (¢n —v) |‘%2(QT)+C%‘|¢n_v||%2(QT)-

R.

En s’aidant de I’inégalité de Poincaré, r. << R. << ¢, et des convergences

(2:2.22), 4 — v, on aura

N—-2
Te
I (= ) Verlarsniay < € (1 w(5) %> IV (= ) [2agar, = 0.

]

Preuve de la Proposition 2.2.2] On multiplie la premiere équation de @2.1.1) ”
formellement” par il que ’on inteégre sur 2 x (0,¢),¢ € (0,7"). 1l vient

ot
t
/ /pe a; /k8|Vu (t) de—/ /ff /k€|Vu8|2d:v.
0 JQ

(2.2.30)




Correcteur pour le processus de diffusion dans une structure binaire périodique
54 raréfié de forme quelconque

De plus, on a
¢ ous t
/0 /Q ot —/0 /Q ot
t £ t 1
:/ faau da:ds—l—// (
0 Ja. B
1 £
<31 an+3 [ [ 5

Remarquons que

I,
fa) (\/a_gg) dxds

a. [* Ous |2
0 e

1 D
2a.  2a.|D.|’

alors par utilisation de (Z.1.31)", @-I.31)* et | D.| — 0 on obtient

t ous 1 /[t out
€ < — _ — —_— .
/O/Qf atdxds_C’%—Q/O/Qg‘at)dxds%— // ‘dxds

(2.2.31)

En combinant (2.2.30) et (2.2.31)), on conclut a I’aide de (2.2.1)) I’estimation
globale

1 t au€2 Qe t 8 ,
1 O a. ou ) 3
2/0/&25’6t‘dxd8+2/0/136 ot )dm3+2/’f|vu (1) [Pdz < C,

(2.2.32)
d’ou, I’estimation (2.2.10).
Par ailleurs, de | D.| — 0, a.|D.| — a et (2.2.32)), on obtient
/t/‘&f’?dd /t/ ‘8u52 1 /t/ ‘E)uE?
— | dxds = | ———a. —
o Jol Ot 0 Jo.l Ot ac|D:| " Jo Jp. 1 Ot
alors ’estimation précédente avec (2.1.35)” entrainent (2.2.11)). O

Preuve de la Proposition Nous avons les identités d’énergies suivantes

E.(t) = E.(0) + /Ot /Q feutdxds,

t (22.33)
E(t) = E(0) + / / fudxds,
0 Jo
avec .
B.(0) = 5 (Juila, + aclulh, ).
1 (2.2.34)
B(0) = 5 (Juolh + aluol).
La démonstration de la convergence (2.2.12)) se fait en deux étapes.
Premiere étape. On montre la convergence simple en temps suivante
E.(t) — E(t), pour tout t € [0, 7. (2.2.35)

En utilisant les convergences (2.1.31 )3 et (2.2.20), on aura

t ¢
/ / frutdrds — / / fudzds. (2.2.36)
0 JQ 0 JQ
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Par ailleurs, ’hypothese (2.2.3) and | D.| — 0, implique que
il = 1D f Jude o 2237
D.

ainsi les convergences (2.2.20) et (2.2.3"/) entrainent que

[u5la. — luolg

) [ T e v B e Y R T

alors
ugle, — |uolé. (2.2.38)

Gréce a a.|D.| — a et (2.2.3), on obtient
a:|ug|y, = a€|D5|][ lug |2dz — alvolp- (2.2.39)
D.

De (2.2.33), (2.2.34), (2.2.36), (2.2.38)) et (2.2.39)), on conclut (2.2.33).

Deuxieme étape. montrons la convergence uniforme de 1’énergie.
Pour montrer la convergence uniforme de 1’énergie, on applique le Théoréeme
d’Ascoli-Arzela. En effet, on applique ’inégalité de Holder dans (2.2.33)" et on

utilise @.1.31)%, 2.1.33), (2.2.38) et (2.2.39)), on obtient

1
|E: ()] < §<|U8|5225 + as!ufﬂ%g) + Wl ze@n) [ /7| z2@ry < €. (2.2.40)

Maintenant, pour tout ¢ € [0, 7 et h > 0 assez petit, on a

t+h
B+ m)-EO] < [ 156 o w(s) ods
t

IA

t+h
o llmorazy [ 156 s

< Ch'?

otl nous avons utilisé I’inégalité de Holder, (Z.1.31)* et (2.1.33). Cette inégalité
implique que

|E.(t+ h) — E-(t)] = 0 lorsque h — 0, uniformément en ¢, (2.2.41)

Par conséquent, de (2.2.33), (2.2.40), (2.2.41)) et du Théoreme d’ Ascoli-Arzela,
en déduit la convergence (2.2.12). O]

Preuve de la Proposition Rappelons d’abord que pour tout (R.). € R et
(0, ) € (C([0,T];D(2)))* on

O (p, 1) == (1 —v)p + v F.(¥), (2.2.42)

alors d’apres la Définition [2.1.1} on a

© dans Q. \ C.,
O (p,1) =1 (1 —v)p+v-F.(¢) dans C., (2.2.43)
F.(v¥) dans D,,
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et
Vo dans Q. \ C.,
Vo .(p,¢) =< (1 —-v)Ve+Vu(F.(¢) —¢) dans C.,
0 dans D..
(2.2.44)

Maintenant retournons a la démonstration de la convergence (2.2.15)). Pour
(,9) € (C([0,T]; D(12)))* on a

e (e (.)) (1) = 5 (122 (0,0) () .+ el (0,0) (1) 3. ) +
(2.2.45)

t t
b, / VO, (0, 0) [5,ds + / VO, (0, ) 2, ds.
0 0

Nous allons passer successivement a la limite dans chaque terme de la partie
droite de 1’égalité ci-dessus.
Premier terme. Notons que

19 (5,) ()13, — o (1) | < |19 (0,0 (012 — 1o () | + 182 (0,9) () .

de plus, on obtient en vertu de (2.1.18)) et la bornitude uniforme de F.(v)) dans
L>(QT) (voir Lemme[2.1.3)

19 (0, 8) () 3~ e (O 3

_ ‘\go(t) +v(Fe(y) — ) (1) & — 1o () 3

= [l = O +2 [ veplE) - 9) (]

< [0l FL () = pli(ar) + 2lvelale(Fe(¥) — @)l p@r) = 0,

et

D2 (p,9) (1) [B, = [F-(0) (1) D, < |Fe() |7 (ry| De| < C|D:| — 0.
Donc
1D, (¢, ¢) () 6. — ¢ (.)]§ fortement dans C° ([0, T7). (2.2.46)

Deuxieéme terme. On a
a€|<I)€ (907w) (t) |2D5 = as|F€ (1/}) (t) ’2Ds = CLE‘DE|][D ’Fe (w) <t> ‘2dx>

en s’aidant du Lemme|2.1.2} de la convergence uniforme de F (1)) vers ¢ (voir
Lemme [2.1.3) et de la convergence a.|D.| — a, on déduit

a:|® (¢, 9) () [pe = ac|De| /Q |Fe () () Pda — al (][5,
fortement dans C° ([0, T7) .

(2.2.47)

Troisieme terme. En sachant que V&, (¢, 1) = 0 dans D., il vient

t
b. / V. (p,9) [}, ds = 0. (2.2.48)
0
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Dernier terme. 11 s’écrit

t t t
/ VO, (10, ) [3,ds = / Vol ds + / (1= 0.) Vo + (F. () — @) Voo ds
0 0 0
= A1+A2.

Remarquons que pour Ay, on a

t t
| [ 19ehacds— [ 1Volhds
0 0

et en sachant que card(Z.) ~ ‘5%‘ et |2] = 1, on aura

t
- / V9l 0. ds < TID. U Cul[[ Ve iar,

D UC| :‘ |J Bk, R.)
k€Ze

=

keZ.

= card(Z.)| B (0, R.) | (2.2.49)

B (ck, R.)|

par conséquent

t
Ay —>/ /|V<p|2da:ds fortement dans C° ([0, T7) . (2.2.50)
0 Jo

Pour traiter Ay, nous décomposons A, en trois termes définis ci-dessous, qui
seront traités séparément

( t ¢
Ay = / | (1 —v.) V|’ dzds + / | (F. () — ) Vv 2 dzds+
0 Je. 0 Jo.

t
42 / / (1= 0.) Voo (F. (1) — ) Vo.dads
0 e
= Ay + A+ A5

En utilisant 0 < v, < 1, on obtient

\

t
/0 [ 11— 00 VPdads < TICITolf o,

en sachant que
Ce| = ‘ U B?\Df

k€Ze

-5

keZ.

= card(Z.)| B:\D:|
— card(Z.)(|B (0, &) | - |r-D|)

B\D|
(2.2.51)

~ eiN (crY —or)

o () e () o0
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Alors, on trouve que
A} — 0 fortement dans C° ([0, 77) . (2.2.52)

En s’aidant des estimations de la Proposition|2.1.1} et de 1a bornitude uniforme
de F.(1)) dans L>=(Q27), on obtient

t
[ =) Ve R w) - o) Vuudsds| < o2,
0 <

de plus, les convergences 7. — 7 et |C.| — 0 nous donne
A3 — 0 fortement dans C° ([0, 77) . (2.2.53)

Pour étudier A2, on commence par décomposer A3 en trois termes définis ci-
dessous qui seront traités séparément.

( t .
= [ [ 15w - E ) VoPdnds+ [ [ 15 (0) - ) Vo Pdads+
0 JC: 0 Jo.

t
1 / / (F. (4) = F.(¢)) (F. (¢) — ) |V |2dads
0 e
= AP+ A7+ AYC

D’apres la Définition de v.,ona

t
A= S [ R - R PVt
0 JBE\DE

keZ.

> (/ o et ([ 1R - FEas)

ke

Par ailleurs, encore d’apres la Définition de v.,ona

1 —ck
/ Vb [2de = / Rl v i
Bk\ Dk Bk\Dk 1 Te Te

alors, par le changement de variable suivant

2

dz, (2.2.54)

ek
y=""° 1€ BA\DF ye B0, \)\D,
on aura
[ wetpar =2 [ v ) Py,
Bk\DF B(0,X:)\D

en sachant que (2.1.10), on aura

/ IVofPde = rY2cap, (D). (2.2.55)
BE\DE
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En remplacant (2.2.55) dans A2, on obtient

= Y e, ) ([ 106 - Fs)as)

keZ.

- Eap, (D)) (//uﬂ - FHo) P

keZe

— capy kz(//uﬁ <xﬂwa@)
— cap, ( / / () — F.(p)2dads.

Alors, en passant a la limite et en tenant compte des convergences (2.1.11)),
(2.1.28)), et 7. — =, on obtient

A2 — cap(D) / / v — p|*dxds  fortemnet dans C° ([0, T]). (2.2.56)
De (2.1.29) et |Vu.|q < CL?, le terme A2* peut étre estimé par

// | (F, ©) Vo.|*drds < C%|Fs(90)—¢|2mo(c§)
< CrRIVeliw o,

comme R. — 0 et y. — vy, en déduit que
A2* — 0 fortement dans C° ([0, 7). (2.2.57)

2,3 e A o
Concernant A5, en utilisant les mémes arguments utilisés pour prouver (2.2.57)),
nous obtenons

A2* — 0 fortement dans C° ([0, 7]). (2.2.58)
Enfin, en combinant (2.2.46), (2.2.47), (2.2.48)), (2.2.50), (2.2.52), (2.2.53)),
(2.2.56), (2.2.57) et (2.2.58)), on conclut la convergence (2.2.15). ]

Preuve de la Proposition Tout d’abord nous allons prouver que
][ utt () doe — / v ()dz  dans D' (0,T). (2.2.59)
D. Q
Pour ¢ € D(0,T),0na

T
<][ u6¢dx,¢> — / ][ wepodedt,
D. D' xD(0,T) 0 D.

alors, en utilisant (2.1.36)* on obtient

T
‘112% <][D€u Yz, ¢>D'><D(O,T) - /0 /§ZU¢¢d$dt - </Qv¢dx’ ¢>D’xD(0,T)’

ce qui montre que (2.2.59)) est vrais.



Correcteur pour le processus de diffusion dans une structure binaire périodique
60 raréfié de forme quelconque

La convergence (2.2.59) est dans C°([0,77), puisque la fonction - p upd
est bornée dans H'(0,T') et I'injection H' (0,T) C C° ([0, T)]) est compacte. En
effet, de (2.1.34) on a

T 2 T ) )
/0 ‘][Du wdx‘ dt g/o (][DJU | dm) (][Dewy dx) dt 22.60)

< Ol gry < C,

de plus, on a

g (f, wanee) = § G { e

b, Of

alors, en utilisant le méme raisonnement que dans (2.2.60), et en tenant compte de

la convergence a.|D.| — a, (2.1.34), (2.2.10), on obtient
uPdx | dt
‘ at )Loo QT st| | )

T d][ 2 T (9“6
4 uawdx‘ dt < 2/ (Woo T][
/0 ‘dt D. 0 Fen
T 1 ou’
P 2 ior ; ‘—‘d ‘ ‘ ][ o )t
/0 (|¢|L (Q )a€]D5|a /DE ot + Ot |L>=@QT) D€|U| !

<C.

]

Preuve du Lemme[2.2.2] Pour tout t € [0,T] fixe, d’apres (2.2.43) et (2.2.44),
on a

(Cen(uf — D.(0, ) (1) = . () (1) + ez (D () (1)
—Au%J%w&MWﬂ@/u%HWGMx

De

t
—2/ / VufVo, (p, 1) dxds
0 JQe
\ =14+ 12 12— 1210

(2.2.61)
Nous allons passer successivement a la limite dans chaque terme de la partie
droite de 1’égalité ci-dessus.
Le terme 1. En sachant que I1(.) = E.(.) ete (u,v) (.) = E(.), et grice a la
Proposition[2.2.3| on a

I}(.) — e(u,v) (.) fortement dans C" ([0, T]). (2.2.62)
Le terme 2. D’apres la Proposition [2.2.4} on a
I?(.) — e(p,9) (.) fortement dans C° ([0, T7) . (2.2.63)

Le terme 2. On a
’/ (o, ¥) ( )dx—/w,a dx’<’/ u—u)(t)cpg(%w)(t)ag:,c‘Jr

o[ e @] +] [ @6 - 0

< [ (u” = u) (1) 2@l (1 = v2)@(t) + v Fe($) ()| 120y +

+lu @) |29 (IFe () () [2(p2) + [0 (Fe(¥) = @) (O)] 220y + [(F=(¢) = w)(t)\mws))-
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En utilisant (2.1.16)) et la bornitude uniforme de F.(¢) dans L>(Q7), on ob-
tient

sup ’/ u= P, (p, ) (t) dx — / ugp(t)dx’ < Cluf = ul oo 0,02 (0)) +
0<t<T Q
+ Jul o200 (1Fe () lsian) D12 + Clocl gy + () = pliseqan | De[2))

Ainsi, comme v, — 0 fortement dans L?(2) et | D.| — 0, et grace a (2.2.20),
on déduit

I3 — / up(.)dz  fortement dans C° ([0, T7). (2.2.64)
Q

Le terme /2. Tenant compte de la convergence a.|D.| — a et de la Proposition

2.2.5] il vient

I'() = a.|D.| ][D F. () () de

(2.2.65)
a/ vi)(.)dz  fortement dans C° ([0, 7).
Q

En effet, on a

(][ WP (4 dx—/mp dx‘<‘][ )—w)dx)
+‘][ dm—/ﬂw(t)dx,

ot le coté droit de I’inégalité ci-dessus tend vers zéro fortement dans C° ([0, T7),
grice au estimation (2.1.34) et la convergence uniforme de F.(1)) vers 1, et la
Proposition [2.2.5]
Le terme [°. En utilisant les mémes arguments utilisés dans le Théoreme 5.4
[11] (voir Annexe[C.4)), on obtient

(1) — / / VuVi + cap(D)y(v — u) (1) — ))dads,
pour chaque t € [0,7].

(2.2.66)

Maintenant, nous voulons montrer que la convergence précédente reste valable
dans C°([0, T]). En effet, on applique 1’inégalité de Holder dans I et on utilise
(2.1.33)), les estimations de la Proposition la bornitude uniforme de F.(v))
dans L>(Q7T) (voir Lemme [2.1.3) et le fait que 7. — ~y, pour ¢t € [0,T[, h > 0
assez petit, on a

[I2(t+h) — I2()] < |V (0,%) || oo o722 () || VU || 20y 2
< CJ (1= ve) Vo + (F- () — 9) Ve |z 0.2
< Ch'/2.

Ainsi, le Théoreme d’ Ascoli-Arzela nous donne

0= [ (FuVe-s eapD(o - u)(w — o)deds,
fortement dans C°([0, 77).

Finalement, en combinant (2.2.62)-(2.2.67)), alors on conclut la convergence
(12.2.19). O

(2.2.67)
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Preuve de la Proposition | 1. Cas vy € [0, 4-o0][. D’abord remarquons qu’avec
la supposition vy € C (€2), le Lemme 2.1.3{nous donne

F.(vg) € L™ (),

de plus, en sachant que v. € L (€2) N Hy (Q) et (uo, vo) € (L> (Q)NH' (Q)) x
Ci (), on aalors uj € H (Q).
Démontrons (2.2.1)), d’apres (2.2.44) on a

/ k| Vug |Pdx = / K|V @, (ug, vo)|*dx
Q Q
= / |Vuo|*dx +/ |(1 — v.)Vug + (Fo(vg) — uo) Vo |*da
Q:\Ce Ce
< ||Vu0||2L2(Q) + 2/ |(1 — v.) Vg |*dax + 2/ |(F.(vo) — o) Vve|*dz.
Q Q

En utilisant les estimations de la Proposition 2.1.1] le Lemme [2.1.3] et le fait
que 7. — 7, on obtient

/Qk5|Vug|2dx <C+ 2||VUO||%2(Q) + 2[|Fe(vo) — UOH%W(Q)vaaH%Q(Q)

< C+ C||Fe(vo) — tol[ e ()7

<C.
(2.2.68)
Démontrons (2.2.2). Tenant compte de la convergence (2.1.18) et du Lemme

2.1.3] il vient
l[ug — uol|z2) = [[ve(Fr (vo) — uo)l[z2() < [1F: (vo) — woll oo (o [Jvell 22y — 0.

Maintenant on démontre (2.2.3)). D’apres (2.2.43) on a

I

f Juifdo~lwp] = |f IP0Pde [l
D, De

ainsi, le Lemme et la convergence uniform de F.(vg) vers vy (voir Lemme
2.1.3), nous permet de conclure

f Juifde ] = | [ 1F.o0)Pdz = unls] — 0.
D, Q
Démontrons (2.2.4). Soit ¢ € D (2), on a
(tixp. @) | i@t
—U = un (T xr)ax
D] MY iy ], O
— f R (@)ela)ds
D,

—f (Fw) = wpla)dn + () plo)de
=17+ I5.
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En utilisant le Lemme [2.1.3] on obtient

|ff|s(][ |F£<vo>—vo\2da:) (][ de)
D, D.

< | Fz (v0) — vol (@@l Loy = 0.

(2.2.69)

Le Théoreme de la moyenne entraine qu’il existe £&¥ € D tel que

1 1

3 /D o) e = 1

’ 6‘keZE

I5 = > D |wo(€E)e (),

k€Ze

or
|D.| = Card(ZZ-:)lD?L

et ‘ ‘
Q 1 1
card(Ze) = X = ¥ T WA

Ainsi, la définition de I’intégrale de Lebesgue nous donne

5= 3 wl(€)p()YE — / wo(@)p(e)dz. 2.270)

keZ.

De ([2.2.69) et (2.2.70), en déduit que

1 1>
(G002 ey = . el

par conséquent la convergence (2.2.4)).

2. Cas v = +o00. Les preuves des hypotheses (2.2.1))-(2.2.4) sont similaires a
celles correspondantes au cas y € [0, +o0o[, la différence réside dans la démonstration

de ’estimation (2.2.1)). En effet, d’apres (2.2.68) on a
/Qk:E\Vuf)de < C+ C|| F-(up) — uoH%m(Q)%.

En utilisant le Lemme [2.1.3] et le fait que r. << R. << ¢, on obtient

R.\? fre\N-2
/ ke |VugPde < C 4+ CR2y|Vug|fo gy = C + C (_) (_> <C.
Q

€ € -

2.2.2 Correcteur pourlecascv2 << 7. << ¢

Dans ce paragraphe, nous étudions le probleme de correcteur pour le probleme

(2.1.1]) dans le cas
lir%fys = 400. (2.2.71)
e—

Le résultat principal de correcteur obtenu dans ce cas est le suivant :
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Théoreme 2.2.3. Sous les hypotheses (2.2.71), 2.1.31), 2.2.1)-(2.2.4) avec vy :=
wo, la suite (u®).~o vérifie

u® — u  fortement dans C" ([O, T); L? (Q)) , (2.2.72)

et

2.2.73
R. — 0 fortement dans L*(0,T; W, (Q)), ( )

ou u est l'unique solution de (2.1.41).

{u6 = d_(u,u) + R., avec

Comme dans le paragraphe précédent, on a besoin des résultats techniques
suivants.

Proposition 2.2.6. Sous les hypothéses du Théoreme ona
E.(.) — E\(.) fortement dans C°([0,T)), (2.2.74)

avec

1 t
Bi(t) = 0+ @lufy + [ [Vulids,

I’énergie du probleme (2.1.41).
De plus, pour tout ¢ € C*([0,T);D(Q)) ona

e(®. (0, 0))(.) = e(p,p)(.) fortement dans C°([0,T)), (2.2.75)

][ uto () dr — / wp (.)dx  fortement dans C° ([0,T)), (2.2.76)
D. Q

ec(uf — (0, 0))(.) = e(u—p,u—)(.) fortement dans C°([0,T)).
(2.2.77)

Remarque 4. Notons que dans ce cas, il est facile de constater que la Proposition
reste valable sous les hypotheses du Théoreme [2.2.3

Preuve du Théoréme Le premier résultat est une conséquence directe des

convergences (2.1.39), (2.2.11) et de la Proposition m

Pour le deuxieme résultat, observons d’abord que du Théoreme [2.1.5|on a

u € L*(0,T; Hy () N C°([0,T]; L*()).
On considere une suite ¢,, dans C*°([0, T]; D(Q2)) telle que, lorsque n — +00,
¢n — u fortementdans L* (0,T; Hy (2)) N C° ([0, T]; L* (). (2.2.78)
On a

IV (" = e (u, w))l[ 2021 @)) < CIV (U7 = Pe (o, 0n)) |L2r)+
+ [ (1 =) V(on — u) llz200,7521 () +
+ || (Fz (on = u) = (¢n — 1)) Vel 20,700 () -
(2.2.79)
Observons d’abord, que les deux premiers termes du terme de droite de I’inégalité

ci-dessus tendent vers z€ro, la preuve est similaire a celle correspondante au Théoreme
2.2.1
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Concernant le dernier terme, 1’inégalité de Holder avec 1’estimation (2.1.17))
entrainent que

H(Fz (pn = 1) = (0 = ) Voel oo rpaay = | (Fe (n = w) = (on = ) VeellZ20 00 ()
< C'yaHFa (SDn - u) - (Qpn - u) ||%2(05T)

< 20'75<||Fa (‘;On - u) - Ga (Son - u) ||%12(C5T)7L

11 (pn — ) = (#n — ) 22 ).

En appliquant le Lemme [2.1.2] de plus par utilisation de r. << R, << ¢,

on obtient

N-2
-
(P (2 = ) — (90— ) Voo sy < © (1 +(%) ) IV (0= ) gy — 0.
€
Par conséquent, en notant que le membre de droite de tend vers zéro
quand € — 0, en déduit la convergence (2.2.73)) et la preuve est complete. L

Preuve de la Proposition On reprend les démonstrations des résultats cor-
respondantes a la sous-section précédente, dans la suite on fera apparaitre seule-
ment les différences notables dans la démonstration de chaque résultat.

1) La convergence (2.2.74)), se démontre comme la convergence correspon-
dante dans la Proposition[2.2.3] L’énergie associée au probleme limite (2.1.41) est
donnée par

1 t
Bi(t) = 50+ @lu)fy + [ [Vulids,

avec .
Ei(t) :== E1(0) —i—/ / fudzds,
0 JQ
et ] ] )
a
FE = —(1 ‘ .

Grace au hypothese vy := ug, on trouve que
1 2
El(O) = 5(1 -+ a)]u0|9.
2) La deuxi¢me différence se trouve dans la démonstration de la convergence

(2.2.75)), plus précisément lorsque on traite le terme A, (voir la démonstration de
la Proposition [2.2.4)). En effet

t
Ao [ [ 10 = 0¥+ (1) = ) Vi fnds <
0 JC:

t t
< 2/ (1 — v.)V|*dxds + 2/ [(F.(p) — @) Vv |2 dzds <
0 Je. 0 Jo.

< QTHV@Hioo(QT)‘Cg‘ + 2T|FE((10> - (P’%OO(CET)‘VUEI%Q(CE) <

2 N—2
< C|C.| + CR*y. = C|C.| + C (R ) (1) —.0,

)
€ €
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ol nous avons utilisé les estimations de la Proposition le Lemme et
les faits qui |[C.| — 0, 7. << R. << e.

3) En ce qui concerne la derniére convergence, en utilisant les mémes argu-
ments que ceux de la preuve du Lemme la différence provient de la limite
de I?, qui est dans ce cas

t t
I’ :/ / VusVo, (o, p)drds —>/ /Vquodxds, fortement dans C([0, T7),
0 Ja. 0 Ja

(2.2.80)
ol la démonstration de la limite de I? se trouve dans Annexe O

N
2.2.3 Correcteur pourlecas(0 < r. << e¥-2

Dans ce paragraphe, nous étudions le probleme de correcteur pour le probleme

(2.1.1)) dans le dernier cas
limv. = 0. (2.2.81)

e—0

Théoreme 2.2.4. Sous les hypotheses (2.2.81), 2.1.31), (2.2.1)-(2.2.4)), la suite
(us)a>0 vérifie

u® — u  fortement dans C° ([0,T]; L* (Q)) , (2.2.82)

et

{ua = ®.(u,v9) + R., avec (2.2.83)

R. — 0 fortement dans L*(0,T; W, (R)),
ou u est l'unique solution de (2.1.44).

Comme dans les autres cas, nous aurons besoin des résultats techniques sui-
vants.

Proposition 2.2.7. Sous les hypotheéses du Théoreme ona
B () — By () + gh)o]?l fortement dans C° ([0, TY), (2.2.84)

avec .
1
Balt) = 5lu) i+ [ [Vulids.
0

[’énergie du probleme (2.1.44]).
De plus, pour tout (p,1) € C*([0,T];D(Q)) x D(Q2) ona

e (B (0,1)) () —> € (o, ) (.) fortement dans C° ([0, T]), (2.2.85)

][ u® () dr — / votdx  fortement dans C° ([0, T)), (2.2.86)
D. Q

ee (uf — @, (¢, 0)) () = e(u—@,v9—)(.) fortement dans C°([0,T]),
(2.2.87)
avec

2o ) (0= 50 (O o+ vl + [ [Vielhas.
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Remarque 5. Notons que dans ce cas, il est facile de constater que la Proposition
reste valable sous les hypotheses du Théoréme

Preuve du Théoreme Le premier résultat est une conséquence directe des

convergences (2.1.42)*, (Z.2.11)) et de la Proposition

Pour le deuxiéme résultat, d’apres le Théoréme nous avons

w € L*(0, T Hy () N CY([0, TT; L*(2)).
On considere une suite (¢, ¥, ) dans C*([0, T]; D(2)) x D (Q) telle que,

¢n = u  fortement dans L* (0, T; Hy (22)) N C° ([0, T]; L* (),
¥, — vy fortement dans H; (Q2),

lorsque n — +o0.
Par ailleurs, on a

IV (u® = @ (u, vo))l 20,7320 ()) < CIV (UF = Pe (@, ¥n)) [ L2(07)+
| (1 =) V(on — ) ||l L20.7;00 () +
+| (on = u) Vue| L2 0,751 )+
| F2 (Y — vo) Ve 220,101 ()

En suivant la démarche donnée dans la preuve de la convergence (voir
la démonstration du Théoreme [2.2.1)), il est facile de voir que chaque terme de la
partie droite de I’inégalité ci-dessus tend vers zéro lorsque € — 0, ce qui acheve
la démonstration. O

Preuve de la Proposition La preuve du résultat est similaire a celle corres-
pondante au premier cas dans lequel v € ]0, +00], avec quelques différences qui
apparaissent ci-dessous.

1) Démonstration de la convergence (2.2.84)). L’énergie associée au probleme

limite (2.1.44)) est donnée par

1 t
Balt) == gl o+ [ [Vufhas.

avec t
Es(t) :== E5(0) —i—/ /qud:vds,
0

et
1
EQ(O) = 5”&0’%

En suivant la démarche donnée dans la preuve de la convergence (2.2.12) (voir
la démonstration de la Proposition [2.2.3)), on trouve que

t
1
E.()— / / fudzds + §\u0|§2 + g|1}0|?2 fortement dans C* ([0, T7),
0 Jo

de la apparait la différence.
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2) La preuve de la convergence (2.2.85) est beaucoup plus simple parce que
dans ce cas, le terme A, (voir la démonstration de la Proposition [2.2.4) est traité
comme suit

A, = / (1= 0.) Voo + (F. () — ) Vo, [2dads
0 Ce

t t
< 2/ | (1—v.) Vg0|2dxds + 2/ | (FZ (¢) — ¢) Vv6|2dxds
0 JC: 0 JC:
< 2T (VI3 ) [Cel + CIF. (¥) = pl2eiiryre) = 0,

ol nous avons utilisé les estimations de la Proposition[2.1.1] 1a bornitude uniforme
de F.(¢) dans L>(Q7) et les faits que |C.| — 0, 7. — 0.

3) En ce qui concerne la derniére convergence, en utilisant les mémes argu-
ments que ceux de la preuve du Lemme en notant que la différence vient de
la limite de I?, qui est

t t
I? = / VuVO, (p,v) deds — / / VuVpdxds fortement dans C° ([0, T7) .
0 Jo. 0 Jo

(2.2.88)
Ce résultat est prouvé dans Annexe |C.6 0



Chapitre 3

Equation hyperbolique-parabolique
dégénérée dans un ouvert borné de
]RN

Résumé

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude de 1’homogénéisation et correc-
teur pour une équation hyperbolique-parabolique dégénérée posée dans un ouvert
borné ) de R, L’équation dégénére au sens que le coefficient de conductivité
dans une partie ouverte A strictement contenue dans €2 est égale a 1, alors qu’a
I’extérieur de A il est de I’ordre de £2.

Nous montrons que sous I’effet de données initiales oscillantes, il apparait une
perturbation qui ne vérifie pas le principe d’équipartition de 1’énergie.

3.1 Position du probleme et notations

Soient T > 0, Q un ouvert borné régulier de RN, N > 3, A une pglrtie ouverte
réguliere de €. On suppose A strictement contenue dans ,i.e. @\ A CC €, ou
A désigne la fermeture de A. Considérons le probleme hyperbolique-parabolique
suivant :

(D%, Ou,

Pepm + p- 5 div (p-Vu.) =0 dans Q7

u. =0 sur 02 x 10,77,

u:(z,0) = ud(x) dans €, G.1.1)
Oue
\ (;i (2,0) = ul(z) dans ©,
avec

p=() = xa + £ xa\a- (3.1.2)

On suppose que les données initiales u? et u} vérifient

(u) € H' (Q),
+&° Vil |2de < C, Ve,

/Q (at&xana) [Vuclde < (3.1.3)

[ Fu’ € H' (Q), u)—u’ faiblementdans L* ().

£
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ug € L2(Q),
(3.1.4)
Ju' € L2 (Q), wu!—u' faiblementdans L? ().

€

Le probleme (3.1.1)) a une solution faible dans le sens suivant :

Théoreme 3.1.1 ([21]]). Sous les hypotheses et les notations ci-dessus, il existe
une unique solution u. vérifiant

)
u. € L (0,T; HL (), 88“;

0%u,
’ pE atz

€ L*=(0,T; L*(Q)) € L*(0,T; H ' (Q)),

0%u, Ou. ,
<p6W7 (;0> + (pawa QP)Q + (p€vu67 VCP)Q = 07 dans D (OaT)v VQO € Hol (Q) )

u(2.0) = u(x) dans Q,

ou, o
\ E(x,()) =us(z) dans .
(3.1.5)
Preuve . Voir Annexe Dl O

Un exemple de suite vérifiant (3.1.3)
Supposons que €2 soit un ouvert borné de R et A une partie ouverte réguliere
strictement contenue dans §2. Il suffit de prendre ug de la forme (voir [23])

u(z) = o)y (=), (3.1.6)
avec ¢(x) réguliere & support compact dans Q\ A, 1 (y) réguliére et Y —périodique

ou Y est le cube unité de RY.

L’hypothese (3.1.3) est vérifiée par la suite définie par (3.1.6). En effet, d’abord
u? € H' (Q) pour tout &, car

Vil(e) = Vo()o(D) + ~o() V(D) € 17 (9).

L’estimation dans (3.1.3]) est aussi vérifiée car

/ (XA+52XQ\A) |Vul|*dr = / 2 xa\a|Vul|Pde
Q 0

= [ [+ owve D]
<C.

La suite u_ converge faiblement dans L* (Q) vers ug(z) = ¢(x )4 (y)dy,
élément de H' (). Donc la condition (3.1.3) est vérifiée.
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3.2 Probleme limite
Pour obtenir le probleme limite, on utilise les estimations a priori suivantes.

Lemme 3.2.1. La suite u. de solutions de (3.1.1)) vérifie les estimations a priori
suivantes :

||\/Eua||L°°(O,T;L2(Q)) <cg, (3.2.1)
|VuexallLe ;2200 < ¢, (3.2.2)
leVuexayall e o,r2 ) < ¢, (3.2.3)
ou
H\/Ea_;HL‘X’(O,T;L?(Q)) <c (3.2.4)

Notre résultat concernant le probleme limite est le suivant :

Théoréme 3.2.2. 1l existe v € L>(0,T; H'(A)) tel que la suite u. de solutions

de (3.1.1) vérifie :

VPt —> vxa fortement dans L(0,T; L*(Q)), (3.2.5)
Vucxa — Vuxa  *faiblement dans L™ (0,T; L*(2)), (3.2.6)
eVucxaa — 0 * faiblement dans L™ (0, T; L*(9)), (3.2.7)
\/z% —~ %XA * faiblement dans L*(0, T; L2(2)). (3.2.8)

De plus, v est l'unique solution du probleme limite suivant :
Y
%—F%—A;:O dans A x 0,7,
20— sur 0A x 0,77,
on (3.2.9)
v(z,0) = u’(x) dans A,
@(x, 0) = u'(x) dans A.

\ ot

3.3 Correcteur

On introduit %. comme étant la solution du probleme suivant :

(9%, Ot
paa—; + pga—l; — div (p-Vi:) =0 dans Q7T
. =0 sur 02 x 10,77,

3.1
) ti.(z,0) = u’xa dans (, .3.1)
di.
a?;(x,O) =ulxa dans Q,
et on définit
Ue = Ue — Usg. (3.3.2)

On montre alors les résultats suivants :



72 Equation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert borné de R

Théoreme 3.3.1. La suite 1. de solutions de (3.3.1)) vérifie les convergences sui-

vantes :
Vplie —> vxa fortement dans L™(0,T; L*(2)), (3.3.3)
Viexa — Voxa fortement dans L= (0,T; L*(Q)), (3.3.4)
eViexa\a —> 0 fortement dans L™=(0,T; L*(9)), (3.3.5)
\/E% — %XA fortement dans L*(0,T; L*(12)). (3.3.6)
Théoreme 3.3.2. La suite . définie par (3.3.2)) vérifie les convergences sui-
vantes :
Vp-ti. — 0 fortement dans L™(0, T; L*(12)), (3.3.7)
Viexa — 0 faiblement dans L>(0,T; L*(Q2)), (3.3.8)
eViexona — 0 faiblement dans L>(0,T; L*(£2)), (3.3.9)
R aa@; : (0,T; L*(92)). (3.3.10)

Ces convergences sont fortes si et seulement si
Jo (xa + e%xa\a) [Vul — Vul2dz — 0,
(3.3.11)
[y Jul = u'*de — 0.

Si la condition (3.3.11)) n’est pas vérifiée, alors il existe un réel H strictement
positif tel que, pour une sous-suite toujours notée ¢, on a

Ol.
Pe
Q

2

— (z, t)’ dr — He™"  * faiblement dans L>(0,T), (3.3.12)

/ pe| Vi (z,t)|*de — He™"  * faiblement dans L>(0,T), (3.3.13)
)

Ot 2
it(x, s)‘ drds — H(1 —e™") * faiblement dans L>=(0,T).

t
| [l
(3.3.14)

Remarque 6. Le terme 4. agit comme une perturbation diie aux oscillations des
données initiales u? et u!. Si la condition (3.3.11)) n’est pas satisfaite, les conver-
gences (3.3.12))-(3.3.14) signifient que cette perturbation ne vérifie pas le principe
d’équipartition de I’énergie.

3.4 Preuves des résultats

Preuve du Lemme On multiplie la premiére équation du systeme (3.1.1)
Ou, . .
par gUle que I’on integre sur 2 x (0,¢), ¢t € (0,7). On obtient :

ot
dx—l—//pg 825

1/ 8u€

2
1 02
=3 p5|u | dx+ 5 (XA+5 XQ\A) |Vu_|“dz.

/ (XA + €2XQ\A) |Vu€|2dx

(3.4.1)
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Comme les données u? et u! appartiennent aux classes (3.1.3)) et (3.1.4), on
déduit de (3.4.T)) les estimations (3.2.2), (3.2.3)) et (3.2.4).

Pour démontrer I’estimation (3.2.1]), on multiplie (3.1.1) par u. puis on integre
sur Q2 x (0,s), s € (0,7). On aura apres intégration par parties du terme hyper-
bolique,

O, 1 s
paiug(x,s)dx%——/pa|ua(x,s)|2d:v+/ /,05|Vug|2dxd0:
o Ot 2 Jo

zl/psyu()ydm/ d:c+//p€
2 Ja
(3.42)

En réintégrant (3.4.2) sur (0, ¢), pour un ¢ de I’intervalle (s, T), il vient

/p6|u6 z,t)|?dr + = //,oglu6 z,s)| dxds—i—/ / /p€|Vu6| drdods <
<5 [ pdi@Pds+ g [ pludafas

Ju,

w1 [ patul(a)ds + 21

u&‘
(x,0)

||L°° 0,T;L2(Q))
(34.3)

Comme la suite de données initiales u? est bornée dans L? (£2) et que la suite
produit ©2u! est bornée dans L' (Q), alors I’estimation (3.2.4) avec 1’inégalité

(3-43)) impliquent

1 1 t t s
—/p5|ug(a:,t)|2d:17+—/ /p5|u5(ac7 s)|2dxd8+/ / /p5|Vu5|2dxdads <,
2 Ja 2o Ja 0o Jo Ja

d’ou, ’estimation (3.2.1]). O

Preuve du Théoréme3.2.2] Les estimations (3.2.1)) et (3.2.2)) impliquent que la
suite

u.  estbornée dans L>(0,T; H'(A)), (3.4.4)

il existe alors un élément v € L>=(0,T; H'(A)) et une sous-suite ¢ tels que
u, — v * faiblement dans L>(0, T; H'(A)), (3.4.5)
d’ou la convergence (3.2.6).

D’autre part, on a

leVue|lpooriz) = eVuexa +eVucxarallros(o.r;22@)
< eVuexal L= o.rc2)) + lleVuexayall Lo o,m;22(0))
< ||VU6XA||L°°(O,T;L2(Q)) + ||5VU5XQ\A||L<x>(o,T;L2(Q)),

les estimations (3.2.2) et (3.2.3)) nous donne
||EVU€HL°°(O,T;L2(Q)) S C (346)

Donc en outre, la suite su. étant bornée dans L>(0,T; H}(2)), il existe alors
un certain w de L>=(0,T; H} (2)) tel que

gu. — w * faiblement dans L>(0, T; H}()). (3.4.7)
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Dans la suite on montre que w est la solution du probleme suivant

([ ?w  Ow i
2 + 5 " Aw = . dans 22(};\1 Z)]O,i)[ ,T[
w = sur x 10,77,
w(.,0) = dans Q\ A, (3-4.8)
\ %—?(.,O) =0 dans Q\ A.
En divisant la premiere équation du (3.1.1) par £ on obtient :
1 Pu. 1 Ou. 1
“p. 2 25 T (= ) =0. 3.4.
gp o2 + gp ot ZU((EXA +5XQ\A)VU ) 0 ( 9)

En multipliant (3.4.9) par o € HL(Q\ A) x D(0,T), ol ¢ est prolongée par
zéro dans A, et en intégrant I’équation obtenue sur €2 x (0,7"), on aura

/OT<£%XQ\A7 90>?/1dt + /OT <5%XQ\A, 90>1bdt+

T
+/ /axg\AVUEVprdxdt =0.
0o Jo

Dans (3.4.10), on passe a la limite lorsque ¢ — 0, de (3.4.7) on déduit

(3.4.10)

<6%Xﬂ\m <P> = g_;<5“5XQ\A’¢> — (3.4.11)

82

8210 ’
@<UJXQ\A,SO> = <WXQ\A>SO>7 dans D (0,7),

<68;:XQ\A, <P> = %<5U€XQ\A79@> —

%<wXQ\A,¢> _ <%_1;’XQ\A,¢>, dans D' (0, T),

(3.4.12)

T T
/ / eVuxo\aVopdrdt — / / Vwxa\aVedrdt.
0 Jo 0 Jo

On obtient alors

T 92w T ow
/0 <WXQ\AaSO>¢dt+/O <EXQ\A790>¢dt
T
+/ /VMXQ\AVgowdxdt:(J,
0o Jao

et donc w vérifie I’équation limite suivante

Pw  Ow -
WjLE—Aw—O dans (Q\ A) x ]0,T7. (3.4.13)

Reste a identifier les données initiales de la limite w. A 1’aide des estimations

(3.2.3), B2 ona

o cu.xo\a estbornée dans L>°(0, 7" HY(Q\ A)),
Ou. -

° ga_l;XQ\A est bornée dans L>(0,T; L*(Q \ A)),
62U5 . 00 -1 -

* c5p Xau est bornée dans L>°(0,T; H ~(Q\ A)),
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et en s’aidant de la convergence (3.4.7)), il vient

gUXo\a — wxo\a ¥ faiblement dans L>°(0, T’ Hy(Q\ A)),

g%XQ\A — aa_/l:)XQ\A * faiblement dans L>°(0, T; L*(Q2\ A)), (3.4.14)
0*u. 0w , . . _
€ Xova = G Xawa * faiblement dans L>°(0,7; H " (Q2\ A)).

Grace aux injections compactes H} (2 \ A) — L2(Q\ A) — H1(Q\ A) et
la Proposition [I.1.2] on conclut que

s xona — WYa\a  fortement dans C°([0,T]; L*(Q\ A)),
ou, Ow (3.4.15)

€57 Xava = o Xawa fortement dans C°([0, T); H1(Q2\ A)).

D’autre part, on a

u? — u® faiblement dans L? (€2),
(3.4.16)
ul — u! faiblement dans L? (€2),

alors
eu? — 0 faiblement dans L? (),

(3.4.17)
eul — 0 faiblement dans L? (),

grice (3.4.15) et en vertu de

ue(.,0)xa\a — w(.,0)xa\4 fortement dans L*(12),

(3.4.18)
6%(., 0)xona — aa_zf(., 0)xa\a  fortement dans H~'(92).

De (3.4.17) et (3.4.18)), en déduit que
w(.,0)xo\a =0 dans Q,

ow (3.4.19)

E(" 0)xo\a =0 dans Q.

Ainsi w est solution du probleme (3.4.8).
Remarquons aussi que, d’apres (3.4.7), on a

guzxa — wya * faiblement dans L°(0,T; L*(€2)). (3.4.20)
De la convergence (3.4.5)), on déduit que
cusxa — 0 * faiblement dans L>(0, T; L*(Q2)), (3.4.21)

11 suit alors de (3.4.20), (3.4.21)), que
w=0 dans A x (0,7). (3.4.22)

En conclusion, comme w est la solution du probleme et vérifie (3.4.22),
on déduit que
w=0 dans x (0,7). (3.4.23)
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La convergence (3.2.7) est donc une conséquence de (3.4.7) et (3.4.23).
Les estimations (3.2.2), (3.2.4)), nous donnent

0

T ctbomesdns 0.1 )
82
12 “xa estbornée dans L>(0,T; H *(A)),

et en s’aidant de la convergence (3.4.5)), on a

u.xa — vxa * faiblement dans L>(0,T; H'(A)),

du. v _ ~
g X4 = gpXa * faiblement dans L>(0, T’; L*(A)), (3.4.24)
0%u. 0%*v

T a4 — @XA * faiblement dans L>°(0, T, Hil(A))-

Grice aux injections compactes H'(A) C L*(A) C H'(A) et la Proposition
1.1.2} on conclut que

u.xa — vxa fortement dans C°([0, T]; L*(A)),

(3.4.25)
%XA — %XA fortement dans C°([0, T]; H*(A)).

En s’aident des convergences (3.4.15 ', (3.4.23)! et en vertu de

VPl = UsXA + EUuXa\a —> VX4 fortement dans L(0, T; L*(9)),

(3.4.26)
on obtient (3.2.5).
La convergence (3.2.8)) est une conséquence de 1’estimation ( et de la

convergence (3.2.5).

Maintenant, on identifie les données initiales de la limite v, on sait que

u? — u® faiblement dans L? (Q2),

(3.4.27)

ul — u! faiblement dans L? (Q2),

alors
ulxa — u’x4 faiblement dans L? (Q),
(3.4.28)
ulxa — u'xa faiblement dans L? (Q),

mais grace au (3.4.25)), en vertu

(., 0)xa — v(.,0)xa fortement dans L?(),

o v (3.4.29)
8;( 0)xa — 8t< 0)xa fortement dans H1(Q),

on conclut que
v(.,,0)xa =uxa dans €,

v (3.4.30)

E(., 0)xa =u'xs dans.
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Pour obtenir I’équation limite (3.2.9), on multiplie (3.1.1)) par une fonction test
de la forme i) € HL(A) x D(0,T), avec o prolongée par zéro a I’extérieure de
A, il vient

82
/ <at2 X4, @ wd” / / —Exapbdrdt +  (3.4.31)
0

—l—/ /VuEXAV@wdxdt =0,
0 Ja

ou (.,.) désigne le crochet de dualité (H1(A), H}(A)).
En passant a la limite par rapport a € et en tenant compte des convergences

(13.4.24)), il vient

[ Geyoar — [ (Zoxaghva

T r o
/ /—XAgO@Ddxdt—>/ /—XAgm/)dxdt,
o Ja Ot

T T
/ / VuxaVopdrdt — / / VouxaVoydzdt.
0 Jo 0o Ja

Et donc v vérifie I’équation limite suivante :

v Ov
) + i Av =0 dans A x (0,7). (3.4.32)

Remarquons que 1’équation peut étre obtenue en prenant seulement
une fonction test de la forme w1y € H}(Q) x D(0,T), telle que ¢ définie comme
suit _

p € Cl(A),
=0 dansQ\ A, (3.4.33)
=0 surof.

On obtient

82
/ < A wdt+ / / —XAdedH / / Yoy aVibdrdt = 0.
0

En appliquant la formule de Green, il vient

T a2 T
v Ov v
a5 — Av gyt dt =
/0 <8t2+8t vp)Y +/0 <<8’90>>¢ 0

ou )

(.,.) désigne le crochet de dualité ( (H'(A)) , Hl(A)> ,

< .,. > le crochet de dualité ( (H-12(04)) H1/2(8A)>.

Et grice a (3.4.32), on conclut que

T

0

/ <<—U,<,0>>¢dt:0,
0 on

0
par conséquent 6_U = 0sur 0A x (0,7). O
n
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Preuve du Théoréme Notons d’abord que les convergences (3.2.3)-(3.2.8)
sont toutes vérifiées par la suite @. de solutions de (3.3.1).

La convergence (3.3.3) n’est autre que (3.2.5)) appliquée a la suite ..

On montre dans la suite les convergences (3.3.4)-(3.3.6). La conservation de
I’énergie associée a . s’écrit :

/Ps //Pe /(XA+€2XQ\A)|Va€(x,t)]2da:
- /A ! ()2 + /A IV (2)[2de o

e .. " ov .
Retournons a I’équation limite (3.2.9)), multiplions cette derniere par 2@ puis
intégrons sur A x (0,¢),t € (0,T), on obtient

/‘atxt da:+2//‘a x,s) dxds+/|VUxt|dx
(3.4.35)
/\u \d:c+/|Vu ) [2de.

De (3.4.34)), (3.4.35)), en déduit

8u5($ t)‘ dx+2/ /p(E
dxds+/ |Vo(z,t)|*dr.

—/ g:(x 0 dx+2//
(3.4.36)

On passe a la limite supérieure dans les membres de (3.4.36)), on aura

. / ot
limsup [ p.
€ Q

.t
BT (z,t)
1imSUp/(XA + &%xo\a) Vit (2, ) [Pda

/‘&xt dx+2//‘a z,s)

+/ IVu(z,t)|*d.
A

Ot
ot

8u€

.

5 —(a, s)‘ d:pds+/(XA+5 Xova) | Vi (z, t)Pdx
v

(z,s)

O,

2 t
dx+limsup2/ /p6 5

dxds+

_t(x75>

(3.4.37)
dxds

Par ailleurs, la suite . vérifie les convergences faibles (3.2.6)-(3.2.8)), alors la
semi-continuité inférieure nous donne pour presque tout ¢t € (0,7")

. 2
liminf/p€ %(x,t) dl‘Z/’?(

hmmf/ /p6 //}—x s dxds
(3.4.38)

liminf/XA\Vng(:L‘,tﬂ dr > / |Vou(z,t)|*d,
€ Q A

1’8

liminf/ e*xa\a| Vi (z, t)[2dz > 0.
= Ja
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De (3.4.37),0on a
ot

limsup/p6 —(z,1) d :—hmsupZ/ /p8
e Q

—limSUP/(XA+€ xXo\a)| Vit (2, 1) dx

+ //‘8 x,s)

+/ IVu(z,t)|*d.

A
(3.4.39)
Rappelons que

~ 2 t Y
8_7”;5(9;,3)) drds < hmsup/ /Pa %(
€ 0 Q

t
lim inf / / Pe
3 0 9] (9

lim inf/(XA + €2XQ\A)\VﬁE(t)\2dx < lim sup/(XA + €2XQ\A)\VQE(t)\2d1’.
15 0 g Q

x, s)‘ dzxds,

(3.4.40)
De (3.4.38) et (3.4.40)), on obtient
¢ Y 2
—limsup/ /pe %(x,s) drxds < — //’
e JoJa 10
(3.4.41)
- limsup/(XA + % xana) | Vit () Pde < —/ \Vo(z,t)|*dz.
5 (¢} A
Ainsi, (3.4.39) et (3.4.41)) nous donne
Y 2
lim sup /Q o %(x,t) dr < /A %( (3.4.42)
En comparant (3.4.38)" et (3.4.42)), on conclut que
Y 2 Y 2 2
hmelnf/ a@t( ,t)’ dx:hmssup/gps %(w,t) dx:/A %(w,t) dx,

d’ou on tire

lim
e—0

8“5 (z, t “dr — / ) (3.4.43)

De la méme maniére, on traite les deux autres termes dans et on ob-

tient
i [ [

lim |V22€(x,t)x,4| dx :/ |Vv(x,t)| dx, (3.4.44)

hm/ eV, (z t)XQ\A| dr = 0.

Par conséquent, les convergences (3.3.4)-(3.3.6) découlent des convergences

faibles (3.2.6)-(3.2.8)) appliquées a la suite . et des convergences (3.4.43)-(3.4.44).
O
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Preuve du Théoréme Les convergences (3.3.7)-(3.3.10) découlent immédiatement

de (3.2.3)-(3.2.8), (3.3.3)-(3.3.6) et de la Définition [3.3.2]
On montre dans la suite que les convergences (3.3.8)-(3.3.10) sont en fait des

convergences fortes si et seulement si la condition (3.3.11)) est satisfaite.
D’apres la Définition (3.3.2] 4. est la solution du probléme suivant :

(0%, N Ou.
pE atQ pE 8t

— div(p-Vi.) =0 dans Q7
t. =0 sur 02 x 10,77,

7}5(96, 0) =u? —u'ya dans Q, (3:445)
\ 881;6 (2,0) = ul —ulya dans (.
L’équation de I’énergie du probleme (3.4.45)), s’écrit
/ 8u€<x t) d:v+2/ /pa 0u8 (x s)‘ dxds+
/Q pe| Vi (., t) [P da (3.4.46)

:/p€|u§—UIXAde—i-/pg|Vug—Vu0XA|2dx.
Q Q

En utilisant (3.3.11)* et (3.1.4)?, il vient
Voe(ul—u'xa) = (ul—u")xa+eulxoa — 0fortement dans L*(9). (3.4.47)

e (3.3.11)" on obtient

VP=(Vul = Vu'xa) = /pe(Vul — Vu') +eVuxaa — 0

3.4.48
fortement dans L?(€2). ( )

Par conséquent, en passant a la limite dans les deux membres de (3.4.46) et en

tenant compte de et de (3.4.48)), on conclut que les convergences (3.3.8))-

(3.3.10) sont fortes.
Réciproquement, si on suppose que les convergences (3.3.8)-(3.3.10) sont fortes,

on voit immédiatement, via 1’équation (3.4.46)), que la suite de données initiales

(u?, ul) vérifie la convergence (3.3.11)). En effet, en passant a la limite dans les

gr e

deux membres de (3.4.46) et en tenant compte des convergences fortes (3.3.8))-

(3.3.10), on obtient

lim/ pelul — utxal?dr =0,
© U0 (3.4.49)

lim/ p| V! — Vulx 42dz = 0.
¢ Ja

En utilisant (3.4.49)" et (3.1.4)%, il vient

(ul —u)xa = /pe(ul — u'xa) — culxoa — 0 fortement dans L*(Q2).

(3.4.50)
De (3.4.49)°, on obtient

Ve (Vul = V') = /p-(Vul — Vu'x4) — eVulxaona — 0 fortement dans L(2).
(3.4.51)
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Par conséquent, la suite de données initiales (u?, u!) vérifie la condition (3.3.T1).

On montre dans la suite la deuxieme partie du théoreme. Pour cela, on suppose
que la condition (3.3.TT)) n’est pas vérifiée.

Multiplions la premiére équation de par . ,ou ¢ € D(0,T),10. €
L*(0,T; HY(Q)), apres avoir intégré par parties son terme hyperbolique, il vient

/OT (/ d:);) o(t)dt — /OT (/Q pEIVﬁ5|2da:> o(t)dt =
_/OT (/ pﬁ(;f@ﬂx) ()dt_|_/0T (/ pgaaiisﬁgdx> (1)t

Par utilisation de (3.3.7), (3.3.10), on conclut que le second membre de (3.4.52))
tend vers z€ro avec €, et comme ¢ est arbitraire, on aura

I,

Par ailleurs, posons

8u€

(3.4.52)

aug

dx — / pe|Vii.|*dz — 0 * faiblement dans L>(0,T). (3.4.53)
0

1 1
e L / pelut — uly P + & / PV — VilyaPde.  (3.4.54)
2 Q 2 Q
En vertu de (3.1.4)

VP (ul —utxa) = (ul —u')xa +eulxoa estbornée dans L*(9).
Ainsi, en utilisant I’estimation de (3.1.3]), on obtient
VP(Vul — Vulya) = /p-Vul — Vuxa estbornée dans L*(2).

Et donc, (H¢). est une suite bornée de nombre réels positifs, et donc il existe
un réel H strictement positif tel que, pour une sous-suite de € encore notée <, on a

H® — H dans R. (3.4.55)
En s’aidant de (3.4.46), (3.4.54)) et (3.4.53)), on obtient pour la méme sous-
suite €
/ 8u€$t d:zc—l—Q//p6 dzpds
(3.4.56)

+ / p-| Vi (z,t)|?de — 2H  fortement dans C ([0, 7).
Q

Par sommation de (3.4.53)) et (3.4.56]), on obtient

.

O, Ue

2 t o
d:U—i—//E
0 Jo 17D

2
dxds — H * faiblement dans L>°(0, 7).

_t(x75>

(3.4.57)
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du,
Posons [(t) la limite dans L>°(0, T") de la suite / pe\a—liﬁda:, pourt € (0,7),
Q

on définit une fonction p € L*(0,7) comme suit

@ (s) = Xon(s) = { (1) :i Z E E??:;))’

. 5 T
Pe %(x,s)’ dm) o(s)ds —>/ (s
0

o,
Pe _(37’ 5)

D’ou

[

Mais, comme

[

o, 2
x, 8

") elss = [ =

T ¢
/ l(s)p(s)ds :/ l(s)ds,
0 0
t aae 2 t
/ / pe|—=(z, s)‘ dxds — / I(s)ds. (3.4.58)
o Jo 1Ot 0
Par ailleurs, 1’estimation (3.2.4)) appliquée a la suite 4. nous donne

sup ) / / Pe| 2,
0<t<T
il en découle que / / Pe|

convergence deV1ent

et

alors, en déduit que

ou,

(x,s) d:vds‘ < T||\/E

||L°° 0,1:22(Q) < €,

3 Gy
- d:z:ds est bornée dans L>°(0,7"). Alors la

2 t
a—lf(m,s)( drds — / [(s)ds * faiblement dans L*(0,T). (3.4.59)
0

t ~
| [l

De (3.4.57), (3.4.39)), on conclut que

t
I(t) + / I(s)ds = H, (3.4.60)
0

apres avoir dérivé les deux termes de I’équation (3.4.60)), on conclut que [ est la
solution de I’équation différentielle ordinaire suivante :

() +1(t) =0,
(3.4.61)
[(0) = H.
En s’aidant de la théorie de E.D.O, nous avons pour chaque t € (0,7)

I(t) = He™". (3.4.62)
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En utilisant (3.4.53)), (3.4.57) et (3.4.62)), on conclut que

Ol.
Pe
Q

ot
/ pe|Vii.|*de — He " * faiblement dans L>(0, T),
0
t
Iy
0 Jo

ar conséquent, 1, ne vérifie pas le principe d’équipartition de 1’énergie L]

2
dx — He™" * faiblement dans L>°(0,7),

O, 2 )
a—l;(x, s)) dxds — H(1 — e ") * faiblement dans L>(0, 7T,




Conclusion et perspectives

Dans cette these, nous avons étudié les problemes d’homogénéisation et des
correcteurs pour quelque problemes d’évolution dans des milieux hétérogenes :

e Processus de diffusion dans une structure binaire raréfiée.

e Processus de diffusion dans une structure binaire raréfié¢ périodique de forme

quelconque.

e Equation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert borné de RY.

Le premier chapitre de la these met en lumiere une étude du probleme de cor-
recteur associée a ’homogénéisation du processus de diffusion dans une mixture
formée d’un milieu ambiant entourant de toute petites particules sphériques. Ben-
talha et al. [10] montrent que ’homogénéisation de ce probleme se caractérise
par I’apparition d’un terme supplémentaire dans I’équation limite appelé "les ef-
fet non locaux” qui est donnée par 47y(u — v) et qui représente I’effet des par-
ticules. Dans ce travail on a réussi a construire une famille de correcteurs pour
une classe de données initiales. Il se manifeste aussi par 1’apparition de la quan-
tit¢ v dans le terme correcteur. De plus, le travail du chapitre 2 montre que ce
résultat se généralise sans probléeme au cas plus générale ou les particules sont de
forme quelconques. Finalement et d’apres ce travail on conclut que les particules
évanescentes ont un effet sur 1’étude du correcteur.

Il existe plusieurs prolongements de ce travail, par exemple les perspectives
suivantes :

e Etude de correcteur dans le cas critique v. — v > 0 et b, — b avec b est un

nombre réel fini.

e Homogénéisation et correcteur dans le cas de domaine perforés avec des

petits trous et des petites particules.

Le travail du chapitre 3 montre que lorsque on considere un choix approprié
des données initiales on aura une bonne approximation de la solution de I’équation
hyperbolique-parabolique dégénérée dans un ouvert borné de R"V. Dans la conti-
nuité de ce travail on a les perspectives suivantes :

e Etude de I’équation hyperbolique-parabolique dégénérée dans une structure

mince hétérogene.

e Etude de 1’équation hyperbolique-parabolique dégénérée dans un milieu

fibré hétérogene.
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Annexe A

Démonstration des outils spécifiques
de la méthode de la zone de controle

Dans cette annexe nous démontrons les outils spécifiques de la méthode de
la zone de contrdle du chapitre Il Nous reprenons quelques démonstrations exis-
tantes déja dans [[10]].

A.1 Preuve de la Proposition [I.2.1]

D’apres la Définition de wg_, pour montrer (1.2.17) il suffit de montrer
que 0 < Wg, < 1. En effet
Soity € C (1, R:), on a

re <ly| <R,
alors R, R
0<—=—-1< (—6—1),
Y| re

par conséquent

= () =

Maintenant on montre (1.2.19)), d’aprés (1.2.14)), (1.2.17) et (1.3.53) on a

Donc

wp 3 = [wp 2op, = / g [2dz < |C. U D] = 0.
C:UD,

Reste a prouver (1.2.18)). On a par définition de wp_

|V’LUR5|Q = Z/ |V’LURE|2d$

kez. ¥ Oz (re.Fe)
— Z/ |VWg.|*dy (A.1.1)
kez. ¥ Clre.Rie)

= card(Z.) / VW, |2dy.
C(re,Re)

85



86  Démonstration des outils spécifiques de la méthode de la zone de contrdle

Par un changement en coordonnées sphériques on a

o (0sz 1OWe 1 aWR€)7

or 'r 00 'rsin® 09
avec (r,0,®) € |r., R.[ x |0, 7] x ]0,27[ et
yp =rcosO, ys = rsin O cos P, y; = rsin O sin P.

Puisque Wx_ est une fonction radiale, alors

OWg,  OWg, 0
0o 90 7
par conséquent
ow.
VWg = (—Rf,o,o) : (A.1.2)
or

Par ailleurs, on a
dydysdys = r* sin OdrdOd®,
et d’apres (I.2.13)

8WR Te —RE
~(r) = : A.1.3
or (r) (R. —re) ( 72 ) ( )
Par conséquent

2 T R: R 2
wWalds = [ [ [ (—)
/C(TE,RE) | f ’ 0 0 re (Rs - TE) T2
2 T ' RETE 2 Re 1
= /0 dq)/o sin ©dO (RE—T’E> /TE T—er
- 4 Rz-:rs ? Re —Te
B " Rz—: —Te RETE ’

RE g
/ VW |2dy = 4n ( ! > . (A.1.4)
C(Ta’Rs) RE —Te

Donc, (A.1.1), (A.1.4) nous donne

R.r |2 R.r 1 T
2 _ €’ ~ € e ~ .
|\Vwg, |g = card(Z.)4n (Rs—%) ~ 4 (RE—T€> ~ 4r (1_ T€>€3,
R

r? sin OdrdOdd

alors

et grace a (1.2.12), on conclut que
vaRa‘é S 0757

ce qui acheve la démonstration. U
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A.2 Preuve du Lemme 1.2.2

On commence par montrer

2
, (A.2.1)

47riry

‘vulé(Tl,Tg) 2

][s (u(rs,©,®) — u(r1, 0, ®))do

rg —T1
ou do est la mesure sur la sphere unité

do := sin ©dOdP,

Vu:<(?u 1 0u 1 (’M)'

et

or’ r90’ rsin© 0d

On déduit directement de cette derniere égalité que

2T T o
|VU’|%’(T1,T2) > / d® / /
0 0 1

2 ™
2/ d(I)/ (6, ®) sin OdO,
0 0

ou

2
r2dr sin ©dO
or

(A.2.2)

ol on a posé

I1(©,®) :=inf {/T2 \gpl(r)Perr, 0 € H' (r1,73), p(r1) = u(ry,0,®), p(ry) = u(ry, O, q))} )

T1

Rechercher I(©, @) revient a poser le probléme variationnel suivant :

Trouver y € K tel que

a(x, ) = / ) X (r)(¢ — x) (r)r?dr > 0, V¢ € K,

K = {¢ € HI(TIa 7/’2)7 ¢(7"1) = U(T’l, 67 CD)? ¢(T2) = u(TQa 95 (P)} :
(A.2.3)
Pour ¢ € D(]ry,72[) ona £¢ + x € K, donc d’apres (A.2.3)

M%i¢+x%=i/ X (P (r)rdr > 0,

T1

d’ou .
[ X @ e =0, o € D,
r1
donc
(X (r)r*) =0
Ceci entraine
X () = —ei,

ce qui implique
c
x(r) = 71 + co.

A partir des égalités x (1) = u(r1,0, D), x(rs) = u(re,0,P), ona

1 rTro

x(r) (u(ry, ©, @) — u(re, ©, @) + o,

Tro —7T1
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il en découle

1(0,) / o0 (1) r2dr
_ _n (u(m,@,@)—u(rl,@,é))z.

o —T

Du calcul précédent on déduit

27 T
VUl 1) 2/ d@/ I(©,®)sin ©dO
0 0

— "2 / (u(rg,@,q)) — U<T1>@7(I)))2da
To —T1Js
= 47T T1T2 f (U(T’Q,@,(I)) - U(T17@7®))2d07
ro—T1J s

et d’apres I’inégalité de Holder

ro—n

2
IVl pp) = 4T 7172 <][ (u(rQ,@,fb)—u(Tl,@,@))da) .
S1

On conclut en remarquant que

1 2 T
udo = / d@/ u(rq, ©, ®) sin Or2dO
][s amrs Jo 0 (r2 ) ?

= ][ u(re, ©, ®)do.
S1

A.3 Preuve du Lemme 1.2.3

Supposons pour I'instant que le résultat est vrais pour R = 1. Alors, par le
changement de variable

r =Ry, v € B(0,R),y € B(0,1);

u(z) = a(y),
U — ][s udo

2
/ )u—][ uda‘ dx:Rg/
B(0,R) Sur B(0,1)

R _
< CE|V“|%(0,1)

on a
2

dy

R? 1
= CE‘RVUPB(O,R)ﬁ

RQ
= C;\VU\%(O,R)-

Il suffit donc de démontrer le résultat pour R = 1. Pour u € H'(B(0,1)) et
pour tout r € (0, 1) on utilise la notation suivante

a(r) :][ udo,
Sr

[u] :][ udo.
B(0,1)



A .4 Preuve du Lemme|(1.2.4 89

Un calcul direct en coordonnés sphériques donne

3 3 1 1
[u] = —/ udo = —/ dr/ udo = 3/ r2a(r)dr,
4m Jp(0,1) am Jo Sr 0

ce qui entraine, en appliquant 1’inégalité de Holder

|[u] — a(e)|* = ( /0 1 V3r(a(r) — a(a))ﬁrdrf < /0 1 3r2(a(r) — a(a)) dr.

Par application du Lemme pour {c, r}, on déduit I’estimation

I[u] — ( / Ir = 3r2d7’) Vul30.

= m (/0 |T — O./|Td7") |VU|QB(071) (A31)
C

< = |Vuldg o
_a| U|B(o,1)

Par ailleurs, on a d’apres 1’inégalité de Poincaré-Wirtinger
/ |u — [u]|dz < C|Vul%.. (A3.2)
B(0,1)

En combinant (A.3.1)) et (A.3.2)), on obtient

2 . 2
‘u(x)— ‘BOI <2‘ [uHBm —|—2Hu]—u(a)}301
) (0,1) (0,1)
C
< C|VU|2B(0,1) + E|VU|2B(0,1)
C

< =|Vul?
> a| U|B(0,1)7

ce qui acheve la démonstration. U

A.4 Preuve du Lemme (1.2.4
Montrons (I.2.23). On a

60— Gr (0) o) = 3 / 10— G (0) Pde

keZ.

Par ailleurs, comme diametre de YE’C = ev/3, on adonc

V3

Y* c B(ek, ;

),
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alors
2

dz.

10— Gr. (8) o, < /
o) <D b

keZe

][ 6 (y)do,
Sgs

On applique le Lemme (1.2.3|avec le choix de R = 5\[ eta = 2?; on obtient

3
0 — Gr. (0) 2o, | < O / R A4l
| R (0) |7 (Qy,) R Z B(dm#)’ | (A4.1)

€ keZ.

Par ailleurs, on remarque que

Vo|*ds = / Vo|“dzx + / Vo |*dx
S foegy V=3 [ woPa s [

keZ. keZ. keZ.

<’V6‘L2 +2’V6‘L2 _3|ve’L2(Q)v
(A4.2)

car
| U (B(s f) \y’f) ‘ <2/Q).
keZ.
Par conséquent, (A.4.1)), (A.4.2) nous donne
10— Gr. (0) [120y.) < |V9|L2(Q)

Montrons maintenant (1.2.24). On a

0- G (0)fop, = 3 / 6 G, (6)2de

keZ. (ek,re)
2
— Z/ ‘9—][ 0 (y) do,| dz.
keZ. B(ek,re) Sk

On applique le Lemme[I.2.3]pour R = 7. et & = 1, on obtient

0= G (0) 2o, < CF Z/ V0Pd < Cr2 (V0.

kez. J Blekre)

Démontrons (1.2.25]). On a

G 0) =G, O) ooy = 3 |

keZe

dzx.

2
][sk 0do, — ][ 0do,

On applique le Lemme[I.2.2] pour 7y = r. et 7o = R., on obtient

2
G 0) = Gr, Oy < Y [ g e iiVOles

keZ.
R, — . &
< i S VIO,
keZ.
<

47TR T Z |V9|Ck (re,Re)"

keZ.
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Par ailleurs, I’hypothese (1.2.12) nous donne

Re_ra Te
=1-—=1
R, R, ’

par conséquent
3
€
(Gr. (0) = Gr. () 120 < C—|VOle..

Montrons ((1.2.26)). Un calcul direct nous donne

1 2
G, (0)Pdr = / ‘ ][ y) do,| dz
][DE| ( )| ’D | k:EZZ B(ek,re) Sk !
2
’D ‘ Z | 6 T ][Sk (y) O-y
ke Ze
_ ’B 0 Ts ‘][ 0 dO'y ’
0 2
en sachant que
Q
D] = |B(ek,r.)| = card(Z.)| B(0, )|, et card(Z.) ~ |€—3| (A4.3)
kEZ
et comme |{2| = 1, on obtient
f, Gt = 23 |f 0w
De kEZe
=% Z ‘][ day
kEZ
= > / 0 (y)do, "
kez. JYE W SE
2
kEZ: kEZ:
- > / O dr = (G (O) s
kEZe

Pour montrer (1.2.27), on répete la démonstration précédente ou G, (6) est
remplacé par Gr,_ (0).
O

A.5 Preuve du Lemme

Montrons ((1.2.28)). On a

Gy, (0) (2,) — 0w, ) = 3 ( .

keZ. re

0 (y,t) day) Lyx (z) — O(x, ).
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Pour tout x € (), il existe k € Z. tel que = € YE’“, on a donc
> ][ 0 (y,t)doy, | Ly (z) = ][ 0 (y,t)do,.
keZ. SF. Sk,

Par ailleurs d’aprés le Théoréme de la moyenne, il existe £¥ € Sfe tel que
][ 0 (y,t)do, = 0(¢E, 1),
Sk

alors
Gy, (0) (x,t) — O(x,t) = O(EL, 1) — O(x. 1),
On applique le Théoréme des accroissements finis, pour z € Y.* on obtient
Gy (0) (2,) = 0(a, )] < [(€5,1) — (2,1)[| VO] (r) < eV3|VO| o),
par conséquent

|G, (0) = 0|po(@ry — 0 lorsque & — 0.

Démontrons (1.2.29). Pour tout € C. U D. = Uyez B (¢k, R.), il existe
k € Z.telque x € B (ck, R.), on a donc

o (0) (2. 1) — 0(x, ) :][ 6 (y,1) do, — 6(x,1).

S
D’aprés le Théoréme de la moyenne, il existe £F € S,’?E tel que
GW'E (9> <I7 t) - 0(I7 t) = 8(557 t) - 6('1:7 t)a

alors d’aprés le Théoreme des accroissements finis, pour x € B (¢k, R.) on ob-
tient

G, (0) (z,t) — 0(x, )| < |(E5,1) — (2, 0)]| VO] o (qry < 2R:| V| o a1y,
par conséquent

A.6 Preuve du Lemme 1.2.6

Ona

2 1 2
lo — Mp, (¢)|"dx = ol E ‘90— @(y)dy’ dz,
D, ’ 5’ keZ. B(ek,re) Yk

d’aprés le Théoréme de la moyenne, il existe £* € Y tel que
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alors

1

- 2 = _ k\ |2
][Dglso Mp,(p)*dx > /B(ekm o(z) — (&8 2da.

’ 5| keZ.

Comme ¢ € C, (£2), alors ¢ est uniformément continue sur €2, alors pour tout
§ > Oilexiste § > 0 tel que

Yo,y € Q, [z —y| <3 = |p(z) — o(y)] < 6.

Par ailleurs, pour tout = et £* dans Y*, on a |z — £*| < /3¢, et par conséquent
on prend &’ = /3¢ on obtient

1
© — Mp_(p)|Pdr < / §2da
][DE| b ( )’ D Z B(ek,re)

| E’ keZ.

1
52|D | Z |B(ek, )|

keZ.

IN

D|
= gl g
| D |

Donc

][ o — Mp, () Pdx —> 0.
D,

A.7 Preuve de la Proposition 1.2.2

On a
T T T
/ ][ 0 dzdt < 2/ ][ 0 — G, (0)|*dxdt + 2/ ][ |G... (0) Pdxdt.
0 D, 0 D, 0 D.
D’aprés (1.2.24)) et (1.2.26)), on a
T T T
/ ][ 0 dxdt < Crf/ ][ \V9|2da:dt+2/ / |G, (0) |Pdxdt
0 DE 0 Ds 0 QYE
T T
2 / ][ IV6|2dzdt + 4 / / Gh (0) — G, (0) [2dudt
0 D, 0 Qy,
T T
+8/ / G (0) —9[2da:dt+8/ / 02 dwdt.
0 st 0 QYE

(1.2.25), (1.2.23) et I’inégalité de Poincaré entrainent que

T T 3
/ ][ |0|2d;cdt§()r§/ ][ VOPdedt + C= | |VOPdadt+
0 D. 0 D, Te JoT

3
+C% V0|2 dwdt + C / V6|2dudt.
QT

IN

(A.7.1)

e JQT
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En utilisant (A.4.3)), on obtient

r? 3e3
€~ . A7.2
|D.| — 47 ( )

De (A.7.1) et (A.7.2), on déduit que

T 53 83
/ ][ 0 dzdt < C— |V9|2da:dt+c—/ VO dxdt +
0 D, Te JoT

Te Dg“

3
+os WWmm+c/|vWMﬁ
Ra T Qr

e & )
< o(S+5 41 V6|2 dudt
Te RE QT

3
< Cmax(l,g—)/ |VO|*dxdt.
Te QT



Annexe B

Un résultat de régularité

Dans le lemme ci-dessus, on établit un résultat de régularité pour la limite v
définie dans le Théoreme [[.2.7] et le Théoreme 2.1.4]

Lemme B.0.1. Si on suppose que

v € Hy (Q), (B.0.1)
alors, la limite v définie dans le Théoréme et le Théoréme vérifie
ve L*(0,T; Hy (). (B.0.2)

Preuve. Toutd’abord d’apres le Théoreme|1.2.7| on a v est la solution du probleme
suivant
oy =0  dans Q7
asr + Ay (v —u) = ans , (B.0.3)
v (0) = vy dans €.
On remarque que la premiere équation de (B.0.3]) est une équation différentielle
ordinaire. Alors par utilisation de la méthode de la variation de constante la solu-
tion v pour tout ¢ € [0, 7] s’écrit

t
4
v (t) = e Fu —i—/ ke =)y (s) ds, avec k = ity (B.0.4)
0 a
En effet, on a 5
aa—;}—l—élﬂv(v—u) =0,
4
si on pose k = ﬂ, cette derniére devient
a

0
a_:s} + ko = ku. (B.0.5)

La résolution de 1’équation (B.0.5) se fait en deux étapes.
Premiere étape. On résoudre 1’équation suivante

ov
— = 0. B.O.
o +kv=20 (B.0.6)

Cette derniere entrainne que
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ce qui implique
Inv(t) = —kt +c.
D’ou
v(t) = ce ™.
D’apres la méthode de la variation de la constante, on pose ¢ = ¢(t), on aura
v(t) = c(t)e . (B.0.7)
Deuxieme étape. Calcul de c(t), on remplace (B.0.7)) dans (B.0.3), on obtient

c (t) = keFu(t).
On integre sur (0,t), ¢t € (0,7, il vient
t
c(t) = ¢(0) +/ keMu(s, z)ds. (B.0.3)
0
On remplace (B.0.8)) dans (B.0.7), on obtient
t
v(t) = e M¢(0) +/ ke Ft=2)y(s, z)ds.
0
Par ailleurs, en prenant ¢ = 0 dans (B.0.7), on obtient ¢(0) = vy et le résultat
recherché.
On montre dans la suite que v € L? (0, T; H} (€2)). De (B.0.4) on a v = 0 sur

00 car vy € H} (Q) et u E L*(0,T; Hg () (voir Théoreme [1.2.7).
Par ailleurs, de (B ona

t
Vu(t) = e ™MV, +/ e HE=) kY (s) ds,
0
en effet, soit p € D(Q) eti = 1,3

v dp dp
(5o ®: )ty = —<v<t>,%> oy =~ [ 0055

= —/ an da:—// ke k(t=9) 290 dsdx
0O ZEZ 'r’L
—w,  Op - dp

o kt k(t—s

= M0 2 i [ ke >( [ 52ar) s
vy ! ou(s)

_ kt —k(t—s)

= (e~ _8331 L O) XD(Q)—l—/O ke (/Q . goda:) ds

1 OV b e Ou(s
= G Do + [ ([ %) ploe

3 OV o sau(>
= (e kta_x(;a90>p’xp(9) + </0 ke M- o, ds, ) pr xD(Q)"

Donc

t 2
e Vg + / e M=V (s) ds| dudt
0

0o Jo
T T t 2
2/ /]ektVUOFd:cdt—l—Z/ /)/ e =9 7y, (s)ds| dxdt
0

< 2T||Vvo||L2 +2T2k2||Vu||L2 arys

HVUHiQ(QT)

IA
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alors, de (T.2.37)?, (B.0.1)), on déduit (B.0.2).

Pour la régularité de v définie dans le Théoreme|2.1.4{on reprend la démonstrations
précédente, et on obtient le résultat recherché. [




Annexe C

Des résultats d’homogénéisations

Dans cette annexe, on justifie 1a limite du terme /, 55 introduit dans la démonstration
des résultats du chapitres[I]et[2].
Les notations sont celle du chapitre

C.1 Preuve de la convergence

Rappelons que pour tout (¢, 1) € (C([0,T]; D(Q)))? le terme I? est définie
par :

t
I’(t) = / VuV, (p,1)dxds, pour chaquet € [0,T].
0 Ja.
D’apres (1.3.48), on a
t t
I?(t) = / / VuVdzds +/ / (1 —wpg.) Vu*Vodzds
0 JQ.\C: 0 Je.

t
+/ / (G,. (V) — ¢) Vu*Vwg_dzds
0 e
= Al —|— A2 + Ag.

Commencgons par déterminer la limite du terme Ay, on a

t
A= / / VuVexa.c.dxds.
0 Jo
En sachant que
0= (QE\CE) + Ca + D€7

alors
1QN\C:| =1Q| — |C.UD,| — 1,

car |Q2] = 1 et d’apres (1.3.53),ona |C. U D.| — 0.
Donc
Vexaac. — Ve pp. (z,1) x Q7

de plus on a

< Ve(z,t)], V(a,t) € QT

\Vo(z, t)xa.\c.

98
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alors d’apres le théoreme de la convergence dominées de Lebesgue, il vient
Voxa.c. — Ve dans L*(Q). (C.1.1)

Tenant compte de la convergence (1.2.37)?, on déduit

t
Ay —>/ /Vquodmds. (C.1.2)
0 Ja

Le terme A, converge vers zéro. En effet,

t
|Ay| < / | (1 = wg,) Vu'Ve|dzds
0 B

c
t
S’v90|L°°(QT)// |V |dxds (C.1.3)
0 £

< ’VSO!L‘”(QT)WUE‘B(QT)T%\CE\% — 0,

ol nous avons utilisé ’estimation (1.2.35)), 0 < wg. < 1 et le fait que |C.| — 0.
Le terme Az, s écrit

t t
Az = / VuVwg, (G, (p) — ) dxds + / VuVwg, (G,. (V) — G,. (¢)) dzds
0 Je. 0 Je.
= [1 + [2.

Le terme /; aussi converge vers z€ro, car

|Il|<// \VusVwg, (G, (p) — @) |dxds

< |Gy, () = @lreeer)| VU] 2 QT)|VU)RE|L2 ar) (C.1.4)
S 2RE|VQD|LO<>(QT)|V’LL ’L2(QT)C’}/5
< CR, — 0,

ou nous avons utilisé le Lemme [1.2.5] les estimations (1.2.33]), (I.2.18) et les faits
qui R. — 0, 7. — 7.
Maintenant, on détermine la limite de /5,

t
I, = / VuVuwg, (G, (V) — G, (¢)) dzxds
0o Je.

t
— Z/ ( Ydo —][ gpda) (/ VwREVuadx) ds,
0 Sk Sk Ck(re,R.)

keZe

puis, on considere le changement de variable suivant :
r=y+ck, yeC(r,R.),
ainsi, d’apres la Définition @ on obtient
wr, (y + €k) = Wr.(y),

et on note
uF () = ue(w + ck). (C.1.5)
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Donc, on peut écrire

/ Vwg Vusdr = / VWg. Vilkdr,
Ck(re RE) C(T81RE)

on passe au changement de variables sphérique. D’aprés (A.1.2) et (A.1.3), il vient

R. ik
/ Vwg, Vu'ds = / / / 8WR€ 2 sin OdrdOd®d
Cvlc(7.5 R.) 6T
7, 27 Rs vk;
=_—=° / / / Ue dr sin ©dOdd

Telie
- _rs//
R
:R:_Ts/51<u

S étant la sphere de rayon 1 centrée en zéro.
En remarquant que

1 2 s
hdo = / / h(R, O, ®)R?sin OdOdd
][SR ArR? Jq 0 ( )

1 27 s
= —/ / h(r,@,@)}r_R sin ©dOdo,
™ Jo 0 N

][ hdo = ][ h| _.do
SR Sl -
Donc, on peut écrire

/(uk) k], ) do = dx ][ afdo—][ itdo | |
Si e e S, Sh.

alors, en utilisant la notation (C.1.3)), on obtient

/ (uk e — U] ) do = 4w (][ u.do —][ u£d0> . (C.1.7)
S1 o e S,]SE Sgs

Finalement, on remplace (C.1.6) et (C.1.7) dans I5, on trouve

4 e
[, = dmr=ft =y / ( bdo — ][ goda) ( ][ uodo — ][ u5d0> ds
—Te Sk, sk, Sk

keZ.

- %_) [ (60 = G ) G (9) = G, o) s,

Ainsi, en passant a la limite dans /5 et en tenant compte des convergences

([238)", (T2.39), (T:228), (T:338) et . — ~, on obtient
t
I, — 47w/ /(v —u) (v — p)dzds. (C.1.8)
0o Jo
De (C.1.2)), (C.1.3), (C.1.4) et (C.1.8), en déduit

t
I’(t) — / /(Vquo +47(v —u) (¢ — ¢))dzds, pour chaque t € [0, 7],
0 Ja

r=re

Vk| )da7
r=re

it],_p, ) sin ©d0d9

(C.1.6)

par conséquent

€

ce qui acheve la démonstration. O
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C.2 Preuve de la convergence

Rappelons que pour tout ¢ € C*([0, T]; D(€2)) le terme I? est définie par :

t
I2(t) ::// VufV, (p,p)dxds, pourchaquet € [0,T].
0 B

On a par définition (1.3.48) de ®.

t t
I°(t) = / / Vu*Vodrds + / / (1 —wg.) Vu*Vedrds
0 \Ce 0 e

t
+/ / (Gy. (p) — ) Vu*Vwg_dxds
0 S
= Al + Ag + Ag.

En ce qui concerne les limites de A; et A,, on reprend la démonstration des
termes similaires a celles de la preuve de la section précédente, on obtient

t
Ay —>/ /Vqupdmds,
0 Ja

A2—>O.

Le terme A3 converge vers zéro. En effet

t
|As] < /0 /C |Vu5VwR€ (G, (@) — v) }dxds

<|Gr. (¢) — 90|L°°(CET)|VU€|L2(QT)|VMR5|L2(QT)
1
< QRE‘VQO’LOO(QT)‘VU€’L2(QT)C’}/52

<o(%)(®) —n

ou nous avons utilisé le Lemme[1.2.5] les estimations (1.2.35)), (1.2.18) et les faits
quire — 0, R, — 0.
Donc

t
I2(t) —>/ /Vquodxds, pour chaque t € [0, 7.
0 Jo

C.3 Preuve de la convergence (1.3.93)

Rappelons que pour tout (p, 1) € C*([0,7]; D(2)) x D(R) le terme I est
définie par :

t
I°(t) ::// VuV O, (¢, 1) drds, pour chaquet € [0,T].
0 Ja.
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D’apres (1.3.48)), on a

¢ t
I’(t) = / / VufVpdrds + / / (1 —wg.) Vu*Vedzds
0 Jo.\c. 0 Je.

¢
+/ / (Gr. (V) — ) VueVwg_dzds
0 S
= A1 + Ag -+ Ag.

Pour les termes A; et A,, on reprend la démonstration des termes similaires a
celles de la preuve de la premiere section de cet annexe, on obtient

t
Ay —>/ /VuV@da:’ds,
0o Ja

A2—>O.

Le terme A3 converge vers zero. En effet

¢
|As] < / /C ‘VUEVU}RE (G, (V) — @) |dxds
0 e

< |G (¥) = @l (ory VU | 207y [Vwr. | r2(0my
1
< Cryé — 0,
ol nous avons utilisé le Lemme les estimations (1.2.33)), (I.2.18) et le fait

que 7. — 0.
Par conséquent

t
I5(t) —>/ /Vquodxds, pour chaque ¢ € [0, 7.
0 Ja

Dans la suite, les notations sont celles du chapitre Q

C.4 Preuve de la convergence (2.2.66))

Pour tout (¢,1) € (C°([0,T];D(£2)))? le terme I? dans le chapitre [2] est
défini par :

t
I2(t) = / Vu*Vo, (p,1)dxds, pourchaquet € [0,7],
0 Ja.
alors, d’apres (2.2.5) on a

t t
I’ (t) = / / Vu*Vpdxds +/ / (1 —v.) Vu*Vdrzds
0 \Ce 0 5

¢ t

+ / VuVo. (F. (@) — ¢)dzrds + / VuVo, (F. (¢) — F: (p)) deds
0 JCe 0 JCe

= A1+A2+A3+A4.
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Le théoreme de la convergence dominées de Lebesgue implique Vxo.\c. —
Vi dans L?(1Q), et tenant compte de la convergence (2.1.35)* on obtient

t
Ay —>/ /Vquodmds. (C4.1
0 Ja

Le terme A, converge vers zéro. En effet, les estimations (2.1.33) et 0 < v. <
1, et le fait que |C.| — 0, nous donne

t
| Ay §/0 ; (1 —UE)VUEVgo}d:Eds

t
< |V(20|L°°(QT) / ; \Vus|dzds (C4.2)
0 £

< [Vl o) | VU] g2y T2 |Cel 2 = 0.

Le terme A3 aussi converge vers z€ro, car

¢
|As] < /0 ; }VuEVUE (F: (@) — v) |dxds

< [F:(p) — 90|L°°(CET)|VU€|L2(QT)’vvs|L2(QT) (C4.3)

1
S 2RE|VQO‘L00(QT)|VUE|L2(QT)O"}/52
< CR,— 0,

ou nous avons utilisé le Lemme[2.1.3] les estimations (2.1.33)), (2.1.17) et les faits
qui R. — 0, 7. — 7.
Maintenant on traite le terme A4. D’apres la Définition de v.,on a

A=) /0 /B . VuEVoF (F. (v) — F. (¢)) dzds

keZ.

=2 /O t (EE@)(s) — FE(0)(s)) ( /B o vmvufdx) ds.

k€Z.

Ainsi, la Définition de v. encore nous donne

1 —ck
/ VurVolds = — YVt V. <x < > dz. (C.4.4)
BE\D

Te Bk\DE Te
Par ailleurs, la formule de Green nous donne

Tz — ek

/ ut(z,t) (A(=wy.)) ( ) dr = _/ Vs (2, )V (—wy,) (55 - 6]{:) e
Be\Dz e BE\Dk e
e Owj, x —e¢k
_/amu (a,1) (— 5 ) ( - )da
€ Ow), x —ck
+/('93§u <I7t) <_ v > < re )d0'7
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ou v est le vecteur normal extérieur & 9 BE.
Comme w,,_ est la solution du probleme (2.1.9), alors

r — ek ow,, r — ek
0=— (x,t — dr — fla,t) | — = d
/B?\D?vu (. 8)V( w%)( Te ) ! /8D§U(x7 )( v >( Te ) 7
owy r — ek
€ t _ £ d
+/aBgu(x’ >< 3’/)( Te ) 7

par conséquent

/ Vu (z,t)Vw,, (x — Ek) dr = / uf (z,1) (_8“))\5) (x - 57{) o
BE\D¢ Te oDk v Te
5 a7vU/\6 x — ek
_/83§u(x,t)(— 81/)( o )da.

D’ou, la Définition [2.1.2)implique

1 x—ck
_ “(x,t de = FF(uf)(t) — GF(uf)(¢).
a0 o, T 090 () o = R0~ G0 0
(CA4.5)
De (C0). (C73). on déduit
1
ert—GkEt:—/ VusVord haque ¢ € [0, 7.
00 ~GE0) ) = gy [ VwSukde pourchaguer € 0.7)

On remplace cette derniere égalité dans A4, on obtient

Alors, en passant a la limite et en tenant compte des convergence (2.1.11]),

(2.1.28), (2.1.36)", @2.1.37), et 7. — -, on obtient

Ay — cap(D)v/O /Q(v —u) (v — p)dzds. (C.4.6)

De (CA4.1), (C.4.2), (C.4.3) et (C.4.6), en déduit

I°(t) — /t / (VuV + cap(D)y(v — u) (¢ — ¢))dxds, pour chaque t € [0,T].
0 Jo

O
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C.5 Preuve de la convergence (2.2.80)

Rappelons que pour tout ¢ € C*([0, T]; D(R2)) le terme I? est défini par :
I5(t) / / VutVO, (¢, ¢)drds, pourchaquet € [0,T].

D’apres (2.2.5), on a

t t
:// Vu€Vg0dxds+// (1 —v.) Vu*Vpdxds
Q:\Ce 0o Je.
/ / ) VuVou.drds

=A + Ay + As.

En ce qui concerne les limites de A; et A, on reprend la démonstration des
termes similaires a ceux de la preuve de la section précédente, on obtient

t
Ay —>/ /Vquodxds,
0o Jo

Ay — 0.

Le terme A3 converge vers zéro. En effet

yAgy<// VUV, (F (@) — @) |deds

< |F: (@) — @l poe ey | VUs | 2(ar) ’V%’L%QT
S 2RE|VQO|LOO QT)|VU |L2(QT)C’}/5
Ra Ta N 2
<C|(— ( ) — 0,
€ €
ou nous avons utilisé le Lemme [2.1.3] les estimations (2.1.33)), (2.1.17) et les

hypotheses r. — 0, R. — 0.
Donc

t
I°(t) —>/ /Vqupdxds, pour chaque ¢ € [0, 7.
0 Jo

C.6 Preuve de la convergence (2.2.88)

Rappelons que pour tout (p, 1) € C*°([0,T]; D(2)) x D(R) le terme I est
défini par :

I (t) : // VuV O, (¢, 1) drds, pour chaquet € [0,T].
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On a par définition (2.2.5)) de &,

¢ ¢
I’ (t) = / / VuVpdzds +/ / (1 —v.) Vu*Vdrds
0 Ja.\C. 0 Je.

t
+ / / (F. (¢) — ¢) VuFVu.drds
0 5
= Al + A2 + A3.

Pour les termes A; et As, on reprend la démonstration des termes similaires a
ceux de la preuve de la section|C.4|de cet annexe, on obtient

t
Ay —>/ /Vqupdxds,
0o Jo

A2—>0.

Le terme A3 converge vers zero. En effet, le Lemme [2.1.3] les estimations
(2.1.33), (2.1.17) et la convergence 7. — 0 nous donne

|As| < /0 i |Vu Ve (F- (¥) — ¢) |dads

< |FL (V) = @lpee@n) | VUs | 2| Ve | 2 or)
1
S 0752 _> O

Par conséquent

t
I5(t) —>/ /Vqupdxds, pour chaque ¢ € [0, 7.
0 Ja



Annexe D

Existence et unicité de solutions de
(3.1.5

Dans cette annexe, on montre 1’existence et I’unicité de la solution du probleme
(3.1.5) pour chaque € > 0 fixé, on utilise pour cela la méthode classique de Ga-
lerkin (voir [19], [21]). La preuve est donnée en plusieurs étapes.

Les notations sont celle du chapitre 3]

D.1 Probleme approché

Soit H. I’espace de Hilbert L*(2) muni du produit scalaire suivant :

(u, ). = (P, V) 2(0) = / pe(z)u(x)v(x)de, Y(u,v) € [LQ(Q)}Q.
. (D.1.1)

Soit (w,) jen~ la base orthonormale en H. des fonctions propres de 1’opérateur
—div (p:V) (voir Proposition 8.23 [19]). De plus, (w;);en+ est aussi une base
orthogonale en H}((2).

Introduisons le sous-espace V;, de H}(S) engendré par {wy,wy, ..., Wy, }.
Ainsi on définit I’opérateur de projection P, de HJ () vers V,, par

PLv= Z(v,wj)stj, Vv € Hy (). (D.1.2)

j=1
Des résultats classiques sur les espaces de Hilbert, on a (voir [19]) ce qui suit

P,v — v dans H}(9). (D.1.3)
Soit la fonction ., : [0,7] — V,, tel que
Uem(t,2) = g5 (t)w;(x), (D.1.4)
j=1

107
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la solution du probleme approchée suivant :

'/ _ 0% d+/8
Narr o Wkl S ot

dans D'(0,7),k =1, m,

" wpdr + / p"Vu, , Vudr =0,
Q

Uen (0) =0, = Ppul dans €,
Qe m
\ Ot

(0) =wu!, = Pyul dansQ,

em
(D.1.5)
ou la convergence nous assurent les convergences suivantes

ul — u? dans H'(Q) quand m — oo, (D.1.6)
ul, — ul dans L*(Q) quand m — oo. (D.1.7)

Par ailleurs, on a
0
Uem (0) = Prug,

alors, en s’aidant de (D.1.2)), (D.1.4), cette derniere devient
m m
e,m
9; (0w wj H.w;(@),
Jj=1 J=1
grace a la linéarité et I’'indépendance de wy, ws, ..., w,,, on obtient
g,m _ 0 .
9; (0) = (ug,w))m..
De la méme maniére, on trouve

dg:™
jt (0) = (ul, w;)m..

A T’aide de (D.1.4)), la premiere équation dans (D.1.5]) devient

g,m

> / pruy(@)un(@) dHdet ) [ sy

j=1 Q

mais comme (w,) e+ est une base orthonormale. II vient que le systeme (D.L.5)
est équivalent au systeme différentiel suivant :

( d2g€,m dgs,m m o . _
dt]; (t) + dkt (t) + Zgj’ (t)/Qp Vw;(x)Vwg(z)dr =0, k=1,m,

(D.1.8)
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D’apres les résultats classiques sur les systemes d’équations différentielles, on
est assuré de I’existence et I’unicité de solution g7, ¢5™, ..., g5™ € CH([0,t,,]),
on peut prendre T = t,, grice a I’estimation ci-dessous. Ainsi . ,, est
bien déterminé et u, ,, € C*([0,T7], V,,).

D.2 Estimation a priori

ot

e,m

. .. o Qe m,
Premiére estimation : estimation pour (. ,,)m>o et .
m>0

i NPT d
On multiplie la premiére équation dans (D.1.3)) par ——~— que 1’on somme sur

k, il vient apres intégration sur (0, ),

1 1
- Ve () 2d
5 |5 [ [ 3 |/ V)P
1
2/,0 [ ] d$+2/PE|VUS,mIQdW

En s’aident des hypotheses (D.1.6), (D.1.7), on obtient

8u5 m

(D.2.1)

1 a cim e,
5/ Y dx +/ / “ ‘ drds + — / P°| Ve (t)Pdx < C,
Q
(D.2.2)
ou (' est une constante positive indépendante de m.
Par conséquent
U,  bornée dans L>(0, T; Hy(9)), (D.2.3)
e m . 00 2
at’ bornée dans L°°(0,T"; L*(12)). (D.2.4)

82
Deuxiéme estimation : estimation pour ( E’m)
D’apres (D.1.5)), pour tout ¢ € V,,, on a

_ Uy, 7 .
(P o2 790)9 = _(p ot aSO)Q - (p vuenmv(p)fl’

(#%5.0), | <1 (252 [+ oo

S‘ 0usm

<C‘p

alors

Pe

2| gl + 19 Vitem ol Veello

De (D:23), (D24), en déduit

_0%u
‘ (p ot2 ’(‘0> ) < CHSOHH(}(Q)v VQ)O S Vm7

3u€m‘

| I19¢lla + 1. Vtemllo [V o

ou C' est une constante positive indépendante de m.
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Donc, comme V;, est dense dans H] (£2), on déduit par densité que

ga2u5,m 1
(P52 e) | <Cllelme, Vo€ HY(®),
Q

par conséquent

e m
ot?

()

est bornée dans L*(0,T; H~'(Q)). (D.2.5)

D.3 Passage a la limite
D’aprés les estimations (D.2.3)), (D.2.4), (D.2.3), il existe une sous-suite de

(Uem)m>o notée encore m et une fonction u. telle que

Uem — u. * faiblement dans L (0,T; Hy (),
e N ou,
ot ot
Pt &u. :
i ;z — 8;; faiblement dans L?(0,T; H'()).
Soientt) € D(0,T), v € H} (). On multiplie I’équation (D.1.5) par (v, wy) 5.1,
puis en somme sur %, on obtient

* faiblement dans L™ (0, T; L*(Q2)), (D.3.1)

_O%Ue SOuc
| o G Pat@etdn + [ S Pyt

+ / p°Vu. .,V Ppo(x)ip(t)de = 0.
Q

On inteégre sur (0,7), il vient aprés une intégration par partie dans le premier
membre de cette derniere,

/ [ 2oy e + / 7 Pttty
—|—/0 /QpEVuE,mVva(x)w(t)dxdt:0.

En passant a la limite dans 1’égalité précédente, et en utilisant (D.1.3)), (D.3.1),
on obtient

/ /p a(;;e dg;dt+/ /p o ()
i /0 /Qpevuaw(ﬂf)@b(t)dxdt —0.

Alors, encore une intégration par partie nous donne

T, 9%, 8u8
[0, e [ [
+/ /pEVUEVv(x)@/)(t)dxdt:O,
o Jo

(D.3.2)
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et donc u. est vérifié la premiere équation du probleme (3.1.3).

Dans la suite on identifie les conditions initiales associées a u..

GrAce aux injections compactes H} () C L?(2) € H~(Q) et la Proposition
I.1.2]et en s’aident des convergences (D.3.1)), on conclut que

Uz — U, fortement dans C°([0, T]; L*(52)),

(D.3.3)
Pe algtm — Ps% fortement dans CO([Ov T}; Hil(Q))'

D’autre part, on a

uw?, —u? dans H'(Q) quand m — oo,

(D.3.4)

1 1
Ptz m, — Pl

(D.3.3)) nous donnent

Uen(.,0) — u.(.,0) fortement dans L*(12),

‘ 5 (D.3.5)
N

dans L*(Q) quand m — oo,

De (D.3.4) et (D.3.3)), en déduit que
u(.,0) =u? dansQ,

O, (D.3.6)

ot

(.,0) =u! dans .

€

D.4 Unicité

Supposons que le probleme (3.1.5) possede deux solutions ., v., alors

est la solution du probleme homogene suivant :

( D%w. ow. T
P + pe—— Y — div (p:Vw,) = 00 dans 229, o
we = sur x 10,77,
we(z,0) = dans €, ©41
ow,
| Er (2,0)=0 dans (.

ow; _
On multiplie la premiere équation du systeme (D.4. 1)) par a—u; que I’on integre
sur © x (0,t),t € (0,77). On obtient :

ol [ Lol

d’ou

(?wE

875 / (XA + EQXQ\A) |Vw,|*dx = 0,

par conséquent u. = v.. U
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