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Résumé

Les plagues composites sont largement utilisées lganstructures civiles, mécaniques,
aéronautiques, et surtout aérospatiales. Celaiesigalement di a leur trés grande résistance
et rigidité spécifique et l'avantage de l'adaptatie leurs propriétés pour répondre aux
exigences de la pratique. Dans cette these, lamtidbs et le flambement des plaques
composites stratifiées conventionnelles et auxéscavec ou sans trous ont été étudiés. Pour
des raisons de performance et d'intégrité struayrée comportement dynamique et la
stabilité de forme de ces structures doivent 8tsbajement étudiés et bien compris. Ainsi, il
est essentiel de déterminer les charges critiquedlaimbement et les caractéristiques
dynamiques telles que les fréquences naturellésuet modes associés. Dans la premiere
partie de cette these, il a été procédé a la caigmer, entre les théories analytiqueisT,
FSDT et la méthodeMEF, a travers I'étude de la variation de la chargiiqoe de
flambement et les fréquences de pulsation propredoaction du rapport largeur-sur-
épaisseur de la plague. Cette étude vise a faihoix judicieux quant a l'utilisation la plus
appropriée de théories ou méthodes pour I'étudevibeations et du flambement. Dans la
deuxiéme partie, une analyse en éléments finissani le codeAnsys est employée pour
prédire le comportement auxétique des stratifiégaésgiques [8]s. Une étude numérique a
également été menée sur le comportement vibrdibnee des plaques stratifiées auxétiques.
L’analyse a porté sur la variation de la frequefmedamentale en fonction de l'angle
d’orientation des fibres, du rapport largeur-suaigpeur et des conditions de support de la
plague. La derniere partie a trait a I'analyse migoeé du comportement vibratoire de
plagues stratifiees symétriques, avec ou sans trauses, lorsqu’elles sont soumises a des
charges de compression. Des études paramétriquest@réalisées, les effets du degré
d’anisotropie et des séquences d’empilement surédgsiences fondamentales et les charges
de flambement sont discutés.

Mots-Clés wibration, flambement, composite stratifié, auxégigtrou, MEF.



Abstract

Composite plates are widely used in civil, mechalhi@aeronautical, and especially
aerospace structures. This is mainly due to thigin Bpecific strength and stiffness and the
advantage of adapting their properties to meetpitaetical requirements. In this thesis,
vibration and buckling of conventional and auxe@eninated composite plates with or
without holes were studied. For reasons of perfocaaand structural integrity, the dynamic
behavior and critical buckling of these structusesuld be broadly studied and understood.
Thus, it is essential to determine the criticalkdug loads and dynamic characteristics such
as natural frequencies and their associated mddethe first part of this thesis, it was
conducted the comparison between analytical the®iel, FSDT and theFEM method,
through the study of the variation of the crititalckling load and the natural frequencies
according to the width-to-thickness ratio of thatpl This study aims to make an informed
choice about the most appropriate use of theondsnaethods for the study of vibration and
buckling. In the second part, a finite element gsial using ANSYS code is employed to
predict the behavior of auxetic laminates symmefti@]s. A numerical study was also
conducted on the free vibration behavior of auxkticinated plates. The analysis focused on
the variation of the fundamental frequency with dreggle of orientation of the fibers, the
width-to-thickness ratio and support conditionstioé plate. The last part deals with the
numerical analysis of the vibration behavior of syatric angle-ply laminated plates, with
and without square holes when subjected to compeedsads. Parametric studies were
conducted; the effects of the degree of anisoteopl/ stacking sequences on the fundamental

frequencies and buckling loads are discussed.

Keywords:vibration, buckling, laminated composite, auxetigtout, FEM.
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Notations

Liste des principales notations ayant trait a l@anégue des structures composites.

ABD La matrice de rigidité du stratifié

A B,D Chacun des blocs symétriques constitutifs de laioeskBD
A, By, Dy Les termes de ces bloés(j valent 1, 2 ou 6)

a Longueur d'une plaque stratifiée rectangulaire

b Largeur d'une plaque stratifiée rectangulaire

Cij Les constantes de rigidité

c Coté du trou carrée

d Diamétre du trou

E Module d'Young suivant la directioni=1, 2, 3

Gj Module de cisaillement dans le planj{ (i, j = 1, 2, 3)
h Epaisseur de la plaque stratifiee

K] Matrice de rigidité globale

Kl Matrice de rigidité géométrique

[M] Matrice de masse globale

m Nombre de demi-longueurs d'onde dans la direction
n Nombre de demi-longueurs d'onde dans la diregtion
Ner Charge critique de flambement

Nw Ny, Ny Flux d'efforts membranaires

(j La matrice de rigidité réduite hors axes principaux
S Les constantes de souplesse

Uo, Vo, Wo Déplacements du feuillet moyen dans le repére globa
x,y,2 Repére global

(1,2,3) Repére local

Vij Coefficient de Poisson dans le plan)X(i,j =1, 2, 3)

p Masse volumique

4 Orientation du pli dans le planxy)

oij etgj Composantes de la contrainte et de la déformation
Gy Rotations

Omn Fréquence naturelle de vibration

Q Fréquence naturelle de vibration adimensionnelle
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Chapitre | — Introduction Générale

Chapitre 1

Introduction Générale

1.1 Matériaux composites

Les composites sont définies comme étant la corigmnade deux ou plusieurs
matériaux tels que les éléments de renfort, lesgelsaet les matrices liantes. Ces matériaux
different dans la forme ou dans la composition e échelle macroscopique, mais ils se
complétent et permettent d’aboutir a un matériant densemble des performances est
supérieur a celui des composants pris séparémematériau de renfort et celui de la matrice
sont en général les deux matériaux qui entre darferination de composites. Le réle du
matériau de renfort est d'étre le renforcementl'agent qui véhicule les charges. Les
matériaux de renfort, qui sont généralement sokdemjides, existent pour la plupart des cas
sous la forme de fibres ou de filaments. Les fihrdsées se présentent soit sous forme de
fibres continues, soit sous forme de fibres didoomes : fibres coupées, fibres courtes, etc.
Les métaux ordinaires tels que l'aluminium, le oeiiMe nickel, I'acier et le titane, et des
matériaux organiques tels que le verre, le carblenkore, et les matériaux en graphite sont
utilisés en tant que matiéeres fibreuses. La matickverses fonctions : lier les fibres entre
elles, transférer les charges mécaniques aux filpreséger les fibres de I'environnement
extérieur, etc. La matrice peut étre organiquearo@ue ou métallique. Il existe trois types

communément acceptées de matériaux composites :

* Les composites fibreux qui se composent de fibaes dine matrice.
» Composites stratifiés constitués de couches dérdifts matériaux.

» Des composites a particules qui sont composésrtieygas dans une matrice.

Beaucoup de structures composites utilisées dagsofiautique et I'astronautique,
civile, maritime, nucléaire, transport, pétrole l@tpétrochimie engineering sont faites de

matériaux composites stratifies a renforts fibreugs matériaux composites stratifies a

renforts fibreux sont constitués de couches dedilmoyées dans une matrice. Chaque couche
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est appelée une strate ou pli. Le pli est le bleadnstruction fondamental des matériaux
composites stratifiés a renforts fibreux. Les casclidlu matériau a renfort fibreux sont
empilées avec des directions des fibres de chaguehe généralement orientées de maniére
différentes afin de donner des résistances etigiesés dans différentes directions. Ainsi, les
résistances et les rigidités du composite stradifi@nforts fibreux peuvent étre adaptés aux
exigences spécifiques de conception et de congtnudes éléments d’une structure [1], [2].
Les matériaux composites stratifies a renfortsefiar sont également appelés matériaux

composites avances (figure 1.1).

Les matériaux composites ont de meilleures pragmiétingénierie que les matériaux
classiques, par exemple, les métaux. Les avantagdss inconvénients des matériaux

composites par rapport aux métaux sont répertoagsne suit [3].
Les avantages des matériaux composites par ragpormétaux :

* |égereté;

* reésistance a la corrosion ;

* haute résistance a I'endommagement par fatigue ;

e réduction de l'usinage ;

» sections fuselés et les contours combinés facileamomplies ;

» possibilité d’orienter les fibres dans le sens ssaee de la résistance/rigidité ;

* nombre de fixations et d'assemblages réduit ;

» absorber les micro-ondes radar (furtivité) ;

» la dilatation thermique proche de zéro réduit lesblgmes thermiques dans les

applications spatiales.
Les inconvénients des matériaux composites parardgpix métaux :

¢ matériau couteux ;

» dégradation des propriétés structurales sous aegétatures extrémes et des
conditions humides ;

* pauvreté dans l'absorption d'énergie et les domsndigapacts ;

* méthodes de contréle colteuses et compliquées ;

 difficile localisation des défauts ;

« Exigence d’'une main-d'ceuvre qualifiée dans le sect&anufacturier ;
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Figure 1.1Un petit échantillon d’un stratifié Carbone/Epoxy@®maine de I'aérospatiale)

En outre, une représentation des rapports deiktagse/densité et de la rigidité/densité
de nombreux matériaux tels que les matériaux coitgsoavances et les métaux est montrée
sur la figure (1.2). On voit sur cette figure qs fibres seules sont plus rigides et plus
résistantes que lorsqu'elles sont incorporées daasmatrice. On peut voir aussi que, les
configurations unidirectionnelles sont plus rigidesplus résistantes que les configurations
isotropes biaxiales. Comme le montre la figure)(l& plus grande rigidité et résistance par
unité de poids peuvent étre obtenus avec des fitbeebore. Une configuration isotrope
biaxiale du bore/époxyde est encore plus rigidelguaeer ou le titane, bien que les deux ont

la méme résistance relative.

Les composites a base de fibres de graphite a hegigtance se comportent de maniere
similaire que le bore/époxy. Le verre/époxyde Ssdan empilement unidirectionnel a
environ 2.5 fois la résistance relative de I'acierle titane, mais il a une faible rigidité par
rapport a ces derniers. La rigidité relative deyli@m est six fois supérieure a la rigidité
relative de l'acier, du titane ou de I'aluminiumgisnil n'est pas plus résistant. Les fils du
béryllium sont beaucoup plus résistants, mais pesrgide, que le béryllium brut. La dualité
du graphique de la figure (1.2) est trés importantest que, la rigidité est souvent aussi

importante que la résistance.
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Figure 1.2Résistance spécifique et rigidité spécifique deri@ax composites avancgq

Les matériaux composites avancés ou les matériaemfarts fibreux sont idéales pour
des applications structurales ou de grands rappésdistance/poids et rigidité/poids sont
nécessaires. Comme les aéronefs et les enginsaspaont des structures typiquement
sensibles au poids, les matériaux composites asamoat essentiellement approprié et
efficace pour ces structures. En fait, la nécestéeduire le poids et d’avoir de grandes et
performantes propriétés dans les applications ideustrie aéronautique et aérospatiale a

conduit au développement et I'utilisation de matéticomposites avancés.

Les fibres les plus couramment utilisés dans le®maax composites avances sont le
carbone, le graphite, le Kevlar et le bore. Pares fibres, la fibre de carbone est la plus
polyvalente des renforts de pointe et la plus lae® utilisée dans les applications
structurelles de I'industrie aéronautique et spatiB'autre part, les matériaux constituant les
matrices utilisées dans les matériaux compositesi@s pour interconnecter les renforts

fibreux sont aussi variés que les renforts. Deme&sou matieres plastiques, des métaux, et

méme des matériaux céramiques sont utilisés comatiéces.
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Aujourd'hui, la résine époxyde est la matrice thedorcissable la plus employée pour
les applications de [lindustrie aérospatiale, aguotique, missiles, etc. Les résines
thermodurcissables ne peuvent étre mises en formwne seule fois. En effet, apres
polymérisation par rapport a la chaleur en présefae catalyseur, ces résines conduisent a
une structure géométrique qui ne peut étre détoute par un apport important d’énergie
thermique. Ainsi, ces résines possedent des ptépriémécaniques et surtout
thermomécanique plus élevées. En plus des résiheemadurcissables, les résines
thermoplastiques dont la fabrication est nettennemins onéreuse, posseédent la propriété de
pouvoir étre mises en forme plusieurs fois par tfhges et refroidissements successifs. Ces
résines peuvent étre récupérées et facilement léssycParmi les avantages des résines
thermoplastiques, on peut citer le cycle courtat@i€ation, 'augmentation de la ténacité, et

la faible sensibilité a I'numidité.

L'analyse des composites stratifiés a renfortefikrest beaucoup plus complexe par
rapport aux matériaux conventionnels parce quecdesposites sont hétérogenes sur toute
I'épaisseur et généralement anisotropes. Les m@axérianisotropes présentent des
caractéristiques directionnelles et peuvent aingpoder des couplages de traction-
cisaillement, de membrane-flexion, membrane-torgbrde flexion-torsion dans l'analyse
(figure 1.3). Lorsque les stratifies sont empilés facon non symeétrique, le couplage

membrane-flexion-torsion doit étre pris en comgegl'analyse.

Figure 1.3Couplage générale dans le cas d’un stratifié quedre
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1.2 Matériaux auxétigue:

Les matériaux possédant un coefficient de Poiv négatif sont appelés les matérie
auxetiques. Le comportement auxétique se trouve s matériaux a partir des nive
moléculaires et microscopiques, jusqu’a I'écheléemscopique. Le terme auxwe vient du
mot grec « auxetos qui signifie «qui peut subir une augmentatisnAu lieu d'obtenir un
forme plus mince comme une bande élastique allgnigéenatériau auxétique gagne
volume avec une expansion latérale lorsqu'il est €igure 1.4. Toutes les grandes clas:
de matériaux (polyméres, composites, métaux etni§uees) peuvent exister sous for
auxeétique (figure 1.5). Typiguement, les proprigtécaniques (par exemple, la résistan
l'indentation et le module de cisaillement) ¢ inversement proportionnelle a—v?) ou (1 +
v). La limite négative de pour les matériaux isotropes et et les quantités (v ou (1 +
v) tendent vers zéro, conduisant a des amélioratians les propriétés mécaniques poul
matériaux auxétiques en comparaison avec les maxégonventionnel{4], [5], [6]. Le
coefficient de Poisson de la plupart des métausitae entre 0,25 et 0,! Le caoutchouc a un
coefficient de Poisson proche de 0,5, il est domsgue incompressible. Par exemple,
composites renforcés par des fibres de carbores gtolyméres microporeux peuvent avoil
similaires améliorations dans la résistance etpropriétés d'amortissement. L'idée est
transformer un matériau n-auxétique dans une forme auxétique tels que lesssesuol
matériaux cellulaires, ou utiliser de nouvelleshtéques dans l'architecture de nouve

matériaux composites (structures d d’abeilles et composites a renforts fibret

Matériaux auxétiques

i 1t o

Conventionnel Auxétique
Contraction transversale Expansion transversale

Figure 1.4Comportement en traction des matériaux auxétic
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Figure 1.5Echelles pour les matériaux auxétiqiiés

Des applications pour les matériaux avec des aberfitis de Poisson négatif peuvent

étre envisagees :

» sur la base du coefficient de Poisson ;

e sur la base de I'amélioration de la dureté, lalietgie, la résistance a la
déchirure qui ont été observé dans ces matériaux ;

» surla base des propriétés acoustiques assodi@esbaation de nervures dans le

matériau.

Le coefficient de Poisson influence la cinématigeedéformation par des moyens qui
peuvent étre utiles, et il influe sur la répartitides contraintes. Par exemple, les facteurs de
concentration de contrainte sont réduits dans ioegasituations, augmentés dans d’autres
situations, lorsque le coefficient de Poisson éggtif. Les matériaux avec des coefficients de
Poisson négatif peuvent quantitativement améli@r@erformance des applications telles que
les tapis de lutte et les noyaux pour panneauxvaahdD’autres applications potentielles ou
les matériaux avec un coefficient de Poisson négataient intéressants. Par exemple, les
mousses faites d’'un tel matériau se plieraient fdodement de sorte qu’elles se préteraient
beaucoup mieux a la fabrication de coques sandwigme forme de déme ou de coiffe

convexe.
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1.3 Analyse vibratoire des plaques composites

Beaucoup de méthodes analytiques et d'analyse ténutdisées pour étudier les
vibrations de plaques et coques. Dans ce type Wamales difficultés analytiques dans la
résolution des équations ont jusqu'a maintenantsaténontées que dans certains cas
particuliers, tandis que le cas général n'a parencecu un traitement satisfaisant.
L'approche par éléments finis s'est avéréee étrangihode puissante et largement applicable
pour l'analyse des problemes complexes de vibratmom lesquels des solutions analytiques
sont presque impossibles a trouver. Une variétéodweaux éléments finis ont été proposés
sur la base de difféerentes théories de structwmgtibns d'interpolation et procédures de
formulation afin d'obtenir une prédiction plus psécde la vibration libre de plaques et

coques.

Un certain nombre de théories existent dans krdittire pour l'analyse des structures
composites stratifiées. La théorie classique degtifsts selon Kirchhoff est basée sur
I'nypothese que les normales au plan médian nawrdée restent droites et normale au plan
médian déformée du stratifié, et donc la négligedes effets de cisaillement transverse
correspondant a été le point de départ a I'élaborate théories générales de plaques et
coques. Les hypothéses de la théorie classiquaisamnd & une augmentation de la rigidité de
la structure et donc une sous-estimation des déplacts et une estimation exagérée de leurs

fréquences naturelles.

Difféerentes études ont été menées pour détermimrptopriétés dynamiques des
composites stratifiés [8-18]. Whitney [8] considéaree théorie d'ordre supérieur, qui prend en
compte l'effet de cisaillement transverse (figui® £t les déformations d'inertie de rotation.
Son approche est une extension de théories dévdeggar Reissner [9] et Mindlin [10] pour
les plaques isotropes homogenes. Des solutiondesxant été obtenues dans le cas des

appuis simples, seulement.

Wu et Vinson [11] ont étudié I'effet des déformatiade cisaillement sur la fréquence
naturelle fondamentale de plaques composites aWiErethites conditions aux limites : des
bords encastrés, simplement appuyés, et combimasstees et simplement appuyés. Cette
solution a été fondée sur la méthode de Galerki@sefionctions considérées sont analogues a
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ceux de Warburton [12]. L'auteur a constaté quea poe plague constituée par des couches
composites hautement anisotropes avec des bordstetsx ou simplement appuyeés, I'effet
des déformations du cisaillement transverse esbiitapt pour les vibrations de petites et
larges amplitudes. En utilisant une autre approttearmon [13] a appliqué la méthode
Rayleigh-Ritz pour des plagues spécialement oudpes, soumises sur leurs quatre cotés a
des encastrements ou a des appuis simples, emeasglile cisaillement transverse, et les

déformations d'inertie de rotation.

T A

Théorie du premier ordre
™\ T« constant e

(réelle) dety,

N\
Représentation quadratique \
\
/
/

Figure 1.6 Approximations de la contrainte du cisaillemenigaerse : constante
(théorie du premier ordre) et quadratique (ordrgoétieur)

Bert [14] a présenté l'effet de la déformation dmailement sur les vibrations des
plaques rectangulaires stratifiées antisymétriques.formulation en déplacement de la
théorie prenant en compte la déformation de cesadint pour des plaques hétérogenes
proposée par Yang, Norris, et Stevsky [15] a étksée. Les résultats numériques sont
présentés montrant |'effet paramétrique du rapipogueur sur largeur, du rapport longueur
sur épaisseur, du nombre de couches et de l'afayierdation des plis. Il a été conclu que :
(a) l'effet de la déformation du cisaillement tnagrse relative sur la fréquence fondamentale

est supérieure pour les plaques équilibrées anéiigqnes que pour les plagues isotropes
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homogenes de mémes dimensions, et (b) I'effetmhoralongueur sur largeur de la plaque (a
/b) sur la fréquence fondamentale est plus pronpocé les plaques épaisses (faible rapport
a/h) que pour les plagues minces (ayant un grggbraa/h).

Bhimaraddi et Stevens [16] ont présenté une thédiedre supérieur pour les
vibrations libres de plaques rectangulaires ortipets, homogenes et stratifiées. La théorie
tient compte de linertie dans le plan, inertie rd@ation et les effets de déformation de
cisaillement. La méthode proposée utilise le ppgaaile Hamilton et considéere des variations
paraboliques pour les déformations de cisaillentesmisverse a travers I'épaisseur de la
plaque. Les principales conclusions étaient legasuiés : (a) I'épaisseur de la plague a un
effet plus prononcé sur le comportement des plaqaegosites que celui du comportement
des plaques isotropes ; (b) l'effet des déformatidn cisaillement transverse sont plus
prononcées dans les plaques composites stratifidfees ; et (c) les fréquences calculées par
la présente analyse sont plus proches des valgactes que celles calculées par la théorie de

la déformation de cisaillement.

Reddy [17] a présenté une théorie en couche é@mited discrétes (Layerwise Theory)
pour l'analyse des vibrations libres de plaqueatifes. Cette théorie est parmi les plus
élaborée dans laquelle les divers effets en trioiesions sont pris en compte. La théorie
classique de plaques stratifiées, la théorie difarmation de cisaillement de premier ordre
et la théorie de la déformation de cisaillementtrdésieme ordre ont été considérées. Les
équations de I'élasticité ont été résolues ensatili les variables d'état de I'espace et la
matrice de transfert. Des résultats ont égalentémlgtenus pour des stratifies symétriques et

antisymeétriques.

Whitney [18] a présenté des solutions pour lesueéges de vibrations des stratifiés
symétriques et non symétriques en adoptant laithéerflexion pour les plaques stratifiées
anisotropes développée par Yang, Norris, et Stejiskly Cette derniere théorie a considérée
la déformation de cisaillement et l'inertie de tiota de la méme maniére que dans la théorie
de Mindlin pour les plagues homogénes isotropess Ltésultats ont indiqué que la
déformation de cisaillement peut étre assez imptetpour les composites avec un rapport
cOte sur épaisseur aussi élevée que 20, et néglkgpaur des plaques isotropes homogenes

avec le méme rapport.

10
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1.4 Flambement des plagues composites

Le flambement de plaques rectangulaires a faijefatiiétudes depuis plus d'un siécle.

Des solutions exactes et approximatives pour degupk rectangulaires ont été trouvées. II
existe de nombreuses solutions exactes de plaguegsrisotropes élastiques linéaires ; qui
ont été traitées par Timoshenko [19]. Les propsiét#&caniques des matériaux composites
sont souvent estimés comme orthotropes. Le flambedes plaques orthotropes a fait I'objet
de nombreuses recherches dans le passé. Selom¥iakireick, et Will [20], le premier

traitement de la stabilité d'une plague orthotrapec un bord libre a été fait par Trayer en
1931. Une solution basée sur une méthode énergéticgié présenté pour la stabilité d'une

bride articulée élastiquement avec des propriétéstoopes.

Ashton et Waddoups [21] ont déterminé les chargdgques de flambement pour le cas
général de plaques anisotropes. En utilisant ldhodé&t approchée de Rayleigh-Ritz, ils ont
présenté des techniques de résolution pour la miigtgtion de la charge critique de
flambement de plagues rectangulaires stratifiéesornpes. Ashton et Whitney [22] ont
formulés des équations approximatives de la chdeglambement pour plaques stratifiées.
lIs ont traité le cas de stratifié spécialemenbairope comme étant équivalent a celui d’'une

plague orthotrope homogene.

Les solutions exactes des plaques orthotropes emgpit appuyées sur tous les bords
ont été obtenues et compilées par Whitney. BaogJeh Roberts [23] ont utilisé la méthode
des éléments finis pour la détermination de la gdhasritigue de flambement de plagues
orthotropes rectangulaires. lls ont constaté, pesiplagues simplement appuyées sur tous les
cotés, que les résultats obtenues sont presquermus avec les solutions exactes. Veres et
Kollar [24] ont présentés sous forme de formulegraximatives pour le calcul des plagues
orthotropes rectangulaires avec des bords encastfmds simplement appuyeés. lls ont utilisé
ces formules et la méthode des éléments finis ddifes comparer aux solutions exactes
obtenues par Whitney, ils ont trouvés que les féesigurestiment la charge de flambement

avec des valeurs qui peuvent aller jusqu’a 8%.

Khdeir [25] a étudié la stabilité de plaques dfigss équilibrées antisymétriques.

Khdeir a utilisé une solution généralisée de tymey pour la détermination des charges

11
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critiqgues de flambement de plagues de forme reatairg. Il a montré l'influere du nombre
de couches, l'orientation des plis du stratifiéleetype de conditions aux limites sur
comportement au flambement des plaques compo€§itesjue couche a été considérée
former par le méme matériau orthotrope. Les plagueés a aneysé avaient deux bort
chargés simplement appuyés et différentes conditaunx limites pour les autres bor
Khdeir a constaté que, pour la condition au lintiibee-libre, libresimplement appuyée

libre-encastrée des bords non chargeés, la chargdambement uniaxiale adimensionne
diminue & mesure que l'orientation de l'angle audenet cela quel que soit le nombre

couches.

Pandey et Sherbourne [26] ont utilisé des méthédesgétiques afin de présenter |
formulation générale pour le flarement de plaques composites stratifiees rectaingsi
équilibrées symétrigues soumises a des forcesiatéaxde compression variant linéairem
Les plaques ont été soumises a quatre combinadiffésentes de conditions aux limit
simples et fixesLes stratifiés contenaient 3, 9 ou un nombre infi@icouches. Le nomb
infini de couches représente le cas du stratifiéciggement orthotrope. La séquel
d'empilement stratifié éta(-6/+6/-0...) ou l'angle,0 varié de 0 a 90 degrés par pas de
degés. Les résultats ont montré g0 = 45 degrés est l'angle optimum des fibres pou
stratifies avec bords chargés et simplement appsgés une large gamme de gradient:

contraintes.

1st Mode 2nd Mode

3rd Mode 4th Mode

Figure 1.7 Modes de flambement d’une plaque composite rectaingt

12
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Chen [27] a utilisé des méthodes énergétiques gét@rminer le changement de mode
de flambement de stratifiés équilibrés antisyméggy Chen a évalué numériquement les
effets de I'angle d’orientation des plis, du rappangueur sur épaisseur, du rapport longueur
sur largeur, du rapport des modules et des conditaux limites sur les changements de
modes de flambage (figure 1.7). Chen présente é&nghene de cuspides en raison du
changement dans le mode de flambage (de m = 1 2 noagm est le nombre de demi-ondes
dans la directiorx), négligé par Khdeir. Chen a noté que ce changemenmode de
flambement se produit toujours pour plagues sitéasf soumises a des combinaisons d’appuis
simplement appuyés ou d’appuis encastrés sur wmiscdtés. Le mode de flambement,
cependant, ne change pas pour les conditions mite$ avec I'un des bords libre.

1.5 Vibration des structures chargées dans leurs quhs

Dans un contexte d'ingénierie, nous avons généesiendes connaissances
considérables sur les équations de la physiqugauiernent le comportement des systemes
de structures. Nous sommes en mesure de testgisieme a la fois analytiquement et dans
les laboratoires, et on a donc une bien meillehence d'évaluer la robustesse d'un systeme,
en particulier sa tendance a la ruine. Cependa, cifconstances imprévues surviennent
coincidant avec des négligences dans la prédiclionomportement des structures comme
cela était le cas pour la catastrophe du pont susp&acoma. Mais beaucoup d'autres ponts
et batiments se sont effondrés, les ailes d'avidntendance a flotter, les navires chavirent
parfois, les rails d'un chemin de fer flambe de genen temps, des circuits électriques
présentent sporadiquement des informations norrédséssiet des pieces de machines sont
sujettes a la fatigue. Ce que la plupart de cem®s ont en commun, c'est gqu'ils étaient
soumis a des influences externes imprévues avgedbsils ne pouvaient pas faire face.

Comprendre le flambement et les vibrations de<ttres sous compression axiale est
d'une trés grande importance pour les ingénieurstrdetures et de l'aérospatiale. Quelques
exemples pratiques de structures dans lesqueieshbrges axiales et la dynamique peuvent

étre envisagées sont présentés dans la figure (1.8)

13
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Figure 1.8Exemples de structures soumises a la vibrationdetsacharges axiales

Souvent, les plaques et les panneaux sont soudés &harges dans leur plan. Leurs
caractéristiques dynamiques sont influencées deléneanifférente de celles des poutres
chargées axialement. Ainsi, beaucoup de cherchsrsont intéressés a l'interaction des
forces dans le plan et la réponse dynamique [28t33% premiére analyse par éléments finis
de plaques chargées axialement a été rapportéAnolarsonet al. [34]. lls ont montré la
réduction des fréquences naturelles en fonctiola dbarge axiale, et le tableau (1.1) montre
un sous-ensemble de leurs résultats pour une plaguee simplement appuyée sous
chargement uniaxial.

14
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Tableau 1.1 Variation de la fréequence fondamentale en fonctieha charge axiale

Charge (% de la charge critique) La fréquence fondamentale

— 200 34.150
—100 27.811
- 50 24.048
0 19.596
40 15.139
80 8.661
90 6.046
95 3.705
99 1.410

Cette analyse a utilisé 128 éléments triangulaia@s conformes. Le coefficient de la
fréquence naturelle fondamentale a zéro chargdeags 19.596, et la charge critique (a la
fréquence zéro) est 3.97. Ces deux valeurs sanptaehes des valeurs analytiques qui sont

19.739 et 4 respectivement.

1.6 Objectifs de la these

Les ouvertures et les trous sont une partie intdgrele presque tous les éléments de
structure y compris les plaques composites s#atifPour diverses raisons pratiques, nous
avons toujours besoin d’avoir des ouvertures dassstructures. Les trous servent comme
orifices d’accés pour les systemes mécaniques eetrigues tels que le passage de fils
électriques, conduites hydrauliques, etc. Parfitgsnombreux concepteurs utilisent juste des
ouvertures de formes et de taille variées pouotdrdle de la qualité, la réduction du poids
des structures et également pour modifier les B@gess naturelles de structures afin d’assurer
leur sécurité en cas de vibrations dangereusestrbes dans les éléments de structure tels
que les plagues ont tendance a changer leurs éastiques dynamiques dans une certaine
mesure. Ce changement est évident lorsque la @teuast exposée a des vibrations

importantes. Car ces ouvertures peuvent conduigeraine sous contraintes basses et aussi

15
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parfois en raison de résonance indésirable. lldest plus que nécessaire de prédire les
fréquences de résonance de ces structures avec lttétendue des applications pratiques des
trous dans les plagues nécessite une meilleurerébpsion de leur comportement vis-a-vis

de la vibration et la stabilité.

D’aprés cette revue de littérature, il est évidame les études sur les caractéristiques
statiques et dynamiques des plaques compositegénnh champ actif pour divers chercheurs
du monde entier. Des travaux portant sur la r@sistales caractéristiques vibratoires et le
phénomene de flambage ont été réalisés par de pamlmhercheurs et sont toujours en
cours. On peut noter a partir de ces études quaulzart des travaux effectués sur des
composites stratifiés sont principalement analgsgjuDes modeles d'éléments finis ont
eégalement éteé utilisés dans ce cas a l'aide desdd&ments pour la conception du composite

et la détermination de ses valeurs caractéristiques

Compte tenu de ce qui précede, les objectifs deaeail sont les suivants :

* Faire une étude comparative entre les théorieytmats CLT — FSDT) et la
meéthode des éléments finis (logickisy3. L'étude concerne le flambement et
la vibration des plaques stratifiées orthotropegptément appuyées.

» La prédiction, de maniéere analytique et numérigiwecomportement auxetique
des stratifiés symétriquesths.

e Etude du comportement vibratoire des plaques fiegi avec un coefficient de
Poisson négatif a travers I'épaisseur.

» Etude de l'effet de la présence de trous rectaimgslaur la réponse vibratoire
de plagues composites stratifiées symétriques utakes sont soumises a des

charges de compression dans leur plan.

1.7 Plan de la these

Notre travail est divisé en cing chapitres, dansréamier, on y trouve plusieurs parties
d’intéressement général, il est question de présdes fondements et les caractéristiques des
matériaux composites, leurs difféerentes formes,particulier celle des stratifiés a fibres

unidirectionnelles, les comportements des plagtrasif@es vis-a-vis des vibrations libres et
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du flambement, la vibration des structures chargkes leurs plan et la problématique du
comportement des plaques stratifiés avec ouverturessecond chapitre est purement
théorique, il contient un rappel du comportementcangue des matériaux composites
stratifies, de la théorie classique des stratifidsT et la théorie de la déformation de
cisaillement de premier ordieSDT ainsi que la théorie de la déformation de cisaidat
d’ordre supérieuHSDT. Le troisiéeme chapitre est consacré a la vibration et au flandrgm
des Plagues Composites Stratifieés orthotropes detothéorieCLT et FSDT, a I'analyse et
modélisation des composites par éléments finisweteaétude comparative entre ces théories
analytiques et la méthode des éléments finigjuarieme chapitre est réservé a la prédiction
du comportement auxétique des stratifies symétsidu@],s et a la vibration des plaques
stratifiees avec un coefficient de Poisson négativers I'épaisseur. La@nquiéme chapitre
traite I'étude de l'effet de la présence de troetangulaires sur la réponse vibratoire de
plagues composites stratifiées symétriques lorbgsi'esont soumises a des charges de

compression dans leur plan. Le travail s’achevealparconclusions et recommandations.
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Chapitre 2

Comportement Mécanique des Matériaux Composites

Stratifiés

2.1 Introduction

Un stratifié est un ensemble de feuillets ou pipies de maniére a obtenir une rigidité
et une épaisseur requises pour la structure. b#ifetrcomposé de fibres unidirectionnelles
peut étre empilé de sorte que les fibres de chadjusont orientées dans des directions
identiqgues ou différentes. Le choix des séquencempmilement des couches dépendra
essentiellement de l'utilisation du matériau conifgo@igure 2.1), en I'adaptant au mieux au

champ des contraintes imposé, par exemple :

» Les couches unidirectionnelles ont une bonne e¥gista la traction ;

» Les stratifiés avec fibres orientés a 30° ou 4bivpat résister aux efforts tranchants ;

* Les stratifications croisés seront sensibles aandiélage interlaminaire ;

* Une stratification avec au moins trois directiomsfihres sera nécessaire pour avoir
une pseudo-isotropie dans le plan du stratifié ;

* Une stratification symétrique garantira généraleémere bonne planéité du stratifié

aprés demoulage.

2.2 Equations constitutive de la monocouche

2.2.1 Caractéristiques mécaniques et modules d’étecsté

La détermination des modules d’élasticité d’'un cosife unidirectionnel consiste a
rechercher les expressions de ces modules endara#is modules d’élasticité de la matrice
et des fibresK,, Es), fraction volumique de la matrice et de fibr¥s,(Vs), les coefficients de
Poisson ¥, vs), longueur des fibres, etc. La résolution de @abléme n’est pas simple et la

solution n’est pas unique. Néanmoins, il existe approche simplifiee du comportement
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mécanique de la cellule élémentaire du matériauf@uinie des expressions pratiques des

modules.

FFiIdiddF I id B=0"

V)%

Figure 2.1 Stratifié avec différentes orientations de fibj25]

2.2.1.1 Module d’Young longitudinal, E

Le module d’Young longitudinal est déterminé damsessai de traction longitudinal
(figure 2.2). L’hypothése simplificatrice est depposer une déformation uniforme dans la

fibre et dans la matrice. Cette hypothése condiaittéarmule suivante :
E=EV, +EV, (21

2.2.1.2 Module d’Young transversal,;E

Le module d’Young transversal est déterminé dansgssai de traction transversale
(figure 2.3). Dans cet essai, on suppose que l&raiote transversale est la méme dans la

fibre et dans la matrice. Cette hypothése condiaitf@armule suivante :

i BVt BV
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Comparé aux données expérimentales, le module wip@nl’équation (2.2) n’est pas

trop précis et il est généralement considéré commmadimite inferieure.

2
01 i 70-1
matrice
<«—| fibre > >
1
<+—1 matrice —>
Figure 2.2 Essai de traction longitudinale
2
A
N O I
matrice
fibre >
1
matrice
I A

Figure 2.3 Essai de traction transversale

2.2.1.3 Coefficient de Poisson longitudinad,,

Le coefficient de Poisson longitudinal est déteénidans un essai de traction
longitudinal. En utilisant I'approche du comportarhenécanique du matériau, le coefficient

de Poisson dans le plan est donné par la formularse :

Vi, =V.V, +v .V (2.3
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2.2.1.4 Module de cisaillement longitudinal,;&

Le module de cisaillement longitudinal est déteéndans un essai de cisaillement
longitudinal (figure 2.4). Pour déterminer ce majul’approche de la mécanique des
matériaux considere que les contraintes en cigalie dans la fibre et dans la matrice sont

égales. Cette hypothése conduit a la formule stevan

— Gf Gm
v vam + Gme

(2.4)

—> —> > —> —>

T l matrice TT
fibre %

matrice T

— e

Figure 2.4 Essai de cisaillement longitudinal

2.2.2 Loi de Hooke Généralisée

La loi de Hooke généralisée pour un matériau amipet sous des conditions

isothermiques est donnée suivant 'une des deumdsr.
g =C.e¢ (2.5)

/g

£=50, (2.6)
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ou oj et g; sont composantes de la contrainte et de la défmmalans le systeme des

coordonnées du matériau (1, 2, Gj. et §; sont les coefficients de rigidité et de souplesse

respectivement. Sous forme matricielle et explioiteaura :

{a} =[Cl{¢}

Jl
0-2
0-3
0-4 C41 C42 C43 C44 C45 C46 . 84
0-5
06

= DZ
CSl C52 C53 54 CSS C56 5
L C61 C62 C63 C64 C65 C66_ ‘96
La forme inverse de la loi de Hooke généraliséa ser
(e} =[s}{o}
& S %2 % 2 B % |S
& S1 0% S5 % 35 3 |9
Sl_|S1 S 3 3 B |0
"= . gp
‘94 S41 s42 313 %4 %5 %6 04
€5 S1 S % % $5 %6 |0
0-6

&g 1 S w0 B B

) - 2]

Les matrices C et S sont appelées respectivemeaticende rigidité et matrice de souplesse

du matériau.

La relation entre la matrice de rigidité et la nwade souplesse est donnée par :

c=S" (2.9)
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Dans le cas le plus général, la matrice de rigiditda matrice de souplesse sont
déterminées chacune par 21 constantes indépend@#tesas correspond a un matériau ne
possédant aucune propriété de symétrie. Un tel rrmat@st appelé matériau triclinique.
Lorsqu’'un matériau possede un ou plusieurs plansydeétrie matérielle, le nombre de
constantes d’élasticité indépendantes peut étreitrdelour les matériaux qui possedent un
seul plan de symétrie, appelés matériaux monocigsg il n'y a que 13 parametres
indépendants, et pour les matériaux avec troissplansymétrie perpendiculaires deux a deux,

appelés matériaux orthotropes, le nombre des pamsmdu matériau est ramené a 9 dans les
cas tridimensionnels.

Pour un matériau orthotrope les matrices de rigieitde souplesse s’écrivent sous la forme :

C, C, C, 0 0 O
C, Cb, Cba 0O 0 O
C, C, C, 0O 0 O 2.10)
o 0 0C, O O
0O 0 0 0 C, O
(0 0 0 0 0 Cg
'S, § $ 0 0 O]
S: S, $ 0 0 0
0 0 O
S, S S o1
o 0 0S, 0 O
0O 0 0 0§, O
(0 0 0 0 0 S

Le comportement élastique d’'un matériau compositeotrope peut étre décrit par les 9
modules indépendants :

e 3 modules d'Young E,, Ep, Es (E, Et, ET)

e 3 coefficients de Poissorviy, viz, vz (ViT, Vit VTT)

« 3 modules de cisaillement$i,, Gis, Gz (G, G, Gr1)
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Les constantes de rigidité et de souplesse s@¥ &é6x modules d’élasticité par les relations
suivantes :

Constantes de souplesse

Sn:E Szz_éz §3___é13
1 Vs 1
= =--= = 2.12
S F BT =g (212)
_ 1 1 -1
S = G, Ss G. 36 G,
Constantes de rigidité
— 1-vys C.= ViptVs¥ s C.= VstV ¥ »
11 12 13
E,EA EEA E EA
1-vy V.tV 1-v,Vv
C22 - 13" 31 C23: 23 21/ 13 C33: 127 21 (213)
E,EA EEA E EA
C:44 = G23 C:55: G13 CGG = G12

Avec

A:]-_V12V21_V2§/32_V3Y Y H Y,
EEE,

2.2.3 Comportement du composite en-dehors de sesa principaux

On a défini le comportement élastique d’'un matédannposite unidirectionnel exprimé dans
les directions principales : un axe suivant laaion des fibres, les autres étant orthogonaux.
Cependant, on sait que les stratifiées sont élabmmé couches successives dont la direction
des fibres est différente d’'une couche a l'autmurRaire I'étude du comportement élastique
de tels stratifiés, il est nécessaire de prendrsysteme d’axes de référence pour 'ensemble
du stratifié, et de rapporter le comportement &ast de chaque couche a ce systeme de
référence. On considére donc (figure 2.5) une odudb matériau unidirectionnel de
directions principales (1,2,3) =( Y2, z), le plan (1,2) étant confondu avec le plan de la
couche, et la direction 1 confondue avec la dioectiles fibres. Le but est d'établir les
propriétés élastiques de la couche, en les exptidans le systéme d'axes de référence
(1',2',3) = &, y, 2 du stratifié, la direction des fibres fait un @ avec la direction 1'.

24



Chapitre Il — Comportement Mécanique des Matéri@armposites

Z2=X3

X2

LI

Figure 2.5 Axes principaux et Axes de références d’'une codelstratifi€[35]

Les matrices de rigidit€' et de soupless®, exprimées dans le systeme de référence, sont
obtenues en appliquant aux matrices de rigiditéleetsouplesse&C et S les relations de

changement de base suivantes :

(2.14)

et

(2.15)

T, et T, sont les matrices de changement de base des intedraet des déformations

respectivement, données par :

cos 8 sifd§ 0 0 0 2sifl ca |
sin® @ cosé 0 O 0 - 2sif cd@
T, = 0 0 1 0 0 0 (2.16)
0 0 0 co¥ - si? 0
0 0 0 sind co¥ 0
| -sinfcoy) si®cod 0 O 0 cbe- sid
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cos 6 sif@ 0 0 0 si# ca@ |
sin® @ cosd 0 O 0 - si@ cad
Te = 0 0 1 0 O 0 (2.17)
0 0 0 co¥ - si¥ 0
0 0 0 sind co¥ 0
| —2sindco® 2si co8 O O 0 co8- $if

Apres le triple produit matriciel, les matric€setS' s’écrivent sous la forme :

R: R, R, 0 0 R
R; R, R; 0 0 R
Re Rs R 0 0 R

Re Rs Re 0 0 R

avec

R =G ou$

2.2.4 Equations d’élasticité pour I'état de contrates planes

En général, les composites stratifiés sont typicerenminces et impliquent un état de
contraintes planes. Ce dernier est un état pagicde contraintes a deux dimensions, pour
lequel les composantes du tenseur des contraiotesrelépendantes de la coordongéEn
conséquence, les relations établies dans le casajése simplifient. La matrice de rigidité

réduite, exprimée dans les axes principaux, est@opar :

Q. Q. 0O
Q=|Q, Q, O (2.18)
0 0 Qg
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avec

EL

Q11 1
VitV
E E

Q22 1 - E Q11
VitV L

Vit ET —

le - 1 =Vt sz
VitV

Q66 = GLT

La matrice de rigidité réduite hors axes principaakdonnée par :

Qll (_?12 (_216
Q=1Q, Q, Q (2.19)
616 (_226 (_266

Les composantes de la matrice s’écrivent :

Qu=Qucos 8+ Q,sif 0+ ZQ,+ X)) sifd coP

Q. =(Q,* Q,~4Qy)si 6 cod 8+ Q cokd+ sify)

Qs = (Qu- Qu—2Qy) sind co+( Q- Qut 2Q,) siNG cos
Q,, = Q,sin* 8+ 2(Q,+ 2Q,) sirf 6 codb+ Q,, cdY

Qs =(Q1,~ Q,—2Qyy) sin’ 8 coF +( Q- Q,, +2Q,) Sind cos &
Qs =[ Qu+ Qu=2( Qu+ Q) |sir? 8 cod 6+ Qf cobd+ sity)

Les relations entre contraintes et déformationprimées dans le repére global, sont données

sous la forme matricielle par :

Q

XX ?11 (:212 (:316 Exx
Ty 5| Quz Qo Q| &y (2.20)
Xy Q16 Q26 Q66 y Xy

Q

2.3 Théories et modeles de structures multicouches

Les théories utilisées pour I'étude des structucemposites multicouches sont
essentiellement divisées en deux catégories :
» théorie en couche équivalente unique (Equivalemgl8iLayer Theory) ;

» théorie en couche équivalentes discretes (Layerfigery).
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La premiere catégorie inclue Tdéorie Classique des Stratifi@SLT), la Théorie de la
Déformation de Cisaillement de Premier-OrdiieSDT), laThéorie de la Déformation de
Cisaillement d’Ordre Supérie{(HSDT) et d’autres théories. La deuxiéme catéguriaporte
la Théorie en Couches Indépendanf@€l) et laThéorie de Couches Dépendan{@€D).
On peut citer les publications de Berthelot (19@2)Reddy (1997) qui présentent ces

différentes théories.

Selon Reddy, si le but de I'étude est la déternonatle la réponse globale de la
structure composite, telles que les déflexionsygdm critiques de flambage, fréquences et
modes propres, I'étude peut étre réalisée de nea®sez précise en utilisant les théories en
couche équivalente unique (CLT, FSDT, HSDT...). Rarte, lorsque le but de I'étude est
associé aux reponses locales, tels que lidentificades zones les plus critigues selon
I'épaisseur du stratifié, ou la localisation dese®d’'incidence probable d’endommagement,

on recommande I'emploi de théories en couches atgrites discretes (TCI, TCD...).

2.3.1 Théorie Classique des Stratifiés (CLT)

La Théorie Classique des Stratifiesst basée sur les hypothéses cinématiques de
Kirchhoff-Love employées pour I'étude de structures du typeysaet coque courbe.
D’aprés cette théorie, une ligne droite et perpanidire a la surface moyenne indéformée de
la structure, reste droite et perpendiculaire éecmirface, ne changeant pas sa forme dans la

direction de I'épaisseur, c’est-a-dire, elle rasxtensible dans cette direction (figure 2.6).

Dans la théorie CLT les effets de déformationsailesillements transversaux4etyy,)
et la déformation normale transversale,)( ne sont pas considérés. Les hypothéses

supplémentaires sont :

les plis sont parfaitement liés les uns aux aytres
les déplacements selon les plis sont continus ;
le matériau de chaque pli présente un comporteéiastique ;

le stratifié est considéré comme mince ;

ok~ 0N PE

les déformations, les déplacements et les rotatonspetits.
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Figure 2.6 Cinématique de Kirchhoff-Loy85]

Le champ de déplacements de la théGtid est donné par I'expression suivante :

u(x vz 9=y(xy}- zg( x y)
vix vz 9=y(x y}- 29 ( x y)t (2.21)
wx y,)=w(xyd

ol (X, Y, 2 sont les déplacements cartésiefs,y,0) est le plan moyen indéformé, t est le
temps,u(x y, z ) et x y, z ) sont, respectivement, les déplacements selon testidns
des axex ety, W(X, A t) est déplacement transversal selon la directioriépaikseurz du

stratifié, u,, v, etw, sont, respectivement, les déplacements d’un mhtéaies la surface de

référence, ety, ,=dw,/dx et w,, =0 w,/d ysont, respectivement, les rotations autoux dty.

Cette théorie exige la continuité du champ des abé&phents, qui doivent étre
représentés par des fonctioB§ c'est-a-dire des fonctions avec dérivées consin@ir le
plan des solutions analytiques, ce fait n'est pesrictif ; toutefois, dans le cadre des
formulations numériques par éléments finis, la falation des fonctions d’interpolation dans

I'espaceC’ est beaucoup plus contraignante par rapport @cafipartenant a I'espace
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En raison de I'hypothése de déplacements linéategenant compte du fait que les
déformations de cisaillement transverse (CT) ne pas prises en compte, la précision de la

théorieCLT n’est adéquate que dans I'étude des structuresesiin

2.3.2 Theéorie de la Déformation de Cisaillement deéremier Ordre (FSDT)

Les modéles élaborés selon la thé&&DT, sont basés sur les hypotheses adoptées
dans la théorie des plaques d&ndlin-Reissner selon lesquelles une ligne droite et
perpendiculaire au plan moyen d'une couche queloengreste droite mais pas
nécessairement normale a ce plan de référence lapd&sormation de la structure (Figure

2.7). Le champ de déformations de la théB&®Test défini selon :

u(x v, z9=y(x y}+ @ x yh
vix vizd=y(x y}+ g( xy) (2.22)
w(x v, t)=w(xy)

ou ¢, etg, indiquent respectivement les rotations autouradesy et x.

0, dwg

e & o,

Figure 2.7 Cinématique de Mindlin-Reissn&s]
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La théorie FSDT suppose que les contraintes de cisaillement teasaV 6y, oy,)

varient de facon linéaire selon I'épaisseur dutiftgaPour qu’il ait 'accord de leurs valeurs
maximales avec les situations réelles (caracté&ripée des distributions paraboliques selon
I'épaisseur du stratifi€), il est nécessaire dbdtrire des facteurs de correction de
cisaillement. Cette théorie a besoin de fonctigsasenant a I'espad@® et peut étre utilisée
pour la modélisation des structures minces et némdént épaisses. D’ailleurs, la théorie
FSDT est considérée comme celle qui fournie la meiltelation entre capacité de prévision

et colt de calcul numérique pour une large gammeptication industrielles.

La théorie FSDT est également assez précise numériquement pouimmia®n de
diverses réponses obtenues dans le domaine dectamecanique, telles que les déflexions,
les fréquences et modes propres et charges cstdgilambage. Toutefois, celle-ci n’est pas
assez précise dans la prédiction numérique desdnégs et modes propres d’ordre élevé, et

dans la distribution de contraintes selon I'épaisskel stratifié.

2.3.3 Theéorie de la Déformation de Cisaillement @rdre Supérieur (HSDT)

Plusieurs auteurs ont proposé des théories pl®réles pour franchir les limites des
théoriesCLT et FSDT, parmi lesquelles on a la théorie des déformatimscisaillement
d’ordre supérieurHSDT. Celle-ci adopte une variation cubique pour le nchades
déplacements au long de I'épaisseur du stratifemsDcette théorie, il n'est pas nécessaire
d’introduire les facteurs de correction de cisaiémt, car la distribution des déformations de
CT ont la forme parabolique le long de I'épaisseuqutest similaire a la condition réelle
prévue par la théorie de I'élasticité tridimensiela

Le champ des déplacements de la thddB8®T, avec une expansion dans les termes de
troisieme ordre pour les déplacements\) et de deuxieme ordre pouw)( s’écrit comme

suit ;

u(x vz 9= y(x y)+ a( x v+ 2 x )t ‘g xy
vixvizd=y(xy}+ g( xy) 2,( x )t g, x (2.23)

wixy.)=w(xy)+ z( xyx+ @,( xyt
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ou les fonctionsy,, ¢,, ¢,, ¢, etg, sont dépendantes des coordonnées et considérees

comme rotations d’ordre supérieur qui décrivendééormation d’'une ligne normale au plan
moyen de référence. Selon cette théorie, apréséftardation de la structure, la ligne ne reste

pas droite et peut présenter un gauchissement.

L’introduction de ces variables supplémentaires sdén théorieHSDT augmente
clairement le colt de calcul numériqgue par rappaux autres théories présentées
préalablement. Ainsi, d’autres formulations ont @é&eloppées, tel que la theoHSDT de

reddy. Selon celle-ci, les fonctiong, et¢/, intervenant dans I'équation (2.23) sont adoptées
nulles. Par contre les fonctiong, ¢, , ¢, ety ne sont pas arbitraires, et doivent assurer

que les contraintes de cisaillement transversahsikent, sur les faces inférieure et supérieure

de la structure composite modélisée. Alors I'exgias (2.23) devient :

u(xv,z9=y(x yj+ g( xy)+ ﬁ(—%zj(q)ﬁ%j

i RN
Wxnzd=u(xy)e (ke o) @20 @24

w(x v, )= v (% %}

De toutes les théories en couche équivalente uritfie la théorieFSDT semble
apporter le meilleur compromis entre précision desblution, économie et simplicité.
Cependant, les model€sSL ont des restrictions qui les empéchent d’étrasatls pour la
résolution de la gamme entiere des problemes depasites stratifiés. En effet, la précision
de la réponse global fournie par les modd&d. se détériore au fur et a mesure que le

stratifié devient plus épais.

D’autre part, les modeldsSLsont souvent incapables de décrire avec prédigitat de
contrainte et de déformation au niveau du pli peogdbs zones de discontinuité géométriques
et matérielles ou proche de régions avec des dmamfs tres intenses. Dans de tels cas, les
théories tridimensionnelles ou I'approcHeayerwise Theorysont nécessaires pour la
résolution de ces problémes.
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2.4 Théorie des plaques selon le moddl&. T

Une plague est un solide tridimensionnel dont ums dimensions, appelée «
épaisseur», est petite par rapport aux autres gdioe caractéristiques. Ce solide particulier
comporte généralement un plan de symétrie ) (planOxy) (Figure 2.8) appelé « surface
de référence » ou « surface moyenne » de la pldcuethéorie classique des plaques
stratifieesCLPT adopte les hypotheses de Kirchhoff. La conditienla section droite qui
reste plane et inextensible aprés déformation gqsivélente a ignorer les déformations de
cisaillement transverse CT ainsi que la déformatiormale transversale. IGLPT considere,

en plus, que les contraintes normales a la sudaa&férenced) sont négligeables dans le

volume de la plaque par rapport aux autres compesan

3

|E‘;fer/\< 0
number .f i \]I
l1 { 7
k -
Ihﬁ._,]’%
middkeﬁ -------------------------------------------
pane 1’2 i Fiy
J=3 - |
_— -

Figure 2.8 Géométrie d'un stratifié a n pl{86]

2.4.1 Variation des contraintes et des déformatiadans un stratifié

Selon les hypothéses de Kirchhoff, le champ deladéments s’écrit :

u(x v, 2=y( % y- Zaa%( XY
v(xyd=¥(x y- £ xy (2.25)

w(x y)=w(x Y
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Les rotations de la section suivant les axebty s’écrivent :

_ 0w,

wx(x’ Y)— ZaX
ow,
%(X,y):‘za—;

Le champ des déformations est donné par :

.
09X
[
yy ay
£,=0
, _u, v
Y9y ax
Ve =V, =0

La combinaison des équations (2.25) et (2.27) cio@du

. :%_Zazwo
“oax o oX
v, _0°w,
£,=—2-2
ooy oy

ou, v, 0% w,

—_ 0 0 _
yxy — t—— -2z

9y Ox 9y

L’équation (2.28) peut étre écrite sous la forme :

0
& Exx K

XX X

— 0
Eyy = Eyy +ZKy

y Xy y>(<)y KXY

ou les déformations du plan moyen sont :

48)

(2.27)

(2.28)

(2.29)
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_ o, _
go ox
o || av,
£ 1=l = (2.30)
y %
U0y, 0%
| dy  OX |

et les courbures du plan moyen sont :

0w,
2
|
K, |=| 520 @)3
oy
ny 5
50w,
2y |

En substituant I'équation (2.20), qui traduit laisdon des déformations a travers I'épaisseur
du stratifié, dans I'équation (2.29), les contraimtlans la coucHepeuvent étre exprimées en
fonction des déformations de la couche de référedes courbures du stratifié et de la
coordonnée par la relation suivante :

— — — 0
Uxx Qll QlZ Q16 gXX K X
1A ~ A 0
Oy | = 912 922 926 Ey|T 4K, (2.32)
ny K Ql6 Q26 Q66 K y)?y K Xy

La matrice de rigidité réduite, varie d'une couche a l'autre, il en résulte done un

discontinuité du champ des contraintes entre caushecessives du stratifié.

2.4.2 Résultantes des forces et moments dans urasfié

Les résultantes des forces et moments qui agissentun stratifié sont obtenues par
intégration des composantes de contrainte a tréepesseur.

35



Chapitre Il — Comportement Mécanique des Matéri@armposites

2.4.2.1 Résultantes en membranes

Les résultantes en membrane sont définies par :

N, /2 T
N(xY)=| N |=[, |o, |d (2.33)
ny ny

Ny, Ny et Ny, sont les résultantes, par unité de longueur, cdes¢raintes normales et de

cisaillement dans le plam,(y). Elles sont schématisées sur la figure (2.9).

Figure 2.9 Schématisation des résultantes en membjaie

La discontinuité des contraintes d’'une couche at#aconduit a réécrire la relation (2.33)

sous la forme :

N g
_ X _ n h( XX )
N(xy)=| N, —k:I'[hH g, | dz (2.34)
N,, T,
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2.4.2.2 Résultantes en cisaillement

Similairement les résultantes en cisaillement géfinies par :

o g |-E0 |7 @

k=1 z

Les résultantes en cisaillement sont définies paire ude longueur du stratifié, elles sont

schématisées sur la figure (2.10).

Figure 2.10Schématisation des résultantes en cisaillerj&sjt

2.4.2.3 Moments de flexion et de torsion

Les moments de flexion et de torsion agissantsis@ément du stratifié sont définis par :

MX n XX
M(xy)=| M, =ZJ‘:‘_1 g, | dz (2.36)
Mxy k=1

XY _k

My etMy sont les moments de flexiony, le moment de torsion.
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Figure 2.11Schématisation des moments de flexion et de tc[36]

2.4.3 Rigidité d'un stratifié

En remplacant I'équation (2.32) dans I'équat(2.34), les résultantes en membrane

exprimées en fonction des déformations du plan meyeles courbures j :

— = = 0
Nx n 911 9.2 916 k EXX Kk Kx
N, (=X Q, Q. Q| || & |dz+ [|«, |zd (2.37)
k=1| = = = _ _
ny Q16 Qze Qee K - yfy “ Ky

Similairement, en remplacant I'équation (2.32) dégguation (2.36), les momts sont

exprimées en fonction des déformations du plan meyeles courbures | :

0

Mx n (:?11 (:?12 (__?16 k gXX Kk Kx

M, [=201Q, Qu Qul| [|&) |20z ||, |Zd (2.38)
k=1| = ~ = — _

Mxy Qs Q Qe K - y)?y - Ky
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Les déformations du plan moyen et les courburesoné pas fonction de on peut les faire

sortir sous le signe de I'intégrale et les équati@37) e(2.38) peuvent étre écrites comme :

0
Nol 1A A Agl| x| | Bu B, Byl A
Ny =] As A Al € Sy 1 B, B, By K, (2.39)
N,y As As Ao yfy Be Bs Bl « Xy

0
M, B. B. Byl & Dy Di, Dyl A
M, |=| B, B, Byl &, |*| D Dy Dyl &, (2.40)
M Xy Bs By Bg oy Dis Dy Deg| & Xy

ou

n

=130, (1)

k=1

=

D; =:_:;k2:,(6ij )k(lﬂk3 - rf—l)

La matriceA est la matrice de rigidité en membraBegst la matrice de rigidité en flexion et

B la matrice de couplage membrane-flexion-torsion.

2.4.4 Equation du comportement mécanique d’un sttiié

L’équation constitutive d’'une plaque stratifiée Bre les résultantes et moments en

fonction des déformations en membrane et des coesblia forme matricielle est donnée

par :
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[ N, | _Ail A, As By By BlG_ g)?x
N, | A, A, A B, By, Byl &y
ny - As As As Bis By Bg Xy (2.41)
M, B, B, Bg Dy Dj, Dy K,
My BlZ Bzz Bze D12 D22 D26 K,
_Mxy_ _Bl6 B Bss Dis Dy De@ Ky

ou sous forme contractée

s ol

Dans le cas ou le stratifieé est symétrique, le tamgpmembrane-flexion-torsion est nul

(B = 0). La symétrie concerne les propriétés deslmsjdeurs cotes et leurs orientations.

Divers couplages peuvent étre mis en évidence, dugplage traction-cisaillement
provient des terme8; s et Ays. Le couplage membrane-flexion résulte des terBigsB;. et
B.o, alors que le couplage membrane-torsion résubigateneB; s et Bys. Enfin, le couplage

flexion-torsion résulte des coefficieridge et Dos.

2.5 Théorie des plaques selon le mod#&DT

Dans cette théorie, on tient compte du cisaillentiearisverse. Les contraintes dans la

couchek s’expriment suivant la relation générale :

o xx_ _(511 (512 616 0 0 Ex
gy, 912 (_222 926 0 0 Eyy
Oyl =|Qs Qs Qs O 0]y, (2)4
g, 0O O O Cu Cusl||l,

_UXZ_k O 0 0 645 (_:55_k _y>(<Jz_
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Les paramétre€; de la couché& sont donnés par :

Cau=C,cog0+C, sirtd
Cus =(Cy— C,,)sin@ cod (2.44)
Css = C,,sin® 8+ C,,cod 6

Compte tenu des expressions (2.35) et (2.43), &g des résultantes en cisaillement

s'écrit :

Fo F
{gy} _ { iy F4s}{;§z} (2.45)

avec

R =2(Ci), (h-ha) j= 4,

n
k=1

Similairement, I'’équation constitutive des stra@tfiavec cisaillement transverse s'écrit :

i N, 1T A, A, As B, B, B 0 0 ESX
Ny A, A, As B, By, By 0O 0| ¢ Sy
Ny | [As As As Bs By By 0 0 )
M x | = B11 BlZ BlG D11 D1z D 16 0 0 K, (2.46)
M y Blz Bzz Bza D12 Dzz D 26 0 0 K y
M Xy Bs By Bs D Dy Dg O 0« Xy
Q 0 0 0 0 0 0 F, Full)’
QL0 0 0 O 0 0 Fis Fsll Ve |

avec les courbures et les déformations en cisagihémoyennes qui deviennent :
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_ on -
0X ow,
K, — 04
_| % AR .
Ky |= oy e T ow 42)
ny “ _O+@
%% 9% ox
| dy  OX |

L’équation constitutive peut étre écrite sous foguetractée suivante :

N] [A B 0]
M,|=|B D 0|« (2.48)
Q| |0 0 Fly

Pour tenir compte de la variation quadratique dms#traintes de cisaillement transverse a
travers I'épaisseur, une amélioration de la thédes stratifiés avec cisaillement transverse

consiste a remplacer les coefficieRspar de nouveaux coefficierith du stratifié :

H, H
|:g)/:| - |: H44 H45j||:};£z:| (2.49)

avec

Les parametrek; sont des facteurs de correction en cisaillement. f@ction de ces
parametres, on peut avoir diverses théories dedifigs qui prennent en compte le

cisaillement transverse. Dans le cas de plaqubstoopes, on peut prendre la valeur :

=2 i j= 4,

D’'une maniere plus générale, les paramekgepeuvent étre évalués en considérant des

flexions cylindriques respectivement autour desxditections du plan de la plaque.
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Chapitre 3

Vibration et Flambement des Plagues Composites

Stratifiés

3.1 Relations fondamentales

Les relations fondamentales des plaques stratifigest tirées de la relation

fondamentale de la dynamique :

00,

~ U+ f=pa 3.1
aX'+. o3 (3.1)

J

ou fi, & et p sont respectivement les forces volumiques, lespcsantes du vecteur

accélération et la masse volumique.

L’intégration des équations (3.1) suivant I'épaisselu stratifié, conduit aux relations
fondamentales d’'un élément de plaque, relativeg@siitantes de membrane, de cisaillement

et aux moments :

0Ny N GNXy B 62v0
ay  ox g
0Q  0Q, 0°w,
XX 4 =Y 4 = 3.2
ox 0y P=p ot (3:2)
oM OM _Q =
0x ay X
M, , My, o g
oy oX Y
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avec

0°w, +2N 0°W, N 0°w,

"=N Z o4
PN Ty Yoy ¢

ps €st la masse surfacique du stratifi€ &t pression surfacique selon I'aze

Les équations de I'équilibre statique s’obtienrag équations précédentas<0) :

ON, N oN,, —0
ox oy
%+ aNXy =0
oy  OX
0
E+&+ pD=O (3.3)
ox ody
oM, M,y g
ox ay §
oM, oM 0. =0
oy ax Y

En éliminant les résultantes de cisaillement, cgations peuvent étre écrites pour le

probleme dynamique et le probléme statique (seocogrdbre nul) de la maniére suivante :

X

al +_aNXy = psaz_uo
ox  dy ot

ON, AN 0%,

o Tox Pae (3:4)
2 2 2 2

6MX+0|\/|y+26|\/|Xy+ _0%w,

oy ey 0 Par

Les relations fondamentales de la théorie classapse stratifies (CLT) sont obtenues en
introduisant I'’équation constitutive (2.46) dans telations (3.4) pour le cas de problemes de
dynamique ou de problémes de statique. Ces égsatigaociées aux conditions aux limites,
permettent de trouver la solution. La résolutionteatefois complexe et ne peut étre menée
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de maniere analytigue que dans quelques cas pamticuPour le cas de la vibration et du
flambement des plaques ces équations sont décsupliEs équations permettant de
déterminer la déformée latérale du stratifié sontépendantes des équations des
déplacements en membrane. Une simplification sopgiaire est apportée dans le cas des

stratifiés symeétriques orthotropds; (= 0 etD1s = D2s = 0), ces équations s’écrivent alors :

0*w, 0w 0w, 0°w,
Dllyzlo + (2D12 + 4D66) axza;z +D,; ay4 = pD_ Ps PYC (3.5)

De la méme maniére on obtient les relations fondaates pour la théorie FSDT des plaques

stratifiees Fs5 = Fs4 = 0):

2

2
9% b a@—F5g(@+%]:o

62
Dlla—@ + (D12 + D66)

X2 0y Loy X
0°q 02 0°q ow
DZZW;+(D12+D66)6)§(y+D666X2y_F4L< ¢y+a_; =0 (3.6)

0@, . 9°w, 0@ . 0°w 0°w,
Fook| == +—> |+ F k| —=+— |+ Q=

55 [ax aXZ j 44 [ y q pS
Les équations (3.6) sont trois équations difféetiets du second ordre couplées avec les trois

inconnusw, ¢, etg,.

3.2 Flambement des plaques orthotropes avec la tivée CLT

Considérant une plaque stratifiée simplement appusgec la géométrie et le
chargement montrés dans la figure (3.1). Cette uglagst soumise a une compression
uniaxiale suivantx et aucune autre charge n’étant exercée. L’équaterlambement se

déduit de I'équation (3.5), soit :

o*w 3w 9 92
D, + (2D,,+ 4D66)W +D, 2 =N 2% (3.7)
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ty

Nx b NXx

N N

v

Figure 3.1 Plague soumise a une compression uniaxiale

Les conditions aux limites s’écrivent :

x=0:  w(0y)=0 M( 0=
= w(a,y=0 M(ay= | -
y= w(x,0=0 M/(x )=
= w(xh=0 M(xp=

Les conditions sont satisfaites avec une solutius $orme de séries doubles de Fourier :

W, (% y) = mili V\Amsin(@) sir(%’) (3.9)

=1 a

Pour des plaques simplement appuyées, on peuhsenter du premier terme de la série :
. (X . T
Wy (%, y) = V\Ansm(—) sw(Ty) (3.10)
a

ou Wi, sont les coefficients de déplacements, m et n destentiers positifs. En reportant

cette expression dans I'équation (3.7), on obgarposanNy = - N :
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2 2 2 4
N = Dll(m?ﬂ) +(2D,,+ 4D66)(%T) " Dz{imTj (—9 (3.11)

La charge critique de flambemeNnt, correspond aux valeurs de et n, conduisant aux
valeurs les plus faibles dé

3. 3 Flambement des plaques orthotropes avec laérie FSDT

Considérant une plaque stratifiée simplement appusgec la géométrie et le
chargement montrés dans la figure (3.1). Cette uglagst soumise a une compression
uniaxiale suivank et aucune autre charge n’étant exercée. L’équdeditambement selon la
théorieHSDT se déduit de I'’équation (3.6), on obtient en poBiar - N :

2

2 0 2
D a(ﬁ)<+(D12+D66) ¢y+D a—@_Fsg(@*‘%):O

11 52 XAy 6ﬁay’2 0 X
o’ °g, o°g ow
Dzz ayzy +(D12+ Dee) 6>@y+ Daea—xzy_ F4L< ¢y +a_; =0 (3.12)
2 a 2 2
F K ¢, , o'W, FEk B oW, _Na Y _g
ox 0X oy 0y 0 X

Les conditions aux limites de la plaque sont lemeg®que celles adoptées pQWT :

x=0:  w(0y=0 M( Q)=
- w(ay=0 M(ay= !
y=0 \/\{)(X,()= 0 My(x ’)O:
= w(xB=0 M(xh=

Les séries doubles de Fourier suivantes sont oérésd pour représentss, ¢, et ¢,

W, ( X, y) = mii:l ilwmsin(?() sir(%) A3)
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-3y x| ip Py
a(x, )—mZ:‘,lélqoxmnco{ S jsw{ . j 13)
% (x, ):n;lglqoymnsin(?(j co:{ibyj A8)

ou Wmn, @mn €t @mn sont les coefficients de déplacements des séeid=odrier, m et n sont
des entiers positifs. Pour les plaques en appuiplss, il est suffisant de considérer un seul
terme des séries avex et n variant dans chaque équation. La substitution épgations
(3.12) a (3.14) dans I'équation (3.11) donne léeape d’équations suivant :

_Dllaz - Daeﬂz - Fssk _Dlgﬁ_ D 66713 -F 55‘7 \Mn 0
_D12aﬁ_Dseaﬁ _Dzagz_Degz_FA( _F4k/8 Bern ( =10
_Fsska - I:44k/8 Na® - Fssi@'2 - I:44K82 By 0

oula=mm/a et B=mih.
En définissant

Cl = _Dllaz - Deegz - Fssk
Cz = _Dlzaﬁ_ Dﬁbaﬁ

C, =-Fka
C4 = —D22,82 - Dabaz - F4J(
C5 == I:44k,8

le systéme d’équations précédent se simplifie :

G G G Wl |0
C, C, C Bt =10 (3)16
C3 CS NO’Z"'O’Q‘FIBCS qoymn O

La recherche de solutions non-triviales conduit a :
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C, C, C, =0 (3.17)

La résolution de (3.17) pold donne :

N=GG*aGG+BGGH GG-a GGG S GGG2 GGC g o
a*(C,C, - CZ)

La charge critique de flambement correspond auguraldem et n, conduisant aux valeurs

les plus faibles d#l.

3.4 Vibration des plaques orthotropes avec la thée CLT

L’analyse de la vibration des plaques compositasiste a rechercher les fréquences
propres et les modes de vibration. Considéraniplague stratifiée simplement appuyée avec
la configuration montrée dans la figure (3.2). Pleucas de stratifiés orthotropes (stratifié
symétrique pour lequdD;s = Dy = 0), et en I'absence de charges latérales, ltEmuale

vibration libre se déduit de la relation fondaméntie mouvement (3.5), soit :

d'w, d*w
D11—40 + (2D12 + 4D66) .

4 2
2—+ a WO a V\6:0
) X0y

D +
Zzaya ps atz

(3.19)

Dans le cas d’appuis simples, les conditions aoxtigres sont données par les relations
(3.8). Ces conditions et I'équation de mouvememit satisfaites avec une solution sous la

forme suivante :

w, (% y, 1) = mililvwnsin( m;rxj sir( rv;yj si{a,, § (3.20)

ou wmn est la fréquence naturelle de vibration. Pourpiesjues en appuis simples, il est

suffisant de considérer un seul terme de la série.

49



Chapitre 11l — Vibration et Flambement des Plag@esnposites Stratifiées

Ary

[<— = —>

v

< a —>

Figure 3.2 Parametres utilisés pour une plaque en vibratidandi

ACAAE V\Ansin(@(j sir(?j sifa,, 9 (3.21)

a

En reportant cette expression dans I'équation j3ill@ent :

m* ny rérr? v/
|:D11T + (2D12 +4D GG)W +D 22? - Iosa)rznn:|Wmn: 0 (3.22)

Une valeur non nulle dé/, est obtenue si le coefficient Wy, est nul, d’ou I'expression des

fréquences propres :

af = i [D11m4+(2D12+ 4Dg)mPre(d B+ D, (& pﬂ (3.23)

mn 4

a'p,

La fréequence fondamentale correspomd & n = 1 et s’exprime suivant :

- + + 2+ ‘
afl_a4—ps|:Dll (2D12 4D66)(a/b) Dzia/b)} (3.24)

L’étude comparative des fréquences et modes datiobrentre un matériau isotrope et un

autre orthotrope montre qu’il n'y a pas de directiorivilégiée dans le cas de la plaque
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isotrope (mémes fréquences propres pour1l,n =2 etm=2,n = 1, etc.). Par contre, dans
le cas de la plaque orthotrope, par exemplef ladtle correspondra = 1 etn = 2, alors que

m= 2 etn = 1 correspond al’®u 4 mode, etc.

3.5 Vibration des plaques orthotropes avec la thée FSDT

Dans le cas ou le cisaillement transverse eseprisompte, les déplacements d’un point
a l'instant t sont définis par les trois fonctiomg ¢ etg,. Considérant une plague stratifiee

simplement appuyée avec la géométrie montrée ddigure (3.2). L'équation des vibrations

libres selon la théoriESDTse déduit de la relation fondamentale de mouvel(3ey, soit :

02 0’y
Dllaqu("'(Dlz"'Dee)a > +D 6ﬁayz _Fsk(@"' j
D %+(D +D )a@ +D qo+ (3.25)
22 ayz 12 66, a)@y 666)(2 y
0@, . 0°w, g, 0w, 0°w,
Fok| ==+ +F, k| —+
55 (a 6)(2 ] 44 ( ayzj ps atz

Dans le cas d'appuis simples, les conditions aoxtigres sont données par les relations
(3.8). Ces conditions et I'équation de mouvememit satisfaites avec une solution sous la

forme de séries doubles de Fourier :

Wy (X v, 1) = i i V\gmsin( Xj sir( rwyj sifa,, 1) (3.26)
m=1 =1 a b
- mrx\ . ( nry) .
a(x, y,t)—n;lglqaxmnco{ S jsw{ . jsnﬁwmnt) (3.27)
= . [ m7TX Ty
@ (% y,t)—mzzllzlqaymnsm( S j { . jsnﬁ 1) (3.28)

ou Wmn, @mn €t @mn sont les coefficients de deplacements des seeid=odrier, m et n sont

des entiers positifs. Pour les plaques en appuiplss, il est suffisant de considérer un seul
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terme des séries avex et n variant dans chaque équation. La substitution épgations
(3.26) a (3.28) dans I'équation (3.25) donne léeaye d’équations suivant :

_Fsska _Dllaz - Deegz - F55k - Dlgﬁ -D 6@':3 \Nnn 0
_F44k/8 - 120'ﬁ— Deeaﬁ —D2282 -D 6@'2 -F 4£< B (= 0
pswz - F55k0'2 - I:44kﬁ ? - Fsska - F44kﬁ Byn 0

ola=mr/a et B=mih.
En définissant

C, =-Fka

C,=-D,a°- DB - F.k
C,=-Da8 - D.aB

C4 =~ I:44k,3

G = —D22,32 - Debaz - kK

le systéme d’équations précédent se simplifie :

C C G| |W. |0
C4 C3 C5 Born ¢ = 0 (3.29)
losa)2 + aCl + IBC4 Cl C4 (oymn O
La recherche de solutions non-triviales conduit a :
C, C, G
C4 C3 C5 =0 (3.30)

puf +aC +BC, C C,

La résolution de (3.30) pour,, donne :
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o4, =S *aGG+AGGY GG-a GGG A GGG2 GGC
p.(C,C- C)

La fréequence fondamentale correspomd a n =1.

3.6 Analyse et modélisation des composites par i@énts finis

La modélisation physique de systemes mécaniquestedgnéralement des équations
différentielles partielles qui ne peuvent pas ébsolues analytiquement ou qui n’ont pas une
solution exacte, pour raisons de complexité du doenaiscrétisé du probléeme ou des
conditions aux limites. Ainsi, une méthode numéeiqioit étre employée pour la solution
approximée du probléeme physigue. La Méthode desnéiiés FinisMEF est souvent

considéréee comme la méthode la plus appropriéegesiétudes de cette nature.

La MEF est devenue un important outil d’analyse dans pesjets modernes
d’'ingénierie, surtout apres le développement dexraaidinateurs modernes. Aujourd’hui,
cette méthode est utilisée avec succeés sur nondseaplications, telles que dans les
problemes de mécanique des structures et solizdggjanmagement, de fracture, de transfert
de chaleur, d’électromagnétisme, d’acoustique atamigue des fluides. Plusieurs softwares
d'éléments finis, tels que Ansy$, Nastrarf, Abaqu§ et Comsol Multiphysics sont

largement employés pour la modélisation numéricgggestiructures.

3.6.1 Equation dynamique en éléments finis d'undrsicture stratifiee

En considérant I'équilibre dynamique d’une struetstratifiee ou I'énergie potentiel

total doit étre stationnaire, on déduit I'équatdymamique d’une structure stratifiée comme :

MU +KU =R (3.32)

ou M etK sont les matrices de masse et de rigidRéest le vecteur des charges extérieures ;
et U, U sont les vecteurs déplacements et accélératioiastemblage des éléments finis.
Dans l'analyse vibratoire, 'amortissement de facure est généralement pris en compte par
I'introduction de I'amortissement visqueux dansuelgles forces dépendent de la vitesse.
dans ce cas I'énergie dissipée par la structuredpuee forme quadratique :
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U, :%U cu (3.33)

ou C est la matrice de I'amortissement de la structiguation dynamique de la structure

stratifiée devient ainsi :

MU +CU +KU =R (3.34)

Dans la pratique, il n'est pas possible de détezmlies parameétres de I'amortissement pour
'assemblage général des éléments finis. Pour caeisen, la matrice d’amortissement est
généralement construite en utilisant les matricessm et rigidité de la structure et en
considérant les résultats expérimentaux obtenufad®rtissement de la structure ou la

modélisation mathématique de 'amortissement.

3.6.2 Le probléme des vibrations libres

L’équation de vibrations libres avec amortissemeégligé est donnée sous forme

matricielle par la relation suivante :

MU +KU =0 3.35)

Quand la structure vibre, les déplacements sombhdraigues et peuvent étre exprimés sous la

forme suivante :
U =g Acosat + B sinwt) (3.36)

ou @ est un vecteur d’'ordme, ® est la fréquence des vibrations harmoniques, et B sont
dépendants des conditions initiales au tetp®. En substituant I'équation (3.36) dans (3.35)

on obtient :

[K[{ @} -af[M]{g} =0 (3.37)
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C’est I'équation généralisée du probleme aux val@uopres. La résolution de cette équation

conduit auxn solutions propres :

(6. ). (a2.0) . (& @)

ou w; sont les valeurs propres correspondant aux frégpsenaturelles de vibration etles

vecteurs propres correspondant aux modes de abrati

3.6.3 Le probléme de flambement

L’analyse aux valeurs propres du flambement estfamae linéaire de la formulation
de la non-linéarité géométrique. Elle trés pratigoar I'estimation des limites de la stabilité
élastique. La configuration non déformée du sokde notéeQ et son contour par. Les

déformations infinitésimales sont définies en tesmes déplacements par :

£, :%(q’j +Hl) (3.38)

qui sont une simplification des déformations degirkagrange définies par :

1
E =¢ +E(Uai XUy, ) (3.39)
La relation contraintes-déformations est :

_ 0
O; =0; +G & ©@)4

oU oy est I'état de contrainte préexistante, C estriledar des modules élastiques du matériau

composite. L’équilibre entrey et les forces de tractions correspondaﬁtJ%s: aijor] conduit

a:

[ 1]
Q

%Iap (v. +Vv, ) dV:j T°vdA pour tousvd EQ) (3.41)
r
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ou E(Q) est I'espace des perturbations cinématiquemenisadie, quand la configuration de

référence est libre des contraintes initiales,sdlénergie potentiel est définie par :
1
n(u)_EJ‘Cljkl‘c'}j & dv_j-irpd/ (3.42)
Q r

ou T sont les tractions extérieures sur le contourptcprendlT commeT,, i.e., les tractions
extérieures critigues qui vont conduire au flambeimé.a solution est obtenue par la
minimisation de I'énergie potentielle. Quand la figuration de référence n’est pas libre d’'un
état de contrainte, donc le travail effectué qatl aux termes des déformations non linéaires

ne peut pas étre négligé. L’expression de I'éngrgtentielle devient alors :
_1 ¢, 0
n(u)_zj.cljkl‘g}j & dV+—2J‘/]0{j Y, y; dv 43)
Q Q

Le premier intégral dans I'équation précédenteésgmte I'énergie de déformation interne et
le deuxieme terme représente le travail effectudgzacontraintes initiales di aux termes de
déformations non linéaires. Le travail effectué qatd aux termes de déformations linéaires
est annulé par le travail effectué pr selon I'équation (3.42). La solution exacte de ce
probléme est obtenue par la minimisation de I'éegpgtentielle total€l. Ca se traduit par :

orn =0 (3.44)

ceci conduit a la formulation généralisée en élémenis qui peut étre écrite sous la forme :

[K[{a} -A[K, [{a} =0 (3.45)

ou K est la matrice de rigidité élastiqué, est la matrice de rigidité géométriqueleet @

sont les valeurs propres et les vecteurs propresahiéeme de flambement.
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3.7 Etude comparative entre les théories CLT, FSD&t la méthode MEF

Une étude comparative entre les théo@ed, FSDT et la formulation en éléments finis
MEF a été menée sur des plaques avec des dimensioggesvalrois cas de stratifieés
symeétriques avec différentes séquences d’empilem@neété considérés. L'étude concerne
aussi bien le probléme de vibrations libres quesicdke l'instabilité géométrique. Les
simulations numériques de la méthollEF ont été effectuées avec le logicikhsyS.
L’élément coque SHELL99 pour les multicouches aediploye, cet élément a huit noeuds et
six degrés de liberté par nceud, il utilise la tleolassique des stratifiés avec prise en compte
du cisaillement transverse. Les conditions auxtémutilisées pour les plaques simplement
appuyées sont montrées dans les figures (3.3),lequiobleme de flambement, et (3.4), pour

le probleme des vibrations libres.

Uz=0;60y=0
y
Uz=0 Uz=0
X —
6x=0 gx=0
Uz=0;60y=0

Figure 3. 3 Conditions aux limites, plaque simplement appufiambement)

Uz=0;Ux=0;60y=0

Uz=0 y Uz=0
Uy=0 X Uy=0
x=0 x=0

Uz=0;Ux=0;0y=0

Figure 3.4 Conditions aux limites, plague simplement appuyéedtion)
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Les stratifiés utilisés dans cette étude sont :

» Stratifié A (0°/90°/0°) : c’est un stratifié croisé symétrigasec trois couches, il a un
comportement orthotrope et un nombre de coucheairmp

» Stratifié B [(0°/90°)]s: c’est un stratifié croisé symétrique avec doumecbes, il a un
comportement orthotrope et un nombre de couches pai

» Stratifié C [(0°/90°/45°/-45°)]s: c’est un stratifié quasi-isotrope avec seize besgil
a un comportement qui se rapproche du stratifibBotmbpe (les coefficient®i¢ et

Dygsont trés petits).
Les couches des trois stratifids B et C sont constituées du matériau a fibres Prepeg
unidirectionnelles Graphite/EpoxMTC-301 dont les propriétés sont rapportées dans le

tableau (3.1).

Tableau 3.1 Propriétés du matériau NTC-301 Graphite/Epoxy

Propriété et symbole Valeur Unités
E:; Module d’Young dans la direction de la fibre 1a3. GPa
E>; Module d’Young dans la direction transversale 7.9 GPa
Es; Module d’Young hors plan 7.9 GPa
v12 ; Coefficient de Poisson dans le plan 0.28

vo3 ; Coefficient de Poisson a travers I'épaisseur 00.4

vo1 ; Coefficient de Poisson dans le plan 0.02

Gi12; Module de cisaillement dans le plan 3.1 GPa
Gg3; Module de cisaillement hors plan 2.8 GPa
Gi3; Module de cisaillement hors plan 3.1 GPa
ho; Epaisseur d’'un pli unitaire 0.139 mm
p; Densité 1480 Kg/nd
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3.7.1 Flambement des plaques orthotropes simplenteappuyées

Une comparaison entre les théor@sT, FSDTet la méthod®MEF a été réalisée pour le
probleme de flambement. Pour cela, on a procéde radherche des charges critiques de
flambement d’'une plaque stratifiée carrée simpldérappuyée en fonction du rapport largeur-
sur-épaisseur de la plagua /(h = 100, 50, 20, 10) qui représente les trois catégaie
plaques, a savoir : minces, modérément épaissgmeises. La plaque stratifiée est soumise a
une compression uniaxiale selon la directiofl a été retenu un maillage de 10 x 10 pour les

plagues minces et 20 x 20 pour les deux autregamas.

Tableau 3.2 Charges critiques de flambement, plaque simpléaqgpuyée, stratifié A

Ner (KN)
alh
CLT FSDT ANSYS
100 4.7 4.7 4.7
50 19.0 18.8 18.8
20 119.3 109.7 109.6
10 477.3 354.7 356.1

Tableau 3.3 Charges critiques de flambement, plaque simpl¢aqgpuyée, stratifié B

Ner (KN)
alh
CLT FSDT ANSYS
100 18.8 18.8 18.9
50 75.5 74.8 75.5
20 471.9 445.7 447.5
10 1887.8 1525.6 1531.3
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Les résultats de cette étude de flambement sos¢mpi€s dans les tableaux 3.2, 3.3 et 3.4 pour
les trois stratifiés A, B et C respectivement. Eitre, les figures 3.5, 3.6, 3.7 et 3.8 montrent

les quatre premiers modes de flambement de la @lamice dans le cas du stratifié B.

Tableau 3.4 Charges critiques de flambement, plague simpléaygpuyée, stratifié C

Ner (KN)
alh

CLT FSDT ANSYS
100 31.5 31.5 314
50 126.1 124.8 115.9
20 788.4 735.8 683.0
10 3153.5 2447 .2 2268.5

NODAL SOLUTION AN
STEP=1
SUE =1
FREQ=18934
Uz (AVG)
REYS=0
DMX =.635363
SMX =.635363
E
O 20 e |
0 .141192 .232384 .423575 L564767
.070596 .211788 .352979 494171 LE35363

Figure 3.5 Premier mode de flambement, plaque mince, straiifié
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AN

NODAL SOLUTION

STEP=1
SUE =2
FREQ=44320

Uz (AVG)
REY¥S=0

DMX =.318318
SMN =-.318318
SMX =.318317

-.318318 —. 176544 —.035389 106105 24758
-.247581 —-.1l06106 035365 176843 .318317

Figure 3.6 Deuxieme mode de flambement, plaque mince, sér&ifi

NODAL SOLUTION

STEP=1

SUE =3
FREQ=7544¢

uz BV G)
REYS=0

DM =.315119
SMN =-.318119
SMX =.318096

-.31811%9 —-.176738 -.035357 106024 .247405
—.247429 —-. 106048 035334 176715 -318096

Figure 3.7 Troisieme mode de flambement, plague mince, s&r&if
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NODAL SOLUTION

STEP=1
SUE =4
FREQ=92791

Uz (AVG)
REY¥S=0

DNX =.211696
SMN =-.210127
SMX =.211696

—.2101z7 —.115388 —-.02zes 071089 L 1a4827
-.163258 -.069519 024219 117958 211696

Figure 3.8 Quatrieme mode de flambement, plaque mince, sé&r&if

3.7.2 Vibration libre des plagues orthotropes simigment appuyées

Le comportement vibratoire de plaques carrées ratifgts croisés symétriques et en
stratifiées quasi-isotrope est étudié dans cette¢iogecL’étude concerne la variation des
fréquences de pulsation propres en fonction duarpargeur-sur-épaisseur de la plagaé (
h =100, 50, 20, 10) pour les cas des thédties, FSDTet la méthodMEF. La variation du
rapport largeur-sur-épaisseur couvre les catégdeesplaques mincea ( h = 100, 50), des
plagues modérément épaissaglf = 20) et des plaques épaissa$ i = 10). L'analyse porte
sur le cas de plaques composites stratifiees simgrle appuyées. La solution a été
recherchée, pour la méthode numérique (logiciely8hs en utilisant un maillage de 10 x 10

pour les plagues minces et 20 x 20 pour les plamosrément épaisses et épaisses.

Les quatre premieres fréquences propres de catte éont présentées dans les tableaux
3.5, 3.6 et 3.7 pour les trois stratifiés A, B eteSpectivement. En outre, les figures 3.9, 3.10,
3.11 et 3.12 montrent les quatre premiers modefachbement de la plague mince dans le
cas du stratifié B.
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Tableau 3.5 Les quatre premieres fréquences propres du iSé#t

o x 10’ (rad/sec)
a/ h Mmn
CLT FSDT ANSYS
w11 2.09 2.09 2.09
w12 3.41 3.41 3.41
100
w13 6.21 6.21 6.20
o1 7.63 7.62 7.58
w11 8.38 8.37 8.32
50 w12 13.63 13.61 13.55
w13 24.86 24.81 24.66
w1 30.54 30.32 29.69
w11 52.40 51.84 50.29
20 w12 85.20 84.40 82.20
w13 155.42 153.41 147.78
w1 190.89 182.66 163.62
w11 209.62 201.06 181.34
10 w12 340.97 328.71 300.00
w13 621.68 591.33 489.84
w1 763.57 653.02 521.15
NODAL SOLUTICH AN
PREG-03. 107
uz [AVG)

R3T3=0
DHE =zZ.41
SMN =-Z.41

-2.41 -1.875 -1.339 —.803459 —.26782
-Z.143 -1.607 -1.071 -.535638

Figure 3.9 Premier mode de vibration, plague mince, stratfié

63



Chapitre Il — Vibration et Flambement des Plag@esposites Stratifiées

Tableau 3.6 Les quatre premieres fréquences propres du is&&

o x 10’ (rad/sec)
a/ h Mmn
CLT FSDT ANSYS
w11 0.52 0.52 0.52
w12 1.31 1.31 1.33
100
W 1.60 1.59 1.59
oo 2.08 2.07 2.08
w11 2.08 2.07 2.08
w12 5.27 5.21 5.27
50
w1 6.41 6.29 6.28
W2 8.32 8.16 8.20
w11 13.00 12.63 12.69
20 w12 32.94 30.67 31.02
w1 40.09 35.94 35.92
Woo 52.02 46.74 43.05
w11 52.02 46.74 46.95
10 w12 131.75 103.88 104.72
w1 160.38 114.47 11451
W2 208.07 149.22 149.78
AN

NODAL SOLUTICH
STEP=1

3B =2
FREQ=211.822

uz VG
REYS=0

DHX =2.41
SMN =-2.41
SM¥ =2.41

I 0000092 e I
-2.41 -1.333 -.267775 .5035 1.875
-1.875 -.803412 267863 1.339 2.41

Figure 3.10 Deuxieme mode de vibration, plaque mince, strafié
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Tableau 3.7 Les quatre premiéres fréquences propres du i &

o x 10’ (rad/sec)
a/ h Mmn
CLT FSDT ANSYS
w11 0.43 0.43 0.43
w12 1.09 1.08 1.08
100
o1 1.17 1.17 1.17
oo 1.74 1.73 1.73
w11 1.74 1.73 1.73
w12 4.36 4.28 4.28
50
w1 4.72 4.61 4.65
W2 6.99 6.78 6.82
w11 10.92 10.43 10.54
20 w12 27.29 24.50 25.04
o1 29.49 26.01 26.82
Woo 43.69 37.12 38.41
w11 43.69 37.12 38.45
10 w12 109.16 77.96 83.00
w1 117.95 80.71 86.78
W2 174.76 109.65 118.90
AN

NCDAL SOLUTICON
3TEP=1

3UE =3
FREQ=253.745

uz {LVG)
RIYI=0

DMX =2.411
SMN =-2.41
SME =2.411

[ e I

-2.41 -1.339 -.267674 .803615 1.875
-1.875 -.80332 267972 1.339 2.411

Figure 3.11 Troisieme mode de vibration, plague mince, statfi
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AN

MCDAL SOLUTICH

STEP=1

SUE =4
FRECQ=331.243
Uz [AVG)
R3TE=0
DHX =Z.41
SMN =-Z.41
SHE =Z.41

-Z.41 -1.339 —-.267519 .B0348 1.875
-1.875 —.803458 287821 1.339 2.41

Figure 3.12 Quatrieme mode de vibration, plague mince, st&atfi

3.8 Conclusion

Dans ce chapitre, on a présenté les deux théBLigsFSDTet la méthod®EF pour le
calcul de la charge de flambement et les fréquepicgses des plaques stratifiées orthotropes
simplement appuyées. Une étude comparative endrdifférents méthodes a été réalisée sur
deux stratifiés croisés symétriques orthotropesnestratifié symétrique quasi-isotrope (les
coefficients de rigidité®,5 et Dos sont tres petits par rapport aux autres coeffisjeh’étude
concerne la variation de la charge critigue de flament et les fréquences de pulsation
propres en fonction du rapport largeur-sur-éparsdeda plaque. Les principales conclusions

de cette étude sont les suivantes :

e La théorieCLT devient de moins en moins précise, par rappaatthdorieFSDT et
la méthodeMEF, quand le rapport largeur-sur-épaisseur de lauglatjminue. Ce
résultat est prévisible du fait que dans la thédCieT les déformations de
cisaillement transverse (CT) ne sont pas prisesoempte et la précision dans cette
théorie n'est adéquate que dans I'étude des plagirees &/ h = 100, 50).

» Pour le probleme de vibration, on constate quadaigion de la solution entfeESDT
et MEF se détériore pour le cas des plaques épaissesatifissA. Cela est di a
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l'influence des coefficients de rigidités qui sanfiniment petits (trois couches
seulement pour le stratifi&).

La solution devient moins précise dans le cas dégquénces propres d'ordre
supérieures. Pour améliorer la précision, il fdiliser des théories plus précise telle
que la théori¢dSDT et raffiner d’avantage le maillage pour la méthivtieF.

La solutionFSDTdiverge sensiblement par rapport a la solukititF pour le cas des
plaques épaisses du stratifie Cette divergence est constatée aussi bien pour le
probleme du flambement que pour le probléeme deatidm. Cela prouve que méme

si les coefficientd5 et Dyg sont trés petits par rapport aux autres coeffisieits

influent d’'une maniere significative sur la solutidans le cas des plaques épaisses.
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Chapitre 4

Vibration des Plaques Stratifiées avec un Coefficie

de Poisson Négatif

4.1 Introduction

Dans un test de traction simple, le coefficientRiesson est défini comme étant le
quotient de la déformation latérale et de la déadrom axiale. Dans la plupart des cas le
coefficient de Poisson dénotéest positif, les matériaux subissent une contractians la
direction perpendiculaire au sens de I'effort aguoéi. Dans le cas contraire, un matériau avec
un coefficient de Poisson négatif gonfle latéraletnguand il est étiré conduisant a une
augmentation de son volume. Evans [37] a été leniprea définir de tels matériaux par
auxetiques. Ce terme vient du mot grec « auxetgsi»signifie «qui peut subir une
augmentation ». Les matériaux auxétiques se regriygour I'instant en trois catégories : les
cristaux (par exemple les zéolithes) qui manifastées propriétés auxétiques a I'échelle
microscopique, certains mousses de polymere (panpbe le Téflon PTFE) et les composites
stratifiés a fibres haute résistance HR présentariort degré d’anisotropie dans les couches
continues (par exemple les composites en stratiidsone/époxyde). Plusieurs cas de valeurs
de coefficient de Poisson négatif ont été trouvassdl’analyse des composites a fibres
unidirectionnelles anisotropes. Dans certainsifésit il est possible de trouver, par la théorie
classique des stratifiés, un coefficient de Poiss@gatif de -0.21 pour le matériau
carbone/époxyde T300/5208 dans la direction peipelaire aux couches en contrblant les
séquences d’empilement [38]. Dans d’autres, on fpeuver un coefficient de Poisson négatif
suivant certaines directions dans le plan du §&at cela aussi par le contréle des séquences
d’empilement [39,40]. Dans ces composites, la vatggative du coefficient de Poisson
dépend du degré d’anisotropie et des orientatiesditires des plis utilisés pour le stratifié.

Le comportement auxétique de ces matériaux présigeavantages par rapport au
comportement conventionnel des matériaux avec wefficent de Poisson positif, par

exemple, 'augmentation de la rigidité au cisailtam la dureté et la résistance a 'indentation
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[41,42]. Il existe des signes qui montrent que rreériaux auxétiques peuvent avoir des
avantages dans le domaine de I'amortissement bsdtation des chocs [43]. D’autres

applications potentielles ou les matériaux aveccaefficient de Poisson négatif seraient
intéressants. Par exemple, les mousses faitesel'nmatériau se plieraient plus facilement de
sorte gu’elles se préteraient beaucoup mieux adedation de coques sandwiches en forme
de déme ou de coiffe convexe. L'utilisation de pestériaux serait également favorable dans
certains cas pour réduire les facteurs de condemtrde contraintes dans le voisinage des
trous ou des fissures. Scarpa et Tomlinson [44] @ntdié I'effet des caractéristiques

théoriques de la vibration des panneaux sandwiehesids d’abeilles avec des valeurs du
coefficient de Poisson négatifs dans le plan.

Dans ce chapitre, des simulations numeériques avéagiciel d’éléments finis ANSYS
sont utilisées pour prédire le comportement auxétigoefficient de Poisson négatif a travers
I'épaisseur) des stratifiés symétrique®][ta fibres unidirectionnelles Prepreg du matériau
carbone/époxyde GY70/934 du fabricant Cytec EngéateeMaterials [45], les résultats
numeérigues seront comparés a ceux donnés analyteniepar la théorie classique des
stratifiés. Ensuite, on présentera une analyse ngugdu comportement vibratoire libre de
plaques stratifiés symétriques, une comparaisoa féte entre les fréquences propres du
stratifié¢ (GY70/934) qui peut avoir, selon l'oriatibn des angles des fibres, un
comportement auxétique et un autre conventionreecdmparaison mettra en évidence le cas
spécial ou pour deux valeurs difféerentes de l'ardjtmientation des fibres correspondra la

méme valeur du coefficient de Poisson mais aveGigegs opposés.

4.2 Coefficient de Poissom,,d’un stratifié
4.2.1 Formulation analytique

Le coefficient de Poisson a travers I'épaisseyrpeut étre évalué en utilisant une
combinaison de la théorie des stratifies et lea#ops constitutives en 3D. On considere un
stratifié symétrique soumis a un effort axial Les déformations membranaires sont dans ce

cas .

1

AT Az As| [N
y (| Az Ae A 0 (4.1)
) LAs As Ael (O

M
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Chapitre IV — Vibration des Plaques Stratifiéescawe Coef. de Poisson Négatif

Q:‘ sont les composantes de rigidité réduitégpaisseur de la couckeet N le nombre de

plis. Le coefficient de Poisson est défini par :
V., =—E,l €,

ou la déformation;, est égale au déplacement totadlivisé par I'épaissel2h du stratifié. Le

déplacement total peut étre écrit :
h N
w= [ g,dz=) ekt (4.2)
-h k=1

ou £F est la déformation constante dans la couch@ette déformation peut étre déterminée

en utilisant les équations constitutives tridimenselles pour une couche monoclinique en

dehors de ses axes principaux :
k — @k 4k 3 ©k,rky “ckk
& = %10x + gzo-y + %@xy (4.3)

ou éjk sont les constantes de souplesse de la cdudhes contraintes dans chaque couche
peuvent étre déterminées a partir des équatiorstittdives en deux dimensions et l'inverse
deAj par :

k k

Oy (:211 (:212 ?16 Aﬁ
Jy = 912 (_222 926 A__é '\L (4.4)
Ty Qle Qze Qee A__Lé

Le remplacement de I'Equation (4.4) dans I'Equatié:3) donneg'z‘ dans chaque couche en

fonction des propriétés du stratifié et I'efforia@appliqué :

k

ef =N, [A7(ShQl + SQk+ SN+ A 4Ry SRz R

o (4.5)
+ Ai_el(S;Qfs"' SiQu* %engeﬂ
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Chapitre IV — Vibration des Plaques Stratifiéescawe Coef. de Poisson Négatif

A partir des Equations (4.2) et (4.5), on peutrtieedéplacement total et sa division par la
déformation axialey et la hauteur du stratifiégh donne I'expression du coefficient de Poisson

a travers I'épaisseur :

1

V,, ==
“ 2hA]

| ALR+ AR+ AR (4.6)

avec .

ol
1

(ShQlu+ SR+ QY ¢
(§3k1_q<2+ 8,4+ g Q; t (4.7)
(Shde* Qe+ 4 Q)

2
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ﬂ
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Les résultats d’une étude faite pour un stratifi@étrique [9],s constitué par les matériaux
composites Verre/Epoxyde, Bore/Epoxyde et Carb@uefide (GY70/934) sont montrés
dans les Figures (4.1), (4.2) et (4.3) respectivéame’étude présente la variation du
coefficient de Poissom; en fonction des angles d’orientation des fibres taractéristiques

des matériaux sont données dans le tableau (4.1).

Tableau 4.1 Propriétés des matériaux Mat |, Mat Il et Mat 1lI

Mat | Mat Il Mat 11l (GY70/934)
Verre/Epoxyde Bore/Epoxyde Carbone/Epoxyde

E; (GPa) 54 207 294
E, (GPa) 18 21 6,4
V12 0,25 0,30 0,23
V23 0,25 0,30 0,40
G2 (GPa) 9 7 4,9
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Figure 4.1 Variation du coefficient de Poissog, en fonction de I'angle d’orientation
des fibres MAT | (£ E; = 3)
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Figure 4.2 Variation du coefficient de Poisseg en fonction de I'angle d’orientation
des fibres MAT Il (£ E; = 10)
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Les résultats trouvés confirment que la valeur tiégau coefficient de Poisson dépend
du degré d’anisotropie et des orientations desediles plis utilisés pour le stratifié. Par
exemple pour le Mat | Verre/Epoxyde, qui possedeegré d'anisotropie faiblge,/ E; = 3),
le coefficientvy, demeure positif. D’autre part, pour le Mat Il BiEpoxyde, qui possede un
degré d’anisotropie moydi:/ E; = 10), le coefficienty, commence a devenir négatif paur
= 30°. Et enfin, pour le Mat Ill Carbone/Epoxydeyi gposséde un degré d’anisotropie trés
elevé(Ei/ E; = 46), le coefficienty, est négatif pour les séquences d’empilement adan

by

7° a 42°. On note que la valeur maximale négativ@ 712) est atteinte poar= 20°.

0,6

0,4 g—E—8—=®

0.2
\ -
1 e
0,0 e
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> /
0.2 . angle 6°

04 /
| \\./'/

Xz
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Figure 4.3 Variation du coefficient de Poisseg en fonction de I'angle d’orientation
des fibres MAT 11l GY70/934 (EE, = 46)

4.2.2 Simulation numérique

Une étude numérique, utilisant le codasy§, a été conduite pour confirmer les
résultats analytiques trouvés dans le cas du M&V\I70/934. Pour cela, on a réalisé un test
de traction unitaire sur un stratifiéffzs présentant les mémes caractéristiques utiliséslaou
formulation analytiqgue. Le quart de la plaque (3@ mm a été modélisé avec (6x6) 36
éléments SOLID46 (figure 4.4) destinés aux compesitulticouches. Ce sont des éléments

de volume de huit noeuds par élément et avec tegiged de liberté,, uy etu, pour chaque
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nceud. La simulation a éteé faite p = 35° etd = 58° quiconduisent pour I'étude analytiq
a v = -0.246 ety = +0.253 respectivement, c’-a-dire deux valeurs duy, presque

identiques mais de signes oppo

Les résultats numériques de cette étude montrés Bariableau (4.2) confirme
exactement lesateurs du coefficient de Poissvy, et mettent en évidence un comporten
auxétigue du stratifié poud = 35° (augmentation de épaisseur du stratifi€) et |
comportement conventionnel poér = 58° (diminution de épaisseur du stratifi€), ¢
remarquepour le stratifié [£43.154s, qui possede un coefficient de Poisson nul,

I'épaisseur de la plague reste constante aprésméfion

La méme simulation numérique a été faite pour Edmla compression, les résuli
présentés dans le tableau (¢émontrent, aussi, le caractere auxétique [0 = 35° (c’est-a-
dire diminution de I'épaisseur) et un caracterevemtionnel poul® = 58° (augmentation ¢

I'épaisseur du stratifi€).

Elemant .
Coondinates
for KREFL§
£
i T % -+
X 4 eoTTON s Tetrahecal Oolion

-~ N recodrmendec)

Figure 4.4 L’élément volumique a huit nceuds Solid46 du cods ¥
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Tableau 4.2 Valeurs du coefficient de Poisson, test de tensio

Stratifié [+35%% [+43.15° [+58°].c
&2 +0.6370 E-5 -0.1990 E-7 - 0.2540 E-4
£ +0.2588 E-4 +0.4820 E-4 +0.1005 E-3
Va - 0.246 ~ 0.000 +0.253

Tableau 4.3 Valeurs des déformatiomg etey, test de compression

Stratifié [+35 [£58°]4s
&2 -0.6370 E-5 +0.2540 E-4
£ - 0.2588 E-4 -0.1005 E-3

4.3 Vibration libre de plaques stratifiées symétriqueq+0],s
4.3.1 Equations gouvernantes

Les stratifiés symétriques s sont caractérisés par un couplage flexion-torsintes

coefficients de rigidité de flexioDiset D,g Ne sont pas nuls. Pour ces stratifiés, il n’existe

de solutions exactes des problemes de la structmgposite, telles que les déflexions,
charges critiques de flambage et fréquences et snpdgpres de vibration. Des méthodes
d’approximation doivent étre utilisées pour troudes résultats. Parmi ces méthodes celle de
Ritz est la plus utilisée. La considération du maxin de I'énergie potentielle et celui de
I'énergie cinétigue nous permet d’obtenir les egpi@ens suivantes [36] pour une plaque
rectangulaire de cotésetb :
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1%t i 0°w, 02w, 2w
= +2D : +D
max 2 J Jo ( ) 12 axz ayz 2{ ayz

x=0y=

2 20, )
{D166W0+D c')w]c’)wJ 4)(6\%} dxdy

(4.8)

+
ox° ay* )0y

Tonax %pwzi jb (% y) dxdy (4.9)

x=0y=0

La solution approchée est recherchée sous la fafome double série, Whitney et

Leissa [46] :

(4.10)

(% =" AL X9 Y Y

m=1 r=1

Les fonctionsXm(X) et Yy(y) doivent vérifier les conditions aux frontieres slapefficientsAmn
sont déterminés par les conditions de stationnarité

0 Unx ~Tod =0 M=12,.M n= 1,2,.N (4.11)

A,

Les conditions de stationnarité nous conduisentnasysteme d’équations (MxN)

homogéenes. Une solution non nulle est obtenue dersg déterminant du systeme est nul et

fournissant ainsi les fréquences propves de vibration de la plaque.

Leissa et Narita [47] ont étudié des plaques §ittat symétriques simplement appuyées

en utilisant des fonctions trigopnométriques danadéthode de Ritz :

W, (X, y) = ZZ Amnsm(m;T jsw(ﬂbyj (4.12)

m=1 r=1
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Jensen et al [48] ont utilisé des fonctions poutkageloppées pour une plaque encastrée :

Xm(x)zcos/]fgx— cosh/%(—ym( sm— smﬁnfj

(4.13)
Y.(y)= cos—/]l';y - coshA”Fy— yn( sm— smﬂfyj

4.3.2 Résultats numeériques

Deux études de comparaison ont été faites afin édier la précision du logiciel
ANSYS pour les problémes vibratoires. L'élémentu@HELL99 pour les multicouches a
éetée employeé, cet élément a 8 nceuds et 6 degrébatee|par nceud, il utilise la théorie

classique des stratifies avec prise en comptegdilleiment transverse.

4.3.2.1 Vibration d’une plaque stratifiée symétrique eno@est

La vibration libre d'une plaque carrée en stratifignétrique §/—0]s est étudiée pour
différents angles d’orientation des fibr@s= 15°, 6 = 30° etd = 45°. Les propriétés du

matériau des quatre couches sont :
E]_/Ez =25 G]_z/Ez =05 Gze/Ez =0.2 Vi2 = 0.25

Le tableau (4.4) montre les valeurs adimensioasales quatre premieres fréquences
propres de vibration. Ces résultats sont compaoésid donnés par Shi et al [49] qui a utilisé
la méthode de Galerkin.

4.3.2.2 Vibration d’'une plague stratifiée symétrique sinmpéat appuyée

La vibration libre d’'une plaque carrée en stratfignétrique de quatre couch@s]s
avec des angles d’orientation des fibres variamd“da 45° a été analysée. Les propriétés du

matériau de ces couches sont :

El/Ez =25 G]_2/E2 =05 ng/Ez =0.2 Vi2 = 0.25
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Figure 4.5 L’élément & huit nceuds Shell 99 du code ANSYS

Tableau 4.4 Fréquences propres d’un stratifié symétriqde-] sencastré EEEE

(a/h = 100) Q = wa?\/p/ E,I?

0° o Q, Qs Q
Ré&f. [49] 15° 32.49 40.65 55.94 78.29
ANSYS 15° 31.88 39.55 54.10 75.13
Ré&f. [49] 30° 30.78 46.85 70.45 73.99
ANSYS 30° 30.09 45.48 68.21 72.06
Ré&f. [49] 45° 30.01 53.07 66.03 80.99
ANSYS 45° 29.28 51.64 64.11 78.61
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Les fréquences propres fondamentales adimensiesnelit été obtenues pour les cas
a/h = 100 eta/h = 10 et comparées a celles données par Latheg®@fyqui a utilisé une
analyse en éléments finis basée sur la thd@8BT du troisieme ordre, on peut remarquer
que les fréquences obtenues sont presque identigessrésultats sont montrés dans le
tableau (4.5).

Tableau 4.5 Fréquences propres d’un stratifié symeétriqdef] ssimplement appuyé SSSS

Q=wa’\|pl EI¥
0° 0° 15° 30° 45°
a/h =100 Réf. [50] 15.15 15.80 17.40 18.10
ANSYS 15.15 15.82 17.35 18.15
a/h = 10 Réf. [50] 12.50 12.85 13.60 13.95
ANSYS 12.50 12.94 13.84 14.26

4.3.3 Vibration de plaques stratifiees auxétiques

Le comportement vibratoire de plaques carrées eatifes symétrique f-6]s
présentant un comportement auxétique est étudiie gade ANSYS. Le matériau composant
les plis du stratifié est un carbone/époxyde GY30/6tudié précédemment et qui a montré
un comportement auxetiqug;négatif, pour des angles d’orientation des fibrasant de 7°
a 42°. L’étude concerne la variation des fréquerioadamentales propres en fonction des
angles d’orientation des fibres et spécialemenateges) = 35° etd = 58° qui correspondent
a un comportement auxétique; = - 0.246, et un comportement conventionngl +0.253,

du stratifié respectivement.
L’analyse porte sur le cas de plagues simplemepuydes SSSS et de plagues

encastrées EEEE avec des rapports largeur-sursépaide 10 et de 100 qui correspondent a

des plagues composites épaisses et a des plagug®sites minces respectivement. Les
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résultats de cette étude sont montrés sur lesegir.6) et (4.7), et sont exprimés sous forme

adimensionnelle :

Q =wa®\/p/ E,I

Pour les plagues simplement appuyées, la varidgolangle d’orientation des fibres de 0° a
45° implique une augmentation de la fréquence foratdale dans les deux cas, plaques
minces &/h = 100) et plaques épaissash(= 10). Cependant, pour les plaques encastrées, on
remarque une diminution de la fréquence fondamemgalr le cas de plaques minces et des
valeurs pratiguement constantes pour le cas dgsgdaépaisses. On peut voir aussi que pour
les angles d’orientation des fibres qui correspaohdaux comportements auxétique et
conventionnel, la variation de la fréquence fondatale n’est pas influencée par le caractere

auxeétigue et elle est conforme aux conditions dectgie du stratifié.

Fréquence fondamentale Q

Angle d'orientation des fibres (0)

Figure 4.6 Variation de la fréequence fondamentale en fonctiertorientation des fibres des
stratifies [f/—0] s(plaques SSSS)
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Figure 4.7 Variation de la fréquence fondamentale en fonctierforientation des fibres des
stratifiés [9/-] s(plaques EEEE)

4.4 Conclusion

Une simulation numérique du comportement auxeétiqaefficient de Poisson négatif a
travers I'épaisseur, pour le composite stratificngrique a fibres unidirectionnelles prepreg
du matériau carbone/époxyde GY70/934 a été présehss résultats trouvés mettent en
évidence le caractére auxétique du matériau psuwsdquences d’empilement variant de 7° a

42° et sont en accord avec ceux donnés analytiquigmae la théorie classique des stratifiés.

Une approche en éléments finis a été utilisée,i,apsar étudier la vibration libre du
méme stratifié symétrique, il a été trouvé, pow fpdaques simplement appuyées, que la
fréquence fondamentale augmente avec l'augmentdtiorapport largeur-sur-épaisseur, le
degré d’anisotropie et I'angle d’orientation delsrdis pour I'intervalle 0°-45°. On constate,
pour les plaques encastrées, une légere dimindéda fréquence propre des stratifies minces
et des valeurs presque constantes des stratifaés. €ependant pour les angles 35° et 58° qui

correspondent a la méme valeur du coefficient desBo mais avec des signes opposes, la
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variation de la fréquence fondamentale n’'est pélsencée par le caractére auxétique du

matériau et reste conforme a I'évolution dictéelparconditions de symétrie du stratifié.
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Chapitre 5

Vibration et Flambement des Plaques Composites Tr@aes

5.1 Introduction

Les structures composites stratifiés sont de piuples utilisées dans l'aérospatiale,
I'aéronautique, la défense, I'industrie automolis, constructions navales et civiles. Cela est
principalement di a leur trés grande résistanceigidité spécifique et l'avantage de
'adaptation de leurs propriétés (conception oplEmedu matériau) pour répondre aux
exigences de la pratique. La fréquence de vibratda charge critique de flambement sont
'une des plus importantes considérations de caiocepour les plagues composites
stratifiées [51], [52], [53]. La dépendance paraigét des fréquences propres et des charges
critiques de flambement sur la configuration deni@ement et 'orientation des fibres, etc.
peut étre trouvé dans certains manuels, livrestietes tel que Reddy [54], Herakovitet al.

[55] et Leissa [56]. La présence d’irrégularité gpéirique telle que les trous et les ouvertures
modifie les caractéristiques dynamiques de la madar conséquent, il devient nécessaire
d'étudier l'effet des trous sur la réponse vibratei la stabilité des plaques pour éviter une

rupture mécanique due a la résonance et la fatigua structure due aux vibrations subies.

Dans la littérature, il existe un large éventaétulles publiées sur la vibration et le
flambage des plaques composites présentant degilariéés géométriques. Paramasivam
[57] a proposé une méthode pour déterminer I'efést ouvertures carrées sur la fréquence
fondamentale de plaques isotropes carrées podretiffes conditions aux limites en utilisant
la méthode des différences finies. Des résultats éé obtenus pour le cas de plagues
simplement appuyées et le cas de plaques parfaiteemeastrées. Aksu et Ali [58] ont
développé une théorie pour étudier les caractguiss dynamiques de plaques rectangulaires

isotropes et orthotropes avec une ou deux ouverttgetangulaires. lls ont utilisé une
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méthode basée sur l'utilisation de principes vianagels en conjonction avec la technigue des
différences finies. Rajamani et Prabhakaran [56Q)] [ont étudié l'effet d'une ouverture
centrale carrée sur les fréquences naturelles dque$ stratifiees symétriques carrées

simplement appuyées et encastrées pour les cabrddons libres et forcées.

Lee et Lim [61] ont analysé la réponse des vibretilibres de plaques carrées isotropes
et orthotropes, simplement appuyées avec un @oé,csoumises a une force membranaire
en utilisant la méthode de Rayleigh. lls ont conglie la force de traction membranaire
augmente la fréquence naturelle, tout comme l'antatien de la force de compression
diminue la fréquence naturelle jusqu'a ce quetldiastabilité de flambement soit atteint.
Sabir et Davies [62] ont utilisé la méthode deésnants finis pour déterminer les fréquences
naturelles de vibration de plaques carrées contamatrou carré excentré. Les plaques ont
été soumises a une compression uniaxiale ou béaxiala un cisaillement uniformément

répartie le long des quatre bords extérieurs, @igBt soit simplement appuyés ou encastrés.

Pour prédire la charge critique de flambement d'stnecture en utilisant un programme
d'éléments finis, I'analyse de flambement linéqiwe valeurs propres) est une technique
existante pour I'estimation de cette force. Ghapaoadet al. [63] ont étudié les influences
d'un trou sur la performance de flambement de gaqectangulaires faites de matériaux
composites a matrice polymere (PMC). Kong et ad] [@nt analysé les comportements de
flambement et post-flambement a la fois numériquenet expérimentalement pour les
plagues composites avec un trou central. Danslysmaar éléments finis, la formulation de
Lagrange actualisée et I'élément fini de coque m&ge a huit nceuds ont été utilisés.
L'influence de la taille des trous et des séquertempilement a été examinée sur le
comportement a la compression de la plaque. Lessesgpérimentaux ont montré une tres
bonne concordance avec les résultats de la méttexiéléments finis concernant la charge

critique de flambement et la force de post-flambatime

L'objectif de ce chapitre est I'étude et la compr&ion de I'effet de la présence de trous
rectangulaires sur la réponse vibratoire de plagoesposites stratifiées symétriques
lorsqu'elles sont soumises a des charges de cosipresdans leur plan. L'étude comprend
également l'influence du degré d’anisotropie duémat et les séquences d'empilement sur

les fréquences naturelles du stratifié.
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5.2 Méthode de résolution

Dans cette étude, les effets de la présence de étauvertures sur la réponse vibratoire
et la charge de flambement de plagues composiaifiées ont été étudiés numériquement.
Le cadre de l'analyse du flambement linéaire ctmsishercher la valeur critique des efforts
pour laquelle apparaissent ces phénomenes de gdaépliscements. Le caractere linéaire
s'appuie sur I'hypothése forte que la structure@ssidérée comme veérifiant les hypothéses
de petites perturbations juste avant d'atteindoh#age critique. Cette hypothese permet ainsi
de simplifier les écritures et d'obtenir une évatimassez bonne de la charge critique. Dans
le probléme du flambement linéaire les valeurs @®pet les vecteurs propres sont recherchés

en utilisant I'équation des valeurs propres qu 8ofrme suivante :

(K@} -A[K, {a} =0 (5.1)

ou K est la matrice de rigidité élastiqué, est la matrice de rigidité géométriqueleet @

sont les valeurs propres et les vecteurs propresahleme de flambement.

Le calcul de flambement se décompose en deux étapes

e un premier calcul linéaire traditionnel permet dléer, pour une valeur d'effort de
référence, le champ de contraintes engendré.

e un second calcul, dont les termes sont évaluésrta pas contraintes calculées a
I'étape précédente, permet d'obtenir les valewgres qui aménent a la singularité du

systéme.

La charge critique au flambement est alors obtelneetement par la formule (5.1).

L'analyse en fréquence-modale est formulée commprobléme de valeurs propres.

L’équation du probleme a la forme suivante :

[K|{@} -a«f[M]{g} =0 (5.2)

ou M etw; sont la matrice de masse de la structure et éegiémces de pulsations naturelles,

respectivement.
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Pour les analyses modales précontraintes (dan® ruats présence de force de
compression), la matrice de rigidité geometri¢fyeest incorporée dans la matrice de rigidité
globaleK. Les équations (5.1) et (5.2) sont un ensemblgudiéons linéaires homogenes.
Pour la recherche d’'une solution non triviale, &gedminant est égal a zéro et les valeurs
propres correspondent aux fréquences propres etlarges critiques de flambement de la

plaque stratifiée.

5.3 Effet des dimensions de I'ouverture sur la chge de flambement

Pour le besoin de cette étude, on considere urguélatratifiée croisée symeétrique
[0/90],s de forme carrée comportant un trou circulaire regnk’épaisseur de chaque couche
de ce stratifié de huit couches est de 0.15 mmptegriétés du matériau du pli sont données
dans le tableau 5.1. Les dimensions de la plaqm 320 x 120 mm. La plaque est
simplement appuyée sur ses quatre cotés. La foeecampression est appliquée
uniformément le long de deux cotés opposés. Lelagailadopté pour ces plaques est réalisé

avec I'élément fini SHELL91 [65] du logiciélnsyscomme le montre la figure (5.1).
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Figure 5.1 Maillage de la plaque avec trou circulaire centfdDO0 éléments)
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Tableau 5.1 Propriétés mécaniques du matériau du pli

Propriétés mécaniques Valeurs
Ex 130.0 GPa
E> 10.0 GPa
Es 10.0 GPa
G12=Gu3 5.0 GPa
Vi2 = Vi3 0.35

V23 = V32 0.49

5.3.1 Etude de la convergence

Pour évaluer la précision de la solution de flambeinune étude de la convergence a
été faite pour un rapport du diamétre du trou swdté de la plaguel ( @ pris égale a 0.3.
Six différents maillages avec raffinement autourtidw ont été considérés. Le tableau (5.2)
donne la charge critique de flambement sous fordiemensionnelle. Les résultats obtenus
montrent que le maillage avec un nombre d’élémégas a 400 est suffisant pour obtenir une

solution dont la précision est acceptable.

Tableau 5.2 Etude de la convergence de charge de flambementyneuplaque

stratifiée croisée symétrique

Nombre d’éléments Charge de flambeméte(E;h°)
144 11.307
256 11.445
400 11.530
576 11.579
784 11.614
1024 11.640
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5.3.2 Etude de I'effet de la taille du trou

Le tableau 5.3 donne les charges critiques de #ameint pour des plaques stratifiees
croisées symétriques avec le rapport diamétrealugur le coté de plaqud ( @ variant de
0.0 a 0.8. Le maillage retenu pour cette étuddeestaillage concentrique de 400 éléments.
Les résultats obtenus montrent que la charge wetide flambement diminue quand le
diamétre du trou augmente. On constate que la dilnmde la charge de flambement est de
I'ordre de 62% pour une variation du rappatt/ @ allant de 0.0 a 0.8. En outre, la variation
de la charge de flambement est presque négligeainiparée a une plaque parfaite pour
l'intervalle d/a=0.0ad/a=0.05.

Tableau 5.3 Etude de l'effet du rapport d / a du trou surd¢harge de flambement

pour une plaque stratifiée croisée symétrique

d/a Charge de flambemer{&/E;h’)
0.0 13.77
0.05 13.30
0.1 13.21
0.2 12.59
0.3 11.53
04 10.32
0.5 9.11
0.6 7.88
0.7 6.57
0.8 5.17

5.4 Vibration des plaques stratifiées trouées soa®mpression uniaxiale

Pour la realisation de cette étude, on considem plague en stratifiee éequilibré
symétrique [#].s et simplement appuyée sur les quatre bords.rhtfit posséde un rapport
largeur-sur-épaissear/ hégale a 100 et les propriétés de chaque pli sont :
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E/Ez =3, 10, et 40 E,=E;3 G12=G13=0.6E
623: 0.5E2 V12 = V13 =V23 = 0.25

La densité du matériguest prise égale a unité. Les calculs ont été teiscpour différents
degrés d'anisotropie du matériau des plis qui spmedent a :

* Un degreé d’anisotropie faible,/ E; = 3, par exemple Verre/Epoxyde ;

* Un degré d’anisotropie moydh/ E; = 10, par exemple Bore/Epoxyde ;

» Un degré d’anisotropie trés éleldg E, = 40, par exemple Carbone/Epoxyde.
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Figure 5.2 Géométrie et chargement uniaxial du model

La géométrie et les chargements du model sont é®msr la figure (5.2), la plaque
composite est considérée comme carrée avec desglone de 100 mm x 100 mm,
I'ouverture est prise comme étant un trou carréréesur la plague. Dans ce travail, le rapport
entre les dimensions du trou et la plagueaest pris égale a 0,333. En paralléle, les plaques
stratifiees ont également été analysés sans treguec / a= 0 pour faire une comparaison
entre les influences que pourraient avoir les pacavec trou et les plaques sans trou sur les

fréquences propres et des charges critiqgues dédiaant.

L’analyse numérique en éléments finis a été cordeit utilisant le logicieAnsys

L’élément fini SHELL91 [65], montré dans la figuf®.3), a été utilisé pour la génération du
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maillage de la structure. C'est un €lément nondireé destiné pour les structures
multicouches en coque ou la modélisation des strest sandwich épaisses, il permet
I'utilisation de plus de 100 différentes couches.dtitre, I'élément possede huit nceuds avec
six degrés de liberté a chaque nceud: translatwinarg les directions, y, etz et rotations

autour des axesy etz

'z
AV %y = Element x-axis if ESYS is not supplied.

x = Element x-axis if ESYS is supplied.
LN = Layer Number
NL = Total Number of Layers

Figure 5.3 Géomeétrie de I'élément fini SHELL$A5]

Deux types de maillage différents, le maillage geddautour du trou et le maillage
uniforme (10 x 10), sont utilisés pour étudier pd@ques avec et sans trous, respectivement.
Le maillage graduel autour du trou est représemtdasFigure (5.4). Comme on le voit sur
cette figure, le modele a été divisé avec des él&adrilatéres pour une bonne génération
de maillage. En outre, un processus de raffinedannaillage a été réalisée autour du trou,
du moment que les régions proches de ce derni¢rtncritiques vis-a-vis des solutions
fournies par la méthodMEF. Le maillage raffiné fourni en générale une solutires
sensible. Par conséquent, les résultats obtenuseptype de maillage sont beaucoup plus

précis que ceux du maillage régulier.

Des calculs préliminaires ont été menés pour détemta maille requise de I'élément

fini pour assurer la convergence des résultats.rBadtats acceptables ont été obtenus pour
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les deux cas, I'analyse vibratoire et le flambemawec le maillage graduel et le maillage
régulier. Les résultats de cette étude sont présesutus forme adimensionnelles suivantes :

Fréquences naturelles :Q = wa’+/ p/ E, I

Charge de flambement N, = N&’/ E, If

Figure 5.4 Maillage avec des éléments a géométrie gradueliewside I'ouverture

5.4.1 L’analyse du flambement

Dans cette section, les effets des séquences ttenepit et le degré d'anisotropie du
matériau sur les charges critiques de flambemarit@sentés dans la figure (5.5) pour des
plaques stratifiés équilibrés symétriques ave@es uverture carrée centrale. Comme on le
voit sur cette figure, premierement, dans touscks les charges critiques de flambement
augmentent avec l'augmentation du degré d'anisetrdp matériau et I'angle d'orientation

des fibres qui correspond a la valeur maximaleadeharge critique de flambement est 45 °.
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Figure 5.5 Variation de la charge de flambement avec I'ori¢iata des fibres

(compression uniaxiale)

Deuxiéme point important dans la figure (5.5), large critique de flambement se
réduit dans de trés faibles pourcentages pournegies trouées lorsque le degré d'anisotropie
du matériau prend les valeurs 3 ou 10. Toutefadsisde cas de matériaux a haut degré
d'anisotropie, la diminution de la charge critigest plus grande pour les stratifiés qui
possédent des angles d'orientation des fibresntadia 0° a 45°. En outre, nous avons pu
observer que la charge critique de flambement gédalgue trouée se rapproche de celle d'une

plague sans trou pour une orientation des anglé9da 90°.

92



Chapitre V — Vibration et Flambement des Plaques@isites Trouées

Figure 5.6 Premiers modes de flambement d’'une plaque en cammgxiale (B/E, = 40)

93



Chapitre V — Vibration et Flambement des Plaquesssites Trouées

5.4.2 L’analyse des vibrations

Les effets des séquences d'empilement et du dégnésatropie du matériau sur les
fréquences propre de vibrations d'une plaque comepssratifié avec ou sans ouverture
lorsqu’elle est soumise a une compression uniaxi@ferme dans le plan sont présentés sur
les figures (5.7), (5.8) et (5.9). Les résultatatsdonnés pour des charges de compression
uniaxiale dans le plan égales a 50 % des charggpues de flambement correspondantes.
Dans tous les cas, nous pouvons observer que daeinée naturelle de plaques stratifiées

trouées reste proche de celles sans trous.
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Figure 5.7 Variation de la fréquence fondamentale avec l'otation des fibres (FE; = 3)

(compression uniaxiale)
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Il est clair que la fréquence naturelle augmenpeogressivement pour les plaques avec
des trous plus grands ( a > 0,333). Il est également observé lorsque leguaa sont
déchargéed\ = 0), que les fréquences naturelles de vibratiruae distribution symeétrique
par rapport a la valeur maximale correspondahta5°. Lorsque les plagues sont soumises a
la compression uniaxiale, la variation de la fréugepropre de vibration est montrée sur la
figure (5.7) pour les matériaux possédant un defpméisotropieE,/E, = 3. La fréquence
propre est réduite de maniere uniforme, en raigofagplication de la compression uniaxiale,

de prés de 28% et 29% pour les stratifiés avearet sou, respectivement.

12 ///7.—\\\ —®—N=0%
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Figure 5.8 Variation de la fréequence fondamentale avec l'otétion des fibres (FE, = 10)

(compression uniaxiale)
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Selon la figure (5.8), dans le cas de matériauxitaya degré d’anisotropig,/E, = 10,
les différences entre les fréquences naturelles remmuniforme pour l'intervalle des angles
d'orientation 60-90 °. La réduction se poursuit288 a 26% et de 29% a 18% pour les
plagues stratifiés avec et sans trou, respectiventgmoutre, la réduction de la fréquence
naturelle devient plus prononcée pour les matérigassédant un degré d’anisotropie plus
élevé Ei/E; = 40), La figure (5.9) montre que la réduction @st28% a 15% et de 29% a

11% pour les plaques stratifiés avec et sans tespectivement.

DA A B | —m—N=0%
] | . \.‘ = N=50%
O T T L e Tt e
1 | " . T
14_/' S S
T T T T T T
15 30 45 60 75 90
0
26 : : ‘
- 3 e e T e L
24 / \ —u— N =50%

Figure 5.9 Variation de la fréequence fondamentale avec l'otition des fibres (FE, = 40)

(compression uniaxiale)
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Figure 5.10 Premiers modes de flambement d’une plaque trouéempression uniaxiale
(E1/E2 = 40)
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Figure 5.11 Modes fondamentales de vibration d’une plagueéeoein compression

uniaxiale égale a 3% de la charge de flambement{E; = 40)
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5.5 Vibration des plaques stratifiées trouées soaempression biaxiale

Une étude similaire a la précédente a été régtisgele cas de la compression biaxiale,
les effets des séquences d'empilement et du dégrisatropie du matériau sur la charge de
flambement et les fréquences propre de vibratiomsedplaque composite stratifié avec ou
sans ouverture lorsqu'elle est soumise a une casiprebiaxiale uniforme dans le plan sont
présentés sur les figures (5.13), (5.14), (5.15)5€16). Le chargement de compression
biaxiale est montré sur la figure (5.12) avec fgatNy/ N, pris égale a unite.

TR
:: Ya -~
] —c —

A
l a \l

Figure 5.12 Géométrie et chargement biaxial du model

Les résultats trouvés indiquent que les chargamjues de flambement augmentent
avec I'augmentation du degré d'anisotropie du riaatéet ont une distribution symétrique par
rapport a la valeur maximale correspondafit=a45°. Cela est d(i a la symétrie du chargement
contrairement au cas de la compression uniaxi@echarge critique de flambement se réduit
dans de trés faibles pourcentages lorsque le dégmésotropie du matériau prend les valeurs
3 ou 10. Pour I'étude des vibrations sous compoassiaxiale, on remarque que les
fréquences propres sont réduites de maniere urgfoem raison de l'application de la force,
de prés de 28% et 29% pour les stratifiés ave@ams &ou, respectivement. Toutefois, la
réduction de la fréquence naturelle n’est plusarnmie pour les matériaux possédant un degré

d’anisotropie élevéeHi/E, = 40). La figure (5.16) montre que la réductiosaind jusqu'a
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16% pour les plaques sans trou correspondant aglesaf’et 90° et 26% pour les plaques
trouées. On notera, pour tous les cas, que lesidrndgs sont distribuées symétriquement

autour de la valeur maximalé € 45°) contrairement a I'étude précédente.
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Figure 5.13 Variation de la charge de flambement avec I'origiota des fibres

(compression biaxiale)
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Figure 5.14 Variation de la frequence fondamentale avec l'otétion des fibres (FE, = 3)

(compression biaxiale)
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Figure 5.15 Variation de la frequence fondamentale avec l'ot@&tion des fibres

(E2/E2 = 10)(compression biaxiale)
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Figure 5.16 Variation de la frequence fondamentale avec l'ot@&tion des fibres

(E1/E2 = 40) (compression biaxiale)
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5.6 Conclusion

Dans cette étude, la réponse vibratoire des plagoegosites stratifiées équilibrées
symétriques avec et sans trou carré lorsqu'elles smmises a des charges de compression
est étudiée. La compression uniaxiale et biaxiahd prises €égale a 50% des charges critiques
de flambement correspondantes. De plus, les effetsséquences d'empilement et du degré
d'anisotropie du matériau sur les fréquences nidsret les charges critiques de flambement
sont calculés. Le processus de modélisation etdiegions ont été effectuées avec la méthode
des éléments finiBIEF en utilisant le logicieAnsys

De I'étude de la compression uniaxiale, les prialgp conclusions suivantes peuvent
étre faitesy = 45° donne la valeur la plus élevée de la frégaeraturelle de vibration et la
charge critique de flambement dans tous les caléstuLe degré d'anisotropie du matériau a
une forte incidence sur les charges critiques @lalfement. Dans le cas de matériaux a haut
degré d'anisotropie, la charge critique de flamb#rde la plaque trouée se rapproche de celle
d'une plaque sans trou pour les angles d'orientdts fibres variant de 60 a 90°. Lorsque les
plagues sont soumises a une charge de compressiaxiale, les fréquences propres sont
réduites de facon uniforme pour des matériaux gesgntent un faible degré d'anisotropie.
Toutefois, cette réduction devient non uniformerpes matériaux avec un degré plus élevé

d’anisotropie et se produit pour des angles d'taten allant de 60° a 90°.

En ce qui concerne I'étude de la compression diexan notera, pour tous les cas, que
les fréquences naturelles et les charges critigdes flambement sont distribuées
symétriquement autour de la valeur maximale comedant afd = 45°. Cela est di a la
symétrie du chargement contrairement au cas deda@piession uniaxiale. En outre, la
réduction de la fréquence naturelle, lorsque lagyes sont soumises a la compression, n’est
plus uniforme pour les matériaux possédant un defadisotropie élevé mais reste

symétrique.
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Conclusions et Perspectives

Dans cette these, les vibrations et le flambemest mlaques composites stratifiées
conventionnelles et auxétiques avec ou sans tnoiuété étudiés. Les plaques constituées par
les matériaux composites avancés tels que le Caetlbpaoxyde et/ou le Bore/Epoxyde sont
utilisées comme des composantes primaires ou saitesddans des structures en relation
avec l'aérospatiale, I'aéronautique, la défensmdu'strie automobile, les constructions
navales et civiles. Les matériaux composites avwasoat souvent préférés par rapport aux
matériaux métalliques en raison de leurs tres gmamdsistances et rigidités spécifiques et
l'avantage de I'adaptation de leurs propriétésr®es raisons de performance et d’intégrité
structurelle, le comportement dynamique et la télde forme de ces éléments de structures
doivent étre globalement étudiés et bien comprissiAil est essentiel de déterminer les
charges critiques de flambement et les caracguissi dynamiques telles que les fréquences
naturelles et leurs modes associés. A cet effels mavons mené une étude comparative entre
les théoriesCLT, HSDT et la méthode des éléments finis, puis on a éaile étude sur la
prédiction et le comportement vibratoire des plagsteatifiees auxeétiques et enfin une étude
de l'effet de la présence de trous rectangulaitgsla réponse vibratoire de plaques
composites stratifiées symétriques lorsqu'elled sonmises a des charges de compression

dans leur plan.

Dans la premiére étude, on a présenté les deuxigbémnalytique<LT, FSDT et la
méthodeMEF basée sur une formulation tenant compte du @sadht transverse (code
Ansy$ pour le calcul de la charge de flambement etfiégquences propres des plaques
stratifiées orthotropes simplement appuyées. Pnis procédé a leur comparaison a travers
I'étude de la variation de la charge critique tlembement et les fréquences de pulsation
propres en fonction du rapport largeur-sur-éparssieula plaque. Les configurations des
plagues testées sont deux stratifiés croisés siués orthotrope®\ et B et un stratifié
symétrique quasi-isotrope (les coefficients de rigiditédd,6 et D¢ sont trés petits par rapport

aux autres coefficients). Les principales concluside cette étude sont les suivantes :

105



Conclusions et Perspectives

La théorieCLT devra étre réservée exclusivement pour I'étude plagues
minces alors que la théorleSDT et la MEF sont convenables aux études de
structures composites minces et peu épaisses.

Le nombre de couche trés restreint du straffiénflue sur la précision de la
solution entr&SDTetMEF pour le cas des plagues épaisses en vibratian libr
L'utilisation d’une théorie d’ordre supérieure &ljueHSDT et le raffinement
du maillage pour la méthod®IEF sont nécessaires pour l'obtention d’une
solution plus précise dans le cas des fréqueratesafies d’ordre éleve.

Les coefficientsDis et Dys, méme petits par rapport aux autres coefficients,
influent d’'une maniére significative sur la solutianalytique du flambement et
la vibration dans le cas des plaques épaissesif{étd). Dans ce cas, il faudrait

opter pour des méthodes approchées telle quedmRitz ou IaMEF.

La deuxiéme étude a trait a une simulation numériguour la prédiction du

comportement auxeétique, coefficient de Poisson tifégaravers I'épaisseur, de stratifiees

balancés symeétriques fls. Les résultats trouvés sont en accord avec ceux ésonn

analytiquement par la théorie classique des s@atdt confirment le caractére auxétique des

matériaux composites a fibres haute résistance idgeptant un fort degré d’anisotropie dans

les couches continues (par exemple les compositestratifiés carbone/époxyde). D’autre

part, nous avons effectué une analyse des vibsatibres des plaques stratifiées auxétiques

en utilisant le codéAnsys Il a été trouvé, pour les plaques simplement g@ps, que la

frequence fondamentale augmente avec l'augmentatiorapport largeur-sur-épaisseur, le

degré d’'anisotropie et I'angle d’orientation ddwsdis pour l'intervalle 0°-45°. On notera, pour

les plagques encastrées, une légéere diminution &i€édaence propre des stratifiés minces et

des valeurs presque constantes des stratifies. &pgiendant pour les angles 35° et 58° qui

correspondent a la méme valeur du coefficient desBno mais avec des signes opposés, la

variation de la fréquence fondamentale n’'est pélsencée par le caractére auxétique du

matériau et reste conforme a I'évolution dictéelparconditions de symétrie du stratifié.

En ce qui concerne la troisieme étude, on a vooinprendre l'effet de la présence ou

non de trous rectangulaires sur la réponse vibbetde plaques composites stratifiées

symétriques lorsqu'elles sont soumises a des chalgeompression dans leur plan. Cette

étude numeérique a été réalisée pour la compressi@xiale et biaxiale qui sont prises égale
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a 50% des charges critiques de flambement corrdgptes. De plus, les effets des séquences
d'empilement et du degré d'anisotropie du maténimues fréquences naturelles et les charges
critiques de flambement sont évalués. Les prinegpalonclusions suivantes peuvent étre

faites :

« L'étude de la compression uniaxiale révéle gue 45° donne la valeur la plus
élevée de la fréequence naturelle de vibration eh&ge critique de flambement
dans tous les cas étudiés. Le degré d'anisotropiandtériau a une forte
incidence sur les charges critiques de flambemiemtsque les plaques sont
soumises a une charge de compression uniaxialdrég@sences propres sont
réduites de facon uniforme pour des matériaux gésentent un faible degré
d'anisotropie. Toutefois, cette réduction deviesrt aniforme pour les matériaux
avec un degreé plus élevé d’anisotropie et se prqdwir des angles d'orientation
allant de 60° a 90°.

* Pour la compression biaxiale on a constaté quérdesiences naturelles et les
charges critiques de flambement sont distribuéesegyguement autour de la
valeur maximale correspondant a= 45°. Cela est di a la symétrie du
chargement contrairement au cas de la compressiaxiale. On notera aussi
que la réduction de la fréquence naturelle, lordgag@laques sont soumises a la
compression, n'est pas uniforme pour les matéripossédant un degré

d’anisotropie élevé mais reste symétrique.

En guise deperspectivesa ce travail de recherche, nous envisageons ddapper les

aspects suivants :

» Développer une analyse des plagues stratifiées auesans trous dans le
domaine non-linéaire, pour le calcul des configoret pré et post-flambement.

 Améliorer la précision de calcul des fréquencespma® et des charges de
flambement pour les plagues épaisses en adoptanhéeries plus développées
telles queHSDTou Layerwise theory

» Ce travail peut étre étendu a I'étude des pannsaogwich en nids d’abeilles

ou les coques stratifiees de révolution avec daditions aux limites générales.
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