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Introduction

La déformation élastique est une déformation réversible, le milieu retourne
a son état initial lorsqu’on supprime les sollicitations.

La déformation élastique est un domaine important de la mécanique des
milieux continus et de la thermodynamique (compression des gaz).

L’élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles a la
sollicitation. Aux plus grandes déformations, I’élasticité devient non linéaire
pour certaines matériaux. D’une fagon générale, les lois de comportement sont
des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations
et leurs dérivées.

L’un des buts de I'analyse asymptotique est d’obtenir et de décrire un
probléme bidimensionnel (2D) a partir d’un probléme tri-dimensionnel (3D),
en passant a la limite sur ’épaisseur du domaine (3D) supposé déja mince.

Plusieurs études ont été faites sur 'analyse asymptotique de 1’élasticité
linéaire avec les conditions aux limites ([26], [27], [29], [34], [35]).
Dans [6], les auteurs ont étudié 1’analyse asymptotique d’un probleme dyna-
mique d’élasticité isotherme dans un domaine borné en dimension trois avec
un frottement non linéaire de type Tresca. L’étude du probleme non linéaire
en régime stationnaire dans un domaine mince tridimensionnel avec frotte-
ment non linéaire de Tresca a été considéré dans [25]. Les auteurs dans [32] se
sont intéressés a étudier I’analyse asymptotique d’un probléeme viscoélastique
avec le terme dissipatif et le terme source dans un domaine mince tridimen-
sionnel.

Des problemes similaires pour un fluide dans un domaine mince avec les
conditions aux limites de frottement ont été étudiés par nombreux auteurs,
voir par exemple ([14]), [15], [20], [21], [22], [24], [33]).



Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les espaces
de Sobolev et les espaces LP(0,T; X) qui sont fondamentaux pour I’étude des
problemes d’évolution, ainsi que quelques résultats qui nous permettent de
mieux comprendre le contenu de ce travail. Ensuite, nous donnons un rappel
des opérateurs maximaux monotones.

Dans le deuxieme chapitre, nous étudions l'existence et la régularité de
la solution du probléeme suivant

( —div(u) + *u = f dans
u=~0 sur I
P (u) —o(u)n € B(u) sur Ty
(1) _
u.n =0
lo,| <k=u,=g sur  I's
lo,|=k=3v>0 :u, =g— o,

\

ot 2 un domaine borné de R? de classe C?, la frontiere de € sera notée
I' = I, UTy, UTs, avec mesure (I'y) > 0. P un opérateur différentiel du
premier ordre a coefficients lipschitziens, § un graphe maximal monotone
tel que 0 € B(0), n le vecteur normal extérieur unitaire a T', f € L?(Q)3,
k€ L>*(I'3), k > 0 et « un réel positif. Nous remplagons § par 'approchant
de Yosida ¢ pour obtenir le probléeme approche de P; et montrons Iexistence
de la solution de ce probleme.

L’estimation a priori nous permet de passer a la limite lorsque & tend vers
zéro, nous prouvons nos principaux résultats d’existence et régularité de la
solution au probleme P;.

Dans le troisieme chapitre, on s’intéresse a ’étude de ’analyse asymp-
totique d’un probléme élastique dans un domaine borné Q¢ de R? avec des
conditions aux limites de Tresca et graphe maximal monotone. On donnera
la formulation variationelle du probleme en utilisant le changement d’échelle
z = ﬁ, le domaine €2° se transforme en un domaine () indépendant de .
On ét%blit des estimations sur le déplacement. Grace a ces estimations, on
obtient un théoreme de convergence, qui nous permet de passer a la limite
lorsque ¢ tend vers zéro. Ensuite, nous obtenons le probleme limite. Enfin,
nous montrons 'unicité de u* solution du probleme limite.



Dans le quatrieme chapitre, nous considérons un probleme élastique avec

ous |\ ouf

ot ) ot

mince 2° avec la condition de frottement non linéaire de type Tresca sur une

partie de la frontiere et la condition de Dirichlet sur les deux autres parties.
Le probleme complet dans ¢, s’écrit :

le terme dissipatif [ 1 4

et le terme source |u®|u® dans un domaine

82 Ut

ot?

ou’
ot

— div(o* (u)) + of (1 +

) a(;i = f° — |u°|u® dans QF x |0, T

o5 (u°) = 2udi; (u®) + Ay (u®) 05, 4,5 = 1,2,3 dans Q° x |0, T
u® =0sur I'f x]0,7]
u® =0sur I'; x |0, 77

881; n=0surwx|0,7T[

8 €
lo¢| < kf = < u) =0

ot

T e sur w x 0,7
log| = k* = 3B >0 tel que ( ey > = —fo:
ou®
u(z,0) = up(x) E(m,()) =uy(z) Voelr

avec f€ et k° sont des données du probleme.

Nous étudions ’analyse asymptotique de ce probleme, pour cela nous ef-
fectuons un changement d’échelle, par rapport a 1’épaisseur du domaine. En-
suite, nous utilisons les différentes inégalités de Poincaré, Cauchy-Schwartz,
Young, Holder, Korn et Gronwall pour obtenir des estimations a priori. Ce
qui nous permet de faire un passage a la limite afin d’obtenir le probleme
limite et équation de Reynolds faible.



Chapitre 1
Préliminaires

Résumé. Ce chapitre est consacré a quelques résultats fondamentaux d’ana-
lyse fonctionnelle, concernant les espaces de Sobolev et les espaces a valeurs
vectorielles, ainsi que leurs principales propriétés, notamment les théoremes
de trace.

Contenu
1.1 Espaces de Sobolev.
1.2 Les espaces LP(0,T; X).
1.3 Lemmes de type Gronwall.
1.4 Inéquations variationnelles elliptiques et d’évolution.
1.5 Propriétés de semi-continuité inférieure.
1.6 Les opérateurs maximaux monotones.



1.1 Espaces de Sobolev

Soit € un ouvert borné régulier de R%. On désigne par D(Q) l'espace des
fonctions de classe C'™° a support compact dans ).
L’espace des distributions D’(2) est le dual de D(f2), c’est-a-dire I'espace
de formes linéaires continues sur D(Q2). On note (T, ¢) = T(¢) le produit
de dualité entre une distribution 7" € D'(2) et une fonction ¢ € D(Q) ce

produit de dualité généralise 'intégrale usuelle | T¢dz. En effet, on vérifie

Q
que si f est une fonction localement intégrable dans €2, alors on peut définir
une distribution 7' par

Ty, 6) = /ﬂ Jodz.

On peut aussi munir D’(§2) d’une notion de convergence : on dit qu’une suite
T,, € D'(§2) converge au sens des distributions vers 7" € D’(Q2) si, pour tout
¢ € D(Q)

lim (T, ¢) = (T, ¢) .

n—00

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si T' € D'(Q2),

T
€ D'(Q) est définie par :

al’i
or \ 06

Pour 1 < p < 0o, on note LP(Q2) l'espace défini par

la dérivée

LP(Q) = {u : 2 - R mesurable : / lu(x) P de < oo}
Q

muni de la norme 1

ol = ([ futoPaz)?

L>*(Q) ={u:Q — R mesurable : sup ess,cq |u(z)| < oo}

et pour p = o0, on note

muni de la norme
[[wll oo () = Sup €sSzeq |u(z)]

8



ol
sup essyeq |u(x)| = inf{M > 0, |u(z)| < M p.p}.

Pour tout p,1 < p < oo on notera g 'exposant conjugué de p défini par

1 1 1
— + — =1 avec la convention — = 0. Pour tout u € LP(2) et v € LI(2), on
00

p g
auv € L(Q) et Juvll 1y < lull oy V] Loy ( Vinégalité de Holder).

L?(92) est I'espace des fonctions mesurables de carré intégrable dans €,
muni du produit scalaire

(u,v) 2(0) = / u(z)v(z)dr, Yu,v € L*(Q).
Q
L*(92) est un espace de Hilbert.

De plus, I'inégalité de Cauchy-Schwartz, correspondant a I'inégalité de Holder
pour p = 2, est vérifiée i.e.

[ uayo@e < el oy Va0 € Q).

Définition 1.1 Soit Q un ouvert de R%. L’espace de sobolev H'(Q) est défini
par

HY(Q) = {u € L*(Q) tel que Vi € {1,...,d} a@u € L2(Q)} :
L
ot 3 est la dérivée partielle de u au sens des distributions.
Z;

Proposition 1.2 L’espace de sobolev H' () est muni du produit scalaire

(u, V) g1 (q) = /Q (u(z)v(z) + Vu(z)Vo(z)) d

et de la norme

2

ey = ([ () + Fute) e

ot Vu(x) est le vecteur de composante

L2(Q2)4.
L’espace de Sobolev HY(QY) est un espace de Hilbert.

c’est un élément de [’espace
i

9



Proposition 1.3 (Inégalité de Poincaré). Soit Q un ouvert borné de R9,
alors il existe une constante C' telle que pour toute fonction u € H}(Q),

[ullr2@) < ClIVull 2 -

En particulier, |[Vul| 2o, est une norme équivalente a celle de H(Q) (HY ()
désigne le sous espace vectoriel des fonctions de H'(Q) nulles sur T = 052).

Théoréme 1.4 (Traces des fonctions et formule de Green). Soit 2 un ouvert
régulier de R, Alors il existe un opérateur linéaire continu v : H'(Q) —
L2(0R)), appelé opérateur trace, tel que

v HY(Q) — L*(T) est compact.
On défnit Uespace vectoriel Hz(9) comme suit :
H?(09) = {y(u); ue H'(Q)}
que l'on munit de la norme
1018 oy = 0 { Il 5 7(0) = £}

Les premieres propriétés les plus remarquables et utiles sont les suivantes :
1
1- Siu € HYQ), alors v : H' () — H2(00N) est linéaire surjectif et

@3 o) < € 1l -

2- Si Q est borné régulier de classe Ct. Alors, pour toutes fonctions u et v
de HY(Q), on a

(012 = [ o2+ [t

ot n = (n;)1<i<a est la normale unité extérieure a I

Définition 1.5 Le dual de l’espace de Sobolev HY(SY) est appelé H1(Q).

Proposition 1.6 L’espace H 1(Q) est caractérisé par

d
H(Q) = {f = vy + Z gvi avec vy, vy, ..., Vg € LQ(Q)} .
=1 9T

10



Remarque 1.7 Pour tout Q) un ouvert de R%, on a
HY(Q) C LX(Q) = (L2(Q) ¢ HY(Q).

Théoréme 1.8 (Inégalité de Korn). Soit Q@ un domaine régulier borné de

R? de classe C*. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de ) telle

que, pour toute fonction v € HY(Q)?, on a :

/Uividx -+ / €ZJ<U)51](U)dI Z C ||U||§{1(Q)7
Q Q

. ( )_1 @vi_i_(%j
ou ElY —2 8xj 81‘1 )

1.2 Les espaces LP(0,T; X)

Soit T > 0 et soit (X, |.||5) un espace de Banach réel. On définit les
espaces suivants :

C0,7;X) ={u:1[0,T] = X continue},

T
LP(0,7T;X) = {u [0,7T] - X mesumble;/ lu(®)|)% dt < oo} 1 <p< oo,
0
muni de la norme

T
p
P ( [ o, dt) |

L>(0,7;X) = {u:[0,T] = X mesurable; 3C > 0 ||u(t)||yx < C p.p.t},

et

muni de la norme

[l oo 0.7 0) = E{C > 0; JJu(®)l[x < C pp.t}.
Remarque 1.9 Pour tout 1 < p < oo, LP(0,T; X) est un espace de Banach
et C(0,T;X) est dense dans LP(0,T;X). Sil <p < oo et si X est réflexif,
alors LP(0,T; X)) est réflexif ( H. Brézis [31]).

11



Par ailleurs, on a les résultats suivants.

Proposition 1.10 1- St X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire
(.,.)x alors LP(0,T; X) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

() = [ (0. o(t)

2- L"(0,T;X) C LU0, T; X), avec injection continue, 1 < q¢ <r < co.
3- Si X un espace de Hilbert, alors

1 1
LP0,T;X) = LU0,T; X), si 1 <p,g<o0 —+—=1,
p 4q
LY(0,T; X)' = L™(0,T; X),

ou LP(0,T; X)) représente le dual de 'espace LP(0,T;X), 1 <p < 0.

Théoréme 1.11 Soit (X, (.,.)x) un espace de Hilbert et soit u : [0,T] — X

une fonction telle que u, 3_1; € L0, T;X), 1 <p<oco. Alors

1
1- la fonction t — = |Ju(t)||% est une fonction absolument continue sur I’in-

tervalle |0, T7,

2 Gy )l = (Gr0.u) porelr

1 5 1 5 b/ Ou
3- —||u(t)||5% = = [Ju(0)]|% +/ —(8),u(s)) ds pourtoutte [0,T].
2 2 o \ ot M

1.3 Lemmes de type Gronwall

Nous passons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent
dans de nombreux problemes de majoration et d’estimation d’erreur, en par-
ticulier pour établir I'unicité de la solution.

Lemme 1.12 Soient m et n € C([0,T];R) telles que m(t) > 0, n(t) > 0
pour tout t € |10,T[, a > 0 une constante, ¢ € C (0,T;R)
1- Si

o(t) <a-+ /Otm(s)ds + /Otn(s)gzﬁ(s)ds vVt € (0,77,

12



alors

o(t) < (a+ /0 tm(s)ds) exp ( /0 tn(s)ds) vt € [0,T].

o(t) <m(t) + a/ot o(s)ds YVt e€0,T],

/¢ ds<expaT/m

Dans le cas particulier m = 0, la partie de (1) de ce lemme devient :

Corollaire 1.13 Soit n € C ([0,T];R) telle que n(t) > 0 pour tout t €
10, T, et soita> 0. Si ¢ € C(0,T;R) est une fonction telle que

2- 51

alors

o(t) <a+ /Otn(s)¢(s)ds vt € [0,7],

alors

o(t) < a+exp (/Otn(s)ds> vVt € [0,7].

Lemme 1.14 Soient m et n € C([0,T];R) telles que m(t) >
pour tout t €10,T], a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0,
fonction telle que

_¢ ) < a —I—/m ds+/t (s)6%(s)ds Vit € [0,T],

lp(t)] < (a + /Otm(s)ds) exp (/Otn(s)d,S) vVt € [0,T].

Dans le cas particulier n = 0 le lemme 1.14 devient :

Corollaire 1.15 Soit m € C ([0,T];R) telle que m(t) > 0, pour tout t €
10,7, a > 0 une constante. Soit également ¢ : [0,T] — R une fonction telle
que

alors

1
2 <a+/m (s)ds Vte[0,T],

1 < (a—i—/otm(s)ds) vt € [0,T].

13
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1.4 Inéquations variationnelles elliptiques et
d’évolution

Nous commencons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bi-
linéaires dans un espace de Hilbert. Donc, on considere un espace de Hilbert
X muni du produit scalaire (.,.)x et la norme associée |.|| et X’ I'espace
dual de X en notant par(.,.) .y pour le produit de dualité entre X et X'.
On dit qu’une forme bilinéaire a : X x X — R est :

1- continue, s’il existe un réel C' > 0 tel que

a(u,v) < Cllully [lv]x,  Vu,veX,
2- coercive, s’il existe un réel a > 0 tel que
a(v,v) > aljvll3, YveX.

Théoréme 1.16 (Représentation des formes bilinéaires). Soit a : X x X —

R une forme bilinéaire, continue sur X x X. Alors il existe un unique opérateur
linéaire borné A € L(X, X') tel que

Vu,v € X :a(u,v) = (Au, v) vy x -
De plus
lally = HA“L(X,X’)’

Nous rappelons un théoreme d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles de 2°™¢ espece.

Théoreme 1.17 Soit K un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert
X, muni de la norme ||.||y, a(.,.) une forme bilinéaire continue et coercive
de K x K dans R et J une fonctionnelle de K dans R convexe, semi-continue
inférieurement et propre, alors pour toute forme linéaire L défnie sur X, il
existe un unique u dans X solution de ['inéquation variationnelle :

a(u,v —u) + J(v) — J(u) > L(v — u).

1.5 Propriétés de semi-continuité inférieure

Nous rappelons dans cette section quelques notions d’analyse convexe.
Nous considérons des fonctions ¢ définies sur un espace vectoriel réel X et a

14



valeurs dans |—o0, +00].
- Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identique a +o00 c’est-a-
dire §'il existe vy € X tel que ¢(vy) < +00.
- La fonction ¢ est dite convexe si
¢ (tu+ (1 —t)v) <to(u) + (1 —t)¢(v)
pour u,v € X et ¢t € [0,1].
- La fonction ¢ est dite strictement convexe si

¢ (tu+ (1 —1t)v) < tp(u) + (1 —t)o(v)

pour u,v € X et u # v.
- Une fonction ¢ : X — |—00, +00| est dite semi-continue inférieurement si
et seulement si

liminf ¢(v,,) > ¢(v)
pour tout v € X et v, converge vers v dans X.
Lemme 1.18 Soit K C X, la fonction ¢ : X — |—o00, +00| définie par :

0 st uekK
¢K(u):{+oo si ug K

K est un ensemble convexe, fermé et non vide de X si et seulement si la
fonction Y est conveze et semi-continue inférieurement et propre.

1.6 Les opérateurs maximaux monotones

De H. Brézis [31] on a :

Définition 1.19 Soit H, et Hy deux espaces de Hilbert. On appelle opérateur
linéaire non-borné de Hy, dans Hs toute application linéaire A : D(A) C
Hy — Hy. D(A) est le domaine de A. On note par

G(A) = U (u, Au).
ueD(A)

G(A) s’appelle le graphe de A et est un sous espace de [’espace vectoriel
produit Hy X Hs.

On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans l’espace produit
Hl X HQ.

15



Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert, I I'identité dans H
et A: D(A) C H — H est un opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.20 On dit que A est monotone si
(Av,v) >0 Yv e D(A).
A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H, c’est-a-dire
Vfe H, Jue D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.21 Soit A un opérateur maximal monotone. Alors

1- D(A) est dense dans H.

2- A est fermé.

3- Pour tout X\, (I + NA) est bijectif de D(A) sur H, (I + NA)™! est un
opérateur borné et ||(I +  A)7!| < 1.

Définition 1.22 Soit A un opérateur maximal monotone. On pose, pour

tout A > 0,

1
J)\:<[+>\A>7l et A)\Ix<I—J)\)

Jy est la résolvante de A et Ay est la régqularisée Yosida de A.

Proposition 1.23 Soit A un opérateur maximal monotone, on a
1- Ayv = A(Jyw) Yoe H et VA >0

2- Ayv = Jy(Av)  Yv e D(A) et YA >0

3- |Ayv| < |Av| Vv e D(A) et VA >0

4-limy_oJyv=v YveH

5-limy0 Ayv =Av  Yv € D(A)

6- (Ayv,v) >0 Yve H etVA>0

1
7- |Ayv] < X lv| Yve H et VA > 0.

16



Chapitre 2

Résultats d’existence et de
régularité pour le systeme
d’élasticité avec conditions de
Tresca et graphe maximal
monotone

Résumé. Dans ce chapitre, nous considérons le probleme aux limites non
linéaire gouverné par un systeme d’élasticité avec conditions aux limites
mixtes (Dirichlet-Tresca- graphe maximal monotone) dans un domaine régulier.
Nous montrons I'existence et la régularité de la solution faible de ce probleme.
Nous utilisons I'approche du graphe maximal monotone par sa régularisation
Yosida et la méthode de contraction de Brézis [31].

Contenu
2.1 Introduction et position du probleme.
2.2 Préliminaire.
2.3 Résolution du probleme approché.
2.3.1 Résolution du probleme intermédiaire.
2.3.2 Régularité de la solution du probleme approché.
2.4 Existence d’une solution du probleme dans H?()3.
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2.1 Introduction et position du probleme

Soit © un ouvert borné de R* de classe C?, la frontiere de Q sera notée
['=T;UTlyUT}3, avec mesure (I'1) > 0.
Il sagit de résoudre le probléme suivant dans H?(Q)3

( —div(u) + o?*u = f dans
u=20 sur I
P(u) —o(u)n € f(u) sur Ty (2.1)
un =20
lo;| <k = u,=yg sur I's
lo|=k=3y>0 :u, =g —~o-

\
ou u est le champ de déplacement, P un opérateur différentiel du premier
ordre a coefficients lipschitziens, S un graphe maximal monotone tel que
0 € 5(0), n le vecteur normal extérieur unitaire a T, f € L*(Q)3, k € L> (T3),
k > 0 et a un réel positif sur lequel nous apporterons des précisions plus loin.
o désigne le tenseur des contraintes, avec 0 = (0y;), 1 < 14,5 < 3. Les éléments
0;; est donnés par la loi de Hooke

oij(u) = 2pd;;(u) + Xtr (d(w)) 6;5

1 8ul Guj

le tenseur des taux de déformations, A et u sont les coefficients de Lamé avec
A>0et A p >0 et d;; est le symbole de Kronecker.

ou

On définit les composantes normales et tangentielles de u par

U, = UN

U, = u— (uy)n
De méme, les composantes normales et tangentielles de o par

o, = (omn).n

o, = on—(o,)n
La condition de Tresca est

o <k = w =9 sur I’
lo,] =k = 3y >0 tel que u, = g — vo, 3
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2.2 Préliminaire

Dans cette section, nous donnons quelques résultats de [5] qui seront utiles
dans la suite.

Lemme 2.1 Soit Q un ouvert de classe C*, P un opérateur tangentiel du
premier ordre, quel que soit ¢ € L'(T')" tel que P(p) € LY(T)" on a

[ Pioas| < [ Iods (2.2)

ot c; = ¢1 (2, P) est une constante.

Lemme 2.2 Soit Q un ouvert borné de R™ a frontiére I' Lipschitzienne, si
u e HY Q)" et si § est une fonction uniformément Lipschitzienne alors 3(u)
appartient ¢ H*(T')".

Théoréme 2.3 Soit Q un ouvert borné de R"™ de classe C*t, Ve > 0, il existe
co(€) tel que :

2 2 2 n
”90“L2(r)n <e¢ HVSOHB(Q)TLM + c2(e) HSDHL2(Q)n , Vo € H'(Q) (2.3)
2 2 2 n
HVSOHL?(F)MH <¢ ||90||H2(Q)n + 2 (e) ||§0||H1(Q)n , Vo € H(Q)™. (2.4)
Lemme 2.4 La condition de Tresca est équivalente a (voir[17))

(ur — g) o7 + klur — gl =0 sur I's. (2.5)

2.3 Résolution du probleme approché

Pour I’étude du probléme (2.1), on a considéré le probleme approché ou
I'on a remplacé 3 par 'approchant de Yosida B¢ défini par S = (1 + J¢),
avec Je = —(I+&B) " est la résolvante de /3 et on a résolu ce dernier probléme
en s’inspirant d’'une méthode de contraction de Brézis.

Dans un premier temps, on considere le probleme approché suivant

( —div(ug) + a?ue = f dans Q
ug =0 sur I
P (ug) — o(ug)n = Be(ue) sur- o )
ug.n =0 '
lor (ug)| <k = (ue), =g sur I3
|UT (U,g)| =k = EI’Y >0 : (uﬁ)q— =9 —"70r (uf)

\
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2.3.1 Résolution du probleme intermédiaire

Considérons le probleme suivant :

( —div(v) + a?v = f dans Q
v=20 sur Iy
v J (u)
P(v) —o(v)n — ¢ = Iy (2.7)
v.n =0
lo, (V)] <k = v, =g Iy

o, (V)| =k=37v>0 v, =9 —70,(

\

olt u € L*(T';)3. On remarquera qu’'un point fixe de (2.7) (i.e si on trouve une
solution v tel que v, = u) donnera une solution de (2.6).

Théoréme 2.5 Le probleme (2.7) admet une solution unique v € K, ou
K = {(p cHY () :p=0surly et p.n =0 sung}
Preuve. On multiplie I’équation
—div(v) + v = f

par ¢ — v ou ¢ € K et on integre, on obtient

o)
/S; axj ((102 Uz)dx+05 /S;Uz<901 Uz)dl' /sz(%oz Uz)dl'

En utilisant la formule de Green, on en déduit :

/ aima“‘g—:;%x— [ esm) eimupdsta? [ ufouide = [ fitpimu)da

2u /Q d(v)d(p —v)dx + A /Q divvdiv(p — v)dr — / o(w)n(p —v)ds

—/FBO'.,-( )d5+a/ —vda:—/f —v)dx

en utilisant le lemme 2.4, on obtient
or-(p—g)+klp—gl=—lo-llg—gl+kle—9g/ =0
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alors

Q;L/Qd(v)d( —v)dzx + )\/ divvdiv(p —v)dr + « / v(p —v)dr — (P(v),p —v)

1
+g N v(p —v)ds + j(¢ /f —vdx—/mjg v)ds

ou

H™ 2 (Ty)xHZ (T)

i) =/ klgr — gl ds
I's

On pose

1
a(v, p) :2u/ d(v)d(gp)da:+)\/ divvdivcpdac+a2/ vpdr— P(v)gods+/ vpds
Q Q Q T2 { T2

lgp)—/ﬂfgodm—/ Je(u)pds

La forme a(.,.) est bilinéaire et continue.
Pour ¢ € H2(Q)3*N K, on a :

. 1
a(, ) = 21 [|d(9) | T2 (0ysxs+A l|dive| T2 gpe +0 H‘PH%Q(QP_/ P(80)<Pd3+g ol Z2(r,)s

Iy

Considérant 'intégrale de bord fF ©)pds, d’aprés le lemme 2.1 on a

2
P(p)pds = P(g)ds et / P(cp)cpdsgcl/ ©rds
I 2 I'a Ty

1)
par conséquent
> 9 lld 2 2 2 2
alp, ) = 2u | (90)||L2(Q)3X3 ta HS0||L2(Q)3 €1 ||%0||L2(F2)3
d’aprés l'inégalité de Korn, il vient
2 2 2
a(p, ) 2 2ullelinqyp + a? llellta@ys — e lelzam,s
En utilisant le théoreme 2.3, on trouve
2 2
aip, ) = (2ucs — ec1) [Vl aiqpxa + (0 — crea(€)) 0l 20y
si on choisit € et a tel que

2ucs
&1

, > /erea(e) = g et m =min (2ucs —ecy a? — ceze))  (2.8)
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on obtient
a(p,0) = m|ellin s » Ve € Q)P NK

comme H?(Q)3 N K est dense dans K on a
a(p,9) = mlelins > Ve € K

ce qui montre la coercivité de la forme a(.,.).
La forme [ est linéaire et continue, et la fonctionnelle j est convexe, semi-continue
inférieurement et propre sur K.

D’aprés la théorie des inéquations variationnelles, alors il existe une solution
unique v € K de

a(v, —v) +j(p) = i(v) 2 lp —v) ,Yp € K (2.9)
Il reste a voir que (2.7) et (2.9) sont équivalents, I'implication (2.7) = (2.9) est

facilement vérifiable, a-t-on (2.9) = (2.7).
Si v est une solution de (2.9), on prend ¢ = v &+ w avec w € D(2)3, on obtient

a(v,w) =1(w)

= 2,u/ d(v)d(w)dx + )\/ divudivwdx + on/
Q Q Q

dex:/fwdx
Q

= —div(v) + o®v = f au sens de D’'(Q)3

On multiplie ’équation
—div(v) + ®v = f

par ¢ — v et on utilise la formule de Green, on obtient

QM/ d(v)d(e —v)dx + /\/ divvdiv(p — v)dx
Q Q

/ZUW v)ni(p )ds+a/ —de—/f — )

e (2.9), il vient

/Fizjaij(v)m(@j—vj)dSZ/FQP(v) ©—v ds_/FQ o — v)ds
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i) + () - 2 Je(u) (i — v)ds
T2

on prend ¢ = v+ w ot w € D(T)? et supp(w) C 'y, on déduit que

1 1
/F Zaij(v)niwjds =< P(v),w >H_%(F2)3xH%(F2)3 "z N vwds—g /1“2 Je(u)wds

22]

v Je(u)
3 §
si on prend ¢ = v +w ot w € D(I')? et supp(w) C I's, on déduit que

= o(v)n — P(v) +

/F S o (0)milers — vy)ds + (v +w) — j(v) > 0

= [ k(lor+w—g|—|vr—g|)ds +/ orwds >0 (2.10)
F3 FS

on prend w = +(v; — g) dans (2.10), il vient

/ [UT<UT - g) + k(vr — g)] ds =0
I's
ainsi

(vr —g)or + klvr — g| = 0 sur I's.

cette égalité implique que v vérifie la condition de Tresca.
Alors il existe une solution v € H(2)3 de (2.7). =

Théoréme 2.6 Le probléeme (2.6) admet une solution ug € K.

Preuve. On utilise le théoreme du point fixe de Banach. Pour cela, on
considere 'application suivante

T : L*(Ty)* — L*(Ty)?
u— T(u) =v,r,

ou v solution de (2.7).
On va montrer que T est une contraction stricte, on peut prendre I' € C'%!
seulement. Soit v; et vy solutions des problemes suivants :
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( —div(v;) + Q?v; = f dans

v; =0 sur Iy
i Je(uy
P (v;) — o(vi)n — Ui e(t) sur Ty
3 3
v;.m =0
lor (vi)| <k = vir =g sur I's

lo; (V)| =k= Iy >0 :v;; =g — o, (vy)

\

ceci implique
. . 1

a(vy, v —v1) + j(ve) — j(v1) > /Qf(vg —vy)dx — 5/1*2 Je(ur)(ve — v1)ds
. . 1

a(ve, vy — va) + j(v1) — j(v2) > /Qf(vl — vg)dx — 5/1*2 Je(uz)(v1 — v2)ds

en additionnant les deux inégalités, on obtient
1
CL(’UQ — V1,V — Ul) S g/ (Jg(ul) - Jg(’dg)) (’02 - Ul)dS
1)

On pose w = vy — vy et d’aprés I'inégalité de Young, on déduit que

1 9 1 9
a(w,w) < — [ (Je(ur) — Je(u2))"ds + — | wds

25 T2 2£ Iy

D’autre part nous avons

1
a(w,w):2/J/Q|d(w)|2dx+)\/ﬂ|d@'vw|2dx+oz2/g|w|2dx—/r P(w)wds—i-g/ lw|? ds

I

1
zzu/ yd(w)|2dx+a2/ |w|2dx—5cl/ |vw|2dx—clcg(5)/ |w|2dac+—/ w2 ds
Q Q Q Q 5 Ty

1
> (2ues — 501)/ [vwl|® dz + (o = c1e0(2)) / lw|? dz + ¢ lw|? ds
Q Q Iy

1
> m [l + g | wids
2

alors

(Je(uy) — Je(ug))® ds + / w?ds

Iy

2§m]|w|]§{1(m+2/ wds g/

1) 1)
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puisque Jg est un contractant et si € et m vérifient (2.8) alors

%mw&@+/w%s/

F2 I“2

@MW—%%W@S/hmwﬁ%

I

et d’aprés les théoremes de traces on déduit que
2 2
(ca+1) ||w||L2(F2) < flus — U1||L2(r2)

cette inégalité implique que
1
lwll zoryy = llv2 = vl g2,y < Nows| [uz = utll 2y

1
et comme —+ i < 1, T est une contraction stricte. Donc il existe un et
Cq

un seul u € L*(I'y)? tel que T'(u) = u = v, r, et v est solution de (2.7).
Finalement, on vient de prouver 'existence de v € K solution de (2.6). m

Remarque 2.7 On a u € Hz ()3 car v, € H2(D,)>.

2.3.2 Régularité de la solution du probleme approché

De (2.7), ou le u intervenant dans les conditions aux limites, sera le u
réalisant le point fixe de T'.

Théoréme 2.8 Soit Q un ouvert borné de R® de classe C?, si f € L*(Q)3,
h € H'(Q)?, P un opérateur tangentiel du premier ordre a coefficients Lip-
schiziens et o vérifiant (2.8) alors il existe une unique v € H*(Q)? solution

de

( —div(v) + o*v = f dans §
v=20 sur Iy
P(v)—o(v)n=nh sur Ty
v.n =0
lo, (V)| < k= v, =g sur T3
lo; (V)| =k= 3y >0 v, =g— 0, (v)

\

Preuve. On regarde ce qui se passe localement

a) Pour les points se trouvant a lintérieur de 2 ou sur I'; et I's, on sait
que v € H*(Q)? (résultat classique).
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b) Pour les points appartenant a la frontiere I'y on a v € H?_(Q)? (voir

[10]) loc

En combinant a) et b) et en utilisant une partition de I'unité, on aura montré
que v € H*(Q2)® m

2.4 Existence d’une solution du probleme dans
H2(Q)3
Soit ug solution de (2.6) on a le

Théoréme 2.9 (Estimation a priori) Il existe une constante C' indépendante
de & tel que
2 2
||U£||H2(Q)3 <cC ||f||L2(Q)3 ’ (2.11)

avec o vérifiant (2.15).

Preuve. Soit u, la solution de (2.6) alors

(o f) = divlue)lfagq)p — 207 { div(ue) , ug ) + o' g7z
= [ldiv(ug)llz2qye + 40?u || d(ue) 72y — 2042/F (0 (ug)n) ueds
2

2
902 / (o(ugn)weds + 0 [l

En utilisant le fait que f¢ est Lipschitzienne croissante avec 5¢(0) = 0 et le
lemme 2.1, on obtient

| (ot ueds = [ Plugueds = [ setueueds < 1 Juel g+ (212)

d’autre part, en utilisant les résultats de [3], [4], [11], [12], [18] et de Grisvard
8], [9], on montre 'existence d'une constante ¢; > 0 tel que

2 : 2
S5 |[uel| 2y < [1div(ue)||2 (s (2.13)

nous obtenons aussi (2.13) comme dans Schechter [11].
Par l'inégalité de Holder, on a

| otugmyueds = | ar(ugueds < e lueliagye (214
3

s
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En utilisant les théoremes de traces de Lions (voir [13]), les inégalités (2.12),
(2.13) et (2.14), le théoreme 2.3 et l'inégalité de Korn on a

(f,) =z e ||U§||§{2(Q)3 +4a’ucy ||u£||12r{1(9)3 —20%cie ||Vu£||i2(g)3x3 — 20%¢cica(e) ||u£||i2(g)3

2 2 2 2 2
—2a% HkHLOO(Fg) HVU£HL2(Q)SX3 — 20%¢s(e) HkHLoo(Fg) HU£HL2(Q)3 +a' HU£HL2(Q)3
ceci implique
2 2 2 2
HfHLQ(Q)?’ > G HUEHH2(Q)3 +2a” <2HC3 — €& — HkHLoo(Fg) 5) HvufuL?(Q)?’X?’
2 2
ta? (o; — 2¢10(2) — 2|l c6(€)> el 22 0

si on choisit

2 2
¢ < inf K i
1+ [kl Loy @

et @ > a3 = max {a1 =), ay = \/26102(8) +2 ”k”iw(rg) 06(5)}
(2.15)

I'inégalité (2.11) est vérifie. m

Théoréme 2.10 (Passage a la limite)
Pour (2.15) vérifie, il existe u € H*(Q)? solution de (2.1).

Preuve. D’aprés (2.11) il existe une suite &; qui tend vers 0 telle que
ug, — u faiblement dans H*(Q)

ug; — u fortement dans H'(2)*
u=0sur Iy

D’autre part, d’aprés le lemme 2.2, on a

o(ug,)n — o(u)n sur L*(Iy)?
P(ug,) — P(u) sur L*(T5)*

donc
Be,; (ug;) — P(u) — o(u)n sur L*(Ty)?
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Mais étant donné que
on déduit que

Ug; + ’]éj (ufj) = f]ﬂéj (uij) —0 fj — 07

ceci implique
—Jg].(Ugj) — U gj — 0

d’ou
—o(w)n + Pu) € B(u)
et
ug;m—un=0 surlj
}Ugﬂ‘ — o <k=ugr=9g—u, =g surl}y

}agﬂ‘ — ol =k=3Iy>0:u;, =9 — 700 = Uy =g —Y0g,r sUr Iz

donc la limite u satisfait (2.1). =
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Chapitre 3

Analyse asymptotique du
probleme élastique avec
conditions de Tresca et graphe
maximal monotone

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude de I'analyse asympto-
tique d’'un probleme stationnaire pour 1’élasticité linéaire isotherme dans un
domaine borné de R3 avec des conditions aux limites de Tresca et graphe
maximal monotone.

Contenu

3.1 Introduction et position du probleme.

3.2 Formulation variationnelle du probleme.
3.2.1 Existence de la solution.

3.3 Analyse asymptotique du probléeme.
3.3.1 Formulation variationnelle du probleme dans €2.
3.3.2 Estimations a priori.
3.3.3 Résultats de convergence et probleme limite.
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3.1 Introduction et position du probleme

Nous considérons un probleme a des déformations d’un corps homogene
élastique et isotrope en régime stationnaire dans un domaine mince §2°, ou ¢
est un réel positif appartenant a |0, 1[ et qui tend vers zéro.

La frontiere de Q° sera notée I'* = @w U UTS, avec :

*T'§ est la frontiere supérieure d’équation x3 = eh (1, x9) ;

* I'T est la frontiere latérale ;

* w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiere
inférieure du domaine °.

On note x = (71,19, 23) € R3 et 2’ = (11, 15) € R2.

Le domaine €2° est donné par :

QF = {(2,23) €R®,(2/,0) €w, 0<a3<ch(z)},

oll h est une fonction de classe C* définie sur w telle que :

0<he <h(z") <h* V(2,0) € w.

Pour les forces extérieures f° données, nous supposons que les déformations
d’un corps élastique est gouverné par les équations suivantes :
la loi de conservation de la quantité de mouvement :

—divo® + ()% = f°. (3.1)

Aal g __ )
On désigne par o° = (Uij)lgi,j§3

(dij),<; j<3 le tenseur des taux de déformations :

| S < < 3.
dl] (u) 2 (827] + (3:16,) ) ]- >~ _3

le tenseur des contraintes et par D =

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke :

o5 (u®) = 2ud;; (u¥) + Mg (u°) 65, (3.2)

v

ou
- i, A sont les coefficients de Lamé et d;; est le symbole de Krénecker ;
- uf (z) est le déplacement du corps élastique au point x.
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Le vecteur normal extérieur unitaire a I'* sera noté n = (ny,ng, ns) .
La normale unitaire extérieure a w est le vecteur (0,0, —1).

A 3 3 &€ e __ 3
On définit les composantes normales et tangentielles u; et u5. = (uTi)l <i<3 €
R3 de uf par
u;, = u.n,
& £ &€

A o £ R 3
De méme, les composantes normales et tangentielles o} et 07 = (O'T)l <i<s €

R? du tenseur des contraintes sont définies par

o, = (0°.n;).ny,
op, = oyn;—(0;,).n

le déplacement sur le bord est donnée par :

u® =0 sur '] (3.3)
u'nm=0 surI'f Uw (3.4)
P(u®) — o (u”).n = fe(u®) sur I'] (3.5)

ou P est un opérateur différentiel du premier ordre a coefficients lipschitziens
et B¢ est I'approchant de Yosida d'un graphe maximal monotone 3 tel que
0 € 5(0)

Be =&+ J)
ot Je = —(I +&B) ! est la résolvante de .
Nous supposons aussi l'existence du frottement sur w, ce frottement est
modélisé par la loi non linéaire de Tresca :

07| < K = up =0 } sur w (3.6)

05| = k¢ = Jy >0 tel que u5. = —vyo5

ol |.| désigne la norme euclidienne de R?, k¢ est le seuil de frottement.
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Le probleme complet consiste donc a trouver un champ de déplacement u°
vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes :

[ —divo® + (a®)*u® = f* dans €)°,
v =y sur I'7,
e P(uf) — O'E(UE).n _ 6&(“6) e T%
(PY) S e = 0 o
05| < k® = u5 =0
\ |05 =k = Jy >0 tel que u5 = —vyo5 } sur w.

Afin de donner la formulation variationnelle du probleme (Pb°), nous allons
établir le lemme suivant :

Lemme 3.1 La condition (3.6) est équivalente a la relation suivante :
u;07 + k|ug| =0 SuT w.
Preuve. On suppose que u70% + k%|us| = 0.

> Si |07 = k¢, alors
uror = — |og| |uzl,

d’ou 'existence d’un v > 0 tel que
Uy = Yoy .
> Si |o°| < k°, alors

uror + kluzl = 0= —luzl.loz] + k|uz|
> = |uzl (loz| +#)
et comme |05| 4+ k%] > 0, alors u% = 0.

Réciproquement, on suppose que u® vérifie la condition aux limites de Tresca
> Si || < k¢, alors uf =0

urog 4+ kfjugz| =0 .

> Si |07 = k¢, alors il existe v > 0 tel que uy = —y05% .
D’ou

uzo + kug| = =y o7l + v 107 * = 0.
|
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3.2 Formulation variationnelle du probleme

Pour 'ouvert €2¢ on définit ’espace et I’ensemble suivants :

H' (F)? = {v e (L2 () - % € L* (), Vi,j =1, 3} :
L

Pespace de Sobolev muni de la norme |[.|[ g1 gy, olt la norme de L? (Q°)°

sera noté ||.|[2(o)3. Nous définissons le convexe fermé non vide de H' (Q)?
Ve = {vEHl(QE)?’:v:Osur Iy, vn=0surwUI7}.

Pour simplifier I’écriture, on note :

o (u,v) = 2 / () iy (o) o+ ) / div (u) div (v) dz + (o)’ / vz

(3.7)

£

Pour v € H' (Q°)°, on définit la fonctionnelle j¢ par :

i (v) = / ke ol da. (3.8)

Enfin on note

(fiv) = | fivde, Yo € H ().

(913

Lemme 3.2 Siu® est solution du probléme (PV°) alors elle vérifie le probléme
variationnel suivant

Trowver u® € V¢, telle que
vy { atuwig—uw)~ [ P (o d7+/5f ) dr 4 ()
re
> (f5, 0 —uf Vo e VE.

Preuve. En multipliant I"équation (3.1) par (¢ —u®), ou ¢ € V¢, et en
utilisant la formule de Green, on obtient :

Ie 5
f5 (pi — ui) d'dxs
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La condition aux limites (3.3) implique que :

[ ot =iy = [ oy o= i) dr+ [ o (o= i) da'
€ w

I

‘e s o my . — € €. .
Mais : o;n; = of, + o,n;, on trouve :

/1“ oung (pi —uj)dr = / oing (w0 — uj) dT—l—/ o7 (i — u;) d:c'—l—/ onn; (p; — us) da’
€ Ff w

w

et comme (p; —u5)n; =0, on a:

/ o (pi —u;) dr = /ai. (i —uf) da'.
Ie w

Donc :

€ a € (3 € (3 €
/ O-ij_ax‘ (pi — u5) da'dxg — / 0515 (i — ui)dr — / or, (i — u;) da’
Qe J e w

1
= [ fi(p;i—ui)da'dxs Vo € VE. (3.9)
Qe

Dans (3.9) on ajoute et on retranche le terme [ k° (|| — |u[) d2’, on ob-
tient :

0
| ot oy o' | an; (o wydr— [ o, (o o'+ [ B (lol = o)

Iy w w

= [ el = e ds = [ 57 o ) o'
w Qe
On pose :
B= [ o (= ud)de' + [ K (lpl ~ ',

Donc :

B = [oite-ude+ [ (o]~ ) d

w

— /aigpid:p’—/aiufdx'—k/kﬂ@dx'—/k5|u5|dx'.
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En utilisant le lemme 3.1 on obtient :
B = /J%,(pidaf' + / k¥ |plda’.

ore > —lozllpl = =k lp]  sur w

Alors :

B:/afpigoidx’—i—/kglgp\dx’ > 0.

On déduit I'inégalité suivante :

| i (o= e = [ oy (= yar + [ Klolae

1

— / Eu®|de" > [ f7 (p; — uf) da'dxs.
w Qe
Et par suite, si on utilise (3.5) on obtient le probleme variationnel suivant

Trouver u® € V=, telle que
a(ug,go—ua)—/ P(u®) (¢ — u° dT—l—/ Be(u u®)dr (3.10)
+i° () = J (W) = ([ —ws),  VpeVe

3.2.1 Existence de la solution

Théoréme 3.3 Supposons que f¢ € L? (Q°)* et k* € L™ (w), k* > 0 presque
partout sur w. Alors, il existe u® dans VE satisfaisant l'inéquation variation-
nelle (3.10).

3.3 Analyse asymptotique du probleme

Pour I'analyse asymptotique de notre probleme, on utilise le changement
T
d’échelle z = =2

€
Donc le domaine €2° se transforme a un domaine €2 indépendant de €, ou

Q={(22)eR® (2/,0)cwet 0<z<h(a)}
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Onnote ' =wUT; UL, sa frontiere.
Nous définissons maintenant sur €2 des nouvelles inconnues
(2, z) = us (2, 23),i=1,2 (3.11)
a5 (2, 2) = e Mg (2, x3) . '

Pour les données du probleme (Pb°), on suppose qu’elles dépendent de ¢ de

la maniére suivante :
(#.2) = 21 (.3,

k:

ca

(3.12)

(oF ?T”&'w
(‘n

avec f , k et & ne dépendant pas de .

3.3.1 Formulation variationnelle du probleme dans )
Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur €2 comme ce qui
suit :
V= {@EHI(Q)3 ¢=0surT'pet p.n=0surwUTly}.

V, = {v: (v1,v5) € L2 (Q)*: E;UZ €cL*(Q),i=1,2et v=0sur FL}.
2

= {v = (¢1,2) ) € H' (Q)? cp=0sur 'y }.
V. est un espace de Banach pour la norme :

2 2 5
2
L= (Z o 2oy + \ ) -
i=1 L2(Q)

En multipliant (3.10) par € et en passant au domaine fixe 2 on montre que

81)1‘
0z

lv
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le probleme variationnel est équivalent au probleme suivant :

0
pe Z/ (ax] >8:c]( as) da'dz
3,0=1
i L0uEN[O . . .0 . .1,
+Mizl/( +e€ axz) [Eh (sz Ui>+5 oz, (303 ug):| dx'dz

4246 9i; 9 (P3 &g)dazldz—i-)\e?/dw( ). div (¢ — ) da'dz
a 82 Q

aﬂZ/ag (¢; — 1) d:c’dz+52d2/a§ (¢3—a§)dx'dz+//%(y¢\ — |aF]) da’
X Q

w

—52/]31 (05 (p; — @5) /1 4 |Vhe(a!)Pda’ — 3/5(@;) (3 — 45) \/ 1+ |Vhe(a!)[da’
3 [ i) G ) T 19 e [ i) G )T P
i=1 Y%

> Z/fl Di — d;t:’dz+e/f3 (p3 —a3)da'dz, VpeV. (3.13)

ol P; un opérateur différentiel du premier ordre

2

/ 8 !
P, = Zai(:ﬁ )8:10,- + ag(2'),

et
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3.3.2 Estimations a priori

On rappelle les lemmes suivants dont on aura besoin :

Lemme 3.4 (Inégalité de Poincaré) [17]. On a

2

a €
e P da < 2eh* [ |uf]? dr + 2(5h*)2/ ll (3.14)
Qe rs e | O3
Lemme 3.5 (Inégalité de Korn) [17]. On a
IV ||z qey < 2/9 |D(u)[* dx + C(T5) . [us|* dr (3.15)
1
avec )
0
O(T%) = 2‘ O e 1+ ‘ I g .
072 o) 011 o)
Lemme 3.6 [17]. On a
|0f]? dr’ < (J(Q)/ (Jac]? + |Vi#)?) da'dz (3.16)
r Q

ou C'(§2) est une constante indépendante de ¢.

Lemme 3.7 Soit ay(2') € C%! pour k =0,1,2. On a

/Pl(ff)da:’ < c*/ 4% | da’ (3.17)
ou c* est une constante indépendante de €.

Théoreme 3.8 Etant donné f¢ € L> (Qa)?’, k¢ est une fonction positive dans
L> (w) et supposons que eC(I']) < % alors il existe des constantes ¢; > 0,
1 =1,2,3 ne dépendent pas de € telles que :

2 2 2

o ||? 2 OUE OnE 112 OtE
82 Z U; +Z ‘ U; 4 Usg —|-52 ﬂ <
,5=1 8x] L2(Q) =1 0z L2(Q) axl 12(Q) 0z 12(Q)
(3.18)
|85 oy < €2 pouri=1,2 (3.19)
H€ﬁ§HLz(g) <3 (3.20)
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Preuve. Soit u° la solution du probleme (3.10) et on choisit ¢ = 0 comme
fonction test dans (3.10), on obtient :

a (u®,u) _/r

Comme j° (u°) est positive et [ est lipschitzienne croissante avec f¢(0) = 0,
on a:

P(u®)usdr + Be(u)udr + j° (u®) < (f7,u°)
i

e
1

ou [ |DWE)| dx + (aE)Q/ uf|? da —/ P(uf)utdr < (f5,u®)  (3.21)
Q= e Te

1

d’aprés (3.15) et (3.16) on a

o [ IDWO do = |Vl —nC(T) [ ufar 32
1
> IV ey~ 1O [ [ /14 VB (o) P
> Ve ) = O may/ 1+ [Vhe(a) [ o] da’
> Ve e~ O Dmaxy/ 1+ V(@) [ i
1
> Ve e~ nCEDCELN) [ (187 + Vi) '
ol
C(Q,h) = C(Q)maxy\/1 + |Vh(z')[?
' Ew
et comme

(f5u") < NN ey 1671l 2 )
d’aprés (3.14)

1
2

(fu) < HfEHLQ(QE) V2eh* < - |“€|2 dT) +V2en” ”VU€HL2(QS)

(3.23)
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on a

Vel 1y 190 ey = V20 1 [ 190

on applique l'inégalité de Young

* € g 862h*2 £ /"L €
V2eh 1f HL?(QE) Vu HLQ(QE) = I1f ”L2 Q) E Vu Hi?(ns)
De méme
: :
* € g * € € /"L g
V2€h Hf HL2(QE) (/FS ‘u ‘2d7'> = VvV 2¢h \/;Hf HL2(QE) \/; </I:E ’u ’2 d7'>
1 1
Zh*
3 l’[/ 15 2
< S e + 5 [ W
2h*
< e maX\/l (V@) [ P i
Qh*
< I + OB [ (Vi) o'
Q
donc
E E 882h*2 Qh* E ,LL 8
() < [ S 1y + 5 Vel (320

+L o, h)/ (Jac” + |V@#|?) da'dz
2e Q

d’autre part, d’aprés (3.17) on a

2
/P(ue)usdT—Z/Pl( yiey/1 4+ [Vhe (2 [P +-2 /P1 i)igy/1+ |Vhe (@) 2’
i i=1 YW

(3.25)

< 1 hg P Ed / 2 P. ~E Aed /
max,/ + |V (Z/ 1 ( x+5/w 1 (a3) s 96)
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IN

c'maxy\/1+ |Vhe(x ( /|ﬂ€| de' + ¢ /|12§| dx)
' Ew
c*max\/1+ |Vhe (') /\fﬂ dx’
x'cw w
< cmaxy/14 [Vhe(z))? [ |0f]” dr’
x'€w I,

< c*C(Q,h)/ (|ac” + |Vi#)?) da'dz
Q

IN

En substituant (3.22), (3.24) et (3.25) dans (3.21) on obtient :

15
IV 2 ey H(a)? |u€\2dx—(w(r§>+c*+ﬁ) C(Q,h)/ (j[2 + |V |?) da'dz
16 Qe 2e Q

e?h*

< (81" + 1) [/ [I72 00 (3.26)

En multipliant (3.26) par ¢ et en utilisant le fait que

2 2

ous o0us
21 £e1(2 -1 3 -1 3
27 B = < | et
L2(Q#) 8x3 L2(0°) 0z 12(Q)
2 e (12 2 e (12 e 112 e 112
ous ous 0Ug ous
€||VU€||22 . 262 7 + 7 84 “%3 3 )
we z; Oz L2 () ; 0z L) j=1 Iz, L2(Q) 9z 12(Q)
on trouve :
15 % /i ~c 12 ~9 * H’ ~e (12
1—6,u — <1 +c + 5) ||VU ||L2(Q)+|:Oé - (1 +c + 5) C(Q’h>i| ||u ||L2(Q)
o 8h 1 ’ 3.27
< — (8h* :
T ( + )Hf L2(Q) ( )
si 15
2> (1+e +g>C(Q,h):é
et
32 > (1+c*+g> C(Q,h) = é
alors

aep2
||VU'E||L2(Q) <
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on déduit (3.18) avec
h*

8h* + 1) H ‘
oo MC( - / L2(Q)
et
||?l§||i2(Q) < cpourt=1,2
A~ 2
lets]lTa) < o
m

3.3.3 Résultats de convergence et probleme limite

Théoreme 3.9 Sous les mémes hypothéses du théoreme 3.8, il existe u* dans
V., tel que

u; —~u; 1=1,2 faiblement dans V,, (3.28)
ous
e a“’ —~0 i,j=1,2 faiblement dans L* (), (3.29)
Lj
015 . :
€ — 0 faiblement dans L~ (Q), (3.30)
2
2 O3 . - 2
Sl —0 i=1,2 faiblement dans L (Q), (3.31)
Ty
ety — 0 faiblement dans L* (€2) . (3.32)

Preuve. D’apres (3.18), on obtient (3.28) et d’aprés (3.18) et (3.28) on ob-
tient (3.29). De (3.18) et (3.20) on obtient (3.31). m

Théoreme 3.10 Awvec les mémes hypotheses du théoreme 3.9, u* vérifie :

2, %
—uaa;i + &%l = f;  pouri=1,2 dans L*(Q) (3.33)
8U 0 / ~ * /
5 b (=) da'dzta Z/ — ) dx dz+/ (|| — |u*]) da

(3.34)
2
> Z /Q fi (@ —uf)da'dz, Vo eIl (V)
i1

42



Preuve. L’inéquation variationnelle (3.13) s’écrit sous la forme :

4
ZIi (¢) —I—)\52/ div (4°) div ( )dx’dz+/l%|g5|dx'
i=1 0 w

2
Q- / s (¢; — 45) do'dz + 262 / a5 (3 — 5) da'dz
i=1 79 Q
2
—52/ Py(a5) (@5 — 5) /1 + |Vha(x’)l2dx'—53/P1(fl§) (@5 — @5) \/ 1+ |Vhe ()| *da’
i=1 % w
2 A~ A
+2 / Be (%) (i = @5) \/ 1 + |Vhe(a)|*da’ +e / Be (%) (23 — @5) \/ 1 + [Vhe () "da’
i=1 v w
~ 2 ~ ~
—/k|a€|dx’ > Z/ fi (i —ﬁf)dx’ders/ fs (pg — 05) da'dz
w i=1 Y9 Q

avec

L = pe Z/(ax] )ai]( 05 da'dz ;

i,j=1

Oﬁj 0u3\ 0 . ..,
]é - ALEE:(/Q < 82 ¢a$1> 82 Op ui)dljdz7
2
oug ous\ 0 . ..
I; = ,uZ/a <022 +€28xj) e (p3 — 5) da'dz;

ou§ 0
I, = 2 223 7 (g —us) do'dz.
4 ﬂll;g az az(¢3 UB) T az

En utilisant les résultats de convergence du théoreme 3.9, on obtient

4

ou? 8 “
llgcl) Ii(e) = ,uZ/ 5 82 —ul)dz'dz

=1

lim 5f3953dx'dz =0
e—0 Q
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1imz—:3/P1(7fL‘§) (¢s — 05) \/ 1+ |Vhe(2)|?dz’ = 0

1im2/55(@s) (@i —5)\/1+ |Vhe(a))’da’ = 0 i=1,2

lime [ Be(i) (@3 —a5)\/1+ |Vhe(2))[’da’ = 0

car

| Beca)

2 2 3 2
— £)(|2 € _ & ~e|2 2 |5e|2 /
= €8¢ (u) |72y < & | HLQ = 52/w [;—1 |a5]" + e |ag) ] dz’ — 0

Et comme j est convexe et semi-continue inférieurement

(lims_m (mf / /%\af\dx/) > / /%|u*|da:’),

on a donc :

MZ/ o 82 ) da' dz+é Z/ dxdz+/ (I@| = |u*]) da

(3.35)

>Z/fz @i — 05) da'dz.

On choisit maintenant dans 'inéquation variationnelle (3.35)
@i =u; £, ;€ Hy(Q) i=1,2,

on trouve :
87'1' 81/]2 / ~2 / /
1 g / 5% 8z r'dz + & E /u Vidx'dz = E /fﬂﬁzdl‘ dz.

En utilisant la formule de Green et en choisissant 1, = 0 et ¥y € H{ (Q),
puis ¥, = 0 et 1, € Hy (), on obtient :

/u O (U yan'ds + a2 /u bida'dz = / Fabida' dz.
82 0 Q
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Donc
aQU: A2 % £ . -1
—H +a*u; = f; pouri=1,2dans H " () (3.36)

et comme f € L? (), alors (3.36) est valable dans L2 (Q). m

Théoreme 3.11 Sous les mémes hypothéses du théoreme 3.10, on a :

/1%<|zp+s*\ - |s*|)da:’—/ur*z/zdx’ >0 Veel?w)?  (337)

p|r <k=s"=0
. 3.38
{ plm*| =k = 3y >0 tel que s* =~71* (3:38)
avec :
* au* / * / * / * / * / /
TZ@Z (ZL’,O), S(I):U(ZL‘,O) €t8h(fl'):u(l‘,h(l'))

De plus u* et s* vérifient [’équation généralisée faible de Reynolds :

/w (/Oh u (2, 2)dz - gS*@/) - ﬁs}; (z') + F(2) + U*(m’)) Vi =0. ,VeH (w),

2
(3.39)
ou
Fla) = l/hp(x' e — L pan)
M 0 Y 2M Y )
z ¢
F(a2) = / (', ) dCda
o Jo
et

5 hd2 d2 /h
U*(2)) = —U"(2',h) — — U* (2, 2)dz ;
W) = -2 [
z ¢
U (2!,2) = / / u* (2, a) dCda.
o Jo

Preuve. En passant a la limite en (3.13) puis en utilisant la formule de Green
ensuite en choisissant ¢; = uf 4+, ¥; € Hp yp, (2) i=1,2, on

H op, () ={pe H' (Q):p=0sur [, UT,},
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on obtient :

2 2 % * 2 N
_ Z/ M(‘? Yi 1/;idx/dz+/ ,uaui m/zz-daJrolZZ/ u;-k%dx'dz—l—/ k|u* + | da’
i1 /9 072* an Oz i—1 /9 w

2
—/l%|u*|d:p’ > Z/ﬁ@bidx'dz.
w i=1 /8

Mais

ou? ou? ,
/aglu o ny;do = —/w,u 5, (x,0) dz’.
Alors

*

2 2
0%u; . . - . ,
_E /QM{?ZQ Vida'dz + & E /Quiwl-dx'dz—l—/k:(lw—irs | — |s*]) da’
i=1 i=1 w

2 2
—Z/,m-i*widx' > Z/ﬁz/)idx'dz.
i=1 Jw i=1 /&

De (3.33), on déduit que

/ k(| + s*| — |s*|)da’ — / pr*pda’ > 0. (3.40)

w

Pour (3.38), on utilise 'analogue de [1].

L’inégalité (3.40) est aussi valable pour tout ¥ € (D (w))? et par densité de
D (w) dans L? (w), on trouve (3.37).

Pour démontrer (3.39) en intégrant deux fois (3.33) de 0 a z, il vient :

1 A2
u* (2f,2) = s () + 27" — =F (2, 2) + a—U*(Z‘/, z) (3.41)
M 7
ol

U2, 2) = /O ) /O C (', @) dad¢

en remplagant z par h, on obtient

* / / _8* xl T*_l x/ :L_/ OAé_Z * x/ l./
u* (2, h(z')) = s (¢) + uF( W ))+MU( ;b))
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Bt = st (2') — 5 () + %F(x’,h(x’)) - A?U*(a: W) (3.42)

Intégrons (3.41) par rapport a z de 0 a h, on obtient :

h h2 1 h &2 h
/ u* (2, 2)dz = hs* (') + —7* — —/ F(2' 2)dz+— | U*(2',2)dz
0 2 H Jo K Jo
(3.43)
De (3.42) et (3.43), on déduit que

h
/0 u* (2, 2)dz — ]ls*(x') - ﬁsz (2') + F(2') + U*(2") = 0,

2 2
avec
N 1 [P
F(2) = —/ F (2, 2)dz— —F (2',h) ;
K Jo
z ¢
F(2,2) = / (2, ) dCdax
o Jo
et
_ hé? A2 h
U2y = —U"(a',h)— — | U*(2,2)dz;
W) = -4 [
z rC
U (2,2) = / u* (2, o) d¢da
0 Jo
Alors

Théoreme 3.12 La solution u* du probleme limite est unique.

1

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions u' et u? de I'inéquation va-

riationnelle (3.34), on a :

MZ/%Z (‘i 1) do'dz+é Z/ D de'dz+j ()—j (u') > g(fz,% })

(3.44)
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et

'LLZ/ (‘32 82 i — u}) da'dz+a’ Z/ P) da'dz+j (p)—j (u®) = Z <fi790i —uf)

ou

i@ = [ el
On prend ¢ = u? dans (3.44) puis ¢ = u! dans (3.45) :

2

oul a e , , ) \
DI z/ i3 3 o

i=1

(3.46)

0 0 , | i

=1

(3.47)

En sommant les deux inéquations (3.46) et (3.47), on obtient :

MZ/@Z uy — u; a(u —u? dxdz+ Z/ u; — u; u—u)da;dz<0

ceci implique

2

0 2
1 2 A2, 1 2 _
,u’&(uz—ul) +a ui—uiHLQ(Q)—O.

L2(2)
Par Poincaré, on trouve :

1 21l _

i = wi]], =0,
donc
ut = u?

[ ]
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Chapitre 4

Analyse asymptotique d’un
probleme élastique avec termes
dissipatif et source non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse a ’étude de l'analyse asympto-

ouf |\ ou® .
ot ) ar ©
terme source |uf|u® dans un domaine mince tridimensionnel Q°. Les condi-
tions aux limites utilisées sont la condition de Dirichlet sur les frontieres
latérale et supérieure et la condition de frottement non linéaire de type Tresca
sur la frontiere inférieure. Nous étudions le comportement asymptotique de
ce probleme quand la dimension du domaine tend vers zéro.

tique d’un probleme élastique avec le terme dissipatif (1 +

Contenu

4.1 Introduction et position du probleme.

4.2 Formulation variationnelle du probleme.
4.2.1 Existence de la solution.

4.3 Analyse asymptotique du probleme.
4.3.1 Formulation variationnelle du probleme dans 2.
4.3.2 Estimations a priori.
4.3.3 Résultats de convergence et probleme limite.
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4.1 Introduction et position du probleme

Nous considérons un probleme a des déformations d’un corps homogene
élastique et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince 2%, ou ¢
est un réel positif appartenant a |0, 1[ et qui tend vers zéro.

La frontiere de Q° sera notée I'* = @w U UTS, avec :

*T'§ est la frontiere supérieure d’équation x3 = eh (1, x9) ;

* I'T est la frontiere latérale ;

* w est un domaine borné de R? d’équation x5 = 0 qui constitue la frontiere
inférieure du domaine °.

On note x = (71,19, 23) € R3 et 2’ = (11, 15) € R2.

Le domaine €2° est donné par :

QO = {(2/,23) € R (2/,0) €w, 0<ua3<ch(z)},
oll h est une fonction de classe C* définie sur w telle que :
0 < hye = hpmin < h(2") < hpae = 1", ¥V (2,0) € w.

Soit T > 0, on désigne par u® (2/,t) = (u (2',t),u (2, t),uj (2, t)) le champ
de déplacement et o° le tenseur des contraintes dont les composantes o7, (u°) ,
1 <1,7 < 3 sont données par la loi de Hooke suivante

0'6 (UE) = Qud” (Us) + /\dkk (ue) 52']‘

ij

1 [Ous Ou
di; (uf) = = L) 1<d,5<3.
i () 2<axj o, )~ =)=
ol p, A sont les coefficients de Lamé, §;; est le symbole de Kronecker et d;; (u°)
est le tenseur des taux de déformations.
L’équation qui gouverne les déformations du corps élastique homogene et

isotrope avec termes dissipatif et source non linéaire en régime dynamique
est la suivante

0*us
ot?

ous

ot

—div(o® (u°)) + a° (1 + T

a £
) - ¢ — [uf|u® dans Q° x ]0, T

ou f© = (ff, f5, f5,) représente une densité massique des forces extérieures
et o € R,
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Le frottement sur w x |0, 7' est modélisé par la loi de Tresca

0f| < b = (a“) =0

ot
lo¢| =k = 38 > 0 tel que ( “

— —ﬁg‘f_

c sur w x 0,7
).

|.| désigne la norme euclidienne de R? .
Soit n = (n1, ng, n3) le vecteur normal unitaire extérieure a I'® et
n = (0,0, —1) le vecteur normal unitaire extérieure a w.
A 3 1 3 e __ 3
On définit les composantes normales et tangentielles u; et uS = (un)1 <i<3
de u® par

= u°.n

. 5 5 )
u. = u; —u;,.n;

De méme, les composantes normales et tangentielles o, et o = (0‘ ,
du tenseur des contraintes sont définies par

n = (0°n).n=o0fn;n;

ot = ot

Ti Z_]

n; — (03,) ni

Le probleme complet consiste donc a trouver le champ de déplacement u® :
Q° x]0, T[ — R? qui vérifie les équations et les conditions aux limites suivantes

a2u6 3 £ £ € aue au€ 3 ) ) 13
52 —div(e® (u%))+ (1+ 5 ) 5 = f*—|u°|u® dans Q° x]0,T[ (4.1)
oy (u°) = 2udi; (uf) + Adig (u®) 055 4,5 = 1,2,3 dans Q° x [0, T[  (4.2)
u® =0 sur I'] x 0,7 (4.3)
u® =0sur I'; x 10,7 (4.4)
85; n=0surwx]0,T[ (4.5)
0f| < b = (2) =0
T s sur w x |0, (4.6)
|o¢| =k = 3B > 0 tel que ( T ) = —fo:
ou®
u(z,0) = up(x) T (2,0) =uy(z) VoelF (4.7)
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Lemme 4.1 La condition de Tresca est équivalente a la relation suivante :
ou® e L pe ou®
Ny
ot ) T ot ) _

4.2 Formulation variationnelle du probleme

=0 surw x 10,7 (4.8)

Pour I'ouvert 2° on définit I'espace et ’ensemble suivants :

Av; -
H' (Q¢)° = {v e (L2 ()’ i e L2(F), Vi) =1, 3} :
('3xj
Pespace de Sobolev muni de la norme |[.|[ 1 (e, olt la norme de L? (Q9)°
sera 10té ||.||2(qeys - Hy (Q°)? désigne le sous espace vectoriel des fonctions

de H' (Q°)® nulles sur I'*, on note H~! (2°)® son dual topologique.
Nous définissons le convexe fermé non vide de H' (Q¢)*

Ka:{UEHl(Qa)?’:U:Osurfiufi, vn=0sur w}.
On note

a(u,v) = 2 / d(u)d(v)dr + ) / div(u)div(v)dz

€

o) = [ Koo
(F0) = | foa

Lemme 4.2 Soit u® solution de (4.1)-(4.7), alors elle vérifie le probléme
variationnel suivant :

( 3
Trouver ¢ ot (t) € K¢, Vt € [0,T], telle que
Pus - Ou’ N . 0w + (e o
oz Y ot ) T\ T e I T
. Ouf |\ Ouf ou’ - . [ ouw
+a ((H 5l ) B 8t)+](90)—] (815) (4.9)
€ aus €
= f , P — E) , Vgo e K
ou’
L u6($70) = Uo(x) E(xao) ul(z)




£

(p —_— —,——

ot
lisant la formule de Green, les conditions aux limites et (4.8) on obtient la
formulation variationnelle (4.9). m

Preuve. On multiplie I’équation (4.1) par >, ou p € K¢, en uti-

Théoreme 4.3 Supposons que

9]
f5

aJ; i € L* (0,T; L* ()°)

k® € L™ (w),k® > 0 indépendante de t,

ug € H ()% Juy € H ()%, (1) =0 (4.10)
Alors, il existe une solution unique u® de (4.9) avec

u’, ai e L™ (O,T; H! (95)3)

ot
O0?uf
ot2

Preuve. La preuve de ce théoreme est similaire dans Lions ([23] , ([30]). m

€ L (0,T; L* ()°) N L2 (0, T; H' (Q)?)

4.3 Analyse asymptotique du probleme

Pour l'analyse asymptotique de notre probleme, on utilise le change-
ment d’echelle z = =2, Donc le domaine QF se transforme en un domaine

€
) indépendant de ¢, définit par
Q={(2,2)eR® (2/,0) cwet 0<z<h(z)}

et notant I' = @UT; Ul sa frontiere. Sur Q x ]0, 7], nous définissons des
nouvelles inconnues

A / _ 1 / ) —
{ui(g;,z,t)—ui(ahiﬂ&t)a2—172 (4.11)

a5 (2, 2,t) = e tu§ (2, w3, 1) .

On suppose que les données du probleme (4.1)-(4.7) dépendent de ¢ de la
maniere suivante

f (@, 2, t) = 2 f (2, w3, 1),
k= eks, (4.12)
& = £2af.

avec f , k et & ne dépendant pas de €.
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4.3.1 Formulation variationnelle du probleme dans

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur {2 comme ce qui
suit :

K:{@EHl(Q)?’:@zOsurFlLJFLet@.nzOsurw}.

{90 (o1, p2) EHI(Q) @zOSurFlqu}.
%
0z

V, est un espace de Banach pour la norme :

ol = (Z o2 \

sz{vz('z}l,vz)ELQ(Q)Z: cL?*(Q),i=1,2et v=0sur Fl}.

1
2 p)
LQ(Q)) .

En multipliant (4.9) par € et en passant au domaine fixe {2 on montre que le
probleme variationnel est équivalent au probleme suivant :

0z

22: , (0% LA R U 0\ (L 0
2.5\ ) T o o
+EZ (|u8|ul,<pz ) —i—éz (|u3\u3,<p3 ) (4.13)
0% 628 yea (14
at 7T ot

2
ous ous |\ 0u5 ous
A 1 i 3 3 . OJug
+a;(( * ) a7 at)
2

ot ot
NN N I N 1
+](90)_](at)22(fia90i— at)+e(fs,sos at) Vo e K

=1

ou

o4



et

9 R R
(s O | 05\ 9
— 2 J /
a<1/17%0> = pe Z;/ <8mj + 8@») 8xjdx dz
(M 0pi | 209
() (o

s 0y

2 2
+lu€ 98Z 8,2

v'dz + A2 / div (z/1> div (@) da'd>
Q

i) = / b gn| do

4.3.2 Estimations a priori

Théoreme 4.4 Sous les hypothéses du théoreme 4.1, il existe une constante
c indépendante de € telle que

2 2

22: Ha% aaf 2 ‘gzaag +’€%A€ 3
—_ 2 Us
— 0z 2 015 ox; 12(9) RIFEIo)
(4.14)
2 o2 o2 3
+Z ou; L 25 ‘ 2005 +‘ S <c
=02, | gy 1702 e Ot 20 L3(@)
2 ~ 3 ~ 3
ous 0us
3% + e 22 <c (4.15)
purdl| U PEATEY Ot | 13 0,1:9(0)
2 ~ 2 N 2 2
82as B24is , &%
3 ’ i i s (4.16)
— 0z0t Lz(Q) ot L2(Q 8951815 2
2 2 ¢ 2 A 2.~ (|2
+ Z (9 + H 3 ‘ 2(9 U3 S c
2 “ 0230t 1210 o201 e 9 | 2y
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Preuve. Soit u¢ la solution du probleme (4.9). Nous choisissons ¢ = 0, donc

on obtient :
ou® Ou® ou’
) S fev A,
ot ot ot
3 ou
t

82u5%+ E%_’_|6|68u6 +a 1+
oz ot )T\ oy EELERP TR
<(r. )
L3(Q#)3 ( 0

ceci implique que :
1d
2dt
En intégrant en temps pour s € [0,¢] et en utilisant 'inégalité de Korn, on
trouve :

ou’
ot

2

ou’

€
ot +«

ou’
ot

2
+a(u®,u) + 3 ||U€||?£3(Qe)3

L2(Qe)3

Wl s Vi 2 e + 0f /t 2wl as
at L2(Qa)3 M K L2(QE)3X3 3 L3(QE)3 0 at LS(QE)S
(4.20)
t c aug 2 2 2 3
<2 fe(s), P (s) ) ds + [[luillz2(0e)s + (20 + 3A) [ Vol 72378 + 5 [[uoll s 0e )2
0 t 3
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz, de Poincaré et de Young, on
obtient :
! € aus € 3 € ‘ afe &€
2/ Fo(s),—=-(s) | ds = 2(f°(t), u*(2)) =2 (f (0),%)—2/ (s),u(s) | ds

en utilisant I'inégalité de Poincaré
[l p2qeys < R [IVUT| 12(qeyaxs

et 'inégalité de Young
a? b?
ab < 7]25 + 7]725, V(a,b) c R2, VT] >0

nous obtenons

'z [ (7. 5 9) s

< pCxk [|Vu () [72eypes (4:21)

€2h*2 9 . 9 9
T 121200y + 2R 2 12 (0) 72000y + Va0l 72 0ey3x
HUK
t 27 %2 t € 3
e°h af
+MCK/ V0 (5) |2 rorss ds + / () ds
o L2(Qe) wCr Jo || Ot L@y
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En remplagant (4.21) dans (4.20), on déduit

811/6 2 2 2 3 t aU/E 3
+ uCrk ||Vu® osxs |+ = |[u® . +0z5/ S ds
U ot L2(0¢)? HCl HL2(Q . 3 | ||L3(Q 2 o Il Ot 5) L3(Qe)?
(4.22)
2 2 e?h*? e 2 27 %2 || pe 2
< flullze(gey + (1 + 20+ 3A) [[Vuo[72qeysxs + 1Cre 11Ol z20eyz + R F2(0) |72 (02 )

2

ou’

of°
5 (5)

el

€2h*2 t 2 ¢ 2
+ 1Cle /0 ds +/0 + pCx | VU (8)| 2 (geypxs | ds
L2(09)

En multipliant (4.22) par € et en utilisant

g

L2(QF)3

el f Iz =

2
L2(9)*

2 3

€

ou’
ot

ou

By (s) ds

L3(Qe)3

on obtient
2
+ ,uC’K HVUEHLQ(Qs)st

g[ |
§A+Agu

ou A est une constante qui ne dépend pas de ¢

2 3 t
+ 56 ||u5||L3(Qs)3 + 80&6/0

2

L2(Q#)3

ous
5 (s)

4+ K uwf(s)Hizme)sxs] ds
L2(Q#)

. 2
A = |72 + (1 + 2 4 3X) || Viio|[72(qoxa + B2 f(O)( Loy
112
h*2 12 h*2 a
+ C ‘f L= (0,1522(2)*) C 8_{
HEK Y HEK £2(0,1;22(2)*)

On utilise maintenant le lemme de Gronwall, il vient

|

2

ous

<
ot =C

+ [IICK ||Vua ||§/2(Q5)3X3
L2(Qe)3

o7



Donc les estimations (4.14) et (4.15) sont démontrées.
Pour montrer I'estimation a priori (4.16), on considere I’équation approchée

(a;ti<7¢) +a(ug,p) + ((jé)’ (%) ,4,0) (4.23)

oug [\ Ou
o (<1 i 8_t< ) 8;’(’0) 2 (Juglug, ) = (% 9)
avec .
u
UC(O) = Uo atc( ) = U1
ol
@) = [ @) oc (unP)
avec
A MM >0
oc(N) =17 C' 1+ ¢
i ug
On dérive (4.23) par rapport a t et on prend ¢ = 5 nous obtenons

83u§ 82u2 dug 82u2 ) 1 oug 82112 82u§

o3 at2 talgr e ) T2 \\st e |) o oe

82u ) ous\ O*u afe 0%us

¢ 9 (Oug 3 _ ¢

+2< 8t2)+(8t<]<)(8t)’8t2) (at’at2)

, 8 € 82 €
Comme <% (jZ) < ug) , uc) > 0; nous trouvons

o ) oe
L va (28 20| o 8"06,62“2) —2(Iu o 82%)
2dt [2(0)? ot ot ot = ot? ot ot?

825 2
ot?
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En intégrant la derniere inégalité sur (0,t) et en utilisant I'inégalité de Korn
on obtient

a2u£ 2 O 2 a2u€ 2
¢ U¢ ¢
+2uCk ||V < 0 4.24
‘ atg Q(QS)S M K at L2 QE)SXS ‘ at2 ( ) LQ(QS)S ( )
5 @uz 2
+ (20 43X + uCr) [ Vur || 7238 + uCrk ||V T
L2(Qe)3><3
2 *2 afs (0) 2 e2]*2 afs
222 o2 f° t 3uz 2
s ds + uC / \Y% ds

8u§ 82uc )
_ // |ug(s) 8t2 (s)dx'dzsds.

En utilisant les inégalités de Holder et de Young et I'injection de Sobolev, on
trouve

P
_4/0 |ug(s)|ﬁ(s)m(s)daz dxsds

QE
t 8u aQUC
<4 y d
- /0 e 9 s ®
2 0%ug Ug ’
< 4C:T + 5 (s) ds
8t LQ(QE)B

avec C, est une constante indépendante de ( et ¢, d’ou

62 5 2 auz 2 a2uz 2 2
Cie ||V 0 20+ 3\ + uCrk) ||V o
‘ ot? L2y + nCk ‘ ot L@y ‘ o2 (0) ey + (24 3N+ uCr) || U1||L2(Q o<
(4.25)
2 h*2 8]"5 2 c2p*2 afE 2 h*2 82f€
+4C2T + 0 ; . .
uCr || ot (0) Loy MCK 5 () ooy O 7 (5) s
0% 2 L Ous 2
* > (9) dSﬂLCK/ V—=5(s) ds
ot? 12(Q¢)? 0 ot L2(eyP3
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2

uE
8t2< (0), on déduit de (4.23) et (4.10) que

Maintenant, il faut estimer

0*us
(S700:¢) = (70 0)-a(un, =" (U + il v 0) (ol )« Vi € K

donc

0%ug
¢ % €
‘ ( 12 (0), 90) ‘ <eh*|f (O)||L2(QE)3 HVSOHH(QE)?’X3 + (214 3)) Hu0||H1(QE)3 ||‘PHH1(QE)3

3
+eh*?af IVui]| 2 (e [Vl 12qey2xs + eh*a’\e </ |111|4dx'dz) IVl 2(qey3xs
Q

1
2
+eh* </ || * d:c’dz) IV ol| 2 (geysxs
Q

comme H'(Q) < L*(Q), on a

O?us
(500 < 2B 1OV Bl + 214 3) Bl Iy
* £ R .
+e?h*?af ||u1||H1(QE)3 ||‘P||H1(Qs)3 +e2hiafe ||U1||H1(Q)3 ||S0||H1(Qs)3 +eh’cs ||U0||H1(Q)3 ||90||Hl(szs)3
si on multiplie cette inégalité par 1/, on obtient

821{-
ot? (0)

Ve <

L2(Q#)3
ou

C'=n*

FUO)| g + @033 ol e+ e ol e

+dh*2 |’7«21||H1(Q)3 + ah’es Hdl||12ﬁll(ﬂ)3
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ne dépend pas de €. En passant a la limite dans (4.25) quand ( tend vers
zéro, nous trouvons
2
S '
LQ(QE)3X3

21+ 3\ + 4Cx) | Vs |12 scer 4 S|
+ (20 43X + uCr) [ Vur |72 (gey3xs + 4C5 T iCk || ot

2 21 %2 ot 2
e*h o° f¢
2 ToC / o )
23 MUK Jo
2 ou’

Var®)

2 2

0us 0%us
5 (0)

ot?

ous
ot

+ ,lLCK \Y (426)

L2(Q2)? L2(0%)3

2

L2(Q#)3
2
€2h*2

pCre
t
o[
0

En multipliant maintenant (4.26) par ¢, on obtient

ofe
ot

9*uf

B )

ds
L2(Qe)3

2
ds
L2(Qs)3><3

+ ,UCK

L2(Qe)3

2 2

0u?
ot?

9*uf

5z (5)

ou®
ot

ou’
oy (s)

\Y < B+

6 ‘

[

ou B est une constante ne dépend pas de € avec

+ MCK
3

L2(Q¢)
2

L2 (QS)SXS
2

\Y% ds

+ ,UCK
L2(0e)3

L2(Qe)3><3

2

h*Q
pCk

of
E(O)

2

B = (2 + 3\ + pCi) | V|| 2 gons + (C')° +

L2(2)°

2]

ot?

h*2
pCre

of

ot

h*2

_|_
pCre

+
L2 (0,T;L2(0)%)

£2(0,1522(2)%)

d’aprés l'inégalité de Gronwall, il existe une constante C' indépendante de ¢
telle que

2 2

0%uf
ot?

ous

v&t

<C

LQ(QE)?;X?)

+¢€
L2(Q#)3

€

ce qui donne l'estimation (4.16). m
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4.3.3 Théoreme de convergence

Théoreme 4.5 Sous les mémes hypothéses du théoréme 4.4, il existe u} €
L2(0,T;V,)NL>®(0,T;V,), i = 1,2 telle que

G =l i=1,2

ou;  ouf
—\

}faiblement dans L* (0, T; V.) et faiblement * dans L™ (0,T;V,)

=1
ot a0 T
(4.27)
ou;  Ouf
, 1=1,2
ot 85?515 faiblement dans L* (0,T; L* (2)) (4.28)
e—3
ot
5%1}540@—1,2 , 3 3 : o0 3
Soc 00 faiblement dans L (O,T; L (Q)) et faiblement x dans L (O,T; L (Q))
£3U5 —
(4.29)
A[%- A
AN 0,i=1,2
o
ex——0,4,5=1,2
.fL'j .
5?% —0 faiblement dansL? (0,T; L* () et faiblement * dansL> (0,T; L* (%))
.. Ot
2 U3
c al’laA ! ’
ug
—0
c 0z J
(4.30)
01U
L 20.4,7=1,2
oot T
, 0%
5 —_ .\
020t
9% _ : 2 72 . 00 7270y
62a a3 £ 0.i=1.2 ¢ faiblement dansL (O,T,L (Q)) et faiblement x dansL (O,T,L (Q
T t ’ ’
0%us
L ~07=1,2
c ot? age 't ’
g2 e 0
(4.31)
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Preuve. D’aprés (4.14) et (4.15), il existe une constante ¢ indépendante de
g, telle que

2 2

0*us
0z0t

ou; .
H : <ec i=1,2.

0z

<c et ‘

L2(Q) L2 ()

En utilisant ces estirpatiops avec l'inégalité de Poincaré on déduit que les
suites (45, 45), et (8(;? : 881?) sont bornées dans L? (0, T; V,)NL> (0, T; V,),
e
Ouj Ouj
ot ot
) ) converge faiblement
£

ce qui implique 'existence des éléments (uf, ul) et dans L? (0, T; V)N

NE NE
ouj 05

L>(0,T;V,) telles que (af,s5), (resp<

ot’ ot
resp 8autl ; a;;)) dans L? (0, T;V,)NL*> (0,T;V.). Donc nous

obtenons (4.27). Pour (4.28)-(4.30), ils viennent directement de (4.14)-(4.16)
et (4.27). m

vers (uf, uj)

4.3.4 Probleme limite

Théoréme 4.6 Avec les mémes hypotheses du théoréme 4.3, u* = (uj, u)
vérifie

3 PN ~ 8u*
82&2(’ at)da:dz—l—j(go)—j(at) (4.32)

+a2/(1+

82 *
—H 072

L) + 4 < ‘aaf (t)D aaf (1) = filt) i=1,2 dans L2(Q)

uf(2',2,0) = uai(:v',z), 1=1,2
(4.33)
. . 0ug . .
Preuve. On prend ¢ = | @1, 9o, B dans (4.13) puis en passant a la
z

limite quand ¢ tend vers zéro et en utilisant les résultats de convergence du
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théoreme 4.5, on déduit

2
our 0 ou* - ~ { Ou*
v 7 P 7 /d N AN\ 2
“Z;Aéhaz(%/ at)wrz+Jwﬂ J(at)

(4.34)
2 2
ou* ou? A ou?
A 1 "' _ 1 / > i /" _ 1
+a ;:1 /Q (1 + ) 5 (gol 5 ) dz'dz > ;:1 <fl,g01 5 )

Nous choisissons maintenant dans (4.34)

ou*
i = ai@ oy, € HY(Q) i=1,2
et en utilisant la formule de Green, puis en choisissant ¢, = 0 et ¢, € H} (),
ensuite ¢ = 0 et 1y € H) (), on obtient

ou}
ot

~

a2u’f ou* ou* .
_ (I ~ 1 ; o _ o
M/Q 922 Pidx dz—l—oz/Q( + 5 ) 5 Widx'dz /Qfl%dx dz
d’ou
azu; R au;k ((9u;‘ R . »
—H 022 T+ (1 + ot ) e fi i=1,2dans H " () (4.35)

et comme f; € L2 (Q) alors (4.35) est valable dans L? (). m

Théoreme 4.7 Sous les mémes hypotheses du théoréme 4.4, les traces

B ou*
0z

st =u*(2/,0,t), T (2',0,t)

vérifient

N os*
[+(+%

et les conditions aux limites de Tresca sur w x |0, T

0s*
ot

) de’ — / pr*pds’ >0, Vi € L? (w)”

- os*
plm <k = =0

. ot Os* p.p surw X 10, T[ (4.37)
plm*| =k = 36 >0 tel que 5 = pBr*

64



De plus u*et s*vérifient [’équation généralisée de Reynolds

h
/ (ﬁ’ - ,ugs* - / pu (2, z,t) dz + Ut> Vi (2)dr' =0, Vo € H (w)
w 0
(4.38)

ol

h
- h
F (2 h,t) = / F(x’zt)dz—EF(x’ht)

F (2, 2,t) //fxn, dnd(

- ah
U (2', hyt) = éz/ Uy (2, Zt)dZ+—Ut<£(7 h,t)

o [T (o

Uu.
Preuve. Dans I'inéquation variationnelle (4.32), on choisit ¢; = a—l—H/Ji,i =
2,ouy ell (K)7 on trouve

’L / ~ au* ~ au*
waz+j(v+50) -5 (%)
+a2/(1+ )a“ ’dz>Z/fZ¢zdxdz Vi € T1 (K)

en utilisant la formule de Green, il vient que

_ Z/ ¢dxdz+oz2/ Ou
s 02 ot
2 os* 0s* 2
_ *oby.do’ 2 2 S Fabedr
u;/wm@dx+ wk(‘zm > 7 )dx_;/ﬂfzmdxdz
De (4.33), on trouve

/2} ( 88*

ot

ot

0
) S (&, t) didc

dx'dz

at

B os*
ot

) dx' — / pr*ipde’ >0, ¢ e D (w)?
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Par la densité de D (w) dans L? (w) on déduit (4.36). Nous obtenons aussi
(4.37) comme dans [28]. Pour montrer (4.38) on integre deux fois (4.33) entre
0 et 2z on obtient

z ¢
—pu; (2] z, t)+,usf+,u27i*+&/ / (1 +
o Jo

En particulier pour z = h, donc

s, +a/ / (

En intégrant (4.39) de 0 et h, on obtient

—u/ou(x zt)dz+ush+u—7 +a///<

ou’

ot
(3.39)

8“: ’ _ " ¢4 /
) By (ar,n,t)dndC—/o /0 fi (2',m,t) dnd(
(4.40)

ot

ot ot

(4.41)

///fzx n,t)dnd{dz

) ou; (2/,n,t) dnd(dz

De (4.40) et (4.41), nous déduisons que

- h h N
F—,ugs*—l—/ pu* (2, 2,t) dz + Uy = 0
0

Et par conséquent

h
/ (F — ugs* - / pu* (2, 2,t) dz + Ut) Vi (') dz' =0
w 0
]

Théoréme 4.8 La solution u* du probleme limite (4.32)-(4.33) est unique
dans L* (0, T;V,) N L>(0,T;V,).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions u* et u** de 'inéquation va-
riationnelle (4.32), nous avons

MZ/ o az(i aat)dde;(@_;(%f) (4.42)
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2 oul |\ our 8u 2

=1 =

et

ou™ o (. ou’* , a A [ Ou**
MZ/ . (sa o )drﬂdzﬂ(so)—J( o ) (4.43)

ou’™* ou’* 2 ou’*
i (o, Y% TS Fos Y
+a2/( ) (sol o )dxdz_;(fm 8t)

ot
Nous prenons ¢ =
additionnant les deux inéquations, on obtient

0 (Oouf Ouf* COuT (Ouf Ou” ,
“Z/az az(at at)dxdz+az/< )(815_ at)dm
22:/ ( au;‘*) (8uf - au;"*) dr'dz <0

= ot ot ot
Posons W (t) = u*(t) — u**(t), ceci implique que

au**
ot

*

dans (4.42) (resp ¢ = 881; dans (4.43) et en

ou; B
ot

kk
ou;

ot

3

-2 -2 -
d |[oW La ow a || oW 0
“dt 0z @ 4 , -
L2(Q)? L2(Q)? L3(Q)?
Comme W (0) = 0 donc
-2
ow
hAl) -0
ot )
(%)

En utilisant I'inégalité de Poincaré, on déduit que

|

=0.

L2(07T§Vz) HLOO (07T§Vz)
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Résumé

Dans cette thése, nous avons étudié quelques problemes d’élasticité linéaire et
non-linéaires avec différentes conditions aux limites dans un domaine borné
tridimensionnel. Tout d'abord, nous avons montré |'existence et la régularité
de la solution d'un probléme élastique perturbé dans un domaine régulier avec
conditions de frottement non linéaire de type Tresca-graphe maximal
monotone. Ensuite, nous avons étudié I'analyse asymptotique d'un probleme
approché associé a notre probleme dans un domaine mince. Le dernier
probleme dans cette thése est consacré a I’étude de |'analyse asymptotique
d'un probleme dynamique non-linéaire pour |'élasticité avec un terme dissipatif
et un source non linéaire dans un film mince.

Abstract

In this thesis, we have studied some linear and non-linear elasticity problems
with different boundary conditions in a three-dimensional bounded domain.
First, we showed the existence and the regularity of the solution of a perturbed
elastic problem in a smooth domain with nonlinear friction conditions of
Tresca-maximal monotone graph type. Then, we studied the asymptotic
analysis of an approximate problem associated with our problem in a thin
domain. The last problem in this thesis is devoted to the study of the
asymptotic analysis of a nonlinear dynamical problem for elasticity with
nonlinear dissipative and source terms in a thin film.
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