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2.3.2 Régularité de la solution du problème approché 25
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travail.

Enfin, je remercie toute personne ayant participé, de prés ou de loin pour
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Introduction

La déformation élastique est une déformation réversible, le milieu retourne
à son état initial lorsqu’on supprime les sollicitations.

La déformation élastique est un domaine important de la mécanique des
milieux continus et de la thermodynamique (compression des gaz).

L’élasticité linéaire concerne les petites déformations proportionnelles à la
sollicitation. Aux plus grandes déformations, l’élasticité devient non linéaire
pour certaines matériaux. D’une façon générale, les lois de comportement sont
des relations entre le tenseur des contraintes et le tenseur des déformations
et leurs dérivées.

L’un des buts de l’analyse asymptotique est d’obtenir et de décrire un
problème bidimensionnel (2D) à partir d’un problème tri-dimensionnel (3D),
en passant à la limite sur l’épaisseur du domaine (3D) supposé déjà mince.

Plusieurs études ont été faites sur l’analyse asymptotique de l’élasticité
linéaire avec les conditions aux limites ([26], [27], [29], [34], [35]).
Dans [6], les auteurs ont étudié l’analyse asymptotique d’un problème dyna-
mique d’élasticité isotherme dans un domaine borné en dimension trois avec
un frottement non linéaire de type Tresca. L’étude du problème non linéaire
en régime stationnaire dans un domaine mince tridimensionnel avec frotte-
ment non linéaire de Tresca a été considéré dans [25]. Les auteurs dans [32] se
sont intéressés à étudier l’analyse asymptotique d’un problème viscoélastique
avec le terme dissipatif et le terme source dans un domaine mince tridimen-
sionnel.

Des problèmes similaires pour un fluide dans un domaine mince avec les
conditions aux limites de frottement ont été étudiés par nombreux auteurs,
voir par exemple ([14]), [15], [20], [21], [22], [24], [33]).
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Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions sur les espaces
de Sobolev et les espaces Lp(0, T ;X) qui sont fondamentaux pour l’étude des
problèmes d’évolution, ainsi que quelques résultats qui nous permettent de
mieux comprendre le contenu de ce travail. Ensuite, nous donnons un rappel
des opérateurs maximaux monotones.

Dans le deuxième chapitre, nous étudions l’existence et la régularité de
la solution du problème suivant

(P1)



−div(u) + α2u = f dans Ω
u = 0 sur Γ1

P (u)− σ(u)n ∈ β(u) sur Γ2

u.n = 0
|στ | < k =⇒ uτ = g

|στ | = k =⇒ ∃γ ≥ 0 : uτ = g − γστ

 sur Γ3

où Ω un domaine borné de R3 de classe C2, la frontière de Ω sera notée
Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3, avec mesure (Γ1) > 0. P un opérateur différentiel du
premier ordre à coefficients lipschitziens, β un graphe maximal monotone
tel que 0 ∈ β(0), n le vecteur normal extérieur unitaire à Γ, f ∈ L2(Ω)3,
k ∈ L∞ (Γ3), k ≥ 0 et α un réel positif. Nous remplaçons β par l’approchant
de Yosida βξ pour obtenir le problème approchè de P1 et montrons l’existence
de la solution de ce problème.

L’estimation à priori nous permet de passer à la limite lorsque ξ tend vers
zéro, nous prouvons nos principaux résultats d’existence et régularité de la
solution au problème P1.

Dans le troisième chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’analyse asymp-
totique d’un problème élastique dans un domaine borné Ωε de R3 avec des
conditions aux limites de Tresca et graphe maximal monotone. On donnera
la formulation variationelle du problème en utilisant le changement d’échelle

z =
x3

ε
, le domaine Ωε se transforme en un domaine Ω indépendant de ε.

On établit des estimations sur le déplacement. Gràce à ces estimations, on
obtient un théorème de convergence, qui nous permet de passer à la limite
lorsque ε tend vers zéro. Ensuite, nous obtenons le problème limite. Enfin,
nous montrons l’unicité de u∗ solution du problème limite.
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Dans le quatrième chapitre, nous considérons un problème élastique avec

le terme dissipatif

(
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
et le terme source |uε|uε dans un domaine

mince Ωε avec la condition de frottement non linéaire de type Tresca sur une
partie de la frontière et la condition de Dirichlet sur les deux autres parties.

Le problème complet dans Ωε, s’écrit :

∂2uε

∂t2
− div(σε (uε)) + αε

(
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
= f ε − |uε|uε dans Ωε × ]0, T [

σεij (uε) = 2µdij (uε) + λdkk (uε) δij, i, j = 1, 2, 3 dans Ωε × ]0, T [

uε = 0 sur Γε1 × ]0, T [

uε = 0 sur ΓεL × ]0, T [

∂uε

∂t
.n = 0 sur ω × ]0, T [

|σετ | < kε =⇒
(
∂uε

∂t

)
τ

= 0

|σετ | = kε =⇒ ∃β ≥ 0 tel que

(
∂uε

∂t

)
τ

= −βσετ

 sur ω × ]0, T [

uε(x, 0) = u0(x)
∂uε

∂t
(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ Ωε

avec f ε et kε sont des données du problème.
Nous étudions l’analyse asymptotique de ce problème, pour cela nous ef-

fectuons un changement d’échelle, par rapport à l’épaisseur du domaine. En-
suite, nous utilisons les différentes inégalités de Poincaré, Cauchy-Schwartz,
Young, Hölder, Korn et Gronwall pour obtenir des estimations à priori. Ce
qui nous permet de faire un passage à la limite afin d’obtenir le problème
limite et équation de Reynolds faible.
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Chapitre 1

Préliminaires

Résumé. Ce chapitre est consacré à quelques résultats fondamentaux d’ana-
lyse fonctionnelle, concernant les espaces de Sobolev et les espaces à valeurs
vectorielles, ainsi que leurs principales propriétés, notamment les théorèmes
de trace.

Contenu
1.1 Espaces de Sobolev.
1.2 Les espaces Lp(0, T ;X).
1.3 Lemmes de type Gronwall.
1.4 Inéquations variationnelles elliptiques et d’évolution.
1.5 Propriétés de semi-continuité inférieure.
1.6 Les opérateurs maximaux monotones.
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1.1 Espaces de Sobolev

Soit Ω un ouvert borné régulier de Rd. On désigne par D(Ω) l’espace des
fonctions de classe C∞ à support compact dans Ω.
L’espace des distributions D′(Ω) est le dual de D(Ω), c’est-à-dire l’espace
de formes linéaires continues sur D(Ω). On note 〈T, φ〉 = T (φ) le produit
de dualité entre une distribution T ∈ D′(Ω) et une fonction φ ∈ D(Ω) ce

produit de dualité généralise l’intégrale usuelle

∫
Ω

Tφdx. En effet, on vérifie

que si f est une fonction localement intégrable dans Ω, alors on peut définir
une distribution Tf par

〈Tf , φ〉 =

∫
Ω

fφdx.

On peut aussi munir D′(Ω) d’une notion de convergence : on dit qu’une suite
Tn ∈ D′(Ω) converge au sens des distributions vers T ∈ D′(Ω) si, pour tout
φ ∈ D(Ω)

lim
n→∞

〈Tn, φ〉 = 〈T, φ〉 .

Définissons maintenant la dérivation au sens des distributions : si T ∈ D′(Ω),

la dérivée
∂T

∂xi
∈ D′(Ω) est définie par :

〈
∂T

∂xi
, φ

〉
= −

〈
T,

∂φ

∂xi

〉
,∀φ ∈ D(Ω).

Pour 1 ≤ p ≤ ∞, on note Lp(Ω) l’espace défini par

Lp(Ω) =

{
u : Ω→ R mesurable :

∫
Ω

|u(x)|p dx <∞
}

muni de la norme

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
)1

p

et pour p =∞, on note

L∞(Ω) = {u : Ω→ R mesurable : sup essx∈Ω |u(x)| <∞}

muni de la norme
‖u‖L∞(Ω) = sup essx∈Ω |u(x)|
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où
sup essx∈Ω |u(x)| = inf{M > 0, |u(x)| < M p.p}.

Pour tout p, 1 ≤ p ≤ ∞ on notera q l’exposant conjugué de p défini par
1

p
+

1

q
= 1 avec la convention

1

∞
= 0. Pour tout u ∈ Lp(Ω) et v ∈ Lq(Ω), on

a uv ∈ L1(Ω) et ‖uv‖L1(Ω) ≤ ‖u‖Lp(Ω) ‖v‖Lq(Ω) ( l’inégalité de Hölder).

L2(Ω) est l’espace des fonctions mesurables de carré intégrable dans Ω,
muni du produit scalaire

(u, v)L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx, ∀u, v ∈ L2(Ω).

L2(Ω) est un espace de Hilbert.
De plus, l’inégalité de Cauchy-Schwartz, correspondant à l’inégalité de Hölder
pour p = 2, est vérifiée i.e.∫

Ω

u(x)v(x)dx ≤ ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) , ∀u, v ∈ L2(Ω).

Définition 1.1 Soit Ω un ouvert de Rd. L’espace de sobolev H1(Ω) est défini
par

H1(Ω) =

{
u ∈ L2(Ω) tel que ∀i ∈ {1, ..., d} ∂u

∂xi
∈ L2(Ω)

}
,

où
∂u

∂xi
est la dérivée partielle de u au sens des distributions.

Proposition 1.2 L’espace de sobolev H1(Ω) est muni du produit scalaire

(u, v)H1(Ω) =

∫
Ω

(u(x)v(x) +∇u(x)∇v(x)) dx

et de la norme

‖u‖H1(Ω) =

(∫
Ω

(|u(x)|2 + |∇u(x)|2)dx

) 1
2

où ∇u(x) est le vecteur de composante
∂u

∂xi
c’est un élément de l’espace

L2(Ω)d.
L’espace de Sobolev H1(Ω) est un espace de Hilbert.
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Proposition 1.3 (Inégalité de Poincaré). Soit Ω un ouvert borné de Rd,
alors il existe une constante C telle que pour toute fonction u ∈ H1

0 (Ω),

‖u‖L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖L2(Ω) .

En particulier, ‖∇u‖L2(Ω) est une norme équivalente à celle de H1
0 (Ω) (H1

0 (Ω)

désigne le sous espace vectoriel des fonctions de H1(Ω) nulles sur Γ = ∂Ω).

Théorème 1.4 (Traces des fonctions et formule de Green). Soit Ω un ouvert
régulier de Rd. Alors il existe un opérateur linéaire continu γ : H1(Ω) →
L2(∂Ω), appelé opérateur trace, tel que

γ : H1(Ω)→ L2(Γ) est compact.

On défnit l’espace vectoriel H
1
2 (∂Ω) comme suit :

H
1
2 (∂Ω) =

{
γ(u); u ∈ H1(Ω)

}
que l’on munit de la norme

‖f‖
H

1
2 (∂Ω)

= inf
{
‖u‖H1(Ω) ; γ(u) = f

}
.

Les premières propriétés les plus remarquables et utiles sont les suivantes :
1- Si u ∈ H1(Ω), alors γ : H1(Ω)→ H

1
2 (∂Ω) est linéaire surjectif et

‖γ(u)‖
H

1
2 (∂Ω)

≤ C ‖u‖H1(Ω) .

2- Si Ω est borné régulier de classe C1. Alors, pour toutes fonctions u et v
de H1(Ω), on a∫

Ω

u(x)
∂v

∂xi
= −

∫
Ω

v(x)
∂u

∂xi
+

∫
Γ

u(x)v(x)ni(x),

où n = (ni)1≤i≤d est la normale unité extérieure à Γ.

Définition 1.5 Le dual de l’espace de Sobolev H1
0 (Ω) est appelé H−1(Ω).

Proposition 1.6 L’espace H−1(Ω) est caractérisé par

H−1(Ω) =

{
f = v0 +

d∑
i=1

∂vi
∂xi

avec v0, v1, ..., vd ∈ L2(Ω)

}
.
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Remarque 1.7 Pour tout Ω un ouvert de Rd, on a

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ≡

(
L2(Ω)

)′ ⊂ H−1(Ω).

Théorème 1.8 (Inégalité de Korn). Soit Ω un domaine régulier borné de
Rd de classe C1. Il existe une constante C > 0 ne dépendant que de Ω telle
que, pour toute fonction v ∈ H1(Ω)d, on a :∫

Ω

vividx+

∫
Ω

εij(v)εij(v)dx ≥ C ‖v‖2
H1(Ω) ,

où εij(v) =
1

2

(
∂vi
∂xj

+
∂vj
∂xi

)
.

1.2 Les espaces Lp(0, T ;X)

Soit T > 0 et soit (X, ‖.‖X) un espace de Banach réel. On définit les
espaces suivants :

C(0, T ;X) = {u : [0, T ]→ X continue} ,

Lp(0, T ;X) =

{
u : [0, T ]→ X mesurable;

∫ T

0

‖u(t)‖pX dt ≤ ∞
}
, 1 ≤ p <∞,

muni de la norme

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u(t)‖pX dt
)1

p
,

et

L∞(0, T ;X) = {u : [0, T ]→ X mesurable; ∃C > 0 ‖u(t)‖X ≤ C p.p.t} ,

muni de la norme

‖u‖L∞(0,T ;X) = inf {C > 0; ‖u(t)‖X ≤ C p.p.t} .

Remarque 1.9 Pour tout 1 ≤ p <∞, Lp(0, T ;X) est un espace de Banach
et C(0, T ;X) est dense dans Lp(0, T ;X). Si 1 ≤ p <∞ et si X est réflexif,
alors Lp(0, T ;X) est réflexif ( H. Brézis [31]).
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Par ailleurs, on a les résultats suivants.

Proposition 1.10 1- Si X est un espace de Hilbert avec le produit scalaire
(., .)X alors Lp(0, T ;X) est aussi un espace de Hilbert avec le produit scalaire

(u, v)Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

(u(t), v(t))Xdt.

2- Lr(0, T ;X) ⊂ Lq(0, T ;X), avec injection continue, 1 ≤ q ≤ r ≤ ∞.
3- Si X un espace de Hilbert, alors

Lp(0, T ;X)′ = Lq(0, T ;X), si 1 < p, q <∞ 1

p
+

1

q
= 1,

L1(0, T ;X)′ = L∞(0, T ;X),

où Lp(0, T ;X)′ représente le dual de l’espace Lp(0, T ;X), 1 ≤ p <∞.

Théorème 1.11 Soit (X, (., .)X) un espace de Hilbert et soit u : [0, T ]→ X

une fonction telle que u,
∂u

∂t
∈ Lp(0, T ;X), 1 ≤ p ≤ ∞. Alors

1- la fonction t → 1

2
‖u(t)‖2

X est une fonction absolument continue sur l’in-

tervalle ]0, T [,

2-
d

dt

1

2
‖u(t)‖2

X =

(
∂u

∂t
(t), u(t)

)
X

p.p.t ∈ ]0, T [,

3-
1

2
‖u(t)‖2

X =
1

2
‖u(0)‖2

X +

∫ t

0

(
∂u

∂t
(s), u(s)

)
X

ds pour tout t ∈ [0, T ].

1.3 Lemmes de type Gronwall

Nous passons ici les lemmes classiques du type Gronwall qui interviennent
dans de nombreux problèmes de majoration et d’estimation d’erreur, en par-
ticulier pour établir l’unicité de la solution.

Lemme 1.12 Soient m et n ∈ C ([0, T ] ;R) telles que m(t) ≥ 0, n(t) ≥ 0
pour tout t ∈ ]0, T [, a ≥ 0 une constante, φ ∈ C (0, T ;R)
1- Si

φ(t) ≤ a+

∫ t

0

m(s)ds+

∫ t

0

n(s)φ(s)ds ∀t ∈ [0, T ] ,
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alors

φ(t) ≤
(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
exp

(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ] .

2- Si

φ(t) ≤ m(t) + a

∫ t

0

φ(s)ds ∀t ∈ [0, T ] ,

alors ∫ t

0

φ(s)ds ≤ exp(aT )

∫ t

0

m(s)ds.

Dans le cas particulier m = 0, la partie de (1) de ce lemme devient :

Corollaire 1.13 Soit n ∈ C ([0, T ] ;R) telle que n(t) ≥ 0 pour tout t ∈
]0, T [, et soit a ≥ 0. Si φ ∈ C (0, T ;R) est une fonction telle que

φ(t) ≤ a+

∫ t

0

n(s)φ(s)ds ∀t ∈ [0, T ] ,

alors

φ(t) ≤ a+ exp

(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ] .

Lemme 1.14 Soient m et n ∈ C ([0, T ] ;R) telles que m(t) ≥ 0, n(t) ≥ 0
pour tout t ∈ ]0, T [, a ≥ 0 une constante. Soit également φ : [0, T ]→ R une
fonction telle que

1

2
φ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

0

m(s)φ(s)ds+

∫ t

0

n(s)φ2(s)ds ∀t ∈ [0, T ] ,

alors

|φ(t)| ≤
(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
exp

(∫ t

0

n(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ] .

Dans le cas particulier n = 0 le lemme 1.14 devient :

Corollaire 1.15 Soit m ∈ C ([0, T ] ;R) telle que m(t) ≥ 0, pour tout t ∈
]0, T [, a > 0 une constante. Soit également φ : [0, T ]→ R une fonction telle
que

1

2
φ2(t) ≤ 1

2
a2 +

∫ t

0

m(s)φ(s)ds ∀t ∈ [0, T ] ,

alors

|φ(t)| ≤
(
a+

∫ t

0

m(s)ds

)
∀t ∈ [0, T ] .
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1.4 Inéquations variationnelles elliptiques et

d’évolution

Nous commençons ce paragraphe par quelques propriétés des formes bi-
linéaires dans un espace de Hilbert. Donc, on considère un espace de Hilbert
X muni du produit scalaire (., .)X et la norme associée ‖.‖X et X ′ l’espace
dual de X en notant par〈., .〉X′×X pour le produit de dualité entre X et X ′.
On dit qu’une forme bilinéaire a : X ×X → R est :
1- continue, s’il existe un réel C > 0 tel que

a(u, v) ≤ C ‖u‖X ‖v‖X , ∀u, v ∈ X,

2- coercive, s’il existe un réel α > 0 tel que

a(v, v) ≥ α ‖v‖2
X , ∀v ∈ X.

Théorème 1.16 (Représentation des formes bilinéaires). Soit a : X×X →
R une forme bilinéaire, continue sur X×X. Alors il existe un unique opérateur
linéaire borné A ∈ L(X,X ′) tel que

∀u, v ∈ X : a(u, v) = 〈Au, v〉X′×X .

De plus
‖a‖X = ‖A‖L(X,X′) .

Nous rappelons un théorème d’existence et d’unicité pour les inéquations
variationnelles de 2ème espèce.

Théorème 1.17 Soit K un convexe fermé non-vide d’un espace de Hilbert
X, muni de la norme ‖.‖X , a(., .) une forme bilinéaire continue et coercive
de K×K dans R et J une fonctionnelle de K dans R̄ convexe, semi-continue
inférieurement et propre, alors pour toute forme linéaire L défnie sur X, il
existe un unique u dans X solution de l’inéquation variationnelle :

a(u, v − u) + J(v)− J(u) ≥ L(v − u).

1.5 Propriétés de semi-continuité inférieure

Nous rappelons dans cette section quelques notions d’analyse convexe.
Nous considérons des fonctions φ définies sur un espace vectoriel réel X et à
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valeurs dans ]−∞,+∞].
- Une telle fonction est dite propre si elle n’est pas identique à +∞ c’est-à-
dire s’il existe v0 ∈ X tel que φ(v0) < +∞.
- La fonction φ est dite convexe si

φ (tu+ (1− t)v) ≤ tφ(u) + (1− t)φ(v)

pour u, v ∈ X et t ∈ [0, 1].
- La fonction φ est dite strictement convexe si

φ (tu+ (1− t)v) < tφ(u) + (1− t)φ(v)

pour u, v ∈ X et u 6= v.
- Une fonction φ : X → ]−∞,+∞] est dite semi-continue inférieurement si
et seulement si

lim inf
n
φ(vn) ≥ φ(v)

pour tout v ∈ X et vn converge vers v dans X.

Lemme 1.18 Soit K ⊂ X, la fonction ψ : X → ]−∞,+∞] définie par :

ψK(u) =

{
0 si u ∈ K

+∞ si u /∈ K

K est un ensemble convexe, fermé et non vide de X si et seulement si la
fonction ψK est convexe et semi-continue inférieurement et propre.

1.6 Les opérateurs maximaux monotones

De H. Brézis [31] on a :

Définition 1.19 Soit H1 et H2 deux espaces de Hilbert. On appelle opérateur
linéaire non-borné de H1 dans H2 toute application linéaire A : D(A) ⊂
H1 → H2. D(A) est le domaine de A. On note par

G(A) =
⋃

u∈D(A)

(u,Au).

G(A) s’appelle le graphe de A et est un sous espace de l’espace vectoriel
produit H1 ×H2.
On dit qu’un opérateur A est fermé si G(A) est fermé dans l’espace produit
H1 ×H2.
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Dans toute la suite H désigne un espace de Hilbert, I l’identité dans H
et A : D(A) ⊂ H → H est un opérateur linéaire non-borné.

Définition 1.20 On dit que A est monotone si

(Av, v) ≥ 0 ∀v ∈ D(A).

A est maximal monotone si de plus R(I + A) = H, c’est-à-dire

∀f ∈ H, ∃u ∈ D(A) tel que u+ Au = f.

Proposition 1.21 Soit A un opérateur maximal monotone. Alors
1- D(A) est dense dans H.
2- A est fermé.
3- Pour tout λ, (I + λA) est bijectif de D(A) sur H, (I + λA)−1 est un
opérateur borné et ‖(I + λA)−1‖ ≤ 1.

Définition 1.22 Soit A un opérateur maximal monotone. On pose, pour
tout λ > 0,

Jλ = (I + λA)−1 et Aλ =
1

λ
(I − Jλ).

Jλ est la résolvante de A et Aλ est la régularisée Yosida de A.

Proposition 1.23 Soit A un opérateur maximal monotone, on a
1- Aλv = A(Jλv) ∀v ∈ H et ∀λ > 0
2- Aλv = Jλ(Av) ∀v ∈ D(A) et ∀λ > 0
3- |Aλv| ≤ |Av| ∀v ∈ D(A) et ∀λ > 0
4- limλ→0 Jλv = v ∀v ∈ H
5- limλ→0Aλv = Av ∀v ∈ D(A)
6- (Aλv, v) ≥ 0 ∀v ∈ H et ∀λ > 0

7- |Aλv| ≤
1

λ
|v| ∀v ∈ H et ∀λ > 0.
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Chapitre 2

Résultats d’existence et de
régularité pour le système
d’élasticité avec conditions de
Tresca et graphe maximal
monotone

Résumé. Dans ce chapitre, nous considérons le problème aux limites non
linéaire gouverné par un système d’élasticité avec conditions aux limites
mixtes (Dirichlet-Tresca- graphe maximal monotone) dans un domaine régulier.
Nous montrons l’existence et la régularité de la solution faible de ce problème.
Nous utilisons l’approche du graphe maximal monotone par sa régularisation
Yosida et la méthode de contraction de Brézis [31].

Contenu
2.1 Introduction et position du problème.
2.2 Préliminaire.
2.3 Résolution du problème approché.

2.3.1 Résolution du problème intermédiaire.
2.3.2 Régularité de la solution du problème approché.

2.4 Existence d’une solution du problème dans H2(Ω)3.
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2.1 Introduction et position du problème

Soit Ω un ouvert borné de R3 de classe C2, la frontière de Ω sera notée
Γ = Γ̄1 ∪ Γ̄2 ∪ Γ̄3, avec mesure (Γ1) > 0.
Il sagit de résoudre le problème suivant dans H2(Ω)3

−div(u) + α2u = f dans Ω
u = 0 sur Γ1

P (u)− σ(u)n ∈ β(u) sur Γ2

u.n = 0
|στ | < k =⇒ uτ = g

|στ | = k =⇒ ∃γ ≥ 0 : uτ = g − γστ

 sur Γ3

(2.1)

où u est le champ de déplacement, P un opérateur différentiel du premier
ordre à coefficients lipschitziens, β un graphe maximal monotone tel que
0 ∈ β(0), n le vecteur normal extérieur unitaire à Γ, f ∈ L2(Ω)3, k ∈ L∞ (Γ3),
k ≥ 0 et α un réel positif sur lequel nous apporterons des précisions plus loin.
σ désigne le tenseur des contraintes, avec σ = (σij), 1 ≤ i, j ≤ 3. Les éléments
σij est donnés par la loi de Hooke

σij(u) = 2µdij(u) + λtr (d(u)) δij

où

dij(u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
le tenseur des taux de déformations, λ et µ sont les coefficients de Lamé avec
λ > 0 et λ+ µ ≥ 0 et δij est le symbole de Krönecker.

On définit les composantes normales et tangentielles de u par

un = u.n

uτ = u− (un)n

De même, les composantes normales et tangentielles de σ par

σn = (σ.n).n

στ = σ.n− (σn)n

La condition de Tresca est

|στ | < k =⇒ uτ = g
|στ | = k =⇒ ∃γ ≥ 0 tel que uτ = g − γστ

}
sur Γ3
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2.2 Préliminaire

Dans cette section, nous donnons quelques résultats de [5] qui seront utiles
dans la suite.

Lemme 2.1 Soit Ω un ouvert de classe C2, P un opérateur tangentiel du
premier ordre, quel que soit ϕ ∈ L1(Γ)n tel que P (ϕ) ∈ L1(Γ)n on a∣∣∣∣∫

Γ

P (ϕ)ds

∣∣∣∣ ≤ c1

∫
Γ

|ϕ|ds (2.2)

où c1 = c1 (Ω, P ) est une constante.

Lemme 2.2 Soit Ω un ouvert borné de Rn à frontière Γ Lipschitzienne, si
u ∈ H1(Ω)n et si β est une fonction uniformément Lipschitzienne alors β(u)
appartient à H1(Γ)n.

Théorème 2.3 Soit Ω un ouvert borné de Rn de classe C0,1, ∀ε > 0, il existe
c2(ε) tel que :

‖ϕ‖2
L2(Γ)n ≤ ε ‖∇ϕ‖2

L2(Ω)n×n + c2(ε) ‖ϕ‖2
L2(Ω)n , ∀ϕ ∈ H1(Ω)n (2.3)

‖∇ϕ‖2
L2(Γ)n×n ≤ ε ‖ϕ‖2

H2(Ω)n + c2(ε) ‖ϕ‖2
H1(Ω)n , ∀ϕ ∈ H2(Ω)n. (2.4)

Lemme 2.4 La condition de Tresca est équivalente à (voir[17])

(uτ − g)στ + k|uτ − g| = 0 sur Γ3. (2.5)

2.3 Résolution du problème approché

Pour l’étude du problème (2.1), on a considéré le problème approché où
l’on a remplacé β par l’approchant de Yosida βξ défini par βξ = ξ−1(I + Jξ),
avec Jξ = −(I+ξβ)−1 est la résolvante de β et on a rèsolu ce dernier problème
en s’inspirant d’une méthode de contraction de Brézis.

Dans un premier temps, on considère le problème approché suivant

−div(uξ) + α2uξ = f dans Ω
uξ = 0 sur Γ1

P (uξ)− σ(uξ)n = βξ(uξ) sur Γ2

uξ.n = 0
|στ (uξ)| < k =⇒ (uξ)τ = g

|στ (uξ)| = k =⇒ ∃γ ≥ 0 : (uξ)τ = g − γστ (uξ)

 sur Γ3

(2.6)

19



2.3.1 Résolution du problème intermédiaire

Considérons le problème suivant :

−div(v) + α2v = f dans Ω
v = 0 sur Γ1

P (v)− σ(v)n− v

ξ
=
Jξ(u)

ξ
sur Γ2

v.n = 0
|στ (v)| < k =⇒ vτ = g

|στ (v)| = k =⇒ ∃γ ≥ 0 : vτ = g − γστ (v)

 sur Γ3

(2.7)

où u ∈ L2(Γ2)3. On remarquera qu’un point fixe de (2.7) (i.e si on trouve une
solution v tel que v�Γ2 = u) donnera une solution de (2.6).

Théorème 2.5 Le problème (2.7) admet une solution unique v ∈ K, où

K =
{
ϕ ∈ H1(Ω)3 : ϕ = 0 sur Γ1 et ϕ.n = 0 sur Γ3

}
Preuve. On multiplie l’équation

−div(v) + α2v = f

par ϕ− v où ϕ ∈ K et on intègre, on obtient∫
Ω

−∂σij(v)

∂xj
(ϕi − vi)dx+ α2

∫
Ω

vi(ϕi − vi)dx =

∫
Ω

fi(ϕi − vi)dx

En utilisant la formule de Green, on en déduit :∫
Ω

σij(v)
∂(ϕi − vi)

∂xj
dx−

∫
Γ

(σij(v)nj) (ϕi−vi)ds+α2

∫
Ω

vi(ϕi−vi)dx =

∫
Ω

fi(ϕi−vi)dx

donc

2µ

∫
Ω

d(v)d(ϕ− v)dx+ λ

∫
Ω

divvdiv(ϕ− v)dx−
∫

Γ2

σ(v)n(ϕ− v)ds

−
∫

Γ3

στ (ϕ− v)ds+ α2

∫
Ω

v(ϕ− v)dx =

∫
Ω

f(ϕ− v)dx

en utilisant le lemme 2.4, on obtient

στ (ϕ− g) + k |ϕ− g| ≥ − |στ | |ϕ− g|+ k |ϕ− g| ≥ 0
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alors

2µ

∫
Ω
d(v)d(ϕ− v)dx+ λ

∫
Ω
divvdiv(ϕ− v)dx+ α2

∫
Ω
v(ϕ− v)dx− 〈P (v), ϕ− v〉

H−
1
2 (Γ2)×H

1
2 (Γ2)

+
1

ξ

∫
Γ2

v(ϕ− v)ds+ j(ϕ)− j(v) ≥
∫

Ω
f(ϕ− v)dx− 1

ξ

∫
Γ2

Jξ(u)(ϕ− v)ds

où

j(ϕ) =

∫
Γ3

k |ϕτ − g| ds

On pose

a(v, ϕ) = 2µ

∫
Ω
d(v)d(ϕ)dx+λ

∫
Ω
divvdivϕdx+α2

∫
Ω
vϕdx−

∫
Γ2

P (v)ϕds+
1

ξ

∫
Γ2

vϕds

l(ϕ) =

∫
Ω
fϕdx− 1

ξ

∫
Γ2

Jξ(u)ϕds

La forme a(., .) est bilinéaire et continue.
Pour ϕ ∈ H2(Ω)3 ∩K, on a :

a(ϕ,ϕ) = 2µ ‖d(ϕ)‖2L2(Ω)3×3+λ ‖divϕ‖2L2(Ω)3+α2 ‖ϕ‖2L2(Ω)3−
∫

Γ2

P (ϕ)ϕds+
1

ξ
‖ϕ‖2L2(Γ2)3

Considérant l’intégrale de bord
∫

Γ2
P (ϕ)ϕds, d’aprés le lemme 2.1 on a∫

Γ2

P (ϕ)ϕds =

∫
Γ2

P (
ϕ2

2
)ds et

∫
Γ2

P (ϕ)ϕds ≤ c1

∫
Γ2

ϕ2ds

par conséquent

a(ϕ,ϕ) ≥ 2µ ‖d(ϕ)‖2L2(Ω)3×3 + α2 ‖ϕ‖2L2(Ω)3 − c1 ‖ϕ‖2L2(Γ2)3

d’aprés l’inégalité de Korn, il vient

a(ϕ,ϕ) ≥ 2µ ‖ϕ‖2H1(Ω)3 + α2 ‖ϕ‖2L2(Ω)3 − c1 ‖ϕ‖2L2(Γ2)3

En utilisant le théorème 2.3, on trouve

a(ϕ,ϕ) ≥ (2µc3 − εc1) ‖∇ϕ‖2L2(Ω)3×3 + (α2 − c1c2(ε)) ‖ϕ‖2L2(Ω)3

si on choisit ε et α tel que

ε <
2µc3

c1
, α ≥

√
c1c2(ε) = α1 et m = min

(
2µc3 − εc1 , α

2 − c1c2(ε)
)

(2.8)
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on obtient
a(ϕ,ϕ) ≥ m ‖ϕ‖2H1(Ω)3 , ∀ϕ ∈ H2(Ω)3 ∩K

comme H2(Ω)3 ∩K est dense dans K on a

a(ϕ,ϕ) ≥ m ‖ϕ‖2H1(Ω)3 , ∀ϕ ∈ K

ce qui montre la coercivité de la forme a(., .).
La forme l est linéaire et continue, et la fonctionnelle j est convexe, semi-continue
inférieurement et propre sur K.

D’aprés la théorie des inéquations variationnelles, alors il existe une solution
unique v ∈ K de

a(v, ϕ− v) + j(ϕ)− j(v) ≥ l(ϕ− v) ,∀ϕ ∈ K (2.9)

Il reste à voir que (2.7) et (2.9) sont équivalents, l’implication (2.7) ⇒ (2.9) est
facilement vérifiable, a-t-on (2.9)⇒ (2.7).

Si v est une solution de (2.9), on prend ϕ = v±w avec w ∈ D(Ω)3, on obtient

a (v, w) = l (w)

⇒ 2µ

∫
Ω
d(v)d(w)dx+ λ

∫
Ω

divvdivwdx+ α2

∫
Ω
vwdx =

∫
Ω
fwdx

⇒ −div(v) + α2v = f au sens de D′(Ω)3

On multiplie l’équation
−div(v) + α2v = f

par ϕ− v et on utilise la formule de Green, on obtient

2µ

∫
Ω
d(v)d(ϕ− v)dx+ λ

∫
Ω
divvdiv(ϕ− v)dx

−
∫

Γ

∑
ij

σij(v)ni(ϕj − vj)ds+ α2

∫
Ω
v(ϕ− v)dx =

∫
Ω
f(ϕ− v)dx

De (2.9), il vient∫
Γ

∑
ij

σij(v)ni(ϕj − vj)ds ≥
∫

Γ2

P (v)(ϕ− v)ds− 1

ξ

∫
Γ2

v(ϕ− v)ds
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−j(ϕ) + j(v)− 1

ξ

∫
Γ2

Jξ(u)(ϕ− v)ds

on prend ϕ = v ± w où w ∈ D(Γ)3 et supp(w) ⊂ Γ2, on déduit que∫
Γ2

∑
ij

σij(v)niwjds =< P (v), w >
H−

1
2 (Γ2)3×H

1
2 (Γ2)3

−1

ξ

∫
Γ2

vwds−1

ξ

∫
Γ2

Jξ(u)wds

⇒ σ(v)n− P (v) +
v

ξ
= −

Jξ(u)

ξ

si on prend ϕ = v + w où w ∈ D(Γ)3 et supp(w) ⊂ Γ3, on déduit que∫
Γ3

∑
ij

σij(v)ni(ϕj − vj)ds+ j(v + w)− j(v) ≥ 0

⇒
∫

Γ3

k (|vτ + w − g| − |vτ − g|) ds+

∫
Γ3

στwds ≥ 0 (2.10)

on prend w = ±(vτ − g) dans (2.10), il vient∫
Γ3

[στ (vτ − g) + k(vτ − g)] ds = 0

ainsi
(vτ − g)στ + k|vτ − g| = 0 sur Γ3.

cette égalité implique que v vérifie la condition de Tresca.

Alors il existe une solution v ∈ H1(Ω)3 de (2.7).

Théorème 2.6 Le problème (2.6) admet une solution uξ ∈ K.

Preuve. On utilise le théorème du point fixe de Banach. Pour cela, on
considère l’application suivante

T : L2(Γ2)3 → L2(Γ2)3

u→ T (u) = v�Γ2

où v solution de (2.7).
On va montrer que T est une contraction stricte, on peut prendre Γ ∈ C0,1

seulement. Soit v1 et v2 solutions des problèmes suivants :
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

−div(vi) + α2vi = f dans Ω
vi = 0 sur Γ1

P (vi)− σ(vi)n−
vi
ξ

=
Jξ(ui)

ξ
sur Γ2

vi.n = 0
|στ (vi)| < k =⇒ viτ = g

|στ (vi)| = k =⇒ ∃γ ≥ 0 : viτ = g − γστ (vi)

 sur Γ3

ceci implique

a(v1, v2 − v1) + j(v2)− j(v1) ≥
∫

Ω

f(v2 − v1)dx− 1

ξ

∫
Γ2

Jξ(u1)(v2 − v1)ds

a(v2, v1 − v2) + j(v1)− j(v2) ≥
∫

Ω

f(v1 − v2)dx− 1

ξ

∫
Γ2

Jξ(u2)(v1 − v2)ds

en additionnant les deux inégalités, on obtient

a(v2 − v1, v2 − v1) ≤ 1

ξ

∫
Γ2

(Jξ(u1)− Jξ(u2)) (v2 − v1)ds

On pose w = v2 − v1 et d’aprés l’inégalité de Young, on déduit que

a(w,w) ≤ 1

2ξ

∫
Γ2

(Jξ(u1)− Jξ(u2))2 ds+
1

2ξ

∫
Γ2

w2ds

D’autre part nous avons

a(w,w) = 2µ

∫
Ω

|d(w)|2 dx+ λ

∫
Ω

|divw|2 dx+ α2

∫
Ω

|w|2 dx−
∫

Γ2

P (w)wds+
1

ξ

∫
Γ2

|w|2 ds

≥ 2µ

∫
Ω

|d(w)|2 dx+ α2

∫
Ω

|w|2 dx− εc1

∫
Ω

|5w|2 dx− c1c2(ε)

∫
Ω

|w|2 dx+
1

ξ

∫
Γ2

|w|2 ds

≥ (2µc3 − εc1)

∫
Ω

|5w|2 dx+
(
α2 − c1c2(ε)

) ∫
Ω

|w|2 dx+
1

ξ

∫
Γ2

|w|2 ds

≥ m ‖w‖2
H1(Ω) +

1

ξ

∫
Γ2

w2ds

alors

2ξm ‖w‖2
H1(Ω) + 2

∫
Γ2

w2ds ≤
∫

Γ2

(Jξ(u1)− Jξ(u2))2 ds+

∫
Γ2

w2ds
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puisque Jξ est un contractant et si ε et m vérifient (2.8) alors

2ξm ‖w‖2
H1(Ω) +

∫
Γ2

w2ds ≤
∫

Γ2

(Jξ(u1)− Jξ(u2))2 ds ≤
∫

Γ2

|u2 − u1|2 ds

et d’aprés les théorèmes de traces on déduit que

(c4 + 1) ‖w‖2
L2(Γ2) ≤ ‖u2 − u1‖2

L2(Γ2)

cette inégalité implique que

‖w‖L2(Γ2) = ‖v2 − v1‖L2(Γ2) ≤
1√
c4 + 1

‖u2 − u1‖L2(Γ2)

et comme
1√
c4 + 1

< 1, T est une contraction stricte. Donc il existe un et

un seul u ∈ L2(Γ2)3 tel que T (u) = u = v�Γ2 et v est solution de (2.7).
Finalement, on vient de prouver l’existence de v ∈ K solution de (2.6).

Remarque 2.7 On a u ∈ H 1
2 (Γ2)3 car v�Γ2 ∈ H

1
2 (Γ2)3.

2.3.2 Régularité de la solution du problème approché

De (2.7), où le u intervenant dans les conditions aux limites, sera le u
réalisant le point fixe de T .

Théorème 2.8 Soit Ω un ouvert borné de R3 de classe C2, si f ∈ L2(Ω)3,
h ∈ H1(Ω)3, P un opérateur tangentiel du premier ordre à coefficients Lip-
schtziens et α vérifiant (2.8) alors il existe une unique v ∈ H2(Ω)3 solution
de 

−div(v) + α2v = f dans Ω
v = 0 sur Γ1

P (v)− σ(v)n = h sur Γ2

v.n = 0
|στ (v)| < k =⇒ vτ = g

|στ (v)| = k =⇒ ∃γ ≥ 0 : vτ = g − γστ (v)

 sur Γ3

Preuve. On regarde ce qui se passe localement

a) Pour les points se trouvant à l’intérieur de Ω ou sur Γ1 et Γ3, on sait
que v ∈ H2(Ω)3 (résultat classique).
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b) Pour les points appartenant à la frontière Γ2 on a v ∈ H2
loc(Ω)3 (voir

[10]).

En combinant a) et b) et en utilisant une partition de l’unité, on aura montré
que v ∈ H2(Ω)3

2.4 Existence d’une solution du problème dans

H2(Ω)3

Soit uξ solution de (2.6) on a le

Théorème 2.9 (Estimation à priori) Il existe une constante C indépendante
de ξ tel que

‖uξ‖2
H2(Ω)3 ≤ C ‖f‖2

L2(Ω)3 , (2.11)

avec α vérifiant (2.15).

Preuve. Soit uξ la solution de (2.6) alors

〈 f , f 〉 = ‖div(uξ)‖2
L2(Ω)3 − 2α2 〈 div(uξ) , uξ 〉+ α4 ‖uξ‖2

L2(Ω)3

= ‖div(uξ)‖2
L2(Ω)3 + 4α2µ ‖d(uξ)‖2

L2(Ω)3 − 2α2

∫
Γ2

(σ(uξ)n)uξds

−2α2

∫
Γ3

(σ(uξ)n)uξds+ α4 ‖uξ‖2
L2(Ω)3

En utilisant le fait que βξ est Lipschitzienne croissante avec βξ(0) = 0 et le
lemme 2.1, on obtient∫

Γ2

(σ(uξ)n)uξds =

∫
Γ2

P (uξ)uξds−
∫

Γ2

βξ(uξ)uξds ≤ c1 ‖uξ‖2
L2(Γ2) , (2.12)

d’autre part, en utilisant les résultats de [3], [4], [11], [12], [18] et de Grisvard
[8], [9], on montre l’existence d’une constante c5 > 0 tel que

c5 ‖uξ‖2
H2(Ω)3 ≤ ‖div(uξ)‖2

L2(Ω)3 (2.13)

nous obtenons aussi (2.13) comme dans Schechter [11].
Par l’inégalité de Hölder, on a∫

Γ3

(σ(uξ)n)uξds =

∫
Γ3

στ (uξ)uξds ≤ ‖k‖2
L∞(Γ3)3 ‖uξ‖

2
L2(Γ3)3 (2.14)
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En utilisant les théorèmes de traces de Lions (voir [13]), les inégalités (2.12),
(2.13) et (2.14), le théorème 2.3 et l’inégalité de Korn on a

〈f, f〉 ≥ c5 ‖uξ‖2
H2(Ω)3 + 4α2µc3 ‖uξ‖2

H1(Ω)3 − 2α2c1ε ‖5uξ‖2
L2(Ω)3×3 − 2α2c1c2(ε) ‖uξ‖2

L2(Ω)3

− 2α2ε ‖k‖2
L∞(Γ3) ‖5uξ‖

2
L2(Ω)3×3 − 2α2c6(ε) ‖k‖2

L∞(Γ3) ‖uξ‖
2
L2(Ω)3 + α4 ‖uξ‖2

L2(Ω)3

ceci implique

‖f‖2
L2(Ω)3 ≥ c5 ‖uξ‖2

H2(Ω)3 + 2α2
(

2µc3 − c1ε− ‖k‖2
L∞(Γ3) ε

)
‖5uξ‖2

L2(Ω)3×3

+α2
(
α2 − 2c1c2(ε)− 2 ‖k‖2

L∞(Γ3) c6(ε)
)
‖uξ‖2

L2(Ω)3

si on choisit

ε < inf

{
2µc3

c1 + ‖k‖2
L∞(Γ3)

,
2µc3

c1

}

et α ≥ α3 = max

{
α1 =

√
c1c2(ε) , α2 =

√
2c1c2(ε) + 2 ‖k‖2

L∞(Γ3) c6(ε)

}
(2.15)

l’inégalité (2.11) est vérifie.

Théorème 2.10 (Passage à la limite)
Pour (2.15) vérifie, il existe u ∈ H2(Ω)3 solution de (2.1).

Preuve. D’aprés (2.11) il existe une suite ξj qui tend vers 0 telle que

uξj → u faiblement dans H2(Ω)3

uξj → u fortement dans H1(Ω)3

u = 0 sur Γ1

D’autre part, d’aprés le lemme 2.2, on a

σ(uξj)n → σ(u)n sur L2(Γ2)3

P (uξj) → P (u) sur L2(Γ2)3

donc
βξj(uξj)→ P (u)− σ(u)n sur L2(Γ2)3
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Mais étant donné que
βξj ⊂ β ◦ (−Jξ)

on déduit que

uξj + Jξj(uξj) = ξjβξj(uξj)→ 0 ξj → 0,

ceci implique
−Jξj(uξj)→ u ξj → 0

d’où
−σ(u)n+ P (u) ∈ β(u)

et
uξj .n→ u.n = 0 sur Γ3∣∣σξjτ ∣∣ → |στ | < k ⇒ uξjτ = g → uτ = g sur Γ3∣∣σξjτ ∣∣ → |στ | = k ⇒ ∃γ ≥ 0 : uξjτ = g − γσξjτ → uτ = g − γσξjτ sur Γ3

donc la limite u satisfait (2.1).
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Chapitre 3

Analyse asymptotique du
problème élastique avec
conditions de Tresca et graphe
maximal monotone

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’analyse asympto-
tique d’un problème stationnaire pour l’élasticité linéaire isotherme dans un
domaine borné de R3 avec des conditions aux limites de Tresca et graphe
maximal monotone.

Contenu
3.1 Introduction et position du problème.
3.2 Formulation variationnelle du problème.

3.2.1 Existence de la solution.
3.3 Analyse asymptotique du problème.

3.3.1 Formulation variationnelle du problème dans Ω.
3.3.2 Estimations à priori.
3.3.3 Résultats de convergence et problème limite.
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3.1 Introduction et position du problème

Nous considérons un problème à des déformations d’un corps homogène
élastique et isotrope en régime stationnaire dans un domaine mince Ωε, où ε
est un réel positif appartenant à ]0, 1[ et qui tend vers zéro.
La frontière de Ωε sera notée Γε = ω̄ ∪ Γ̄ε1 ∪ Γ̄εL, avec :
* Γε1 est la frontière supérieure d’équation x3 = εh (x1, x2) ;
* ΓεL est la frontière latérale ;
* ω est un domaine borné de R3 d’équation x3 = 0 qui constitue la frontière
inférieure du domaine Ωε.
On note x = (x1, x2, x3) ∈ R3 et x′ = (x1, x2) ∈ R2.
Le domaine Ωε est donné par :

Ωε = {(x′, x3) ∈ R3, (x′, 0) ∈ ω, 0 < x3 < εh (x′)},

où h est une fonction de classe C1 définie sur ω telle que :

0 < h∗ ≤ h (x′) ≤ h∗, ∀ (x′, 0) ∈ ω.

Pour les forces extérieures f ε données, nous supposons que les déformations
d’un corps élastique est gouverné par les équations suivantes :
la loi de conservation de la quantité de mouvement :

−divσε + (αε)2uε = f ε. (3.1)

On désigne par σε =
(
σεij
)

1≤i,j≤3
le tenseur des contraintes et par D =

(dij)1≤i,j≤3 le tenseur des taux de déformations :

dij (u) =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3.

On suppose que la loi de comportement suit la loi de Hooke :

σεij (uε) = 2µdij (uε) + λdkk (uε) δij, (3.2)

où
- µ, λ sont les coefficients de Lamé et δij est le symbole de Krönecker ;
- uε (x) est le déplacement du corps élastique au point x.
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Le vecteur normal extérieur unitaire à Γε sera noté n = (n1, n2, n3) .
La normale unitaire extérieure à ω est le vecteur (0, 0,−1) .
On définit les composantes normales et tangentielles uεn et uεT =

(
uεTi
)

1≤i≤3
∈

R3 de uε par

uεn = uε.n,

uεTi = uεi − uεn.ni.

De même, les composantes normales et tangentielles σεn et σεT =
(
σεTi
)

1≤i≤3
∈

R3 du tenseur des contraintes sont définies par

σεn = (σε.ni) .nj,

σεTi = σεij.nj − (σεn) .ni

le déplacement sur le bord est donnée par :

uε = 0 sur ΓεL (3.3)

uε.n = 0 sur Γε1 ∪ ω (3.4)

P (uε)− σε(uε).n = βξ(u
ε) sur Γε1 (3.5)

où P est un opérateur différentiel du premier ordre à coefficients lipschitziens
et βξ est l’approchant de Yosida d’un graphe maximal monotone β tel que
0 ∈ β(0)

βξ = ξ−1(I + Jξ)

où Jξ = −(I + ξβ)−1 est la résolvante de β.
Nous supposons aussi l’existence du frottement sur ω, ce frottement est
modélisé par la loi non linéaire de Tresca :

|σεT | < kε =⇒ uεT = 0
|σεT | = kε =⇒ ∃γ ≥ 0 tel que uεT = −γσεT

}
sur ω (3.6)

où |.| désigne la norme euclidienne de R2, kε est le seuil de frottement.
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Le problème complet consiste donc à trouver un champ de déplacement uε

vérifiant les équations et les conditions aux limites suivantes :

(Pbε)



−divσε + (αε)2uε = f ε dans Ωε,
uε = 0 sur ΓεL,
P (uε)− σε(uε).n = βξ(u

ε) sur Γε1,
uε.n = 0 sur Γε1 ∪ ω,
|σεT | < kε =⇒ uεT = 0
|σεT | = kε =⇒ ∃γ ≥ 0 tel que uεT = −γσεT

}
sur ω.

Afin de donner la formulation variationnelle du problème (Pbε) , nous allons
établir le lemme suivant :

Lemme 3.1 La condition (3.6) est équivalente à la relation suivante :

uεTσ
ε
T + kε|uεT | = 0 sur ω.

Preuve. On suppose que uεTσ
ε
T + kε|uεT | = 0.

B Si |σεT | = kε, alors
uεTσ

ε
T = − |σεT | |uεT |,

d’où l’existence d’un γ ≥ 0 tel que

uεT = γσεT .

B Si |σε| < kε, alors

uεTσ
ε
T + kε|uεT | = 0 ≥ − |uεT | . |σεT |+ kε|uεT |

≥ − |uεT | . (|σεT |+ kε|)

et comme |σεT |+ kε| > 0, alors uεT = 0.
Réciproquement, on suppose que uε vérifie la condition aux limites de Tresca
B Si |σε| < kε, alors uεT = 0

uεTσ
ε
T + kε|uεT | = 0 .

B Si |σεT | = kε, alors il existe γ ≥ 0 tel que uεT = −γσεT .
D’où

uεTσ
ε
T + kε|uεT | = −γ |σεT |

2 + γ |σεT |
2 = 0.
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3.2 Formulation variationnelle du problème

Pour l’ouvert Ωε on définit l’espace et l’ensemble suivants :

H1 (Ωε)3 =

{
v ∈

(
L2 (Ωε)

)3
:
∂vi
∂xj
∈ L2 (Ωε) , ∀i, j = 1, ..., 3

}
,

l’espace de Sobolev muni de la norme ||.||H1(Ωε)3 , où la norme de L2 (Ωε)3

sera noté ||.||L2(Ωε)3 . Nous définissons le convexe fermé non vide de H1 (Ωε)3

V ε =
{
v ∈ H1 (Ωε)3 : v = 0 sur ΓεL, v.n = 0 sur ω ∪ Γε1

}
.

Pour simplifier l’écriture, on note :

a (u, v) = 2µ

∫
Ωε
dij (u) dij (v) dx+ λ

∫
Ωε
div (u) div (v) dx+ (αε)2

∫
Ωε
uvdx.

(3.7)
Pour v ∈ H1 (Ωε)3, on définit la fonctionnelle jε par :

jε (v) =

∫
ω

kε|v|dx′. (3.8)

Enfin on note

(f, v) =

∫
Ωε
fividx, ∀v ∈ H1 (Ωε) .

Lemme 3.2 Si uε est solution du problème (Pbε) alors elle vérifie le problème
variationnel suivant

(PV ε)


Trouver uε ∈ V ε, telle que

a (uε, ϕ− uε)−
∫

Γε1

P (uε) (ϕ− uε) dτ +

∫
Γε1

βξ(u
ε) (ϕ− uε) dτ + jε (ϕ)− jε (uε)

≥ (f ε, ϕ− uε) , ∀ϕ ∈ V ε.

Preuve. En multipliant l’équation (3.1) par (ϕ− uε), où ϕ ∈ V ε, et en
utilisant la formule de Green, on obtient :∫

Ωε
σεij

∂

∂xj
(ϕi − uεi ) dx′dx3−

∫
Γε
σεijnj (ϕi − uεi ) dτ+(αε)2

∫
Ωε
uεi (ϕi − uεi ) dx′dx3

=

∫
Ωε
f εi (ϕi − uεi ) dx′dx3
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La condition aux limites (3.3) implique que :∫
Γε
σεijnj (ϕi − uεi ) dτ =

∫
Γε1

σεijnj (ϕi − uεi ) dτ +

∫
ω

σεijnj (ϕi − uεi ) dx′.

Mais : σijnj = σεTi + σεnni, on trouve :∫
Γε
σεijnj (ϕi − uεi ) dτ =

∫
Γε1

σεijnj (ϕi − uεi ) dτ+

∫
ω

σεTi (ϕi − uεi ) dx′+
∫
ω

σnni (ϕi − uεi ) dx′

et comme (ϕi − uεi )ni = 0, on a :∫
Γε
σεijnj (ϕi − uεi ) dτ =

∫
ω

σεTi (ϕi − uεi ) dx′.

Donc :∫
Ωε
σεij

∂

∂xj
(ϕi − uεi ) dx′dx3 −

∫
Γε1

σεijnj (ϕi − uεi ) dτ −
∫
ω

σεTi (ϕi − uεi ) dx′

=

∫
Ωε
f εi (ϕi − uεi ) dx′dx3 ∀ϕ ∈ V ε. (3.9)

Dans (3.9) on ajoute et on retranche le terme
∫
ω
kε (|ϕ| − |uε|) dx′, on ob-

tient :∫
Ωε
σεij

∂

∂xj
(ϕi − uεi ) dx′dx3−

∫
Γε1

σεijnj (ϕi − uεi ) dτ−
∫
ω

σεTi (ϕi − uεi ) dx′+
∫
ω

kε (|ϕ| − |uε|) dx′

−
∫
ω

kε (|ϕ| − |uε|) dx′ =
∫

Ωε
f εi (ϕi − uεi ) dx′dx3.

On pose :

B =

∫
ω

σεTi (ϕi − uεi ) dx′ +
∫
ω

kε (|ϕ| − |uε|) dx′.

Donc :

B =

∫
ω

σεTi (ϕi − uεi ) dx′ +
∫
ω

kε (|ϕ| − |uε|) dx′

=

∫
ω

σεTiϕidx
′ −
∫
ω

σεTiu
ε
idx

′ +

∫
ω

kε|ϕ|dx′ −
∫
ω

kε|uε|dx′.
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En utilisant le lemme 3.1 on obtient :

B =

∫
ω

σεTiϕidx
′ +

∫
ω

kε|ϕ|dx′.

Alors :
σεTϕ ≥ −|σεT ||ϕ| ≥ −kε|ϕ| sur ω

et

B =

∫
ω

σεTiϕidx
′ +

∫
ω

kε|ϕ|dx′ ≥ 0.

On déduit l’inégalité suivante :∫
Ωε
σεij

∂

∂xj
(ϕi − uεi ) dx′dx3 −

∫
Γε1

σεijnj (ϕi − uεi ) dτ +

∫
ω

kε|ϕ|dx′

−
∫
ω

kε|uε|dx′ ≥
∫

Ωε
f εi (ϕi − uεi ) dx′dx3.

Et par suite, si on utilise (3.5) on obtient le problème variationnel suivant
Trouver uε ∈ V ε, telle que

a (uε, ϕ− uε)−
∫

Γε1

P (uε) (ϕ− uε) dτ +

∫
Γε1

βξ(u
ε) (ϕ− uε) dτ

+jε (ϕ)− jε (uε) ≥ (f ε, ϕ− uε) , ∀ϕ ∈ V ε.

(3.10)

3.2.1 Existence de la solution

Théorème 3.3 Supposons que f ε ∈ L2 (Ωε)3 et kε ∈ L∞ (ω), kε ≥ 0 presque
partout sur ω. Alors, il existe uε dans V ε satisfaisant l’inéquation variation-
nelle (3.10).

3.3 Analyse asymptotique du problème

Pour l’analyse asymptotique de notre problème, on utilise le changement

d’échelle z =
x3

ε
.

Donc le domaine Ωε se transforme à un domaine Ω indépendant de ε, où

Ω = {(x′, z) ∈ R3, (x′, 0) ∈ ω et 0 < z < h (x′)}.
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On note Γ = ω̄ ∪ Γ̄1 ∪ Γ̄L sa frontière.
Nous définissons maintenant sur Ω des nouvelles inconnues{

ûεi (x′, z) = uεi (x′, x3) , i = 1, 2
ûε3 (x′, z) = ε−1uε3 (x′, x3) .

(3.11)

Pour les données du problème (Pbε), on suppose qu’elles dépendent de ε de
la manière suivante : 

f̂ (x′, z) = ε2f ε (x′, x3) ,

k̂ = εkε,
α̂ = εαε.

(3.12)

avec f̂ , k̂ et α̂ ne dépendant pas de ε.

3.3.1 Formulation variationnelle du problème dans Ω

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur Ω comme ce qui
suit :

V =
{
ϕ̂ ∈ H1 (Ω)3 : ϕ̂ = 0 sur ΓL et ϕ̂.n = 0 sur ω ∪ Γ1

}
.

Vz =

{
v = (v1, v2) ∈ L2 (Ω)2 :

∂vi
∂z
∈ L2 (Ω) , i = 1, 2 et v = 0 sur ΓL

}
.

Π (V ) =
{
ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ H1 (Ω)2 : ϕ = 0 sur ΓL

}
.

Vz est un espace de Banach pour la norme :

‖v‖Vz =

(
2∑
i=1

‖vi‖2
L2(Ω) +

∥∥∥∥∂vi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

.

En multipliant (3.10) par ε et en passant au domaine fixe Ω on montre que
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le problème variationnel est équivalent au problème suivant :

µε2

2∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ûεi
∂xj

+
∂ûεj
∂xi

)
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûεi ) dx′dz

+µ
2∑
i=1

∫
Ω

(
∂ûεi
∂z

+ ε2∂û
ε
3

∂xi

)[
∂

∂z
(ϕ̂i − ûεi ) + ε2 ∂

∂xi
(ϕ̂3 − ûε3)

]
dx′dz

+2µε2

∫
Ω

∂ûε3
∂z

.
∂

∂z
(ϕ̂3 − ûε3) dx′dz + λε2

∫
Ω

div (ûε) .div (ϕ̂− ûε) dx′dz

+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

ûεi (ϕ̂i − ûεi ) dx′dz + ε2α̂2

∫
Ω

ûε3 (ϕ̂3 − ûε3) dx′dz +

∫
ω

k̂ (|ϕ̂| − |ûε|) dx′

−ε
2∑
i=1

∫
ω

P1(ûεi ) (ϕ̂i − ûεi )
√

1 + |∇hε(x′)|2dx′ − ε3

∫
ω

P1(ûε3) (ϕ̂3 − ûε3)

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′

+
2∑
i=1

∫
ω

β̂ξ(û
ε) (ϕ̂i − ûεi )

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′ + ε

∫
ω

β̂ξ(û
ε) (ϕ̂3 − ûε3)

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′

≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i (ϕ̂i − ûεi ) dx′dz + ε

∫
Ω

f̂3 (ϕ̂3 − ûε3) dx′dz, ∀ϕ̂ ∈ V . (3.13)

où P1 un opérateur différentiel du premier ordre

P1 =
2∑
i=1

ai(x
′)
∂

∂xi
+ a0(x′),

et
β̂ξ(û

ε) = εβξ(u
ε)

37



3.3.2 Estimations à priori

On rappelle les lemmes suivants dont on aura besoin :

Lemme 3.4 (Inégalité de Poincaré) [17]. On a∫
Ωε
|uε|2 dx ≤ 2εh∗

∫
Γε1

|uε|2 dτ + 2(εh∗)2

∫
Ωε

∣∣∣∣∂uε∂x3

∣∣∣∣2 dx (3.14)

Lemme 3.5 (Inégalité de Korn) [17]. On a

‖∇uε‖2
L2(Ωε) ≤ 2

∫
Ωε
|D(uε)|2 dx+ C(Γε1)

∫
Γε1

|uε|2 dτ (3.15)

avec

C(Γε1) = 2

∥∥∥∥ ∂

∂x2

hε
∥∥∥∥
C(ω̄)

(
1 +

∥∥∥∥ ∂

∂x1

hε
∥∥∥∥2

C(ω̄)

)
.

Lemme 3.6 [17]. On a∫
Γ1

|ûε|2 dτ ′ ≤ C(Ω)

∫
Ω

(
|ûε|2 + |∇ûε|2

)
dx′dz (3.16)

où C(Ω) est une constante indépendante de ε.

Lemme 3.7 Soit ak(x
′) ∈ C0,1 pour k = 0, 1, 2. On a∫

ω

P1(ûε)dx′ ≤ c∗
∫
ω

|ûε| dx′ (3.17)

où c∗ est une constante indépendante de ε.

Théorème 3.8 Étant donné f ε ∈ L2 (Ωε)3, kε est une fonction positive dans
L∞ (ω) et supposons que εC(Γε1) ≤ 1

µ
alors il existe des constantes ci > 0,

i = 1, 2, 3 ne dépendent pas de ε telles que :

ε2

2∑
i,j=1

∥∥∥∥∂ûεi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
2∑
i=1

(∥∥∥∥∂ûεi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ ε4

∥∥∥∥∂ûε3∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
+ε2

∥∥∥∥∂ûε3∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c1

(3.18)
‖ûεi‖L2(Ω) ≤ c2 pour i = 1, 2 (3.19)

‖εûε3‖L2(Ω) ≤ c3 (3.20)
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Preuve. Soit uε la solution du problème (3.10) et on choisit ϕ = 0 comme
fonction test dans (3.10), on obtient :

a (uε, uε)−
∫

Γε1

P (uε)uεdτ +

∫
Γε1

βξ(u
ε)uεdτ + jε (uε) ≤ (f ε, uε)

Comme jε (uε) est positive et βξ est lipschitzienne croissante avec βξ(0) = 0,
on a :

2µ

∫
Ωε
|D(uε)|2 dx+ (αε)2

∫
Ωε
|uε|2 dx−

∫
Γε1

P (uε)uεdτ ≤ (f ε, uε) (3.21)

d’aprés (3.15) et (3.16) on a

2µ

∫
Ωε
|D(uε)|2 dx ≥ µ ‖∇uε‖2

L2(Ωε) − µC(Γε1)

∫
Γε1

|uε|2 dτ (3.22)

≥ µ ‖∇uε‖2
L2(Ωε) − µC(Γε1)

∫
ω

|uε|2
√

1 + |∇hε(x′)|2dx′

≥ µ ‖∇uε‖2
L2(Ωε) − µC(Γε1)max

x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

∫
ω

|uε|2 dx′

≥ µ ‖∇uε‖2
L2(Ωε) − µC(Γε1)max

x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

∫
Γ1

|ûε|2 dτ ′

≥ µ ‖∇uε‖2
L2(Ωε) − µC(Γε1)C(Ω, h)

∫
Ω

(
|ûε|2 + |∇ûε|2

)
dx′dz

où

C(Ω, h) = C(Ω)max
x′∈ω

√
1 + |∇h(x′)|2

et comme
(f ε, uε) ≤ ‖f ε‖L2(Ωε) ‖u

ε‖L2(Ωε)

d’aprés (3.14)

(f ε, uε) ≤ ‖f ε‖L2(Ωε)

√2εh∗

(∫
Γε1

|uε|2 dτ

) 1
2

+
√

2εh∗ ‖∇uε‖L2(Ωε)


(3.23)
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on a

√
2εh∗ ‖f ε‖L2(Ωε) ‖∇u

ε‖L2(Ωε) =
√

2εh∗
√

8

µ
‖f ε‖L2(Ωε)

√
µ

8
‖∇uε‖L2(Ωε)

on applique l’inégalité de Young

√
2εh∗ ‖f ε‖L2(Ωε) ‖∇u

ε‖L2(Ωε) ≤
8ε2h∗2

µ
‖f ε‖2

L2(Ωε) +
µ

16
‖∇uε‖2

L2(Ωε)

De même

√
2εh∗ ‖f ε‖L2(Ωε)

(∫
Γε1

|uε|2 dτ

) 1
2

=
√

2εh∗
√
ε

µ
‖f ε‖L2(Ωε)

√
µ

ε

(∫
Γε1

|uε|2 dτ

) 1
2

≤ ε2h∗

µ
‖f ε‖2

L2(Ωε) +
µ

2ε

∫
Γε1

|uε|2 dτ

≤ ε2h∗

µ
‖f ε‖2

L2(Ωε) +
µ

2ε
max
x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

∫
ω

|uε|2 dx′

≤ ε2h∗

µ
‖f ε‖2

L2(Ωε) +
µ

2ε
C(Ω, h)

∫
Ω

(
|ûε|2 + |∇ûε|2

)
dx′dz

donc

(f ε, uε) ≤
[

8ε2h∗2

µ
+
ε2h∗

µ

]
‖f ε‖2

L2(Ωε) +
µ

16
‖∇uε‖2

L2(Ωε) (3.24)

+
µ

2ε
C(Ω, h)

∫
Ω

(
|ûε|2 + |∇ûε|2

)
dx′dz

d’autre part, d’aprés (3.17) on a

∫
Γε1

P (uε)uεdτ =
2∑
i=1

∫
ω

P1(ûεi )û
ε
i

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′+ε2

∫
ω

P1(ûε3)ûε3

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′

(3.25)

≤ max
x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

(
2∑
i=1

∫
ω

P1(ûεi )û
ε
idx

′ + ε2

∫
ω

P1(ûε3)ûε3dx
′

)
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≤ c∗max
x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

(
2∑
i=1

∫
ω

|ûεi |
2 dx′ + ε2

∫
ω

|ûε3|
2 dx′

)

≤ c∗max
x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

∫
ω

|ûε|2 dx′

≤ c∗max
x′∈ω

√
1 + |∇hε(x′)|2

∫
Γ1

|ûε|2 dτ ′

≤ c∗C(Ω, h)

∫
Ω

(
|ûε|2 + |∇ûε|2

)
dx′dz

En substituant (3.22), (3.24) et (3.25) dans (3.21) on obtient :

15

16
µ ‖∇uε‖2

L2(Ωε)+(αε)2

∫
Ωε
|uε|2 dx−

(
µC(Γε1) + c∗ +

µ

2ε

)
C(Ω, h)

∫
Ω

(
|ûε|2 + |∇ûε|2

)
dx′dz

≤ ε2h∗

µ
(8h∗ + 1) ‖f ε‖2

L2(Ωε) (3.26)

En multipliant (3.26) par ε et en utilisant le fait que

ε2 ‖f ε‖2
L2(Ωε) = ε−1

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2(Ω)
,

∥∥∥∥∂uε3∂x3

∥∥∥∥2

L2(Ωε)

= ε−1

∥∥∥∥∂ûε3∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

et

ε ‖∇uε‖2
L2(Ωε) = ε2

2∑
i,j=1

∥∥∥∥∂ûεi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
2∑
i=1

∥∥∥∥∂ûεi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ε4

2∑
j=1

∥∥∥∥∂ûε3∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ε2

∥∥∥∥∂ûε3∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

.

on trouve :[
15

16
µ−

(
1 + c∗ +

µ

2

)
C(Ω, h)

]
‖∇ûε‖2

L2(Ω)+
[
α̂2 −

(
1 + c∗ +

µ

2

)
C(Ω, h)

]
‖ûε‖2

L2(Ω)

≤ h∗

µ
(8h∗ + 1)

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2(Ω)
(3.27)

si
15

16
µ >

(
1 + c∗ +

µ

2

)
C(Ω, h) = ĉ

et
α̂2 >

(
1 + c∗ +

µ

2

)
C(Ω, h) = ĉ

alors
‖∇ûε‖2

L2(Ω) ≤ c1
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on déduit (3.18) avec

c1 =
h∗

µĉ
(8h∗ + 1)

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2(Ω)

et

‖ûεi‖
2
L2(Ω) ≤ c2 pour i = 1, 2

‖εûε3‖
2
L2(Ω) ≤ c3

3.3.3 Résultats de convergence et problème limite

Théorème 3.9 Sous les mêmes hypothèses du théorème 3.8, il existe u∗ dans
Vz, tel que

ûεi ⇀ u∗i i = 1, 2 faiblement dans Vz, (3.28)

ε
∂ûεi
∂xj

⇀ 0 i, j = 1, 2 faiblement dans L2 (Ω) , (3.29)

ε
∂ûε3
∂z

⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) , (3.30)

ε2∂û
ε
3

∂xi
⇀ 0 i = 1, 2 faiblement dans L2 (Ω) , (3.31)

εûε3 ⇀ 0 faiblement dans L2 (Ω) . (3.32)

Preuve. D’après (3.18), on obtient (3.28) et d’aprés (3.18) et (3.28) on ob-
tient (3.29). De (3.18) et (3.20) on obtient (3.31).

Théorème 3.10 Avec les mêmes hypothèses du théorème 3.9, u∗ vérifie :

−µ∂
2u∗i
∂z2

+ α̂2u∗i = f̂i pour i = 1, 2 dans L2 (Ω) (3.33)

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂

∂z
(ϕ̂i − u∗i ) dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u∗i (ϕ̂i − u∗i ) dx′dz+

∫
ω

k̂ (|ϕ̂| − |u∗|) dx′

(3.34)

≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i (ϕ̂i − u∗i ) dx′dz, ∀ϕ̂ ∈ Π (V )
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Preuve. L’inéquation variationnelle (3.13) s’écrit sous la forme :

4∑
i=1

Ii (ε) + λε2

∫
Ω

div (ûε) div (ϕ̂− ûε) dx′dz +

∫
ω

k̂ |ϕ̂| dx′

+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

ûεi (ϕ̂i − ûεi ) dx′dz + ε2α̂2

∫
Ω

ûε3 (ϕ̂3 − ûε3) dx′dz

−ε
2∑
i=1

∫
ω

P1(ûεi ) (ϕ̂i − ûεi )
√

1 + |∇hε(x′)|2dx′−ε3

∫
ω

P1(ûε3) (ϕ̂3 − ûε3)

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′

+
2∑
i=1

∫
ω

β̂ξ(û
ε) (ϕ̂i − ûεi )

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′+ε

∫
ω

β̂ξ(û
ε) (ϕ̂3 − ûε3)

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′

−
∫
ω

k̂ |ûε| dx′ ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i (ϕ̂i − ûεi ) dx′dz + ε

∫
Ω

f̂3 (ϕ̂3 − ûε3) dx′dz

avec

I1 = µε2

2∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ûεi
∂xj

+
∂ûεj
∂xi

)
∂

∂xj
(ϕ̂i − ûεi ) dx′dz ;

I2 = µ
2∑
i=1

∫
Ω

(
∂ûεi
∂z

+ ε2∂û
ε
3

∂xi

)
∂

∂z
(ϕ̂i − ûεi ) dx′dz ;

I3 = µ
2∑
i=1

∫
Ω

ε2

(
∂ûεi
∂z

+ ε2∂û
ε
3

∂xi

)
∂

∂xi
(ϕ̂3 − ûε3) dx′dz ;

I4 = 2µ

∫
Ω

ε2∂û
ε
3

∂z

∂

∂z
(ϕ̂3 − ûε3) dx′dz.

En utilisant les résultats de convergence du théorème 3.9, on obtient

lim
ε→0

4∑
i=1

Ii (ε) = µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

.
∂

∂z
(ϕ̂i − u∗i ) dx′dz

lim
ε→0

∫
Ω

εf̂3ϕ̂3dx
′dz = 0
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lim
ε→0

ε

∫
ω

P1(ûεi ) (ϕ̂i − ûεi )
√

1 + |∇hε(x′)|2dx′ = 0 i = 1, 2

lim
ε→0

ε3

∫
ω

P1(ûε3) (ϕ̂3 − ûε3)

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′ = 0

lim
ε→0

2∑
i=1

∫
ω

β̂ξ(û
ε) (ϕ̂i − ûεi )

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′ = 0 i = 1, 2

lim
ε→0

ε

∫
ω

β̂ξ(û
ε) (ϕ̂3 − ûε3)

√
1 + |∇hε(x′)|2dx′ = 0

car∥∥∥β̂ξ(ûε)∥∥∥2

L2(ω)
= ‖εβξ(uε)‖2

L2(ω) ≤
ε2

ξ2
‖uε‖2

L2(ω) =
ε3

ξ2

∫
ω

[
2∑
i=1

|ûεi |
2 + ε2 |ûε3|

2

]
dx′ →

ε→0
0

Et comme j est convexe et semi-continue inférieurement(
limε→0

(
inf

∫
ω

k̂ |ûε| dx′
)
≥
∫
ω

k̂ |u∗| dx′
)

,

on a donc :

µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂

∂z
(ϕ̂i − u∗i ) dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u∗i (ϕ̂i − u∗i ) dx′dz+

∫
ω

k̂ (|ϕ̂| − |u∗|) dx′

(3.35)

≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂i (ϕ̂i − ûεi ) dx′dz.

On choisit maintenant dans l’inéquation variationnelle (3.35)

ϕ̂i = u∗i ± ψi, ψi ∈ H1
0 (Ω) i = 1, 2,

on trouve :

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂ψi
∂z

dx′dz + α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u∗iψidx
′dz =

2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz.

En utilisant la formule de Green et en choisissant ψ1 = 0 et ψ2 ∈ H1
0 (Ω) ,

puis ψ2 = 0 et ψ1 ∈ H1
0 (Ω), on obtient :

−
∫

Ω

µ
∂

∂z

(
∂u∗i
∂z

)
ψidx

′dz + α̂2

∫
Ω

u∗iψidx
′dz =

∫
Ω

f̂iψidx
′dz.
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Donc

−µ∂
2u∗i
∂z2

+ α̂2u∗i = f̂i pour i = 1, 2 dans H−1 (Ω) (3.36)

et comme f̂ ∈ L2 (Ω), alors (3.36) est valable dans L2 (Ω).

Théorème 3.11 Sous les mêmes hypothèses du théorème 3.10, on a :∫
ω

k̂(|ψ + s∗| − |s∗|)dx′ −
∫
ω

µτ ∗ψdx′ ≥ 0 ∀ψ ∈ L2 (ω)2 (3.37)

{
µ |τ ∗| < k̂ ⇒ s∗ = 0

µ |τ ∗| = k̂ ⇒ ∃γ > 0 tel que s∗ = γτ ∗
(3.38)

avec :

τ ∗ =
∂u∗

∂z
(x′, 0) , s∗ (x′) = u∗ (x′, 0) et s∗h (x′) = u∗ (x′, h(x′)) .

De plus u∗ et s∗ vérifient l’équation généralisée faible de Reynolds :∫
ω

(∫ h

0

u∗ (x′, z) dz − h

2
s∗(x′)− h

2
s∗h (x′) + F̃ (x′) + Ũ∗(x′)

)
∇ψ = 0. , ∀ψ ∈ H1 (ω) ,

(3.39)
où

F̃ (x′) =
1

µ

∫ h

0

F (x′, z) dz − h

2µ
F (x′, h) ;

F (x′, z) =

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂ (x′, α) dζdα.

et

Ũ∗(x′) =
hα̂2

2µ
U∗ (x′, h)− α̂2

µ

∫ h

0

U∗ (x′, z) dz ;

U∗ (x′, z) =

∫ z

0

∫ ζ

0

u∗ (x′, α) dζdα.

Preuve. En passant à la limite en (3.13) puis en utilisant la formule de Green
ensuite en choisissant ϕ̂i = u∗i + ψi, ψi ∈ H1

Γ1∪ΓL
(Ω) i = 1, 2, où

H1
Γ1∪ΓL

(Ω) =
{
ϕ ∈ H1 (Ω) : ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL

}
,
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on obtient :

−
2∑
i=1

∫
Ω

µ
∂2u∗i
∂z2

ψidx
′dz+

∫
∂Ω

µ
∂u∗i
∂z

nψidσ+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u∗iψidx
′dz+

∫
ω

k̂ |u∗ + ψ| dx′

−
∫
ω

k̂ |u∗| dx′ ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz.

Mais ∫
∂Ω

µ
∂u∗i
∂z

nψidσ = −
∫
ω

µ
∂u∗i
∂z

(x, 0)ψidx
′.

Alors

−
2∑
i=1

∫
Ω

µ
∂2u∗i
∂z2

ψidx
′dz + α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u∗iψidx
′dz +

∫
ω

k̂ (|ψ + s∗| − |s∗|) dx′

−
2∑
i=1

∫
ω

µτ ∗i ψidx
′ ≥

2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz.

De (3.33), on déduit que∫
ω

k̂(|ψ + s∗| − |s∗|)dx′ −
∫
ω

µτ ∗ψdx′ ≥ 0. (3.40)

Pour (3.38), on utilise l’analogue de [1] .
L’inégalité (3.40) est aussi valable pour tout ψ ∈ (D (ω))2 et par densité de
D (ω) dans L2 (ω) , on trouve (3.37).
Pour démontrer (3.39) en intégrant deux fois (3.33) de 0 à z, il vient :

u∗ (x′, z) = s∗ (x′) + zτ ∗ − 1

µ
F (x′, z) +

α̂2

µ
U∗(x′, z) (3.41)

où

U∗(x′, z) =

∫ z

0

∫ ζ

0

u∗ (x′, α) dαdζ

en remplaçant z par h, on obtient

u∗ (x′, h(x′)) = s∗ (x′) + hτ ∗ − 1

µ
F (x′, h(x′)) +

α̂2

µ
U∗(x′, h(x′))
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d’où

hτ ∗ = s∗h (x′)− s∗ (x′) +
1

µ
F (x′, h(x′))− α̂2

µ
U∗(x′, h(x′)) (3.42)

Intégrons (3.41) par rapport à z de 0 à h, on obtient :∫ h

0

u∗ (x′, z) dz = hs∗ (x′) +
h2

2
τ ∗ − 1

µ

∫ h

0

F (x′, z)dz +
α̂2

µ

∫ h

0

U∗(x′, z)dz

(3.43)
De (3.42) et (3.43), on déduit que∫ h

0

u∗ (x′, z) dz − h

2
s∗(x′)− h

2
s∗h (x′) + F̃ (x′) + Ũ∗(x′) = 0,

avec

F̃ (x′) =
1

µ

∫ h

0

F (x′, z) dz − h

2µ
F (x′, h) ;

F (x′, z) =

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂ (x′, α) dζdα.

et

Ũ∗(x′) =
hα̂2

2µ
U∗ (x′, h)− α̂2

µ

∫ h

0

U∗ (x′, z) dz ;

U∗ (x′, z) =

∫ z

0

∫ ζ

0

u∗ (x′, α) dζdα.

Alors∫
ω

(∫ h

0

u∗ (x′, z) dz − h

2
s∗(x′)− h

2
s∗h (x′) + F̃ (x′) + Ũ∗(x′)

)
∇ψ = 0.

Théorème 3.12 La solution u∗ du problème limite est unique.

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions u1 et u2 de l’inéquation va-
riationnelle (3.34), on a :

µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂u1
i

∂z

∂

∂z

(
ϕi − u1

i

)
dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u1
i

(
ϕi − u1

i

)
dx′dz+j (ϕ)−j

(
u1
)
≥

2∑
i=1

(
f̂i, ϕi − u1

i

)
(3.44)
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et

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u2
i

∂z

∂

∂z

(
ϕi − u2

i

)
dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u2
i

(
ϕi − u2

i

)
dx′dz+j (ϕ)−j

(
u2
)
≥

2∑
i=1

(
f̂i, ϕi − u2

i

)
.

(3.45)
où

j (ϕ̂) =

∫
ω

k̂ |ϕ̂| dx′.

On prend ϕ = u2 dans (3.44) puis ϕ = u1 dans (3.45) :

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u1
i

∂z

∂

∂z

(
u2
i − u1

i

)
dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u1
i

(
u2
i − u1

i

)
dx′dz+j

(
u2
)
−j
(
u1
)
≥

2∑
i=1

(
f̂i, u

2
i − u1

i

)
(3.46)

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u2
i

∂z

∂

∂z

(
u1
i − u2

i

)
dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

u2
i

(
u1
i − u2

i

)
dx′dz+j

(
u1
)
−j
(
u2
)
≥

2∑
i=1

(
f̂i, u

1
i − u2

i

)
.

(3.47)
En sommant les deux inéquations (3.46) et (3.47), on obtient :

µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂

∂z

(
u1
i − u2

i

)
.
∂

∂z

(
u1
i − u2

i

)
dx′dz+α̂2

2∑
i=1

∫
Ω

(
u1
i − u2

i

) (
u1
i − u2

i

)
dx′dz ≤ 0,

ceci implique

µ

∥∥∥∥ ∂∂z (u1
i − u2

i

)∥∥∥∥2

L2(Ω)

+ α̂2
∥∥u1

i − u2
i

∥∥2

L2(Ω)
= 0.

Par Poincaré, on trouve : ∥∥u1
i − u2

i

∥∥
Vz

= 0,

donc
u1 = u2.
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Chapitre 4

Analyse asymptotique d’un
problème élastique avec termes
dissipatif et source non linéaire

Résumé. Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude de l’analyse asympto-

tique d’un problème élastique avec le terme dissipatif

(
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
et le

terme source |uε|uε dans un domaine mince tridimensionnel Ωε. Les condi-
tions aux limites utilisées sont la condition de Dirichlet sur les frontières
latérale et supérieure et la condition de frottement non linéaire de type Tresca
sur la frontière inférieure. Nous étudions le comportement asymptotique de
ce problème quand la dimension du domaine tend vers zéro.

Contenu
4.1 Introduction et position du problème.
4.2 Formulation variationnelle du problème.

4.2.1 Existence de la solution.
4.3 Analyse asymptotique du problème.

4.3.1 Formulation variationnelle du problème dans Ω.
4.3.2 Estimations à priori.
4.3.3 Résultats de convergence et problème limite.
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4.1 Introduction et position du problème

Nous considérons un problème à des déformations d’un corps homogène
élastique et isotrope en régime dynamique dans un domaine mince Ωε, où ε
est un réel positif appartenant à ]0, 1[ et qui tend vers zéro.
La frontière de Ωε sera notée Γε = ω̄ ∪ Γ̄ε1 ∪ Γ̄εL, avec :
* Γε1 est la frontière supérieure d’équation x3 = εh (x1, x2) ;
* ΓεL est la frontière latérale ;
* ω est un domaine borné de R3 d’équation x3 = 0 qui constitue la frontière
inférieure du domaine Ωε.
On note x = (x1, x2, x3) ∈ R3 et x′ = (x1, x2) ∈ R2.
Le domaine Ωε est donné par :

Ωε = {(x′, x3) ∈ R3, (x′, 0) ∈ ω, 0 < x3 < εh (x′)},

où h est une fonction de classe C1 définie sur ω telle que :

0 < h∗ = hmin ≤ h (x′) ≤ hmax = h∗, ∀ (x′, 0) ∈ ω.

Soit T > 0, on désigne par uε (x′, t) = (uε1 (x′, t) , uε2 (x′, t) , uε3 (x′, t)) le champ
de déplacement et σε le tenseur des contraintes dont les composantes σεij (uε) ,
1 ≤ i, j ≤ 3 sont données par la loi de Hooke suivante

σεij (uε) = 2µdij (uε) + λdkk (uε) δij

et

dij (uε) =
1

2

(
∂uεi
∂xj

+
∂uεj
∂xi

)
, 1 ≤ i, j ≤ 3.

où µ, λ sont les coefficients de Lamé, δij est le symbole de Krönecker et dij (uε)
est le tenseur des taux de déformations.
L’équation qui gouverne les déformations du corps élastique homogène et
isotrope avec termes dissipatif et source non linéaire en régime dynamique
est la suivante

∂2uε

∂t2
− div(σε (uε)) + αε

(
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
= f ε − |uε|uε dans Ωε × ]0, T [

où f ε = (f ε1 , f
ε
2 , f

ε
3 , ) représente une densité massique des forces extérieures

et αε ∈ R+.
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Le frottement sur ω × ]0, T [ est modélisé par la loi de Tresca

|σετ | < kε =⇒
(
∂uε

∂t

)
τ

= 0

|σετ | = kε =⇒ ∃β ≥ 0 tel que

(
∂uε

∂t

)
τ

= −βσετ

 sur ω × ]0, T [

|.| désigne la norme euclidienne de R2 .
Soit n = (n1, n2, n3) le vecteur normal unitaire extérieure à Γε et
n = (0, 0,−1) le vecteur normal unitaire extérieure à ω.
On définit les composantes normales et tangentielles uεn et uετ =

(
uετi
)

1≤i≤3
de uε par

uεn = uε.n

uετi = uεi − uεn.ni

De même, les composantes normales et tangentielles σεn et σετ =
(
σετi
)

1≤i≤3
du tenseur des contraintes sont définies par

σεn = (σε.n) .n = σεij.ni.nj

σετi = σεij.nj − (σεn) .ni

Le problème complet consiste donc à trouver le champ de déplacement uε :
Ωε×]0, T [→ R3 qui vérifie les équations et les conditions aux limites suivantes

∂2uε

∂t2
−div(σε (uε))+αε

(
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
= f ε−|uε|uε dans Ωε×]0, T [ (4.1)

σεij (uε) = 2µdij (uε) + λdkk (uε) δij i, j = 1, 2, 3 dans Ωε × ]0, T [ (4.2)

uε = 0 sur Γε1 × ]0, T [ (4.3)

uε = 0 sur ΓεL × ]0, T [ (4.4)

∂uε

∂t
.n = 0 sur ω × ]0, T [ (4.5)

|σετ | < kε =⇒
(
∂uε

∂t

)
τ

= 0

|σετ | = kε =⇒ ∃β ≥ 0 tel que

(
∂uε

∂t

)
τ

= −βσετ

 sur ω × ]0, T [ (4.6)

uε(x, 0) = u0(x)
∂uε

∂t
(x, 0) = u1(x) ∀x ∈ Ωε (4.7)
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Lemme 4.1 La condition de Tresca est équivalente à la relation suivante :(
∂uε

∂t

)
τ

.σετ + kε
∣∣∣∣(∂uε∂t

)
τ

∣∣∣∣ = 0 sur ω × ]0, T [ (4.8)

4.2 Formulation variationnelle du problème

Pour l’ouvert Ωε on définit l’espace et l’ensemble suivants :

H1 (Ωε)3 =

{
v ∈

(
L2 (Ωε)

)3
:
∂vi
∂xj
∈ L2 (Ωε) , ∀i, j = 1, ..., 3

}
,

l’espace de Sobolev muni de la norme ||.||H1(Ωε)3 , où la norme de L2 (Ωε)3

sera noté ||.||L2(Ωε)3 . H1
0 (Ωε)3 désigne le sous espace vectoriel des fonctions

de H1 (Ωε)3 nulles sur Γε, on note H−1 (Ωε)3 son dual topologique.
Nous définissons le convexe fermé non vide de H1 (Ωε)3

Kε =
{
v ∈ H1 (Ωε)3 : v = 0 sur Γε1 ∪ ΓεL, v.n = 0 sur ω

}
.

On note

a(u, v) = 2µ

∫
Ωε
d(u)d(v)dx+ λ

∫
Ωε

div(u)div(v)dx

jε(v) =

∫
ω

kε |vτ | dx′

(f, v) =

∫
Ωε
fvdx

Lemme 4.2 Soit uε solution de (4.1)-(4.7), alors elle vérifie le problème
variationnel suivant :

Trouver uε où
∂uε

∂t
(t) ∈ Kε, ∀t ∈ [0, T ], telle que(

∂2uε

∂t2
, ϕ− ∂uε

∂t

)
+ a

(
uε, ϕ− ∂uε

∂t

)
+

(
|uε|uε, ϕ− ∂uε

∂t

)
+αε

((
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
, ϕ− ∂uε

∂t

)
+ jε(ϕ)− jε

(
∂uε

∂t

)
≥
(
f ε, ϕ− ∂uε

∂t

)
, ∀ϕ ∈ Kε

uε(x, 0) = u0(x)
∂uε

∂t
(x, 0) = u1(x)

(4.9)
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Preuve. On multiplie l’équation (4.1) par

(
ϕ− ∂uε

∂t

)
, où ϕ ∈ Kε, en uti-

lisant la formule de Green, les conditions aux limites et (4.8) on obtient la
formulation variationnelle (4.9).

Théorème 4.3 Supposons que

f ε,
∂f ε

∂t
∈ L2

(
0, T ;L2 (Ωε)3)

kε ∈ L∞ (ω) , kε > 0 indépendante de t,

u0 ∈ H1 (Ωε)3 , u1 ∈ H1 (Ωε)3 , (u1)τ = 0 (4.10)

Alors, il existe une solution unique uε de (4.9) avec

uε,
∂uε

∂t
∈ L∞

(
0, T ;H1 (Ωε)3)

∂2uε

∂t2
∈ L∞

(
0, T ;L2 (Ωε)3) ∩ L2

(
0, T ;H1 (Ωε)3)

Preuve. La preuve de ce théorème est similaire dans Lions ([23] , ([30]).

4.3 Analyse asymptotique du problème

Pour l’analyse asymptotique de notre problème, on utilise le change-

ment d’èchelle z =
x3

ε
. Donc le domaine Ωε se transforme en un domaine

Ω indépendant de ε, définit par

Ω = {(x′, z) ∈ R3, (x′, 0) ∈ ω et 0 < z < h (x′)}.

et notant Γ = ω̄ ∪ Γ̄1 ∪ Γ̄L sa frontière. Sur Ω× ]0, T [, nous définissons des
nouvelles inconnues{

ûεi (x′, z, t) = uεi (x′, x3, t) , i = 1, 2
ûε3 (x′, z, t) = ε−1uε3 (x′, x3, t) .

(4.11)

On suppose que les données du problème (4.1)-(4.7) dépendent de ε de la
manière suivante 

f̂ (x′, z, t) = ε2f ε (x′, x3, t) ,

k̂ = εkε,
α̂ = ε2αε.

(4.12)

avec f̂ , k̂ et α̂ ne dépendant pas de ε.
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4.3.1 Formulation variationnelle du problème dans Ω

Nous introduisons maintenant le cadre fonctionnel sur Ω comme ce qui
suit :

K =
{
ϕ̂ ∈ H1 (Ω)3 : ϕ̂ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL et ϕ̂.n = 0 sur ω

}
.

Π (K) =
{
ϕ = (ϕ1, ϕ2) ∈ H1 (Ω)2 : ϕ = 0 sur Γ1 ∪ ΓL

}
.

Vz =

{
v = (v1, v2) ∈ L2 (Ω)2 :

∂vi
∂z
∈ L2 (Ω) , i = 1, 2 et v = 0 sur Γ1

}
.

Vz est un espace de Banach pour la norme :

‖v‖Vz =

(
2∑
i=1

‖vi‖2
L2(Ω) +

∥∥∥∥∂vi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

) 1
2

.

En multipliant (4.9) par ε et en passant au domaine fixe Ω on montre que le
problème variationnel est équivalent au problème suivant :

2∑
i=1

ε2

(
∂2ûεi
∂t2

, ϕ̂i −
∂ûεi
∂t

)
+ ε4

(
∂2ûε3
∂t2

, ϕ̂3 −
∂ûε3
∂t

)
+ â

(
ûε, ϕ̂− ∂ûε

∂t

)

+ ε
2∑
i=1

(
|ûεi |ûεi , ϕ̂i −

∂ûεi
∂t

)
+ ε

2∑
i=1

(
|ûε3|ûε3, ϕ̂3 −

∂ûε3
∂t

)
(4.13)

+ α̂
2∑
i=1

((
1 +

∣∣∣∣∂ûεi∂t
∣∣∣∣) ∂ûεi

∂t
, ϕ̂i −

∂ûεi
∂t

)
+ ε2α̂

((
1 +

∣∣∣∣∂ûε3∂t
∣∣∣∣) ∂ûε3

∂t
, ϕ̂3 −

∂ûε3
∂t

)

+ ĵ (ϕ̂)− ĵ
(
∂ûε

∂t

)
≥

2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i −

∂ûεi
∂t

)
+ ε

(
f̂3, ϕ̂3 −

∂ûε3
∂t

)
∀ϕ̂ ∈ K

ûε(0) = û0
∂ûε

∂t
(0) = û1

où
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â
(
ψ̂, ϕ̂

)
= µε2

2∑
i,j=1

∫
Ω

(
∂ψ̂i
∂xj

+
∂ψ̂j
∂xi

)
∂ϕ̂i
∂xj

dx′dz

µ

2∑
i=1

∫
Ω

(
∂ψ̂i
∂z

+ ε2∂ψ̂3

∂xi

)(
∂ϕ̂i
∂z

+ ε2∂ϕ̂3

∂xi

)
dx′dz

+2µε2

∫
Ω

∂ψ̂3

∂z

∂ϕ̂3

∂z
dx′dz + λε2

∫
Ω

div
(
ψ̂
)

div (ϕ̂) dx′dz

et

ĵ(ϕ̂) =

∫
ω

k̂ |ϕ̂τ | dx′

4.3.2 Estimations à priori

Théorème 4.4 Sous les hypothèses du théorème 4.1, il existe une constante
c indépendante de ε telle que

2∑
i=1

(∥∥∥∥∂ûεi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε∂ûεi∂t
∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε2∂û
ε
3

∂xi

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∥∥∥ε 2

3 ûεi

∥∥∥3

L3(Ω)

)
(4.14)

+
2∑

i,j=1

∥∥∥∥ε∂ûεi∂xj

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε∂ûε3∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε2∂û
ε
3

∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+
∥∥∥ε 5

3 ûε3

∥∥∥3

L3(Ω)
≤ c

2∑
i=1

∥∥∥∥∂ûεi∂t
∥∥∥∥3

L3(0,T ;L3(Ω))

+

∥∥∥∥ε∂ûε3∂t
∥∥∥∥3

L3(0,T ;L3(Ω))

≤ c (4.15)

2∑
i=1

(∥∥∥∥∂2ûεi
∂z∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε∂2ûεi
∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε2 ∂
2ûε3

∂xi∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

)
(4.16)

+
2∑

i,j=1

∥∥∥∥ε ∂2ûεi
∂xj∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε∂2ûε3
∂z∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

+

∥∥∥∥ε2∂
2ûε3
∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c
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Preuve. Soit uε la solution du problème (4.9). Nous choisissons ϕ = 0, donc
on obtient :(
∂2uε

∂t2
,
∂uε

∂t

)
+a

(
uε,

∂uε

∂t

)
+

(
|uε|uε, ∂u

ε

∂t

)
+αε

((
1 +

∣∣∣∣∂uε∂t
∣∣∣∣) ∂uε

∂t
,
∂uε

∂t

)
≤
(
f ε,

∂uε

∂t

)
ceci implique que :

1

2

d

dt

[∥∥∥∥∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ a (uε, uε) +

2

3
‖uε‖3

L3(Ωε)3

]
+αε

∥∥∥∥∂uε∂t
∥∥∥∥3

L3(Ωε)3
≤
(
f ε,

∂uε

∂t

)
En intégrant en temps pour s ∈ [0, t] et en utilisant l’inégalité de Korn, on
trouve :∥∥∥∥∂uε∂t

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ 2µCK ‖∇uε‖2

L2(Ωε)3×3 +
2

3
‖uε‖3

L3(Ωε)3 + αε
∫ t

0

∥∥∥∥∂uε∂t (s)

∥∥∥∥3

L3(Ωε)3
ds r5

(4.20)

≤ 2

∫ t

0

(
f ε(s),

∂uε

∂t
(s)

)
ds+

[
‖u1‖2

L2(Ωε)3 + (2µ+ 3λ) ‖∇u0‖2
L2(Ωε)3×3 +

2

3
‖u0‖3

L3(Ωε)3

]
En utilisant les inégalités de Cauchy-Schwartz, de Poincaré et de Young, on
obtient :

2

∫ t

0

(
f ε(s),

∂uε

∂t
(s)

)
ds = 2 (f ε(t), uε(t))−2 (f ε(0), u0)−2

∫ t

0

(
∂f ε

∂t
(s), uε(s)

)
ds

en utilisant l’inégalité de Poincaré

‖uε‖L2(Ωε)3 ≤ εh∗ ‖∇uε‖L2(Ωε)3×3

et l’inégalité de Young

ab ≤ η2a
2

2
+ η−2 b

2

2
, ∀(a, b) ∈ R2, ∀η > 0

nous obtenons ∣∣∣∣2 ∫ t

0

(
f ε(s),

∂uε

∂t
(s)

)
ds

∣∣∣∣ ≤ µCK ‖∇uε(t)‖2
L2(Ωε)3×3 (4.21)

+
ε2h∗2

µCK
‖f ε(t)‖2

L2(Ωε)3 + ε2h∗2 ‖f ε(0)‖2
L2(Ωε)3 + ‖∇u0‖2

L2(Ωε)3×3

+µCK

∫ t

0

‖∇uε(s)‖2
L2(Ωε)3×3 ds+

ε2h∗2

µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∂f ε∂t (s)

∥∥∥∥3

L3(Ωε)3
ds
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En remplaçant (4.21) dans (4.20), on déduit[∥∥∥∥∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK ‖∇uε‖2

L2(Ωε)3×3

]
+

2

3
‖uε‖3

L3(Ωε)3 + αε
∫ t

0

∥∥∥∥∂uε∂t (s)

∥∥∥∥3

L3(Ωε)3
ds

(4.22)

≤ ‖u1‖2
L2(Ωε)3 + (1 + 2µ+ 3λ) ‖∇u0‖2

L2(Ωε)3×3 +
ε2h∗2

µCK
‖f ε(t)‖2

L2(Ωε)3 + ε2h∗2 ‖f ε(0)‖2
L2(Ωε)3

+
ε2h∗2

µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∂f ε∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
ds+

∫ t

0

[∥∥∥∥∂uε∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK ‖∇uε(s)‖2

L2(Ωε)3×3

]
ds

En multipliant (4.22) par ε et en utilisant

ε2 ‖f ε‖2
L2(Ωε)3 = ε−1

∥∥∥f̂∥∥∥2

L2(Ω)3

on obtient

ε

[∥∥∥∥∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK ‖∇uε‖2

L2(Ωε)3×3

]
+

2

3
ε ‖uε‖3

L3(Ωε)3 + εαε
∫ t

0

∥∥∥∥∂uε∂t (s)

∥∥∥∥3

L3(Ωε)3
ds

≤ A+

∫ t

0

ε

[∥∥∥∥∂uε∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK ‖∇uε(s)‖2

L2(Ωε)3×3

]
ds

où A est une constante qui ne dépend pas de ε

A = ‖û1‖2
L2(Ω)3 + (1 + 2µ+ 3λ) ‖∇û0‖2

L2(Ω)3×3 + h∗2
∥∥∥f̂(0)

∥∥∥2

L2(Ω)3

+
h∗2

µCK

∥∥∥f̂∥∥∥2

L∞(0,T ;L2(Ω)3)
+

h∗2

µCK

∥∥∥∥∥∂f̂∂t
∥∥∥∥∥

2

L2(0,T ;L2(Ω)3)

On utilise maintenant le lemme de Gronwall, il vient

ε

[∥∥∥∥∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK ‖∇uε‖2

L2(Ωε)3×3

]
≤ C
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Donc les estimations (4.14) et (4.15) sont démontrées.
Pour montrer l’estimation à priori (4.16), on considère l’équation approchée(

∂2uεζ
∂t2

, ϕ

)
+ a

(
uεζ , ϕ

)
+

((
jεζ
)′(∂uεζ

∂t

)
, ϕ

)
(4.23)

+αε
((

1 +

∣∣∣∣∂uεζ∂t
∣∣∣∣) ∂uεζ

∂t
, ϕ

)
+ 2

(
|uεζ |uεζ , ϕ

)
= (f ε, ϕ)

avec

uεζ(0) = u0

∂uεζ
∂t

(0) = u1

où

jεζ (v) =

∫
ω

kε (x′)φζ
(
|vτ |2

)
dx′

avec

φζ (λ) =
1

1 + ζ
|λ|1+ζ , ζ > 0

On dérive (4.23) par rapport à t et on prend ϕ =
∂2uεζ
∂t2

nous obtenons

(
∂3uεζ
∂t3

,
∂2uεζ
∂t2

)
+ a

(
∂uεζ
∂t

,
∂2uεζ
∂t2

)
+ 2αε

((
1

2
+

∣∣∣∣∂uεζ∂t
∣∣∣∣) ∂2uεζ

∂t2
,
∂2uεζ
∂t2

)
+2

(
|uεζ |

∂uεζ
∂t

,
∂2uεζ
∂t2

)
+

(
∂

∂t

(
jεζ
)′(∂uεζ

∂t

)
,
∂2uεζ
∂t2

)
=

(
∂f ε

∂t
,
∂2uεζ
∂t2

)

Comme

(
∂

∂t

(
jεζ
)′(∂uεζ

∂t

)
,
∂2uεζ
∂t2

)
≥ 0 ; nous trouvons

1

2

d

dt

[∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ a

(
∂uεζ
∂t

,
∂uεζ
∂t

)]
≤
(
∂f ε

∂t
,
∂2uεζ
∂t2

)
− 2

(
|uεζ |

∂uεζ
∂t

,
∂2uεζ
∂t2

)
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En intégrant la dernière inégalité sur (0, t) et en utilisant l’inégalité de Korn,
on obtient∥∥∥∥∂2uεζ

∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ 2µCK

∥∥∥∥∇∂uεζ∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

≤
∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

(0)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
(4.24)

+ (2µ+ 3λ+ µCK) ‖∇u1‖2
L2(Ωε)3×3 + µCK

∥∥∥∥∇∂uεζ∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

+
ε2h∗2

µCK

∥∥∥∥∂f ε∂t (0)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+
ε2h∗2

µCK

∥∥∥∥∂f ε∂t (t)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3

+
ε2h∗2

µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∂2f ε

∂t2
(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
ds+ µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∇∂uεζ∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

ds

−4

∫ t

0

∫
Ωε
|uεζ(s)|

∂uεζ
∂t

(s)
∂2uεζ
∂t2

(s)dx′dx3ds.

En utilisant les inégalités de Hölder et de Young et l’injection de Sobolev, on
trouve ∣∣∣∣−4

∫ t

0

∫
Ωε
|uεζ(s)|

∂uεζ
∂t

(s)
∂2uεζ
∂t2

(s)dx′dx3ds

∣∣∣∣
≤ 4

∫ t

0

∥∥uεζ(s)∥∥L4(Ωε)3

∥∥∥∥∂uε∂t (s)

∥∥∥∥
L4(Ωε)3

∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

(s)

∥∥∥∥
L2(Ωε)3

ds

≤ 4C2
∗T +

∫ t

0

∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
ds

avec C∗ est une constante indépendante de ζ et ε, d’où∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK

∥∥∥∥∇∂uεζ∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

≤
∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

(0)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ (2µ+ 3λ+ µCK) ‖∇u1‖2

L2(Ωε)3×3

(4.25)

+4C2
∗T +

ε2h∗2

µCK

∥∥∥∥∂f ε∂t (0)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+
ε2h∗2

µCK

∥∥∥∥∂f ε∂t (t)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+
ε2h∗2

µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∂2f ε

∂t2
(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
ds

+

∫ t

0

∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
ds+ µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∇∂uεζ∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

ds
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Maintenant, il faut estimer
∂2uεζ
∂t2

(0), on déduit de (4.23) et (4.10) que

(
∂2uεζ
∂t2

(0), ϕ

)
= (f ε(0), ϕ)−a (u0, ϕ)−αε ((1 + |u1|)u1, ϕ)−(|u0|u0, ϕ) , ∀ϕ ∈ Kε

donc∣∣∣∣(∂2uεζ
∂t2

(0), ϕ

)∣∣∣∣ ≤ εh∗ ‖f ε(0)‖L2(Ωε)3 ‖∇ϕ‖L2(Ωε)3×3 + (2µ+ 3λ) ‖u0‖H1(Ωε)3 ‖ϕ‖H1(Ωε)3

+ε2h∗2αε ‖∇u1‖L2(Ωε)3×3 ‖∇ϕ‖L2(Ωε)3×3 + εh∗αε
√
ε

(∫
Ω

|û1|4 dx′dz
) 1

2

‖∇ϕ‖L2(Ωε)3×3

+εh∗
(∫

Ω

|û0|4 dx′dz
) 1

2

‖∇ϕ‖L2(Ωε)3×3

comme H1 (Ω) ↪→ L4 (Ω), on a∣∣∣∣(∂2uεζ
∂t2

(0), ϕ

)∣∣∣∣ ≤ εh∗ ‖f ε(0)‖L2(Ωε)3 ‖ϕ‖H1(Ωε)3 + (2µ+ 3λ) ‖u0‖H1(Ωε)3 ‖ϕ‖H1(Ωε)3

+ε2h∗2αε ‖u1‖H1(Ωε)3 ‖ϕ‖H1(Ωε)3 + ε
3
2h∗αεcs ‖û1‖H1(Ω)3 ‖ϕ‖H1(Ωε)3 + εh∗cs ‖û0‖H1(Ω)3 ‖ϕ‖H1(Ωε)3

si on multiplie cette inégalité par
√
ε, on obtient

√
ε

∥∥∥∥∂2uεζ
∂t2

(0)

∥∥∥∥
L2(Ωε)3

≤ C ′

où

C ′ = h∗
∥∥∥f̂(0)

∥∥∥
L2(Ω)3

+ (2µ+ 3λ) ‖û0‖H1(Ω)3 + h∗cs ‖û0‖2
H1(Ω)3

+α̂h∗2 ‖û1‖H1(Ω)3 + α̂h∗cs ‖û1‖2
H1(Ω)3
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ne dépend pas de ε. En passant à la limite dans (4.25) quand ζ tend vers
zéro, nous trouvons[∥∥∥∥∂2uε

∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK

∥∥∥∥∇∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

]
≤
∥∥∥∥∂2uε

∂t2
(0)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
(4.26)

+ (2µ+ 3λ+ µCK) ‖∇u1‖2
L2(Ωε)3×3 + 4C2

∗T +
ε2h∗2

µCK

∥∥∥∥∂f ε∂t (0)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3

+
ε2h∗2

µCK

∥∥∥∥∂f ε∂t (t)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+
ε2h∗2

µCK

∫ t

0

∥∥∥∥∂2f ε

∂t2
(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
ds

+

∫ t

0

[∥∥∥∥∂2uε

∂t2
(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK

∥∥∥∥∇∂uε∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

]
ds

En multipliant maintenant (4.26) par ε, on obtient

ε

[∥∥∥∥∂2uε

∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK

∥∥∥∥∇∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

]
≤ B+

∫ t

0

ε

[∥∥∥∥∂2uε

∂t2
(s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ µCK

∥∥∥∥∇∂uε∂t (s)

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

]
ds

où B est une constante ne dépend pas de ε avec

B = (2µ+ 3λ+ µCK) ‖∇û1‖2
L2(Ω)3×3 + (C ′)

2
+

h∗2

µCK

∥∥∥∥∥∂f̂∂t (0)

∥∥∥∥∥
2

L2(Ω)3

+
h∗2

µCK

∥∥∥∥∥∂f̂∂t
∥∥∥∥∥
L∞(0,T ;L2(Ω)3)

+
h∗2

µCK

∥∥∥∥∥∂2f̂

∂t2

∥∥∥∥∥
2

L2(0,T ;L2(Ω)3)

d’aprés l’inégalité de Gronwall, il existe une constante C indépendante de ε
telle que

ε

∥∥∥∥∂2uε

∂t2

∥∥∥∥2

L2(Ωε)3
+ ε

∥∥∥∥∇∂uε∂t
∥∥∥∥2

L2(Ωε)3×3

≤ C

ce qui donne l’estimation (4.16).
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4.3.3 Théorème de convergence

Théorème 4.5 Sous les mêmes hypothèses du théorème 4.4, il existe u∗i ∈
L2 (0, T ;Vz) ∩ L∞ (0, T ;Vz), i = 1, 2 telle que

ûεi ⇀ u∗i , i = 1, 2
∂ûεi
∂t

⇀
∂u∗i
∂t

, i = 1, 2

}
faiblement dans L2 (0, T ;Vz) et faiblement ∗ dans L∞ (0, T ;Vz)

(4.27)
∂ûεi
∂t

⇀
∂u∗i
∂t

, i = 1, 2

ε
∂ûε3
∂t

⇀ 0

 faiblement dans L3
(
0, T ;L3 (Ω)

)
(4.28)

ε
2
3 ûεi ⇀ 0, i = 1, 2

ε
5
3 ûε3 ⇀ 0

}
faiblement dans L3

(
0, T ;L3 (Ω)

)
et faiblement ∗ dans L∞

(
0, T ;L3 (Ω)

)
(4.29)

ε
∂ûεi
∂t

⇀ 0, i = 1, 2

ε
∂ûεi
∂xj

⇀ 0, i, j = 1, 2

ε2∂û
ε
3

∂t
⇀ 0

ε2∂û
ε
3

∂xi
⇀ 0, i = 1, 2

ε
∂ûε3
∂z

⇀ 0


faiblement dansL2

(
0, T ;L2 (Ω)

)
et faiblement ∗ dansL∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)

(4.30)

ε
∂2ûεi
∂xj∂t

⇀ 0, i, j = 1, 2

ε2 ∂
2ûε3
∂z∂t

⇀ 0

ε2 ∂
2ûε3

∂xi∂t
⇀ 0, i = 1, 2

ε
∂2ûεi
∂t2

⇀ 0, i = 1, 2

ε2∂
2ûε3
∂t2

⇀ 0


faiblement dansL2

(
0, T ;L2 (Ω)

)
et faiblement ∗ dansL∞

(
0, T ;L2 (Ω)

)

(4.31)
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Preuve. D’aprés (4.14) et (4.15), il existe une constante c indépendante de
ε, telle que ∥∥∥∥∂ûεi∂z

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c et

∥∥∥∥∂2ûεi
∂z∂t

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ c, i = 1, 2.

En utilisant ces estimations avec l’inégalité de Poincaré on déduit que les

suites (ûε1, û
ε
2)ε et

(
∂ûε1
∂t

,
∂ûε2
∂t

)
ε

sont bornées dans L2 (0, T ;Vz)∩L∞ (0, T ;Vz),

ce qui implique l’existence des éléments (u∗1, u
∗
2) et

(
∂u∗1
∂t

,
∂u∗2
∂t

)
dans L2 (0, T ;Vz)∩

L∞ (0, T ;Vz) telles que (ûε1, û
ε
2)ε

(
resp

(
∂ûε1
∂t

,
∂ûε2
∂t

)
ε

)
converge faiblement

vers (u∗1, u
∗
2)

(
resp

(
∂u∗1
∂t

,
∂u∗2
∂t

))
dans L2 (0, T ;Vz)∩L∞ (0, T ;Vz). Donc nous

obtenons (4.27). Pour (4.28)-(4.30), ils viennent directement de (4.14)-(4.16)
et (4.27).

4.3.4 Problème limite

Théorème 4.6 Avec les mêmes hypothèses du théorème 4.3, u∗ = (u∗1, u
∗
2)

vérifie

µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂

∂z

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz + ĵ (ϕ̂)− ĵ

(
∂u∗

∂t

)
(4.32)

+α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz ≥

2∑
i=1

∫
Ω

f̂i

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz, ∀ϕ̂ ∈ Π (K)2

 −µ
∂2u∗i
∂z2

(t) + α̂

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t (t)

∣∣∣∣) ∂u∗i
∂t

(t) = f̂i(t) i = 1, 2 dans L2 (Ω)

u∗i (x
′, z, 0) = u∗0,i(x

′, z), i = 1, 2
(4.33)

Preuve. On prend ϕ̂ =

(
ϕ̂1, ϕ̂2,

∂u∗3
∂z

)
dans (4.13) puis en passant à la

limite quand ε tend vers zéro et en utilisant les résultats de convergence du
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théorème 4.5, on déduit

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂

∂z

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz + ĵ (ϕ̂)− ĵ

(
∂u∗

∂t

)
(4.34)

+α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz ≥

2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
Nous choisissons maintenant dans (4.34)

ϕ̂i =
∂u∗i
∂t
± ψi, ψi ∈ H1

0 (Ω) i = 1, 2

et en utilisant la formule de Green, puis en choisissant ψ1 = 0 et ψ2 ∈ H1
0 (Ω),

ensuite ψ2 = 0 et ψ1 ∈ H1
0 (Ω), on obtient

−µ
∫

Ω

∂2u∗i
∂z2

ψidx
′dz + α̂

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
ψidx

′dz =

∫
Ω

f̂iψidx
′dz

d’où

−µ∂
2u∗i
∂z2

+ α̂

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
= f̂i i = 1, 2 dans H−1 (Ω) (4.35)

et comme f̂i ∈ L2 (Ω) alors (4.35) est valable dans L2 (Ω).

Théorème 4.7 Sous les mêmes hypothèses du théorème 4.4, les traces

s∗ = u∗ (x′, 0, t) , τ ∗ =
∂u∗

∂z
(x′, 0, t)

vérifient∫
ω

k̂

(∣∣∣∣ψ +
∂s∗

∂t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂s∗∂t
∣∣∣∣) dx′ − ∫

ω

µτ ∗ψdx′ ≥ 0, ∀ψ ∈ L2 (ω)2

et les conditions aux limites de Tresca sur ω × ]0, T [

µ |τ ∗| < k̂ =⇒ ∂s∗

∂t
= 0

µ |τ ∗| = k̂ =⇒ ∃β ≥ 0 tel que
∂s∗

∂t
= βτ ∗

 p.p sur ω × ]0, T [ (4.37)
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De plus u∗et s∗vérifient l’équation généralisée de Reynolds

∫
ω

(
F̃ − µh

2
s∗ +

∫ h

0

µu∗ (x′, z, t) dz + Ũt

)
∇ψ (x′) dx′ = 0, ∀ψ ∈ H1 (ω)

(4.38)

où

F̃ (x′, h, t) =

∫ h

0

F (x′, z, t) dz − h

2
F (x′, h, t)

F (x′, z, t) =

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂ (x′, η, t) dηdζ

Ũt (x′, h, t) = −α̂
∫ h

0

Ut (x′, z, t) dz +
α̂h

2
Ut (x′, h, t)

Ut (x′, z, t) =

∫ z

0

∫ ζ

0

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗∂t
∣∣∣∣) ∂u∗

∂t
(x′, η, t) dηdζ

Preuve. Dans l’inéquation variationnelle (4.32), on choisit ϕi =
∂u∗i
∂t

+ψi, i =

1, 2, où ψ ∈ Π (K), on trouve

µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂ψi
∂z

dx′dz + ĵ

(
ψ +

∂u∗

∂t

)
− ĵ

(
∂u∗

∂t

)

+α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
ψidx

′dz ≥
2∑
i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz, ∀ψi ∈ Π (K)

en utilisant la formule de Green, il vient que

−µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂2u∗i
∂z2

ψdx′dz + α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
ψidx

′dz

−µ
2∑
i=1

∫
ω

τ ∗i ψidx
′ +

∫
ω

k̂

(∣∣∣∣ψ +
∂s∗

∂t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂s∗∂t
∣∣∣∣) dx′ ≥ 2∑

i=1

∫
Ω

f̂iψidx
′dz

De (4.33), on trouve∫
ω

k̂

(∣∣∣∣ψ +
∂s∗

∂t

∣∣∣∣− ∣∣∣∣∂s∗∂t
∣∣∣∣) dx′ − ∫

ω

µτ ∗ψdx′ ≥ 0, ψ ∈ D (ω)2
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Par la densité de D (ω) dans L2 (ω) on déduit (4.36). Nous obtenons aussi
(4.37) comme dans [28]. Pour montrer (4.38) on intègre deux fois (4.33) entre
0 et z on obtient

−µu∗i (x′, z, t)+µs∗i+µzτ
∗
i +α̂

∫ z

0

∫ ζ

0

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
(x′, η, t) dηdζ =

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂i (x
′, η, t) dηdζ

(3.39)
En particulier pour z = h, donc

µs∗i+µzτ
∗
i +α̂

∫ h

0

∫ ζ

0

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
(x′, η, t) dηdζ =

∫ h

0

∫ ζ

0

f̂i (x
′, η, t) dηdζ

(4.40)
En intégrant (4.39) de 0 et h, on obtient

−µ
∫ h

0

u∗i (x′, z, t) dz + µs∗ih+ µ
h2

2
τ ∗i + α̂

∫ h

0

∫ z

0

∫ ζ

0

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t
(x′, η, t) dηdζdz

(4.41)

=

∫ h

0

∫ z

0

∫ ζ

0

f̂i (x
′, η, t) dηdζdz

De (4.40) et (4.41), nous déduisons que

F̃ − µh
2
s∗ +

∫ h

0

µu∗ (x′, z, t) dz + Ũt = 0

Et par conséquent∫
ω

(
F̃ − µh

2
s∗ +

∫ h

0

µu∗ (x′, z, t) dz + Ũt

)
∇ψ (x′) dx′ = 0

Théorème 4.8 La solution u∗ du problème limite (4.32)-(4.33) est unique
dans L2 (0, T ;Vz) ∩ L∞ (0, T ;Vz).

Preuve. Supposons qu’il existe deux solutions u∗ et u∗∗ de l’inéquation va-
riationnelle (4.32), nous avons

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗i
∂z

∂

∂z

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz + ĵ (ϕ̂)− ĵ

(
∂u∗

∂t

)
(4.42)
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+α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗i

∂t

(
ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
dx′dz ≥

2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i −

∂u∗i
∂t

)
et

µ

2∑
i=1

∫
Ω

∂u∗∗i
∂z

∂

∂z

(
ϕ̂i −

∂u∗∗i
∂t

)
dx′dz + ĵ (ϕ̂)− ĵ

(
∂u∗∗

∂t

)
(4.43)

+α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(
1 +

∣∣∣∣∂u∗∗i∂t
∣∣∣∣) ∂u∗∗i

∂t

(
ϕ̂i −

∂u∗∗i
∂t

)
dx′dz ≥

2∑
i=1

(
f̂i, ϕ̂i −

∂u∗∗i
∂t

)
Nous prenons ϕ̂ =

∂u∗∗

∂t
dans (4.42) (resp ϕ̂ =

∂u∗

∂t
dans (4.43) et en

additionnant les deux inéquations, on obtient

µ
2∑
i=1

∫
Ω

∂

∂z
(u∗i − u∗∗i )

∂

∂z

(
∂u∗i
∂t
− ∂u∗∗i

∂t

)
dx′dz+α̂

2∑
i=1

∫
Ω

(
∂u∗i
∂t
− ∂u∗∗i

∂t

)(
∂u∗i
∂t
− ∂u∗∗i

∂t

)
dx′dz

+α̂
2∑
i=1

∫
Ω

(∣∣∣∣∂u∗i∂t
∣∣∣∣ ∂u∗i∂t −

∣∣∣∣∂u∗∗i∂t
∣∣∣∣ ∂u∗∗i∂t

)(
∂u∗i
∂t
− ∂u∗∗i

∂t

)
dx′dz ≤ 0

Posons W̃ (t) = u∗(t)− u∗∗(t), ceci implique que

µ
d

dt

∥∥∥∥∥∂W̃∂z
∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)2

+ α̂

∥∥∥∥∥∂W̃∂t
∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)2

+
α̂

4

∥∥∥∥∥∂W̃∂t
∥∥∥∥∥

3

L3(Ω)2

≤ 0

Comme W̃ (0) = 0 donc ∥∥∥∥∥∂W̃∂t
∥∥∥∥∥

2

L2(Ω)2

= 0

En utilisant l’inégalité de Poincaré, on déduit que∥∥∥W̃∥∥∥
L2(0,T ;Vz)

=
∥∥∥W̃∥∥∥

L∞(0,T ;Vz)
= 0.
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dary value problems for the Lamé equations. Applied Mathematical
Sciences, Vol. 1, (2007), no. 51, 2517-2528.

[11] Schechter, Principles of functional analysis. Academic Press, 1971.

68
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Résumé  

Dans cette thèse, nous avons étudié quelques problèmes d’élasticité linéaire et 

non-linéaires avec différentes conditions aux limites dans un domaine borné 

tridimensionnel. Tout d'abord, nous avons montré l’existence et la régularité 

de la solution d'un problème élastique perturbé dans un domaine régulier avec 

conditions de frottement non linéaire de type Tresca-graphe maximal 

monotone. Ensuite, nous avons étudié l'analyse asymptotique d'un problème 

approché associé à notre problème dans un domaine mince. Le dernier 

problème dans cette thèse est consacré à l’étude de l'analyse asymptotique  

d'un problème dynamique non-linéaire pour l'élasticité avec un terme dissipatif 

et un source non linéaire dans un film mince. 

 

Abstract  

In this thesis, we have studied some linear and non-linear elasticity problems 

with different boundary conditions in a three-dimensional bounded domain. 

First, we showed the existence and the regularity of the solution of a perturbed 

elastic problem in a smooth domain with nonlinear friction conditions of 

Tresca-maximal monotone graph type. Then, we studied the asymptotic 

analysis of an approximate problem associated with our problem in a thin 

domain. The last problem in this thesis is devoted to the study of the 

asymptotic analysis of a nonlinear dynamical problem for elasticity with 

nonlinear dissipative and source terms in a thin film.  

 

 الملخص

قمنا بدراسة بعض مسائل المرونة الخطية وغير الخطية بشروط حدية مختلفة في في هذه الأطروحة، 

مرونة مضطربة في المجال العادي  أولاً، برهنا وجود و انتظام حل مشكلة ميدان محدود ثلاثي الأبعاد.

. بعد ذلك، درسنا التحليل المنحنى الرتيب الاعظمي-سكايتر من النوع الاحتكاك غير الخطي شروطمع 

الأخيرة في هذه الأطروحة مخصصة  مسألةالتقاربي لمسألة تقريبية مرتبطة بمشكلتنا في ميدان رقيق. ال

.لدراسة التحليل التقاربي لمسألة حدية حركية مرنة مع طرفي تبديد و منبع غير خطي في ميدان رقيق  


